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SUR LES FONCTIONS ITERATIVES. Iof

Sur les fonctions itératives;

Par M. Jures FARKAS,

Professeur & I'Université de Budapesth.

En supposant £ un nombre entier et positif, l'itérative de i degré
de la fonction f(z), désignée par f*(z), ou z, est définie par la formule
récurrente ’

kaf(zk_|), Bg= %.

Sur la théorie générale des fonctions itératives, il n’y a que deux
Mémoires, publiés par M. E. Schroeder dans les Annales de Clebsch.
Les questions traitées par M. Schroeder sont celles de la conver-
gence (*)et celle del'itération analytique (2). En supposant la fonction
JS(z) holomorphe dans I'aire T, et que toutes ses itératives soient des
points de Vaire T, silalgorithme z, tend vers une méme limite quand
le nomhre £ devient infini d’'une maniére quelconque, la limite
lim z; = { est une racine de I'équation f(z) = z, parce qu’alors ona

lim 5;,, = lim z;;

d’ou, en vertu dela définition, lim £(z;) = lim 3, c’est-a~dire f(§)=§.
C'est dans ce cas que les itératives sont dites convergentes dans V'aire T.

(') Ueber unendlich viele Algorithmen zur Auflésung der Gleichungen,
t. IL

(2) Ueber iterirte Functionen, t. 111, :
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Si la fonction f(z) satisfait a4 certaines conditions, ses itératives sont
convergentes, et, dans ma premiére Note, j’établis une sorte de telles
conditions. Le probléme de I'itération analytique a pour but d’expri-
mer les itératives d’'une fonction analytique par une fonction analy-
tique de I'indice % considérée comme variable indépendante. En éten-
dant la définition de z; sur des valeurs fractionnaires et négatives de
I'indice £; dans ma seconde Note, j"établis et jetraitela forme générale
de la fonction analytique de deux variables F(£, z) définie parI'expres-
sion

F(ks) =/*(s).

I. — SUR LA CONVERGENCE DES FONCTIONS ITERATIVES.

1. Désiguons par f/(T) I'aire décrite par le point z, = f(z) quand le
point z décrit l'aire T, .

St Uaire f(T) est situce dans I'aire T et que I'aire T se puisse concen-
lrer en un point § de maniére que U'aire f(T) reste toujours dans
Uaire T, les itcratives de f(z) sont convergentes dans celte aire.

En effet, que le contour de I'aire en concentration T soit arrivé
au point z, et 4 ce moment désignons par T, I'aire diminuée T. Le
point z, = f(z) est dans I'aive T\, parce que, en vertu de la supposi-
tion, Paire f(T,) est dans I'aire T,. En continuant la concentration, le
contour de l'aire T, est arrivé au point z,; & ce moment, désignons
par T, laire diminuée T. Le point 5, = f(z,) est dans l'aire T,, parce
que V'aire f(T,) est dans I'aire T, et ainsi de suite; que le contour
de I'aire en concentration soit arrivé au point 5, = f(z,_, ), et & ce mo-
ment désignons par T; I'aire diminuée T. Le point z;,, = f(z;) est dans
laire T, parce que l'aire f(T;) est dans aire T;. Or limT,=¢, par
conséquent lim 5;= § et lim z;,, = lim z;.

Considérons, parexemple, la fonction

(1) J(3)=a+ys,

\ o . \ oy . H—-
ou n est un nombre positif supérieur & I'unité. La fonction yz est holo-
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morphe dans loute I’étendue du plan traversé par une droite R dont
I'un des points exirémes est dans l'origine, et 'autre dans I'infini. Dé-
signons par « 'argument du point fixe a. Si 'argument commun des
points de la droite R est a + # ou « — n ou dans le voisinage soit de
« -+ m, soit de @ — x, le plan traversé par la droite R satisfait & I'exi-
gence attribuée 4 I’aire T dans notre théoréme. Ainsi, en posant

r
5,, —a= Zk_’ ’
¢'est-a-dire

'

, - " - ) n 7 , n 7
3’ =yz, 35,=va-+s, s, =Va+z, z,=vVva+3z, ...,

la limite lim z; est une racine de I'équation z* = z + a, et I'on en ob-
tient I'une ou I'autre des racines suivant que I’on sort de I'une ou de

n—=

I'autre des valeurs de la racine 5’ =y z.

2. Du théoréme général on tire aisément le suivant : Si (1) le fonc-
tion [(x) est d’une valeur réelle et croissante pour une valeur réelle et
croissante de x comprise entre les limites p et q, et que ’on ait

(2) rp<q,
(3) p<Sfp) 9>/(q)

les itératives de f(x) sont convergentes, théoréme dont voici la preuve
directe :
En vertu de (1) et (2),

S(p) <[flw) < f(g)
p<flz)<q,

par conséquent (3)

¢’est-a-dire p <ax,<¢. On en conclut (1)

Sp)<[fl=)<[fg)
p<flxy) <q,

d’out (3)
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c’est-a-dire p < 2, < ¢, et ainsi de suite. On a, en général, p < ;< ¢
toutes les itératives de /() sont comprises entre les limites p et ¢. Cela
étant, considérons les deux cas suivants : celui d’'un z, tel que l'on ait
x, > x, et celui d’'un x, tel que l'on ait x, < x. Comme x et x, sont
compris entre les limites p et ¢, on a (1)

(cas 1) flz)>[(®),  (cas2) f(x)<[(x),

c’est-a-dire (cas 1) r, > x,, (cas 2) £, < x,. Comme x, et x, sont com-
pris de méme entre les limites p et ¢, ona (1)

(cqs ) Sl@) >/[(2)), (cas 2) [f(z,) <[f(=)),

ou bien x, > x, (cas 1), ,< @, (cas 2), et ainsi de suite; en général,

(cas 1) p<Llr Lo <o <. .. <5<y,
(cas2) g>a>x, >®>... >0 >9.

On en conclut lim x,,, = lim 2, quelle que soit la valeur de 2, pourvu
k1 % q |
qu’elle soit comprise entre les limites p et g.

ExEMPLES.
FEaxemple I :

1
f(x)Z (an-i- ar+...+ a”_lxu—q)n,

ou les constantes @ sont des quantités positives. Si 2 est d'une valeur
positive, et que I'on opére toujours par la valeur positive de la fonc-
tion, la limite lim &, est une racine de I'équation

aGy+a, & +...+a, "' =x".
Exemple I :
f(x) =a+az+.. -+ a,x",

ou les constantes a sont des quantités positives inférieures a ;. Les ité-
ratives sont convergentes pour des valeurs positives de x inférieures

\

a

10~

.
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Exemple 111 :
f(z) = a + b(sinz)",

oli n est un nombre entier positif, @ et b sont des quantités positives et

Ts’ g s
@+ h < - La condition de la convergence est 0 <o < ;-

Exemple 1V : .
f(x)=a + b(logx)",

olt n est un nombre entier et positif supérieur a 'unité, a et & sont des
quantités positives et ‘

a>r, b<(n-——l)"“‘

a—I
La convergence subsiste si 1 < ax" ' < e*'.

Exemple V :
[(x) = cos(a — bx),

\ ea ) K .
ou a et b sont des quantités positives et b < a < S-S0 bx < a, les
itératives sont convergentes.

Exemple VI :
/(@) = log(a+ ba),

ou a et b sont des quantités positives, a > 1, b < 1. Dans ce cas, la
condition de la convergence est o < (1 — b)x < a — 1.

II. — SUR L'ITERATION ANALYTIQUE.

1. En supposant n et m des nombres entiers et positifs pour défini-

. et . R . P .

tion de litérative de degré — de lafonction f(3), désignée par g, = z,,
#

posons

9m = zll'

Ainsi l'itérative de degré -% de la fonction f(z) n’est autre chose que

Journ. de Math, (3¢ série), tome X, — Mans 188}, 14
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la fonction dont l'itérative de degré m est égale a itérative de degré n
de la fonction f(z). La définition de l'itérative de degré négatif de la
fonction /(z) est donnée par 1'équation

SHa) =13

ou % est un nombre positif ou négatif. Donc I'itérative de degré néga -
tif de la fonction f(z) désignée par.p est la solution de I'équation
JS*(p) = 5, ou k est un nombre positif, et le degré de l'itérative p est
—k:p=/"(3)

De ces définitions on déduit aisément

(1) (21) =" () =f***(2),

ou 4 et k sont des nombres réels. Ainsi, en écrivant f*(z) = F(£, z),
ona

(2) F(h+ k,2) =F [& F(h,5)].

Admettons que la fonction z; ait une dérivée par rapport a £. Alors

nous avons (2)
Onvk _ O%her 921,
oh 9z Ok
Ainsi, comme (2),
O3nek __ O3nvk 031
s duh d,.,

on a

03k , 03irk _ 05n, 034,
ok : 0z o0h 03’

d’ou, en posant b +k=u, h=v,

dau d"u ___ 05:,.?1‘:.
du 05 Jdv ' ds

0z
Donclerapport des dérivées 2 3 k et < est indépendant de la variable £.
Posons
93k, 93k __ ¥ (2)

0k 95 — “o(s)’
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ou ¢ est une constante. La solution générale de cette équation étant

k

=4[ 9(s)),

comme z, = z, et, par conséquent, §[¢(3z)] =z, la forme générale de
la fonction F(k, z) est

(3) F(k,z) = ¢~ [a*o(3)],
ol a est une constante, et ¢ est une fonction définie par I’ équation

(4) ¢[f(5)] = ao(z).

De (4) on déduit, en effet, aisément

(5) o[/*(2)] = a'e(a),

formule indiquée aussi par M. Schroeder dans un Mémoire sur les fonc-
tions itératives, mais sans en reconnaitre la généralité,

2. Ainsi I'étude de V'itération analytique est réduite a celle de la
fonction ¢. ‘

Désignons par § I'une des racines de I'équation f(z) = 3, et suppo-
sons la fonction f(z) holomorphe dans un cercle C décrit du point &
comme centre avec un rayon plus grand que 'unité. Posons

(0) (l(l o= an)“u-w-l = a‘Dl,h+l -+ a?])ﬁ,nu +.. + aIan,n+| ’

\

ou

(7) =1, a=/(§)

et D, ,., est le coefficient de (z — §)"' dans le développement de

[f(2) —&]"
(8) (n+§)!D,,,,,,+,= ﬂ.ﬂ—z)ﬂ, 52;.

dzll-l-I

Dans le cercle de convergence de la série

O(z)=a,(z —§) + ez — L) +...,
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on a évidemment g(z) = ®(z). Ecrivons

S(5)=a,+a,(z — &)+ as(z —- §)*+..., moda,=a

m?°

ol a,= ¢, a, = a. Evidemment la série
F(z)=a (s —§)+a,(z — &)+ ..

est convergente dans le cercle C, et, en posant

o, moda(t —a") =a,F(§+1)+a,F(§+1)+.. .+ a,F(& +1),
=1,
comme (8)
F(& +—1)">modD,, ;.1»
on a (6)

'

0,,, > moda,,,;

par conséquent, la série ®(z) est convergente dans le cercle de conver-
gence de la série
o, (z—8)+a,(z -8 +.. ..
Or
1’#1 :modl_an—-l ].(:+|yz :
2, 1—at moda(1— a®)

!
\ . . 2
d’ou, dansle casdemoda > o, F(§+ 1) <1; llm—;%‘ = 1. Nous avons
n

donc ce théoréme : St la fonction f(z) est holomorphe dans un cercle deé-
crit d’une des racines § de l'équation f(z)= 5 comme centre avec un
rayon plus grand que l’unité, et que lon ait

mod f'(§) + jmod f*(§) + ;5 mod/"g) +...<1, 1<modf'(§)=o,

la fonction ¢ est holomorphe dans le cercle decrit du méme centre § avec
un rayon égal a I'unite. '




