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THEORIE DES EQUATIONS NUMERIQUES, 99

Mémoire sur la théorie des céquations numériques,

Paz M. LAGUERRE.

PREMIERE PARTIE.

§ I. — REGLE DES SIGNES DE DESCARTES.

1. La régle dessignes de Descartes consiste dans les deux proposi-
tions suivantes :

F(x) designant un polyndme ordonné suivant les puissances de x, le
nombre des racines positives de 'équation F (x) = o est au plus égal ait
nombre des variations du polynémeF(z).

Si le nombre des racines positives est inférieur au nombre des variations
dupolyndme, la différence est un nombre pair.

Pour établir la premiére proposition, je démontrerai que, si elle est
vraie quand le polynome qui forme le premier membre de I'équation
présente (m — 1) variations, il est également vrai quand ce polynéme
présente m variations. La proposilion sera, par suite, établie dans toute
sa généralité, puisqu'elle a lieu évidemment dans le cas ou tous les
termes du polynéme sont de méme signe.

Soit donc

Flz)=Aa’+ ..+ Ma"+ N2’ +...+ Ra",
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un polynome ordonné suivant les puissances croissantes ou décrois-
santes de 2 et présentant m variations. 1.,'équation

F(x)r*=o,

ou « désigne un nombre réel arbitraire, a les mémes racines positives
que I’équation

(1) F(z;=o,

et la fonction qui constitue son premier membre demeure finie et con-
tinue, quand & croit indéfiniment & partir d’'un nombre positif ¢ aussi
petit gu’on le veut. On peut donc appliquer le théoréme de Rolle entre
les limites o et + oo, et!’on voit que le nombre des racines de I'équa-
tion (1) est au plussupérieur d'une unité au nombre des racines de I'é-
quation x=®+" [z F'(#) — «F ()] = o, ou encore de I'équation

(2) .‘tF’.(a:)—- aF(x)=o.
Les coefficients de cette équation sont respectivement
Alp—a), ..., M(r—a), N(s —a), ..., R(u—a).

Le polynéme F(x) présentant m variations, supposons que M et N
soient de signes contraires, etchoisissons le nombre arbitraire a de telle
sorte qu'il se trouve compris entre les nombres 7 ets; on voit que,
dans la suite précédente, les coefficients numériques des quantités
A, ..., Met ceux des quantités N, ..., R sont de signe contraire.

Le premier membre de I'équation (2) présente donc autant de varia-
tions que la suite

A, ...,M,—-N, ..., =B,

c’est-a-dire (m — 1) variations; il en résulte que cette équation a au
plus (m — 1) racines positives et I'équation (1) au plus m racines posi-
tives. Ia proposition I est donc complétement établie.

Pour démontrer la proposition 11, il suffit, comme on sait, de remar-
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quer que le nombre des racines positives de I'équation (1) et le nombre
des variations du polynéme F(x) sont toujours de méme parité.

2. La démonstration précédente ne suppose en aucune fagon que
les exposants p, n, r, s, ... sont des nombres entiers; ils peuvent étre
fractionnaires ou méme incommensurables.

Ainsi I’équation

] (]
P-a?+ 2+ —1=o0,

présentant trois variations, a au plus trois racines positives; il est clair,
du reste, qu’elle ne peut avoir de racine négative.

On peut supposer également que F(x) soit une série ordonnée sui-
vant les puissances croissantes de x. Si elle est convergente pour toutes
les valeurs positives de & plus petites qu'un nombre donné a, en ces-
sant d’étre convergente pour x =a, il résulte de la démonstration pre-
cédente que le nombre des valeurs positives de x, pour lesquelles la
série F(x) est convergente et a pour valeur zéro, est au plus égal au
nombre des variations de la série.

De plus, si le nombre des valeurs de x qui jouissent de cette propriété
est inférieur au nombre des variations de la serie, la différence est un
nombre pair.

En effet, le nombre des variations des termes de la série étant supposé
fini (ce qu'il faut nécessairement supposer pour’ pouvoir appliquer le
théoréme précédent), F(«) est égal 4 un polynéme @ (x) suivi d’'un
nombre indéfini de termes ayant tous le signe du dernier terme de
®(x). Pour x = o, la série a le signe du premier terme de ®(x).
Quand z tend vers la valeur a, ®(x) tend vers une valeur finie; les
termes complémentaires, qui sont en nombre infini, ont tous le signe
du dernier terme de ® (), et leur valeur absolue va en croissant indé-
finiment, puisque la série est divergente pour x = a.

Donc, quand  s’approche indéfiniment de a, la série de ® (x) croit
indéfiniment en valeur absolue en gardant le signe du dernier terme de
® (x); le nombre des variations de la série et le nombre des racines
considérées sont par suite de méme parité, d’otr résulte immédiatement
la proposition susénoncée. '

Des considérations toutes semblables s’appliquent au cas ou F ()
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est une série ordonnée suivant les puissances décroissantes de x, et
encore i celui ol F(x) est une série procédant & la fois suivant les
puissances croissantes et suivant les puissances décroissantes de la
variable, '

3. Soit
(3) S(@)=A@"+ A 2™ + A, 2" + ...+ Ay, T+ A,
un polynome entier du degré m: je considérerai la suite des polynomes

fm(x)zAm
f;n—c (x)": Az +A,
Sna ()=A2* + Az + A,

Ji(@) =A™ + A, 2™ ...+ Ay,
f(@)=Axyn +A 2™ "' +... +Ap &+ Ap.

dont le dernier est précisément le polynéme donné.

Les valeurs que prennent ces polynémes, pour une valeur donnée
de la variable égale  a, se calculent facilement par voie récurrente;
on a, en effet, la relation bien connue

Si(a)=a fin(a)+ Ap i

et les quantités f, (a), fa-i(a), ..., fi(a), [(a) se rencontrent
d’elles-mémes quand on veut obtenir le résultat de la substitution de
a dans f(x).

Cela posé, on peut énoncer la proposition suivante :

Si a est un nombre positif, le nombre des variations des termes de la

suite
In(@)s fner(@)s fuza(a)s ..., fi(a), f(a),

est au plus égal au nombre des racines de ’équation f(x)= o qui sont
supérieures a a, et, s'il est plus grand, ladifférence de ces deux nombres est
un nombre pair. .
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Pour la démontrer, je considere I'identité

L) _ £ (@) f (@)™ .+ f, (a) + L2

r—a xr—a’

pour des valeurs de  supérieures 4 a, le second membre est dévelop-
pableen une série convergente procédantsuivantles puissances décrois-
santes de z, et 'on a

L2 — fu (@)t + foi(a)? +
+ fila)+ [0 oL@, a’{;au

x?

Le nombre des valeurs de z pour lesquelles la série est convergente
et a pour valeur zéro est précisément le nombre des racines de I'équa-
tion f(x) = o qui sont plus grandes quea; ce nombre, en.vertu de la
proposition fondamentale que j’ai démontrée plus haut, est au plus
égal au nombre des variations du second membre, lequel se réduit
évidemment au nombre des variations des termes de la suite

£u(@s Srua ()s Srs(@)s - -os fi(a), £(@),

d’ou résulte le théoréme énoncé précédemment.
Comme application, je considérerai I'équation

flx)=2" =32+ 2*~8x — 10=0.
Elle n’a pas de racines négatives; en calenlant successivement le

résultat de la substitution dans le premier membre des nombres 1,
2 et 3, on forme le tableau suivant :

z TACI N ) fi(@) fi(2) fz)
~+1 ~+1 — 32 — 1 — 0 - 19
+3 “+1 “+1 + 3 — 2 — 14
+3 +1 +6 + 19 +49 + 137

Tous les nombres relatifs a + 3 étant positifs, on en conclut d’abord
qu'il n'y a aucune racine de I'équation qui soit supérieure a + 3; de
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plus, les nombres relatifs & + 2 présentant une seule variation, on est
certain qu'il y a une racine comprise entre + 2 et + 3 et qu'il n’y en
a qu'une. D'ailleurs, les nombres relatifs 4 + r ne présentant non plus
qu’une variation, on en conclut qu'il n’y a qu’une racine supérieure &
+ 1 : c'est précisément celle que nous avons séparée; si enfin on con-

v g 1
sidere la transformée en 2

1oxt+8x' — 2*+3x?~1=o0,

la substitution de + 1 donne la suite de nombres +10, +18, + 17,
-+ 20, + 19,!qui ne présente aucune variation. L’équation n'a donc au-
cune racine inférieure 4 + 1 et, par suite, a une seule racine positive
comprise entre + 2 et + 3.

4. La proposition précédente peut encore s'énoncer d'une autre
facon. '

Le nombre a étant positif, il est clair que les quantités
A,a™, Aja™+ Aa™', Aja™+ Aa™ ! + Aya™d, L.

ont respectivement le méme signe que les quantités f,(a), fu(a),
- fm=2(a), ...; nous pouvons donc dire que le nombre des racines de
I'équation f () = o est au plus égal au nombre des variations des
termes de la suite

Aga™, Aja™+Aa™!, ..., Aja"+Aa"™ ' +... 4+ A,a+ A,

Engénéral, P +Q +R+S +... désignant une suite quelconque
de termes, j'appellerai nombre des alternances de cette suite le nombre

des variations de la suite .

P,P+Q, P+Q+R, P+Q+R+S, ....

Cette définition étant posée, le théoréme précédent peut s’énoncer
de la fagon suivante -

L]
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Soit le polyndme

F(z)=Aa2*+Baf +Cx¥+ ...+ L2,

ou le second membre est ordonné suivant les puissances décroissantes de
x, le nombre des racines de l'équation F(z) = o, qui sont supérieures au
nombre positifa, est au plus égal au nombre des alternances de la suite

Aa*+ Baf+Ca'+...+ La},
el si ces dewx nombres différent, leur différence est un nombre pair.

La démonstration que j’ai donnée de ce théoréme suppose évidem-
ment que les nombres &, 8, 7, ..., sont entiers et positifs, mais il est
facile de voir que cette restriction est inutile.

En premier lieu, si quelques-uns étaient négatifs, en multipliant
F() par une puissance de & convenablement choisie (ce qui n’altére
pas le nombre des racines positives de I'équation), on pourrait rendre
tous ces exposants positifs.

En second lieu, si quelques-uns des nombres «, 8, 3, ... étaient

fractionnaires, on pourrait les rendre entiers en changeant x en 2*,
" étant le plus petit commun multiple des dénominateurs des nombres
, B, .... La proposition a donc lieu, méme quand les exposants
sont négatifs ou fractionnaires, et, par un raisonnement connu, on en
déduit qu’elle subsiste encore lorsque les exposants sont incommen-
surables. .

Rien n’empéche méme de supposer que le nombre des termes de la
fonction F (2 ) soit illimité, pourvuque la série composée de ses termes
soit convergente pour ¥ =a.

5. On peut chercher une limite du nombre des racines positives
d'une équation f(2) = o, qui sont inférieures 4 un nombre positif a,

s Y . z .
en considérant l'expression il——.:c qui, pour toutes les valeursde  com-

prises entre zéro et a, est développable en une série procédant suivant

les puissances croissantes de la variable. La marche suivre est exacte-

ment celle que j'aisuivie précédemment et, sans m’arréter aux détails
Journ. de Math. (3* série), tome 1X. — Mans 1883, 14
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de la démonstration, j'énoncerai de suite la proposition fondamentale
suivante:

Etant donné le polynéme
F(r)=Aa*+BaP + Ca¥ +... + Lo,

ou le second membre est ordonné suivant les puissances croissantes de x:
et ot d ailleurs les exposants sont des quantités réelles quelcongues, posi-
tives ou négatives, commensurables ou incommensurables, le nombre des
racines positives de I équation F (x) = o, qui sontinférieures a un nombre
positif donné a, est au plus égal au nombre des alternances de la suite

Aa*+ BaP+ Ca' + ... + La,
el, si ces deux nombres différent, leur différence estun nombre pair.

Cette proposition subsiste quand le nombre des termes de F (') est
illimité, pour que la série composée de ces termes soit convergente
pour x = a; le nombre de ces variations sera du reste évidemment
fini, si la série tend, pour x = a, vers une limite différente de zéro.

Je mentionnerai, comme cas particulier et & cause de son impor-
tance dans les applications, le corollaire suivant :

Le nombre des racines de I'équation F(x) = o, qui sont comprises
enlre o et + 1, est au plus égal au nombre des alternances de la suite

A+B+C-+—...+L,

et, si ces deux nombres different, leur différence est un nombre pair.

(') Le cas oi F(2) est ordonné suivant les puissances décroissantes de
donne également lieu & la proposition suivante :

Le nombre des racines positives de I'équation F (r) = o qui sont superieures
a lunité est au plus égal au nombre des alternances de la suite

A+B+C+...+ L,

L]
et, si ces deux nombres différeat, leur différence est un nombre pair.
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6. Soit f (2) un polynome entier et posons.

F(o)=f(a+z)=f(a)+2f(a)+ Zf(a)+...;

h désignant un nombre positif, il résulte de ce qui précéde que le
nombre des racines de I'équation F(x) = o qui sont comprises entre
o et &, ou, en d’'autres termes, le nombre des racines de I'équation
S(z)=o0 qui sont comprises entre a et a + &, est au plus égal au
nombre des alternances de I'expression

f(a)+hf(a)+ 2 rr(a)+ ...
En posant

Fo)=/(a - @) =f(a)~af (a)+ = f(a)+ ...,

on verrait de méme que, A étant une quantité positive, le nombre des
racines de I'équation f(x)= o, qui sont comprises entre a et a — &,
est au plus égale au nombre des alternances de la suite

R
Sf(a)=hf(a)+ = f"(a)+....
On peut donc énoncer cette proposition :
[f(x) étant un polyndme entier, a et h deux nombres quelconques posi-
tfs ou négatifs, le nombre des racines de l'équation f(x) = o qui sont

comprises entre a et a + h est au plus égal au nombre des alternances de
la suite

v h?
Sfla)+hf'(a)+ —f(a)+....
et, si ces deux nombres différent, leur différence est un nombre pair.

Remarque. — Considérons les diverses quantités

f(@), f(a)+hf'(a) (@) + kS (a)+ oS (@) s



108 LAGUERRE.

dont la derniére est précisément f(a + &), et soient respectivement
P et Q la plus petite et la plus grande d’entre elles; toutes les expres-
sions ‘

f(a)—P, f(a)—P+kf(a), fla)— P+ kS (a)+ 2 Pla), ...,

1.2

seront positives, il en résulte, si I'on pose f(x) — P = ¢(x), que la

suite
3

h
p(a)+ he'(a)+ —¢"(a)+ ...
ne présente pas d’alternance. L’équation f(r) —P = on’adonc aucune
racine comprise entre @ et a + A; on prouverait également qu'il en
est de méme de I’équation f(x) — Q = o; d'ou cette conclusion
importante : '

Lorsque x varie depuis x = a jusqu'a x = a + h, la valeur du poly-
néme f(x) demeure constamment comprise entre les nombres P et Q.

7. Le théoréme précédent n’est qu'un cas particulier d’une propo-
sition plus générale, qu'il est facile d’établir directement et que I'on
peut énoncer de la facon suivante :

J(x) désignant un polyndme entier du degre n, soient » un nombre ar-
bitraire, a et b deux nombres quelconques ne comprenant pas entre eux le
nombre w; cela posé, si l'on designe par V le nombre des alternances que
présente la suite

(1) fl@)+(0—x)f(@)+ L o) g4 2 gy,

1.2

quand on y remplace x par a, et par V' le nombre des alternances de ceite
suite quand on. y remplace x par b, le nombre des racines de I'équation
f(x) = o comprises entre a et b est au plus égal a la valeur absolue de la
différence V. — V'. Si les nombres a et b comprennent w, le nombre des
racines comprises enire a et b est au plus égal a la somme V + V. ; dans les
deus cas, la différence des deux nombres, si elle existe, est un. nombre pair.
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Pour établir cette proposmon, je remarquerai qu’en posant, pour
abréger,

Us=f(#), Uy=f(2)+(0 =) f(2), ..., |
U= f(2) + (0 =) (o) + L2 o) ..+ 822 gy,

le nombre des alternances de la suite (1), pour une valeur donnée de
x, est le nombre des variations des termes de la suite U,, U,, ...,
U, U, Uy, ..., U, dont la derniére est la constante f(® ). En
supposant, pour fixer les idées a < b < w, examinons comment peut
se modifier ce nombre de variations, quand « croit d’une fagon con-
tinue depuis z = a jusqu’a = b. Soit une fonction intermédiaire U,
qui s'annule pour une valeur « de 2 comprise entre a et b; le nombre
des variations de la suite ne peut changer que si U;_, et U,,, sont de
signe contraire. On a évidemment

— g )i+t
Ui (o) = S ),

quantité qui a ]e,ménie signe que /**'(a).
Un calcul facile donne d’ailleurs

Uj(a)= =2 jini( ),

d’ot 'on voit que Uj(«) et Uy, (a) sont de méme signe. Si donc
U;_,(«) et U,,,(a) sont positifs, U;(«) est également positif et U,(x)
étant croissant, pour x = a, passe du négatif au positif, ce qui fait
perdre deux variations i la suite considérée. Si, au contraire, U,_, ()
et U,,,(a) sont négatifs, U;(x) passe du positif au négatif, ce qui fait
perdre également deux variations. 1l ne peut donc y avoir que des
variations perdues, et en nombre pair, si 'une des fonctions intermé-
diaires s’annule quand x varie depuis # = a jusqu’a x = b.

Quand la fonction U, = f( «) s'annule, on voit qu'il y a toujours une
variation de perdue; la proposition est donc démontrée, dans le cas ol
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a et b sont tous deux inférieurs a @, et une démonstration entiérement
semblable & la précédente s'établira facilement dans les autres cas.

Remarque 1. — Si le nombre arbitraire » est supposé infiniment
grand et positif, les fonctions U, U,, U,, ... ont respectivement les
mémes signes que les fonctions f(x), f'(x), f’(x), ..., et l'on
retrouve ainsi le théoréme de Budan.

Remarque Il. — Le nombre w étant une limite supérieure desracines
de I'équation, la proposition précédente donne le nombre exact des
racines de I'équation lorsque toutes les racines sont réelles et que les
nombres a et b sont inférieurs a2 . La méme chose a lieu, toutes les
racines de I'équation étant réelles, lorsque w est une limite inférieure
des racines et que a et b sont supérieurs 4 .

8. La méthode que jai employée ci-dessus, pour obtenir une limite
du nombre des racines de I'équation f{x) = o, qui sont supérieures a
un nombre positif a, repose sur la remarque suivante, & savoir que

P'équation -[(_—le = 0 a les mémes racines et que le développement de

/ ( f2) ~ suivant les puissances décroissantes de x est convergent pour

toutes les valeurs de « supérieures a a. -
Il est clair que j'aurais pu faire également usage du développement

de I’expression = Sz )) ot p désigne un nombre entier arbitraire, et il

est méme facile de prouver que I'on obtiendrait ainsi, en général, une
limite plus approchée. En désignant, en effet, par ®(z) une série procé-
dant suivant les puissances enliéres ( croissantes oudécroissantes) de x,
on démontrera aisément que, adésignant unnombre positif quelconque,
I'expression ®(x)(x — a)(laquelle est généralement une série, mais
qui peut accidentellement se réduire 4 un polynéme entier) présente
au moins autant de variations que la série ® (xx); la démonstration est
entiérement semblable a celle du lemme de Segner sur lequel repose
la démonstration que ce géométre a donnée de la régle des signes de
Descartes.

Il en résulte réciproquement que, (w) désignant un polynéme en-
tier ou une série procedant suivant les puissances entiéres (croissantes
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ou décroissantes de ) et a désignant une quantité quelconque positive,
F(z)

le développement de I'expression —— présente, au plus, autant de va-

riations que le développement de F(x); on peut ajouter que, si les
nombres de ces variations sont différents, leur différence est un nombre
pair.

La méme chose a évidemment lieu si 'on considére I'expression

F(z)
p(x)
sable en facteurs de la forme  — a, « étant réel et positif.

Ayant fait cette remarque importante, je considére I'expression
_Sf(=)

(#—a)
p un nombre entier arbitraire.

Soient n le nombre des racines de 1'équation f()= o, qui sont su-
périeures a a, et V le nombre des variations que présente le dévelop-
pement de l'expression précédente, suivant les puissances décrois-
santes de x; il résulte, des propositions énoncées ci-dessus, que n est
au plus égal 4 V (leur différence, s’il y en a une, étant d’ailleurs un
nombre pair); le nombre V ne peut que diminuer quand le nombre
entier p augmente : il ne peut pas d’ailleurs diminuer au-dessous d’une
certaine limite, puisqu’il doit étre toujours supérieur a n.

Le point essentiel dans cette méthode, pour en déduire le nombre n
-avec le plus d’approximation possible, serait de déterminer exacte-
ment cette limite du nombre V, lorsque p grandit indéfiniment; mais
cette recherche parait présenter de grandes difficultés.

Je ferai, de préférence, usage de la proposition suivante :

plus générale —— o1 ¢(x) est un polyndéme quelconque décompo-

ou f(«) désigne un polyndéme entier, @ un nombre positif et

S(xr)

G —ay SO la forme suivante :

Si l'on met la fraction

. p| f\] £
a 8 A ) >’
A.z? + Bx? +...+ Lo +‘”(m—a+(d‘—a)’ e (x—a)?

ott les exposants a, 3, ..., A vont en décroissant (\ pouvant étre négatif ),
ce qui d’ailleurs peut se fatre d’une infinité de manitres, le nombre des
racines de 'équation f(x)= o qui sont supérieures au nombre positif
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a est au plus égal au nombre des variations des termes de la suite

A, B, oy L, 39 ’9 tey ;9
et, si ces deux nombres différent, leur différence est un nombre pair.

Soient, en effet, n le nombre des racines de I'équalion proposée qui
sont supe’rieures a a, et 'V le nombre des variations que présente le dé-
f(x)

(z—a)?
a, comme je I'ai démontre,

veloppement de suivant les puissances décroissantes de x, on

n_v.
Désignons maintenant par V, le nombre des variations de la suite
A,B, ..., L 2

et par V, le nombre des variations que présente le développement cn
série de I'expression

p. | 8 Ly
(1) x—-a+(x—a)’ +"'+(?:71_)7’;

on aura évidemment
V = VQ + V| .

1l résulte de ce qui précéde que V, est au plus égal au nombre des
variations que présente le développement du produit par (z — a) de
I'expression (1), c’est-a-dire au nombre des variations du développe-
ment de

8 ¢ £
A+t ey T e
en désignant par V(A, ) le nombre de variations que présentent les
deux quantités X et 3 (nombre qui est d'ailleurs zéro ou I'unité), par
V, le nombre des variations que présente le développement de 1'ex-
pression
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V2V B)+V,
V,2V(B, €) +V,,

V, désignant le nombre des variations que présente le développement
de I'expression

¢ » )
T T = Tt Toa

d’ou I'on déduira sans peine
ViV, B)+V(B, &) +...+ V(8K ),
et de la résulte immédiatement Ia proposition énoncée.

9. L'application du théoréme précédent se fait de la fagon la plus
simple dans le cas ou a est égal & 'unité, cas auquel se raméne aisé-
ment le cas général par un changement de variable, et en faisant usage
d’un algorithme qui a déja été employé par Horner et par Budan.

Cet algorithme consiste a former successivement, et par voie récur-

rente, les différents coefficients des développements de AC)) ) -—f—(—”?-—), >
. x—1 (xr—1)
S (x)

(=1
Soit, pour fixer les idées,

+*+ suivant les puissances décroissantes de z.

flz)=a,2° + ¢, &' + 2,2" + 0,2 + a, & + ay;

on écrira d’abord (Tableau A) les coefficients de cette équation (les
coefficients des puissances qui manquent étant remplacés par des
zéros), en les faisant suivre d’'une suite indéfinie de zéros.

Au-dessous, dans une premiéreligne horizontale, on écrira une suite
de nombres a,, a,, a,, ..., dont le premier est @,, chacun des suivants
étant formé en additionnant le terme précédent avec le terme de la

Journ. de Math. (3 série), tome 1X. — Avas 1883, 15
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suite précédente qui se trouve dans la méme colonne verticale, en
sorte que a,=a, -+ ¢, @3 = @, + %,, ...; on voit ainsi qu’a partir du
terme a, les termes suivants a,, a,, a,, ... sont tous égaux entre eux.
Les nombres ainsi obtenus sont, comme il est facile de le voir, les coef-

ficients du développement de ;f—(;‘v—:- suivant les puissances décroissantes

de z.

Au-dessous, dans une deuxiéme ligne horizontale, on écrira une
suite de nombres b,, &,, b,, ... déduits des nombres a,, a,, a,, ...
comme ceux-ci 'ont été de «,, a,, a,, ..., en sorte que

by=a,, b,=b,+a, by,=0b+a, ...

ces divers nombres sont les coefficients du développement de (—fg—';)-);

suivant les puissances décroissantes de .
En poursuivant en observant la méme loi, on formera une suite de
lignes horizontales
€6 € € C3 € ooy
d d, d, dy d, ..,
€& € e e e ..,

e e .. .o .o esey

dont les divers termes donnerout les coefficients des développements

f(x)  _flx) _[f(x)
(=1’ @=0" (z—1p
de .

Si, en particulier, on considére les nombres a;, b,, ¢y, d,, e,, f,, il
est aisé de voir qu’a des facteurs numériques prés positifs, ils sont égaux
a f(n), f(1), f/(x), fr(0), fo(r), f5(1); c'est dans le but de former
ces nombres d'une facon commode et rapide que Budan faisait usage
du Tableau précédent, et il résulte de son théoréme que le nombre des
variations, présenté par la suite de ces termes, donne une limite supé-
rieure du nombre des racines de I'équation qui sont supérieures a
I'unité. Mais, on peut faire usage de ce Tableau d'une infinité de ma-
niéres et souvent d’'une fagon plus avantageuse.

» --+ suivant les puissances décroissantes
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Tableau A.

%y % &y @, 2% oy o o o

a a & a a a a; a; G
by b, b, b, b, | b, b, - b, . by
Co .. € .. C .. € € € € ¢  C
dy o dy o dy . dy . d 4 4 4 d,
r e e . e e, e € e e &
fo N s . NS e fi T

& 4} 81 & 8 &8s 8 '4] &

En se reportant, en effet, 4 la facon dont a été construit ce Tableau,
on voit sans peine que 'on a les identités suivantes :

b
(.iff':)i =€y + €, & + ¢y + .zc—.t + (w-:‘)' + (”‘ﬁ')s’
\ d. d, d,
Cy b a s
-+ iz —1)t + w’(wf_l)’ + w’(wz-')"

d’ou résulte, en vertu du théoréme énoncé ci-dessus, que le nombre
des racines de I'équation f(x) = o, qui sont supérieures i l'unité, est
au plus égal au nombre des variations que présente chacune des deux
suites

Coy Ci» Cay €3 by, a
ef

do, d" dg, d., ds, 04, bo, a,-

D’une fagon générale, si I'on convient d’appeler diagonale princi-
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pale la diagonale qui renferme les nombres a;, b,, ¢,, ds, €, f, et qui
donne (a des facteurs numériques prés positifs) les valeurs de f(z) et
de ses dérivées pour x = 1, on peut énoncer la proposition suivante :

Etant formé le Tableau A, si l'on suit une ligne horizontale quel-
conque jusqu'a ce que 'on atteigne ou que l'on dépasse le terme corres-
pondant de la diagonale principale et qu’ensuite on parcoure le Ta-
bleau obliguement et parallélement a cette diagonale jusqu'a la premicre
ligne horizontale, le nombre des rucines de U'équation f(x)=o, qui
sont superieures a l'unité, est au plus égal au nombre des variations que
preésentent les termes du Tableau que I'on a rencontrés successivement
pendant ce parcours; et, si ces deux nombres différent, leur différence est
un nombre pair.

En se reportant au Tableau précédent, on voit ainsi que le nombre
des racines positives supérieures a I'unité est au plus égal an nombre
des variations que présentent les termes de la suite

‘/‘.” ./;’ ,/;’ ﬁ? e.h d;;g c“) b.,, a,.

10. Quelques exemples ne seront pas inutiles pour éclaircir ce qui
précede.

Exemple 1. — Soit I'équation a* — 4 +6 = 0; pour avoir une
limite du nombre des racines supérieures a l'unité, on formera le Ta-
bleau suivant :

1 o —4 6 o

1 1 —3 3
1 2 —1 2
1..3..2

La diagonale principale donne les termes 1, 3, — 1,4, qui présentent
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deux variations; 'application du théoréme de Budan indiquerait donc
la possibilité de deux racines.

Mais la suite 1, 3, 2, 2, 3, formée en suivant la troisiéme ligne
horizontale jusqu’au terme + 2 et en remontant parallélement a la
diagonale, n’offre aucune variation; I'équation n’a donc aucune racine
supérieure a l'unité. )

Pour voir si elle a des racines inférieures a I'unité, considérons la
transformée en "i-’

62 —- fx* +1=0;

on formera le Tableau suivant :

qui montre immédiatement que 1’équation proposée n’a pas de racines
positives; I'application de la régle des signes de Descartes 4 la trans-
formée en — x fait voir d’ailleurs qu’elle a une seule racine négative.

Exemple II. — Soit I'équation
'~ 5x* + 132 — 150 +9=o,

qui n’a évidemment aucune racine négative. Pour avoir une limite du

nombre des racines supérieures a I'unité, nous formerons le Tableau
suivant :

1 =3 13 —15 9 0

1 —4 8 —m a2 2

I..0
Les termes de la diagonale principale 1, — 1, 3, — 2, 2 offrent ici
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quatre variations, et par suite I'application du théoréme de Budan
permet de croire 4 I'existence de quatre racines ; mais, la suite 1, o, 2,
1, 0, 2 ne présentant aucune variation, on en conclut que I'équation
n’a aucune racine supérieure a l'unite.

Pour rechercher les racines inférieures & 'unité, je considére la trans-

! 1

formée en ~,
9x' —152® + 122* — Sxr +1=o0,
qui donne le Tableau suivant :
9—15 12 —§ 1

g—6 6 1 2

9..3..9..10

comme la suite g, 3, 9, 10, 2 n’a pas de variations, on voit que I'équa-
tion donnée n’a pas de racine positive inférieure 2 I'unité; toutes ses
racines sont donc imaginaires.

Exemple 111. — Soit I'équation z* — 32* + gx — 9 =o, la trans-
formée en — x,
'+ 32 —gx—9 =o,

montre immédiatement qu’elle a une seule racine négative. Pour avoir
une limite du nombre des racines positives supérieures a 'unité, je
forme le Tableau suivant :

1 =3 o ¢ —g

1 —2 —3 7 —2 —a —2 —3 —2



THEORIE DES EQUATIONS NUMERIQUES. 119

Les termes de la diagonale principale présentent trois variations, mais,
la suite
1,33, 2, 1,5 1, —4, —2a

n’en présentant qu'une, on voit que I’équation proposée a une seule
racine supérieure a l'uniteé.
A I'égard des racines positives inférieures a l'unité, je considérerai

la transformée en %,
9z' — 9@’ + fxr—1=0

qui donne le Tableau suivant :

9 —9 4 —1
9 o 4 3

d’ot I'on conclut que I'équation n’a pas de racines inférieures a
l'unité.

11. Soit f(x) un polyndme entier; en désignant par w une quan-
tité positive et par m un nombre entier arbitraire, considérons le dé-
veloppement, suivant les puissances croissantes de x, de la fraction

S (=)

e e

=

Soit V le nombre des variations de ce développement; il résulte de ce
qui précéde que le nombre V ne peut que diminuer quand le nombre m
augmente; il est d’ailleurs, au moins, égal au nombre p des racines posi-
tives de 'équation f(x) = o, quisont inférieures 2 w. Cela posé, faisons
croitre indéfiniment les nombres w et m, de telle sorte que le rap-

port % ait pour limite un nombre donné positif z; — ayant pour

1
(-2)
[ — ==

w
‘limite e*, on peut énoncer la proposition suivante :

s désignant un nombre positif, le nombre V des variations que pre-
. sente le développement de e** f(x) suivant les puissances croissantes de x
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ne peut que diminuer, quand z augmente, et il est au moins égal au
nombre p des racines positives de I’équation f(x) = o.

Soient
flx)=a,+a,x+a,2*+...+a,z"
et .
at xs
e‘*’f(ac):A,,+A.ar:+A,ﬁ-+-A,,l =3+ .3

- on trouve aisément
A,=a,, A, =aGyz+a, Ay=ays*+2a,3+2a, ...,
et, en général,
A= a3 +ia, 37 (i — 1)a, 372+ (i — 1) (i — 3)agz' * +....

D'ou P'on voit, z étant positif, que A; est de méme signe que I'ex-
pression

a3 +ia, s (i —1)a, " i — 1) (i — 2)a, 2"t s
si donc on forme le polynéme

F(x)=a,z" +a,s" '@ + a,3" *x(x — 1) +...

+a,x(x —1)..(r—n+1),
le nombre V est égal au nombre des variations de la suite

F(o), F(1), F(2), .
Posons z = l;et, en changeant x en 5,’

(A) 5 O(x)=ay+a,+ a,2(x — w) + ayx(r — w)(®* — 20)+..
! + @,x(x — w)...(x — 1 — 10),
V est aussi égal au nombre des variations de la suite
®(0), ®(w), ¥(2w), ....

En désignant par p’ le nombre des racines positives de I'équation .
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®(x) = o, on a d'ailleurs V2p'; d'ou, en vertu de la relation V5 p,
P'sp-

Ainsi I'équation ®(z) = o0 a au moins autant de racines positives que
équation f(x)=0; en particulier, si I'équation f(x)= o a toutes
ses racines réelles et positives, il en est de méme de I'equation

o(x)=o.

Je remarquerai, de plus, que, V étant dans ce cas égal a p, la substitution
dans ®(x) des nombres o, w, 20, ... doit précisément donner p varia-
tions; d’ou il résulte que, ¢ désignant un nombre entier quelconque,
Péquation ®(x)=o0 a, au plus, une racine comprise entre iw et
I+ 1)w.
Posons, par exemple,
a(n—1)

fl)=(+a)=14+nw+ ————2" +...+2";

on aura
b(x)=1+ nx+ ﬁ':—El).r(a: —a)+...
+2(x—w)..(®—n—1w).

On voit que I'équation ®(x) = o a toutes ses racines réelles et, de
plus, qu'on peut toutes les séparer en substituant dans le polynéme
9(x) la suite des nombres

0, ¥, 2w, 3w, ....

12. Comme je I'ai démontré, le nombre V des variations des termes
du développement de & f(x) est au moins égal an nombre p des
racines positives de I'équation f(x)=o0; ce nombre ne peut d'ailleurs
que diminuer lorsque z prend des valeurs de plus en plus grandes. On
peut se demander si, pour des valeurs suffisamment grandes de s (et,
par conséquent, pour toutes les valeurs plus grandes), V sera préci-
sément égal a p. '

Supposons, ce qu'il est toujours permis de faire, que I'égquation

Journ. de Math. (3¢ série), tome IX. — Avam 1883, 16
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J(x)= o n'ait pas de racine nulle. De ce que j'ai établi plus haut, il
résalte, en supposant z positif, que V est au plus égal au nombre des
racines positives de I’équation &(x) = o, o &(x) représente le poly-
nome qui figure dans I'égalité (A) (n° 11).

Soit »"8(w) le discriminant de ce polyndme; le nombre entier £ sera
généralement égal 4 zéro, sauf le cas ol I'équation f(zx)=o0a des ra-
cines égales. Désignons par », un nombre positif inférieur a la plus
petite racine positive de I'équation 8(w) = o, et faisons varier par de-
grés insensibles «, depuis o jusqu’a w,. L'équation ®(x) = o n’ayant
jamais de racine nulle, puisque a, est différent de zéro, aucune racine
négative ne pourra devenir positive; les racines qui étaient imaginaires
pour @ = o ne pourront pas devenir positives, car elles ne le pour-
raient qu'en devenant égales deux a deux, ce qui est impossible,
puisque w est plus petit que @,. 1l pourrait sc faire, si I'équation
Sf(x) =0 a des racines égales, que certaines racines positives multiples
devinssent imaginaires; dans tous les cas, p’ désignant le nombre des
racines positives de I'équation @,(x) = o, ot ®,(x) désigne ce que de-
vient le polynéme ®(x) quand on y remplace » par w,, on a p'Zp.

Or, on a V2 p'et, par suite, Zp; d'autre part V3 p; de la, résulte
V = p; ainsi le nombre «, ayant été choisi comme je I'ai dit plus haut,

. ' 14
si 'on pose 3 = —, on est assuré que pour cette valeur de z (et pour
2y

les valeurs plus grandes) le nombre des variations que présente le dé-
veloppement de e** J(x) est exactement égal au nombre des racines
positives de I'équation f(x) = o.

Ce théoréme subsiste évidemment si cette équation, contrairement
i ce que j'ai supposé, avait des racines nulles.

Remarque. — De la résulte une méthode entiérement différente de
celle de Lagrange et de celle de Sturm pour déterminer exactement le
nombre des racines positives d'une équation.

Cette méthode exige seulement le calcul du discriminant w#6(w)
du polynéme &(x); mais, ce polyndme étant une fonction de la va-
riable w, le calcul de ce discriminant ne laisse pas que d’étre trés
pénible. _ ‘

On a ensuite 2 déterminer une limite inférieure w, des racines posi-
tives de I'équation 8(w) = o et, cela posé, le nombre des variations
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vertu d'une proposition démontrée plushaut {n® 3 ), que le nombre des
racines de I'équation (2) qui sont supéricures i l'unité est an plus
¢gal an nombre des alternances de la suite

A.«“. + A‘“’.‘ + L) + Ana".'.
En désignant par R le nombre de ces alternances, on aura done

V'SR et V<V +R;
d’ou encore
p:V'+R,

14. Considérons, en particulier, le casou l'on arréte lasérie (A) a son

premier terme; il résulte de ce qui précéde que p est au plus égal au
nombre des racines de I'équation

A.zlogu, -+ A,z'”"z-{— . A.zb‘“- =0

qui sont supérieures a 'unité, et I'on peut énoncer cette proposition
importante :

Taeonime 1. — Le nombre des racines positives de U’ équation
AF(ax)+ A Fla,x)+... + A, Fle,x)= o,
ou les quantites a,,a,, ..,%,50nt des quantités positives rangées parordre

décroissant de grandeur, est au plus égal au nombre des alternances de
la suite

A+ A+ A +...4 A,
13. On aurait pu, d’une fagon plus générale, considérer 1'équation
AF(a,2)+ A F(a,2)+ ... + A F(e,2) = 0(x),
ou ®(x) désigne un polyndme entier. Mais je crois inutile de m’étendre

sur ce sujet; ce que j'ai dit plus haut suffit pour faire voir de quelle
maniére on pourrait traiter cette question.
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et il résulte de la régle des signes de Descartes que le nombre p des
racines positives de I'équation (1) [c’est-d-dire le nombre des quantités
positives qui annulent f(x) et pour lequel le developpement en série de
celte fonction est convergent] est au plus égal au nombre des variations
que présentent les termes de la série indéfinie

‘ A+ A+ ...+ A,
A, + A, + oo Aty
' A+ Ajai + ...+ A,a],

....... L R R R R )

Pour avoir une limite supérieure du nombre de ces variations, arré-
tons cette série au terme de rang i,

A.o:'; + A,ai + ...+ A,a",

et désignons par V' le nombre des variations que présentent ces ¢ + 1
premiers termes.
En désignant par V” le nombre des variations de la série indéfinie
A+ Aga Ak, Ayt - A A, L
on a évidemment V= V' + V",
Or la seconde série se composant des valeurs que prend la fonction

dlz) = A‘“‘o “f+ A‘J”‘;af'*‘ e An“‘u a}';o

lorsqu’on vy fait successivement x = o, z =1, = 2,..., le nombre
des variations des termes de cette série est au plus égal au nombre des
racines positives de I'équation ® (x) = o, ou encore au nombre des
racines supérieures a 'unité de 'équation

(2) Ao, 318% 4 Ay, 3198% L A 8% = o,

que l'on déduit de la précédente en posant e* = z.
Les nombres positifs «,, a,, ..., a, allant en décroissant, il en es
de méme des exposants log«,, loga,, ..., logw,; il en résulte, en
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vertu d'une proposition démontrée plus haut {n° 3), que le nombre des
racines de I'équation (2) qui sont supérieures a I'unité est aun plus
¢gal au nombre des alternances de la suite

A+ Agaly+ ...+ A,
En désignant par R le nombre de ces alternances, on aura donc

V<SR et V<V'+R;
d’ou encore
P~V +R.

14. Considérons, en particulier, le casou I'on arréte lasérie (A ) a son

premier terme; il résulte de ce qui précéde que p est au plus égal au
nombre des racines de I'équation

A'zlogu, + A,z""“:+ e+ A'zloga‘ =0

qui sont supérieures & 'unité, et 'on peut énoncer cette proposition
importante :

Tukonime 1. -~ Le nombre des racines positives de {'équation
AFla,x;+ A Flayx)+...+ A, Fla,x2)= o,
ot les quantites a,,a,, ..,2,s0nt des quantités positives rangées parordre

decroissant de grandeur, est au plus égal aw nombre des alternances de
la suite

A+ A+ A+, .+ A,
18. On aurait pu, d'une fagon plus générale, considérer |'équation
AFla,z)-+ A, F(aga)+ ... + A, F(a,2) = ®(x},
ou @ (x) désigne un polynoéme entier. Mais je croisinutile de m’étendve

sur ce sujet; ce que j'ai dit plus haut suffit pour faire voir de quelle
maniére on pourrait traiter cette question.
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HI. — Sun rL'éQuariox /‘I'e“"‘(l)(:f-(l: = 0.
LT}

16. Appliquons les résultats précédents au cas on F x, = €*; le
développement de cette fonction est, comme on le sait, convergent
pour toutes les valeurs de la variable ¢t ne présente que des coefticients
positifs.

Soit I'équation

f AT+ Ae%? - ) eNT =,

ou les nombres 2,, 7., ..., a, vont en décroissant et sont, du reste,
positifs ou négalifs.
Cette équation a évidemment les mémes racines que 'équation
suivante :
A,c""’i)‘r-{—A.-.efk'*’:“'-{-— L+ A:,.”, = 0,

ou k désigne un nombre positif arbitraire que 'on pourra toujours
choisir de telle sorte que les nombres &k +e¢, , k+ 2, , ..., 'k +2,
soient tous positifs,

En faisant application du théoréme 1, on en conclut que I'équa-
tion (1) a au plus autant de racines positives que la suite
A A+A+.. .+ 4,

/

présente d’alternances.

Supposons maintenant que les nombres z,, %,, ..., 4, soient les
différents termes d’unc progression arithmétique dont la raison soit
tres petite et dont le premier terme et le dernier terme soient respec-
tivement —a et — by je suppose a < b. Les coefficients Ay, A,, ... étant
complétement arbitraires, on voit que 'équation peat, quand la raison
de la progression tend vers zéro, se mettre sous la forme

b
f e**Q(3)ds = o,

"

ot ¥(z) désigne une fonction entiérement arbitraire, continue ou



TUEORIE DES EQUATIONS NUMERIQUES. 12~

/
discontinue d'une facon quelconque, pouvant par exemple ctre nulle
dans autant d'intervalles qu’on le veut.

D'antre part, le nombre des alternances de la suite (A)est an plus

¢gal au nombre des racines de U'éauation [ blx, dr - o, qui sont
‘'

comprises entre ¢ et b il pourrait lui étre inférieur au cas cu celte

equation aurait dans cet intervalle des racines d’ordre pair de multipli-

cité; d'ou la proposition suivante

Le nomhre des racines de l'équation 2 j est au plus égal auw nombre des
=)

.
racines de léquation [ bix dr = o, qui sont comprises entre « el b.

"

On peat ¢valuer antrement le nombre des alternances de L suite
(A5 partageons i cet effet Tintervalle compris entre a et b en
intervalles tels que, dans chacun d'eux, kafonction ® 2 ne soit pas
constamment nulle, soit continue ct de méme signe.

On pourra, en posant ainsi

. ’I

’ e (s ds

oy b

.t
- { e, 3 ds 4 ’ e, sds .. 4 / e s ds,

t o, o,

cnoncer la |)mpositinn suivanle:

Le nombre des racines posttives de Ucquation (2 est au plus égul au
nombre des alicrnances de la suite

Ay ity

/ O, x:dr + / b, de 4.+ f'/‘tl),,r‘x)dw.

' o t

.
17. Comme application des théorémes précédents, posons a - o,
b=1%n ¢t ’

. o, o, a
Gz == XL SR u

_ 3 IR RS
NEN ia)) R YW

"
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ou les @; désignent des nombres positifs quelconques et I' la fonction
eulérienne deseconde espéce.

1.’ équation r e **®(3)dz = o devient
e

ct j'observe que le nombre de ses racines positives est précisément
égal au nombre des racines positives de |'équation

1) A+ a, 5 +. ..+ @,X% = 0.

Y'autre part, I'équation f ®(x) dz = o devient
0

. ay % a,T* A 2%n
L) < " _— = O,
F(xg+1) l(z.—+-|)+ +l(z,,+|)

et il résulte de la proposition précédente que le nombre des racines
positives de |'équation (1) est au plus égal au nombre des racines posi-
tives de I'équation (2).

I8. ConsidéronsI'équation du degré n
i) a,+a,x + a,x*+...+ a,x" = o,
(ue je mettrai sous la forme
a2+ a, 2"+ a, 2 +. . .+ a, " = o,
ot w désigne un nombre positif ou nul.
Il résulte de ce qui précéde que I'équation (1) a au plus autant de
racines positives que |’équation

a, a.r a,at a,.zch

Mlow41)  T(o+2) I‘(o)+3)+”'+l‘(m+ll+l)=0'
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ou encore que I'équation

a,.r agrt a, r* _
w1 (w+1)(w+2) +.et (W1)(t0+2)...(0+n) =0

.

(2) a,+

» désigne, comme je I'ai dit, une quantité positive quelconque ou zéro.
I.a méme chose a lieu a I'égard des racines négatives, comme il est
facile dele voir en considérant les transformées en — . En particulier,
on peut énoncer cette propriété¢ importante :
St 'équation (1) a toutes ses racines réelles, I'équation (2) a également
toutes ses racines réelles.

19. Soit le polynéme a, + a,x + a,2* + a,x*; formons le produit
e (ay+ a,xr +a,2° + a;x°) = U+ U,z + Uyz*+.. .,

ou les U; sont des fonctionsde z. Comme il est aisé de le prouver, ona
’ I3 dlj . . .
generalementTF’ = U,_,, en sorte que toutes les fonctions d’indice
<

inférieur 4 U; sont les dérivées successives de cette fonction.
On a évidemment

a xl a x/ 1 fl’.‘l'i—’ a xi—B
II[Z‘- 2 , ! ; ; -+ L ’
a0 2. ((—1) a3 ((—2)  1a...(i—=3)

d'ot Pon voit que I'équation U; = o aautant de racines réelles distinctes
de zéro que I'équation
x azx? a,T®

a
GF T Ty =) (=)

= 0.

Or cette équation a, en vertu du théoréme précédent, toutes ses
racines, réelles si i — 2 est plus grand que zéro, et si I'équation
a,+ a,x + a,2* + a,x* = o a elle-méme toutes ses racines réelles.
1’équation U; =0 a donc également toutes ses racines réelles, si ¢ est
> 2, et la méme proposition a lieu & I'égard des équations U, = o,
U, = o, puisque U, et U, sont les deux premiéres dérivées de U,.

Cette démonstration s'é¢tend d’elle-méme & un polynome de degré
quelconque ; d’ou le théoréme snivant, qu'il est aisé, du reste, d’établir
directement :

Journ.de Math. (3¢ série), tome IX. — AvaiL 1883, 17
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Soient f(x) un polynéme quelconque décomposable en facteurs
réels du premier degré et F(x)=e**f(2)=U, + U,z + U,a* +.. .
cela posé, U, désignant un des coefficients quelconques de ce dévelop-

pement, 1'équation en z
U;=o0
a toutes ses racines réelles.

20. F(x) désignant, comme plus haut, la fonction ** f(x ), posons
Flx+k)=eRe*fx+h)=V,+V,&z+ V,r* +. .,

et V,; désignant un quelconque des coefficients de ce développement,
Vi=¢(z), en sorte que V,_, = 9'(z), Vimy=¢"(z), .... I'équa-
tion 4(z +t) = o a, quel que soit z, toutes ses racines réelles et elle
peut s'écrire

2

p(2)+t9'(3) +-f—qa"(z)+...+

A .
275 =

1.2..

ou
&

e ¢ ;
V,+ tV,_, +EV5_,+...+ l.q._.k\o._o,

ou encore

F (h) F&k v () 23 Fs-0(h) I : .
t.0...k . (k=) 1.2 ..., (h—2) et m_-—]l hy==o

! ’ .
ou cnfin, en changeant £ en &, ¢ en ; et enchassant les dénominateurs,

F(a) + k¥ (@)t + S0 D)

(k——l)(,\ Fm( )t:‘+...+FM’<'v) t":();

et l'on voit que cette équation en ¢ a, quel que soit 2, toutes ses racines
réelles.
Si donc on écrit le systéme suivant d’équations,
F(x)+ (F(x)=o0,
F(x)+ a2t () + #F(x)=o,
F(x)+ 3tF(x)+ 38F (x)+ OF'(x)= o,

..............................................
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on voit que, pour toute valeur de x, elles ont leurs racines réelles. Il
en serait de méme des équations

F(z)+tF'(xr)=0, F(x)+2tF'(2)+ *F'(x)=0, ...,
F(z)+ tF"(x) =0, F'(r)+ 20F"(2)+EF"(2)=:0, ...;

la dérivée F(x) ayant pour valeur e¥[ f(x)+ z f(x)] et I'équation
J{x)+ zf(x) = o ayant toutes ses racines réelles, il est clair en effet
que F'(x) est une fonction de la méme espéce que F('), et il en est
de méme de toutes ses dérivées,

21. Les propositions précédentes s'établissent du reste trés facile-
ment quand on les suppose démontrées dans le cas ot F(x) est un
polynome entier; il suffit de remarquer que e** f (x ) peut étre considéré

- \ sr\" . .
comme la limite du polynéme ( 1+ 7‘-) S (%), qui est décomposable

en facteurs réels du premier degré.

La méme chose a lieu 4 1'égard de la fonction e="*+"* f(.r), ou je
suppose u positif; cette fonction peut étre en cffet considérée comme la
.. nrt\* sr . .. ,
limite de ( === ) ( 1+ = ) J(x); mais les propositions précédentes

. . J - ¢ .

ne s'appliqueraient pas 4 une fonction de la forme &*f{(z), sile
polyndme p(x) était d'un degré supérieur au second, ou si, étant du
second degré, le coefficient de x? était positif.

Ces remarques trés simples trouveront d’utiles applications dans Ia
théorie des fonctions transcendantes.

92 En effectuant un changement de variable, le théoréme établiau
n® 18 peut s’énoncer ainsi qu'il suit : L'équation

(1) A+ a,x+ a2 +... +a,x"=o0

ayant toutes ses racines réelles, il en est de méme de I'équation

ayr ayr? ) az.r? ‘
2+ o0 + (= +m)(21+m)+ (2+w)(22+w)(32+w) +.

ao+ ":0'

ol o et w désignent des quantités positives quelconques, la derniére
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pouvani étre nulle. De la résulte que, élant donnée une équation ayant
toutes ses racines réelles, on peut en déduire une infinité d’autres qui
jouissent de la méme propriété; en appliquant une seconde fois le
théoréme précédent, on voit, par exemple, que I'équation

ar + ay.rt
(2 + o) (2 +w') (1 +ow)(22+w) (s +w)(22+w)
a,.r?
(z+w)(n+m)(a + o' )32+ w) (22 +u )3+ o )

a, +

cee== 0

a toutes ses racines réelles, o’ et w’ étant assujetties aux mémes condi-
tions que « et w,

Soit, en général, §(x) un polynéme d’un degré quelconque décom-
posable en facteurs réels du premier degré et ne devenant jamais néga-
tif pour aucune valeur de la variable, en sorte que 4 () soit de la
forme

(@)=a(ax + b)I(a'x + bW (a"z+ 0"\, ...,

les nombres p, g ¢ ¢+ ... étant des nombres entiers ou étant
égaux a zéro, @, a’,a", ..., et b, ¥, V", ... étant des nombres posi-
tifs; on verra aisément par ce qui précéde que I'équation

a, a,z? aa? Ayt —
G+ 50 T emem T ememe Tt 9(.)6‘63 ey 0

a toutes ses racines réelles.

Mais on peut donner une plus grande généralité i cette proposition:
I'équation (1) ayant en effet toutes ses racines réelles, il en estde méme
de I'équation

a,.r asx? .+ a,,l”
P+ o (V- 0)(14 2w) T+ o)+ 2w)(1 + dm)

”"+ +,.. = 0,

par suite de I'équation

a, T a..l" lg.r 3 .
GFrep T aFararany T (o) (1 +20) (14 3u) T =%

a, +
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et cn général de I'équation

a,.r a,.l" a;:l“
AT A T L T L T T T ) LA

ao+ .'-:(’.

ou £ désigne un nombre entier quelconque.
Faisons maintenant croitre indéfiniment le nombre arbitraire po-

sitif = et le nombre entier #, de telle sorte que & ait pour limite log - »
w 9

¢ désignant un nombre positif quelconque égal ou inférieur i 'unité.
I.'équation précédente deviendra

nnp+1)

a,+ a,qr + a,°c* + a,q*r’ +. .. +a,q > ¥'=o,

et elle aura toutes ses racines réelles ; il en est de méme de I’équation

T
obtenuc enchangeant gen w* et z en =»

a,+ @, nx + a0 '+ a,»°x +...+ a,0" " = o;

» désigne une quantité réelle quelconque, dont la valeur absolue est
au plus égale a P'unité.

Des considérations que je viens d’exposer résulte immédiatement la
proposition suivante :

L’équation (1) ayant toutes ses racines réelles, l'équation

a,m.r a,mt.r a0 a,wh

Tt Bny Fewe Teawiaes) T smem. e (w)

= 0,
a également toutes ses racines réelles. 6(x) désigne un polynéme entier
quelconque satisfaisant aux conditions ci-dessus énoncées, et w une

quantité réelle quelconque, dont la valear absolue est égale ou infé-
rieure a |'unité, -

23. Soit, comme application de ce théoréme, I'équation

(t+x)f'=14+nx + 'i(—':—:—'-z.r“+...+ ne"' +a" = oy
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je poserai, » et o(x) conservant la méme signification que ci-dessus,

|.'(,.)__|+""‘~"+"('l——l') whrt o+ wten
o o) 1A 8(1)8(2) T 8(1)8(2)...6(n)

Les polynomes de cette forme jouissent des propriétés remarquables
suivantes :

1° L’équation F (x) = o a toutes ses racines reelles,

2° Lesdiverses dérivées de F(x ) s’expriment au moyen de polynomes
de la méme espéce.

On a en effet

e MW ot (n —1)(n—n2) wdr?
I {-x)_e(n) 1+(n— ')e(a) i 6(2)8(3)
(n—-0y(n—2Yn—3) w3
1.2.3 8(2)8(3)8(1) +et

Si donc on pose 6(x + 1) = H(x) et

tn--ner (n-—1y(n--2) wvrag?
@, —= S,
b(r) =1+ —pr; 1 ()Hia)
(0 —1)(n—2)(n--3) ws.rt
T My ms) =

il vient

F(x)= "2 & wiz);

or ¢ (&) est un polynome de la méme espéce que (), puisque H(r)
est décomposable en facteurs linéaires réels du premier degré et n’est
Jamais négatif pour aucune valeur positive de .

Ce que je viens d’établir pour la premiére dérivée subsiste encore
évidemment pour les dérivées suivantes.

3® Si I'on pose, en séparant la partie réelle de la partie imaginaire,

¥(ix) = V(z)+ iW(x),

les équations V(&)= o et W(x) = o0 ont toutes leurs racines réelles
et, plus généralement, a désignant une constante réelle quelconque,
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I'équation
V(r)+ aW(x)—=o0

a toutes ses racines réelles.

Pour le démontrer, il suffit de remarquer que cette equahon peut
s'écrire .

mu.ra_n(n—-l) whar?
a(1) 1.2 8(1)6(a)
n(n—1)y(n—2) wdr?
T T a3 T eme@e@met T

et que P'équation

- ll(n——-l)‘” +n(n~|)(n-—t- 2/)(::»—-3)‘”,_‘_.” I
1.2 1.2.3.%
+a‘.nx _ "(”_;I':(.;‘”M.r’ﬁ—u.-i—- ‘:”

a toutes ses racines réelles, quelle que soit la constante réelle a: ¢'est
’ . . ’ . k3
en effet I'équation qui détermine tang - quand n se donne tang «

En particulier, sil'onfaito(x) =retw =1,0na
p

. nx n(n—1) x*
F(x)=1+ T
n(n—r1)(n—a) * at
1.2.3 i. x3+ -+ 3..on

polyndme qui se présente dans plusieurs questions intéressantes de
I'Analyse (').

(1) Voir a ce sujet un Mémoire de M. Tchebychel (Mélanges mathématiyues
et astronomiques, t. 11, p. 18a. Saint-Pétershourg, 1859), ma Note Sur 'inté-

zrale f ;"t (Bulletin de la Société mathématique, 1. VII, p. 72) et une

Note de M. lalphen, Surune série pour développer les fonctions d’une variable
(Comptes rendus des séances de I’ Académie des Sciences, g octobre 1884).
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En faisant en second lieu 8(xz) =1, 0ona

n(n— l)(ll—?)w’

.ra ven nt iy
1.2.3 Foetot

w'x?+

F,(r)= 1+nwx+ﬂ'ﬁ'—')

les polynomes ainsi définis satisfont i I'équation suivante:
F,(z)=nwF,_, (a'x).

24. Un cas particuli¢rement intéressant est celui o, dans’équation
0

j e *®(3) dz =0, on suppose que ® () soit un polynéme entier dont
la forme change successivement lorsque la variable s croit depuis a
jusqu’a b.

Cette équation peut se mettre alors sous la forme suivante :

efo(x) + s fi(x) +. + eTf, (x) = 0,

les «; désignant des constantes et les /; des polyndmes entiers.

Pour examiner le cas le plus simple, soient «,, @,, ..., @, des quan-
tités réelles quelconques rangées par ordre croissant de grandeur et
a,, a,, ..., a, des quantités réelles quelconques ; posons, pour abréger,

Po= Qe
p.—_—a.’*' a..
p9=a°+a.+a2,

pn= ap+ a, -+ a2+'°'+am

et considérons I'équation

/'.le""po dz +/

€*p,dz +f e*p,ds +...+f € *ppdz = o.
.l L] . oy €,
En effectuant les intégrations, il est aisé de voir qu'elle devient sim-
plement
. aoe..a.x .*_a'e-a'-t-*_aze—azd'_*_'.._*_a”e—““.':o;
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et le nombre p de ses racines positives est le méme que celui des racines
de I'équation

A%+ a, st + a5 +...+aq,s% =0,

(qui sontcomprises entre o et + 1. Cette équationrésulte en effet de la
premiére quand on v pose e* = 3.

On sait d'ailleurs (n° 16) que lenombre p est au plus égal au nombre
des alternances de la suite

fpulz-}- [ pods + f pads +...+ [ Pals,
d'ou les propositions suivantes :

Les nombres oy, 0., %3, ..., %, €lant ranges par ordre croissant de
grandeur, le nombre des racines de I'équation

(v; Aot + a, s +a,53" + 41,35 =0

qui sont comprises entre o et + 1 est au plus égal au nombre des alter-
nances de la suite

(2) polay — o) 4 py(og — @)+t Pri(Cn— % )+ pu.x (*),
Ol Pyy Prs Pay -+ » Pu OB la signification donnée ci-dessus ;

el encore (ce (ui est le méme théoréme sous une autre forme) :

St les nombres a,, «,, s, ..., a, sont ranges par ordre décroissant
de grandeur, le nombre des racines de ['équation (1) qui sont plus
grandes que l'unité est au plus égal au nombre des alternances de lu
suite (2).

25, Yaifait voir plus haut (n° 14) que le nombre des racines posi-

(*) D’apres la définition des alternances d’une suite, il est clair que le nombre
des alternances de la suite @ -+ b +c¢ +d.o est le nombre des variations dey
termes de la suite

a, a+b, a+b+c¢, d

Journ. de Math. (3° sévie), 1. IX. — AveiL 1883, 18



138 LAGUERRE.

tives de I'équation
(1) AsF(apx)+ A F(ayx)+ A F(a,2)+...4+ A, F(a,2)= 0o
était an plus égal au nombre des racines de I'équation
Ao z"8% 4 A, 5W8% 4 A,Z1%% = o,
(ui sont supérieures & 'unité; d’ailleurs les nombres log a,, log «,,....

logu, vont en décroissant.
Posons maintenant

po=on
Pr=A,+4,,

Pu =A,+ A, +A+.. + An;

il résulte, de ce qui précede, que le nombre des racines positives de
Uéquation (1) est au plus égal au nombre des alternances de la suire

) I()o‘i'. -+ 1002 -+ -+ lo(v.i'i. “+ p,. %
Po 5 14 o % oo Py 55 Pue % .
i | -l

1V. — SuR LES EQUATIONS DFE L\ FORME.
"ty a, a, a,
y - X —— 2 (),
(- 2y ) +.(.1' — )" + (r---a)° et (r--2,)”

26. Soit I'équation

o a, “, a, o,
0 " -+ - + oot s =0,
) (e — 2%y )* + (20— 2)° (2 -— 2y)* (4 — )

ot les nombres a,, a,, ..., @, sout rangés par ordre décroissant de
grandeur et © un nombre positif arbitraire.
Choisissons un nombre positif £ assez grand pour (e toutes les
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quantités £ + a,, £ + a,, ..., £ + «, soient positives et formons la trans-
formée en y=x + £, .

a, @, An

F=GraF T =Grar Tt =G

ou, pour abréger P'écriture,

@y «, ty,
. . ’ ®ee + Y : O‘
G—ar " =ar

Cette équation peut s’écrire

1\ M, M, M, A
(I-—— =ttt =4 5+ 5 +..= ‘)’
Yy o J

I’équation précédente peut se mettre sous la forme

F(3)+F(3)+.+¥(2) =0

ot le premier membre est convergent pour toutes les valeurs de y
plus grandes que «,.

Si I'on observe maintenant que tous les coefficients M; sont positifs,
on établira, comme ci-dessus (n° 13), que le nombre des racines de
I’équation (2) qui sont supérieures a «, est au plus égal au nombre
des racines de I'équation

a"a,lopau +a, xlokc" + o4 a,,a:'°"“:. =0,

qui sont supérieures i I'unité; ce nombre est donc au plus égal au
nombre des alternances de la suite

aQy+a,+...+a,.

D'ailleurs le nombre des racines de I'équation (2 qui sont supé-
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rieures 4 «,, c'est-a-dire & «, + £, est précisément égal au nombre des
racines de I'équation (1) qui sont supérieures i «,. Nous pouvons donc
I3 o o . L J

énoncer la proposition suivante :

Les quantites «,, @,, ..., , €tant rangees par ordre décroissant de
grandeur, le nombre des racines de I'équation
y My Gn

+ +.oo+— =0
(w—2)" = (&—2)° (z—2,)"

qui sont superieures a a, est au plus égal an nombre des alternances de la
suite
ay+a,+...+ a,.

Le nombre des alternances est pair ou impair, suivant que les deux
quantités a, et (a, + a, +...+ a,) sont de méme signe ou de signe
contraire; il en est de méme du nombre des racines de 1'équation su-
péricures 4 a,, comme on le voit en substituant successivement dans
le premier membre de I'équation + o et la quantité «, + ¢, ou ¢ dé-
signe une quantité infiniment petite. Ceci ne s'applique pas au cas ou
Pon aurait a, + a, +...+ a, = o; ce cas écarté, on peut dire que :

Si le iombre des racines de U'équation supérieure d vy ct le nombre des
alternances de la suite formee par les coefficients différent, lewr différence
est un nombre pair.

28. TLaissant de coté, pour l'instant, le cas général, je m’occuperai
en particulier de I'équation

(') _...gﬂ, -~ __..t’.'__. + . _(!5___ + _i.- _a’.‘___. == 0
L=y L—% X—Ay r—1y, )

Dans l'intervalle compris entre «; et %;,,, intercalons deux nombres
g et &, de telle sorte que les nombres

(A) Loy weny Ois & &'y @iy ey @

soient rangés par ordre croissant ou décroissant de grandeur, et fai-
sons la substitution
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d’ott 'on déduit

X x—FE
. —-‘l/__g

Aux quantités du Tableau (A) correspondent les quantités sui-
vantes :

' ’ ’
Wy oeey Gy D, 0y Oy &y

(ui seront rangées par succession de grandeur (').

On voit aisément que toutes les quantités «; sont positives : z; est
donc la plus grande d’entre elles; I'équation (1) devient, en effectuant
la substitution indiquée ci-dessus,

\ ay.
Nr—E =0
A

»
4
1’
—— - A

N

N S WS
NEa2p) — (5 —ay) E—a N —q)

ou encore

(*) 1l est hon de préciser ce que j'entends par la. Des (uantités sont dites ran-
gées par succession croissante ou déeroissante de grandeur si une uantité va-
riable, qui varie toujours dans le méme sens, prend successivement les valeurs des
termes de la suite de ces quantités, en passant par Uinfini, si cela est nécessaire.

Ainsi les quantités

+4, —3, 0, 41

sont rangées par succession croissante de grandeur, et les quantités
1, 0, —1, +3

par succession déeroissante de grandeur,
Au licu de ranger les quantités sur une ligne droite, on peut les ranger sur un
eyele de la facon suivante :

0 Ly - 0
1
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Or. «; étant le plus grand des nombres o; qui sont tous positifs, en
appliquant la proposition démontrée précédemment, on voit que le
nombre des racines de I'équation

a; ] _
() ZE“‘MX'—!Z—-O

(ui sont supérieures i «,, c'est-a-dire le nombre des racines de I'équa-
tion (1) qui sont comprises dans l'intervalle (&, &;)("), est au plus égal
an nombre des alternances de la suite

a @y Q- e Wiy
i E—-—-—- bt T ol £ .
S—% — %y E—ay,y §— %fyg § — %y

29. Comme application, considérons |'équation

A /
1! ] 2 1
(|) | —_— i - — —_—‘_~~__-——0
‘ rT4+2 x4t a 2z —1 r—n

Les quantités

étant rangées par succession de grandeur, nous aurons i considérer les
c¢ing intervalles

(—a2, —1), (—1,0), (0, +1), (+1,+12), (42, —2),

dont le dernier renferme Pinfini.

En désignant par £ une quantité réelle quelconque, nous déduisons,
de ce qui précéde, les conséquences suivantes :

(" £ etant daus lintervalle (— 2, — 1), le nombre des racines de

(") Des quantités 2,8, ..., %, 1, ..., 5, w étant rangées par succession de gran-
deur, jappelle intervalle (A, 1) celui des intervalles déterminés par ces deun
nombres qui ne renferme aucun des autres nombres. Cet intervalle peut renfermer
Pinlini si ) et u sont de signe contrairve ; ainsi, étant donnée la suite

’+’[|1 _'3’ o, +1,

lintervalle (4 4, — 3) renferme Uinfini.
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I'équation (1) qui sont comprises entre & ct — 2 est au plus égal au
nombre des alternances de la suite

¢t le nombre des racines qui sont comprises entre £ et — 1, au plus
égal au nombre des alternances de la suite
1 th 1y

1 2
— 5 — + + .
: E—1 t—a 4+

En particulier, faisons, dans la premiére suite, £ = — 1 — ¢, ¢ dési-
gnant une quantité infiniment petite positive ; la suite devient

j 1 .
ll—‘—g--i-;—-ﬂ-f-t,

comme clle ne présente pas d’alternance, on en conclut que Péqua-
tion (1) n’a pas de racine dans lintervalle ( — 2, — 1),
2° & étant dans lintervalle (—1, o), le nombre des racines de
I'équation qui sont comprises entre £ et —1 est au plus égal au
nombre des alternances de la suite
1 14 1 I “

+ ~ + 30
Z 4+ ¢+ t—a t—1 t

et le nombre des racines qui sont comprises entre 3 et o au plus égal
an nombre des alternances de la suite

. 2 I ) 1] 1
(2) ’2—5—I+E—”.+E+"~—E+l

Faisons, en particulier, dans la premiére snite, .x = — ¢; la suite
devient

—I+7—=741—%3

comme elle présente deux alternances, on voit que intervalle (-1, o)
comprend deux racines ou n’en comprend pas.
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" 3" £ étant dans l'intervalle (o, + 1), le nombre des racines de I'équa-
tion qui sont comprises entre o et § est au plus égal au nombre des
alternances de la suite

. 2 1 K 1 '
3 2 ' 4
(3) A il vl e e
et celui des racines qui sont comprises entre £ et + 1, au plus égal
au nombre des alternances de la suite
1 14 1 1

B =T Tr Rl sror il iy

FIY
.

Faisons, par exemple, & = 1 — ¢, la premiére suite devient

/

L L .
2— -+ 3 14+

elle présente deux alternances : donc I'équation a dans l'intervalle
(0, + 1) un nombre de ruacines égal & 0 ou a 2.

On arrive i la méme conclusion en substituant dans la seconde suite
—+¢; clle devient, en effet,

+I1—747—-1+%,

el cette suite présente également deux alternances.

4* & étant dans l'intervalle (+ 1, + 2), le nombre des racines qui
sont comprises entre £ et + 1 est su plus égal au nombre des alter-
nances de la suite

1 2 ] 14 14

=1 8 1 f42 0 E—o

et le nombre des racines qui sont comprises entre
¢gal au nombre des alternances de la suite

239

et + 2, au plus

14 14 1 9 1

e iR T T T

Faisons, par exemple, dans la deuxiéme suite Z =1 + ¢, elle de-
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vient
15 1
——1';-—{-——3— —;t21—x;

comme clle ne représente aucune alternance, l'équation n'a aucunc
racine dans l'intervalle considéré,

3 Considérons enfin l'intervalle (+ 2, — 2 qui contient linfini;
étant dans cet intervalle, le nombre des racines qui sont comprises

»

entre £ et + 2 est au plus égal au nombre des alternances de la
suite

1)1

14 | +‘.’. 'L ih
5 el T oET e
TR o - S TSR e

et le nombre des racines qui sont comprises entre & et — 2, au plus
¢gal au nombre des alternances de la suite

IA
1} 1 2 1 14
3+ ;41 4 i1 S

Faisons, par exemple, dans la deuxiéme suite, & = 2 + ¢, elle de-
vient

I
*-—g—{'—l"'l"f‘x;

R

et, comme clle ne présente aucune alternance, I'équation proposée n’a
aucune racine dans Uintervalle (+ 2, — 2).

0. L'équation précédente ne peut donc avoir de racines que dans
lesintervalles {— 1, o) et (0, +1).

. 3 . .
Faisons & = — 7 dans la suite (2), elle devient
4
3 4 1h.4 15.4
—3tio ot b
- ;

et présente une alternance; I'équation a donc une racine et une seule

«

. 3 . .
comprise entre o et — 7 et, parsuite, une et une seule comprise entre
— et —1,

4

Journ. de Math. (3 sivie), tome 1X = Vi 1883, . 9
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En second lieu, faisons, dans la suite (3), 5_ 7 elle devient

-
-
-
-
-
-

+4;

[
[N RSN
+
|
|
|

7

L]
et comme elle ne présente qu'une alternance, il en résulte que l'inter-

3 . . R .
valle (o,-;-) comprend une seule racine et il en est de méme, par suite,
.'/

de I;intervalle ( -}; ) \)

\

On voit ainsi que I'équation propo«»ec a toutes ses racines réelles; la

3 3
premlere est comprlse entre — 1 et — ?‘, la deuxiéme entre —- v Pf Q,

[P ’ 3 (XY 3
la troisiéme entre zéro et + 7 et la quatriéme entre + FeL+

Clest ce qu'il est, du reste, aisé de vérifier, I'équation mise sous

forme entiére étant
(20 —1)(7a* — §) = .




