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JOURNAL

DE

- MATHEMATIQUES

PURES ET APPLIQUEES.

Généralisation des fonctions doublement périodiques
de seconde espéce (');

Par M. APPELL.

1. Soit
(1) Flz,y)=o0

I’équation d'une courbe algébrique d’ordre m et de genre p; on peut
toujours supposer, comme il est connu, que cette équation contient

Y , isti s
un terme en y™, et que le rapport = tend vers m valeurs distinctes

quand x croit indéfiniment.
Les fonctions que je considére dans ce Mémoire, comme analogues
des fonctions doublement périodiques de seconde espéce, sont des

(') Voir Comptes rendus des séances de I’ Académie des Sciences, séances
du 18 avril 1881 et du 23 octobre 1882.
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fonctions du point analytique (, y) qui n'ont sur toute la sphére que
des poles et des points critiques algébriques, 4 savoir les points cri-
tiques de la fonction y de #; de plus, ces fonctions se reproduisent,
multipliées par un facteur constant, quand le point (x, y) décrit un
cycle quelconque. Je me propose de démontrer ici quelques-unes des
propriétés fondamentales de ces fonctions et, en particulier, d'indi-
quer un mode de décomposition en éléments simples analogue 4 celui
que M. Hermite a donné pour les fonctions doublement périodiques
de seconde espéce.

2. Nous dirons avec Riemann (Werke, Theorie der Abelschen Func-
tonen, p. 96, § 2) qu'une fonction du point analytique (,y) qui
s’'annule en un point (£,v) est, dans le voisinage de ce point, infini-
ment petite du premier ordre : :

1° Si le point (, n) est un point ordinaire de F = o, lorsque cette
fonction devient infiniment petite, comme (z — £);

2° Si le point (, ) est un point critique dans le voisinage duquel y
appartient 4 un systéme circulaire de r racines, lorsque cette fonction
devient infiniment petite, comme (x — & )%.

Une fonction est dite infiniment petite d’ordre n en un point, lors-
qu'elle devient en ce point infiniment petite, comme la puissance ni®®
d’une fonction infiniment petite du premier ordre.

Enfin une fonction est dite infinie d'ordre n en un point lorsque
son inverse est infiniment petite d’ordre n.

Dans ces définitions  — & doit étre remplacé par Z quand & = = .
xZ
3. Désignons par

uV(z, y), ¥(@,y), ..., uP(2,y)

les intégrales abéliennes normales de premiére espéce relatives 4 la
courbe F = o, et par

(0 __ o __ L0 I [ I—
n‘ —0, Q' ’—o, vecy Q“_‘—-2ﬂ —'l, * ey Q’p__‘-——o,

(] [{ - w0 (4) p—
0; =2a"', ﬂ‘ == 2«[2, ve vy Q’l —-Qai“, ooy le —-2“[’,
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les 2p périodes normales de I'intégrale u (=, y). Lorsque le point (z, y)
décrit le cycle correspondant & la période Q}', l'une des fonctions
®(x, ) que nous considérons se reproduit multipliée par un facteur
on multiplicateur py(k =1, 2, ..., 2p). Il y a donc 2p multiplicateurs
w4 correspondant respectivement aux 2p cycles qui donnent les pé-
riodes normales.

Soit 8(u,) la fonction © de p variables formée avec les périodes
normales (Brior, Théorie des fonctions abéliennes, p. 114). On a déja
une premiére expression de la fonction ®(x, y) en prenant

i=p .
51 [ (,3) = ki g
(1) oy =d LGN keflRe,y),

R(z, y) désignant une fonction rationnelle de = et y, };, g; et &; des
constantes. Les p constantes %; sont arbitraires; les 2p constantes 2,
et g; sont déterminées par les équations suivauntes, qui expriment que
la fonction ® posséde 2p multiplicateurs donnés p;:

(3) p.,,._,=e“m“ (i=1,2,...p)
P‘!i — e)(l.c,;-{-)a,t,ﬁ-...-‘-\'.c,‘)ﬂ;
Ces équations donnent toujours un systéme de valeurs pour ces con-
stantes; les }; sont délerminés i des entiers prés et les g; a des mul-
tiples prés de périodes conjuguées.

Cette forme (2) est analogue 4 la forme

H(u—k—g)
“Ha—n P

sous laquelle peut se mettre une fonction doublement périodique de
seconde espéce, p(u) désignant une fonction doublement périodique
et X, £, g des constantes.

4. Soient maintenant

&)y (@6syi)s (Xa0da)s «oos ("cp-tvyp—l)
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p points de la courbe F = 0. On sait que la fonction

A=p—1

o[y~ wtlgn) = B, wan) + ]

devient en chacun de ces p points infiniment petite du premier ordre

(Briot, Théorie des fonctions abéliennes, p. 145). Sil'on fait, pour sim-
plifier,

k=p~1
(4) hi=C;—~ U@y, Y1),
la fonction
~ ¥, "A'] _ ofut(z, y)—u (¥, 1) + k]
(3) lf, w17 8[ui(z,y) — u® (k%) + A

devient infiniment petite du premier ordre au seul point (&', 4') et
infinie du premier ordre au seul point (&, n).

On voit facilement que toute fonction ®(x, y) de 'espéce de celles
que nous considérons peut se mettre sous la forme

(6) O(x, y) = II[ ' ’lk] Zplmm(x n

Eka Nk

*

ou les zéros et lesinfinis de la fonction sont ‘en évidence. Cette
forme (6) est analogue a la forme

H(u-—a )
A")"Hmu—aZ)

des fonctions doublement périodiques de seconde espéce.

3. Occupons-nous maintenant de la décomposition de la fonction
®(x,y) en éléments simples, et écartons d’abord le cas exceptionnel ou,
dans la forme (2), les constantes g; seraient nulles 4 des multiples
prés de périodes conjuguées, c’est-a-dire ou les ap multiplicateurs .,
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)

sont de la forme

‘ aimy = e

p"“ — e’a'ahﬁ')-’a"-# -oﬁ)rﬁpl)

(7) (t=1,2,...,p).

Ce cas exceptionnel est analogue a celui qui se présente déja pour
les fonctions doublement périodiques de seconde espéce et qui a
été signalé d’abord par M. Fuchs (Journal de Mathématiques pures et
appliquées, 3¢ série, t. IV, p. 13a, § 6) et étudié d’une facon plus ap-
profondie par M. Mittag-Leffler (Comptes rendus, t. XC, p.177).

Ce cas étant pour le moment écarté, I'élément de la décomposition
est la fonction

=p
X Muid) ix,y)

(8) F(a,y;%,0)=Ke™ 8[ul(r, y) —u® (&) +hi— 5]

6[uV (2, y)— (k) + N

ou les constantes A; et g; sont déterminées par les équations (3) et
ou &; désigne la quantité (4). Cette fonction F admet les mémes mul-
tiplicateurs que la fonction ® 4 décomposer; elle devient infinie du
premier ordre au plus aux p points

(E’ﬂ)’ (whyc)’ (wa,ya)o caey («l',,.,,)’p_.).

De ces p points, je considére les (p — 1) derniers

(@10 Y1) (®asY2)s oo (Bpovs Yp-i)

comme entierement arbitraires, le premier seul (£, %) devant recevoir
par la suite des valeurs numériques déterminées.

Il importe tout d’abord de montrer que, dans ces conditions, le
numérateur de ¥ ne peut pas admettre le zéro (&, «) et que, par consé-
quent, cette fonction devient effectivement infinie au point (£,7). On
démontre cette proposition en remarquant que, si le numérateur
de 4 s'annulait pour (x, y) = (&, ), on aurait

k=p—-1

hi— g"E 2 u“’(-‘r’,‘.y".)— Ci (i‘_— Iy ""p)’

Journ. de Matk. (3¢ série), tome IX. — Janvicn 1883. 3
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les (p — 1) points {x}, ;) étant convenablement choisis. Or, en rem-
placant k; par sa valeur (4), on obtient ainsi les p équations

k= p—1
Wi Y [a0(al, Y+ 0@ )] <3Ci— g i=13,.pi.
k=1

Mais, comme les (p — 1) points (&, y;) sont arbitraires, ces relations (g
ne peuvent avoir lien que si les g; sont nulles 4 des multiples prés
des périodes; car, autrement, ces relations détermineraient un des
points (x;, y;) en fonction des (p — 2) autres, ce qui est absurde,
On aurait, par exemple,

kp-a1 : A-p 1
0] . Vi v o V ¢
Wz, y,) + uixyy, -2l — g - R
k=1 k-2

équations qui déterminent les p points

(@) (208000 oy () Y

a moins que les seconds membres n’aient une forme particuliére pour
laquelle il y a indétermination, et cctte forme particuliére exige préci-
sement

gi=o

(voir Briot, Thcorie des fonctions abeliennes, p. g0, § 36). Or, ce cas
de g; == o est le cas exceptionnel que nous avons écarté.

La constante K, qui figure dans I'expression (8) de 7, se détermine
par les considérations suivantes. Supposant d’abord que le point (2, 7)
est un point ordinaire de la courbe F == 0, on détermine K de facon
que )'une des déterminations de #(a, y; &, 1), obtenue en faisant arriver
le point (ar, y) dans le voisinage de (&, ), suivant un chemin déter-
miné, soit de la forme

v=o o

(IO) .I‘IE '+2av(w'— g)v’

les a, étant indépendants de 2. Si, au contraire, le point (£, ) coincide
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avec un point critique dans le voisinage duquel y appartient & un sys-
téme circulaire de r racines, on détermine K, de facon que 'une des
déterminations de 7 soit, dans le voisinage du point (€, ), de la
forme

) ‘ g
ey -——l—i—Eav(.'c--E)-
(‘T>“2)r v-0

Cela posé, supposons que la fonction ®(x,y) a décomposer ait n
infinis simples
o »
(Evm)y (Za0ma)s ovnn (Enyia)y

ct appelons A; le coefficient de L, oude—--"

: e (x—&)"
pement d'une des déterminations de @ dans le voisinage du point (&;, ),
cette détermination étant précisément celle que I'on obtient en faisant
suivre au point (2, ) le chemin qui fournit en (%, »;) la détermina-
tion (10) on (11)de 7 (,y; &, 9;). On a alors la formule suivante :

dans le dévelop-

x i ‘" v 14
12 ®(x,y) T—)_‘Ai F(x, ¥ Zi0).

-1

»

Lorsque ¢ des points (5, 9;) coincident en un point qui devient
un infini d'ordre ¢, les ¢ termes correspondants dans cette for-
mule (1a2) doivent étre remplacés par I'un d’eux et ses (¢ -— 1) pre-
miéres dérivées par rapport au paramétre (£, 1.

6. Pour démontrer la formule (12), je remarque que la fonction

.

i=n

Wl .
¥z, y) = 0(my) - Y A (@i Gum)
i=1

ost une fonction admettant les 2p multiplicateurs donnés p, de ®(x, y)
et ne devenant plus infinie en aucun des’points (£,,9,), ..., (Eas ).
Mais cette fonction devient infinie dn premier ordre au plus aux
P — 1 points arbitraires

v \
(“’u}’u)a '\a’2'.y2)’ sy (a’.pd‘l,yp-l)
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qui figurent dans la fonction #(, y; £, v). Je vais montrer que ¥z, y)
est identiquement nulle.

Supposons, en effet, que ¥(x, y) devienne effectivement infinie du
premier ordre en p’ des p — 1 points (a4, y4), par exemple aux points

(wq,)’c)o (xa.)’s), EET) (w,/..}’/)
pPip—1.

Cette foriction ¥ pourra, d’aprés (6), se mettre sous la forme

= o :
iz"nu tix,y) k=P T 4
¥ (@, y)=Ce'" [ "’)"],
. Lhy Vi |

les p' points (), y,) étant convenablement choisis. Cette fonction Y ad-
met les 2p multiplicateurs donnés 11;, quels que soient les p’ points
(@ yi) (B=1,3,...,p).
On a d’abord, en prenant les cycles qui donnent des multiplicateurs
a indices impairs,
Bai =™ ((=1,2,...,p)

équations qui déterminent les ;5 puis, pour les cycles qui donnent des
multiplicateurs 4 indices pairs,

k= k=pt
2(.‘:”1,‘»‘“4- ‘.‘,’ fer il V) W e, )
Mo = €=t =1 .
d'ou
k=p k=p
. N
Q" ) .n ) () [ s —
(13) E [u) (@ yi) — )z, y, )| == log o, -’Z iy
] k=1

On a ainsi p équations, telles que (13), dans lesquelles les seconds
membres sont donnés 4 des multiples prés des périodes, les premiers
membres contenant p’ points (x,, ¥,), (%3, ¥2) ...s (@, ¥y) entié-
rement arbitraires. Je vais montrer quil est impossible, dans ces con-
ditions, de satisfaire aux équations (13) en déterminant convenable-
ment les points (z}, ¥}), (k=1, 2, ..., p'), sauf dans le cas exceptionnel
que nous avons écarté [3, éq. (7)].
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En effet, soit f I? (( :2) iy l'intégrale abélienne la plus générale de
y\Zy Y

premiére espéce; faisons passer la courbe Q(x, y) = o par les p’ points

(), ¥,) et par (p — 1 — p') points arbitraires (Zy.., Y1) (Tpags Ypiuahs
o+ (®p_1» ¥p-y). Cette courbe Q =o coupera F=o0 en (p — 1) autres
points (2, ¥}) tels que

k=p k=p—1 Pt
iu“)(‘”;v.}"k)'*' E u(@y, v,) + 2 u(xy, yy) -=2aC,

[} k= pat S|

k=ps
Tirant de la gu"”(w',‘, Y:) pour le porter dans les équations (13),

k=1
ces équations deviennent .
k=p—1
(13) Y, (5 73) + w0 @ yi)] =2Ci— g
k=1

oit les (p — 1) points

(‘Un}’g)o (wz,.}’z)’ ey (wp—l’yp—l)

sont entiérement arbitraires. Or ces équations (13’) sont justement de
la forme (g) que nous avons démontrée étre impossible, sauf dans le
cas exceptionnel g,=

Cette fonction ¥(x, y) ne peut donc étre que zéro identiquement,
et la formule (12) se trouve démontrée. Je donne plus loin (9) une
seconde démonstration de la formule (12).

7. Je m'occupe maintenant du cas particulier, déja signalé préce-
demment, oii les 2p multiplicateurs ont la forme (7). On pourrait dé-
duire ce cas du précédent comme cas limite, mais il est bien plus
simple d’employer la méthode suivante, qui s’applique facilement aux
fonctions doublement périodiques de seconde espéce.

Lorsque les multiplicateurs de la fonction 4 décomposer ont cette
forme (7), cette fonction peut se mettre sous la forme

i=
“p‘A,n' (x )

(4) (x, y)= e

R(x, y,
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R{z, y) étant une fonction rationnelle. Cette fonction rationnelle R
peut étre décomposée en éléments simples par la formule suivante, de
Roch, indiquée par M. Lindemann dans une lettre 4 M. Hermite
Journal de Crelle, t. 8%, p. 294),

(15 R=Ro+AZ +A7Z,+...+A,Z,;

7, étant P'intégrale abélienne normale de seconde espéce, dont le pole
se trouve au point (£, u;), et les résidus A; de la fonction rationnelle
R(x, y) satisfaisant aux rclations

\lﬁ,‘ Ac‘?i(,’-fn ﬂl) + A:‘{’i(gw ng) e Au'\'"i(;m ﬂn) =0,

ot
du'(.r, y) .
W@y = T (e 3 p).

Ces p équations (16] doivent d'ailleurs étre modifiées lorsque cer-
tains des points (&, »,) sont des points critiques de F = o.
Multipliant alors les deux membres de la formule {15) par

ip
RANWENENT
el:tl R
et faisant, pour simplifier,
2 ‘,I{ ‘
- X et a,y,

7. ef o 1, =11,

on a la formule
ip. A=n
. . 2 Muttey
18 dr,y)=Rye- +E AH,.

k=1

1’élément de décomposition est ici la fonction H,, définie par I'é-
quation (17).

Cette formule (18) comprend, comme cas particulier, celle qui a été
donnée par M. Mittag-Leffler.

8. De méme que M. Hermite a déduit de la formule de décom po-
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sition des fonctions doublement périodiques de seconde espéce celle
des fonctions doublement périodiques ordinaires (Comptes rendus des
séances de U’ Académie des Sciences, t. LXXXV, p. 6g4), on peut dé-
duire de la formule générale (12) la formule de décomposition (15
_ relative aux fonctions rationnelles. 11 faut, pour cela, supposer que
tous les multiplicateurs deviennent égaux i I'unité.

A cet effet, supposons d’abord que les multiplicateurs & indices im-
pairs p,; , deviennent égaux a l'unité. La formule (12) continue i sub-
sister; les constantes ), sont toutes nulles. L'élément de décomposition
est alors

: o[a®(z, y)—utl (5,7) + hi-- 2]
I Flx,y;é,9) =K = iz > =t
(19) (m i) =K o[ ut (e, y)—w' (4 )+ i

Pour simplifier 'écriture, désignons par e,(u;) la dérivée partielle
P ’ 8 P M P

k=p
08 (uy, uty, ..., u,) )
e et par S(u,) la somme zu,,.. puis posons
ko0

et imaginons que le point (&, 1) soit un point ordinaire de la courbe
F = o. Alors la constante K de la formule (19) est donnée par

K = Sl¥ets 78, (h]

(20) o — )

Les constantes g; devant tendre vers zéro, faisons
gi=pol i=1,2,...,p),
les p; étant des constantes et £ une variable infiniment petite.
On a, par la formule de Taylor,
8(¢; — gi) = 6(ri) 5 ,,(0))] + 116,
O(h;— gi)= — t8[p,0,(k;)] + ¢,

car 8(4;) = 0. On en déduit

_ I S[¢k(2,ﬂ)9k(hi” ’
K=— ¢ Slea®rh)] +K

8(vi—pgi) __ S[pa8i(+:)] qa ©
b T e TG

+ K”¢,

K
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et, par suite,

| #(@.yi8n)=—; S[4x(t n)8u(hi)]

("l) ( t— S[Pkek(hi)]
) STe(t, )0:(h)] STes8i(¢)] | x/
( + S{pa8s(4:)] 8(w) +R'+ Qs

ol K’ ne dépend pas de (x, y).
1l faut maintenant transformer encore cette expression de

F(xyys%m).

Employons les notations suivantes (') :

, dlage(¢)) NICHTAT NI AEAL
G(&n) =~ 7 2 L2 9(;*:) ’
, dlog8(¢;) S[8,(e) &p(iriy ¥
G(@i, yi) =— dz; = = L2 ’e(v:n 2ol.
On a, par suite,
S[psa8(9)]

(22) "'_em—' =aq(£.’ﬂ) -+ al(:’)(‘rl’ _}’.) kR ap-lq(xp—l’,,y’»—')o

les constantes a, @,, ..., ,, étant déterminées par les p équations

du premier degré ‘
{=p-—-1

(233)  adulEn)+ Y wil@n 2 =pn (i=1,2,...p).
%(g'n) $o(@oy) o Y@ 0Xe )
) dalmHy) - ¢3(xp—l'.}'pv0)

...................................

%(5,‘4) ‘!‘p(xuyl) “‘p(mp--“yﬂ")

on tire des équations

Si 'on fait

23) des valeurs de la forme

/‘3,3') a:l—;i, a‘::EA-‘-, vy ap_'zg—'j—f—’-y

ou 3 ne depend pas de (&, 1), 3., Las . . .» Bp-( €tant au contraire des

(') L'intégrale abélienne normale de seconde espéce Z (£, 7,), qui a un pole au
point (§, n), est égale & G(%,n)— Go(k, ), ot Go(E, ) désigne ce que devient
(;(%,n) quand on y remplace (z, ¥) par (o, 7o)
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fonctions linéaires homogeénes de §, (5, ), $a(&, 0), «. .0 $p(Z: 1),
“(21) {54"-:aud.‘t(em)+aiu%(sm)""-“+alp4‘p(§"0) (izl,ﬂ,....[)*')-

S[ex8u(v)]

Dans la formule (21), remplacons =~ T

par 'expression (22);
on a

1 ST (§, %) 05 (fi)]
t S[px8i(y)]

"é(m’}’: &:9 7)) = -

k=p—1\
S[be(%, )85 (h)] ¢ Cl K's O
+ sl?ABA(I'I)J [“J(g, n)+ Z “N(‘rk’ylr) +N+ Q .
Comme le résidu de 7, par rapport & l'infini (&, »), est l'unité, et que

celui de G(E, v) est aussi 'unité, on a

e S T BALE I
¢ Zb)} S[pke,_.(/zi )] !

Alors, d’aprés (23'), on peut écrire

o; =

B _ B, _ B SZAZIU)
AT T B SIS wyen(h)]

et alors Uexpression de (x, y; & 1) devient
(. v — _ US[e(Bm) 8ulh]
\ :F(xo"o 5,’0)-—“ 't' S[Pln‘elt(hl‘)]
(26) - R
’ + G(&9) + g 2 LG(xny) + R+ Qo

i=1

Cela posé, prenons la formule de décomposition (12), et rempla-
cons-y les différents termes F(z, y; &, n,) par 'expression précé-
dente (26); les résidus A, de la fonction @ doivent étre considérés
comme fonctions de ¢,

:‘]7) A"= "“k+ n.&‘;‘t+....

Les premiers termes &, de ces développements sont les résidus de
la fonction rationnelle R(z, y), vers laquelle tend ®(z, y) quand ¢
tend vers zéro. Ces résidus &, satisfont donc aux p conditions

k=n

(28) Zd.,kq;,-(’g',‘, n)=0, (i=1,2,...,p)
=1 .

Journ. de Math. (3¢ série), tome IX — Jaxvien 1883 3
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On voit alors que, dans la nouvelle forme que prend la formule 12,
le coefficient de ;— est nul, en vertu des équations (28), ainsi que les -
coefficients de ¢(x;, y;), caron a

k=n

Zl(ﬁi)r"k =0,

(Bi)x désignant 'expression (24) de ;, ou I'on a remplaceé (&, 7) par

(&xs M4). On a, par suite,
A

®(x, y) = const. +

(& 1)+ B
=1
en faisant £ = o et se reportant i la note de la page 16, on trouve bien
la formule de Roch.

9. Laformule fondamentale (12) peut encore s'obtenir de la facon
suivante. Soit §(x, ) la fonction & décomposer, et faisons

izp .
S .2 Afud (v, ) "”'.'3“';9[““'(.’1’ ‘D’) —_— n{t’)(g 1‘) + h__. uAl
2 T = Ce’= AR i ML
(29) T(& ») : o[ wi(x, y)— u® (&, %)+ h;)

Cette fonction T, considérée comme fonction de (8, 4), a p infinis

(""’y\)’ (x't’yll)’ tery (x;’—i’.y'l’-~l)

les (p — 1) points (&}, ¥,) étant les (p — 1) points ou la courbe

Q@ y)=o,

qui passe par les points (x,, ¥,), .. , (®p_s ¥p-1) coupe la courbe

J!
F =o. Déterminons C de facon que le résidu de T relatif i I'infini (x,
soitégal a — 1,
— S[8a(hd 4u(x, ],

G 8(hi—gi)

On remarque de plus que T(%, v), considéré comme fonction de
(E, n), admet les multiplicateurs inverses de ®(&, ). Le produit

Q(E) "n)T(E’ ﬂ)

est donc une fonction rationnelle de (&, v), devenantinfinie aux n points
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(84 ) qui sont les infinis de @, et aux p points (x, y), (x,, 5, ...,
(&1 Y- )y qui sont les infinis de T. Or les résidus de cette fonction
rationnelle sont, pour les points (&, ;).

A T(&n,),

A, étant le résidu de @ ; pour le point (2, y),

— Oz, y),
et pour les (p — 1) points (x}, y}),

B,®(x), ¥, ),

B, étant le résidu de T relatif 4 I'infini (x}, y}).
On a donc, d’aprés les relations connues entre les résidus d'une
fonction rationnelle,

I k=n

EAI;T(‘%M ﬂk) %(5*, ’0,‘) — (D(x,y) 4!:(:», y>
30

' '*“2 o(x, ¥i)bixh yi) =0, (i=1,2,...,p).

Soit posé
q’ (5 ’ﬂ) 1%(5,7)\ *te ‘l“p(g' r,)
A(E_’ \1) — "I"( |'.)’|} "PQ('TI' V "l‘l’(‘l"ﬂ y'c)

"l'l(x'pw’y’p—c) ‘l’ﬁ(w,]!-l’)"[l-l) ‘Pﬁ(‘r’p»l'.y:p—a)
=, (& n)A\+ Ga(E, m) A +.. .+ §,(3, %) A,

p

On a, en multipliant la premiére des équations (30) par &), la
deuxiéme par A, ... la pieme par A, et ajoutant,

(31) O(x,y)= e Y)EAT S i) A(E 00,

et cette f'ormule cst identique a la formule de décomposition (12). Je
vais, en effet, montrer que I'on a

{32) T(Z,, ;) A(&ks a)

— “¢ .’
) Ty = AT G ).
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Pour vérifier cctte formule (32), remplagons T'(&, v)et 5(x, y: €, 4)
par leurs valenrs (29) et (8), les constantes K et C étant aussi rem-
placées par leurs valeurs. La formule A vérifier devient

(33) S[ek(hi)q‘k(ss"l)l — A(E"'s) ,
, S|6x(hi)du(e, )] — A(x, )
vérification que I'on peut faire par la méthode suivante, qui pourrait

déja servir 4 démontrer la relation (25). On a, par le théoréme
d’Abel,

ﬁi": u(i)(wln’y't) +u“’(.r'2, y':) Foot+ u“.’(.zr;r 1’3’;: 1) - Ci"'

d’autre part,

0(h;)=o

identiquement, quels que soient (x), y}). Donc les dérivées par rapport
4 ) sont nulles aussi, et I'on aainsi (p — 1) équations

8, ()¢ (X ¥)) + -+ 8 k) 4p( yi) =0, (i=1,0,0p—1j
d’out I'on tire

Orh) _ 8(h) _ &) _ S[Bu(h) bl ) _ SIO(h) bulra )]

A'z - Ap - A(E)"]) - A(w, .l’)

ce qui démontre l'identité (33).

10. Dans la formule générale (12), il se présente cette circonstance
singuliére que ’élément de la décomposition F(x,y;&,4) devient
infini au pole (&, ) et en (p — 1) autres points arbitraires. Cette cir-
constance ne peut pas étre évitée si 1'on veut prendre pour élément de
décomposition une fonction admettant les 2p multiplicateurs donnés.
1l est, en effet, impossible de former une fonction admettant les
2p multiplicateurs donnés et ne devenant infinie qu’en un pole va-
riable (&, n), sauf dans le cas de p=1; car une parcille fonction
serait de la forme . 1

,
1

i=, i
eif A nté; (x,5) 'E’, -,"
&a LN

et, en écrivant que cctte fonction admet les 2p multiplicateurs g, on
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trouve, pour déterminer (£',4'), p équations qui sont en général in-
compatibles,

Mais on pourrait chercher un élément de décomposition ne deve-
nant infini qu'en un point, et se reproduisant muluplié par un fac-
teur p., et augmenté d'une constante -y, quand le point (z, y) décrit un
cycle. Une pareille fonction aurait pour dérivée une fonction admet-
tant les 2p multiplicateurs px- Voici comment on peut la former.

Soit f F, dr Vintégrale abélienne la plus générale de premiére es-

pece. La courbe Q =o coupe F = 0 en 2p — 2 points ordinaires
(Thye)s (k=1,2,...,2p—2)
dont p — 1 sont arbitraires. Soient, en outre,
(2o di)s (@29 Ya)s ooy (TapozsYap-2)s
(& n')s (&40")s (&),

(2p — 2) + 3 points arbitraires, dont le dernier (&, n) est essentielle-
ment distinct des premiers.
La fonction

' ) cE ) = Q] o | e [ i '15':,,.,,4,,,,.'
L

»
R . rla )’«

ne devient infinie qu'au seul point (&, 1).
Disposons des constantes }; et des 2p points

(&n') (3", 4")s
(Tis )i ) (Tasda)s (‘r'.‘p .20 Yap 2 )

de fagon que la fonction sous le signe [ admette les 2p multiplica-
teurs w,, et que le résidu de cette fonction velatif & Pinfini & = 2 soit
~nul; alors la fonction ¢ admet Vintini simple (2, 1), et si le point (2, v)
décrit un cycle, elle se reproduit multipliée par 4 et augmentée d'une
constante y,. Une pareille fonction pourrait servir d’ element de décom-
position.

On voit les recherches auxquelles cette rem:u'que peut conduire;
je me propose d'y revenir plus tard dans un Mémoire sur les intégrales
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de la forme
[olz,y)de,

®(x,y) désignant une fonction telle que (2); ces intégrales com-
prennent les intégrales abéliennes comme cas particuliers.

41. Relations entre les résidus d’une fonctionquelconque telleque®d(x, y).

Soit, comme dans le n® 3, ®(x,y) une fonction du point analy-
tique (z, y) admettant les 2p multiplicateurs p;, (=1, a, ..., 2p), et
devenant infinie du premier ordre aux points

(Eu’h% (aunz)’ ceey (5,,,71»)

avec les résidus respeclifs A, A,, ..., A,. Nous supposerons, pour plus
de simplicité, que ces points &, 1, ne sont pas des points critiques, el
qu’ils sont tous i distance finie.

Deésignons, comme dans le n° 40, par

Q(x,
K (2, 7) dx

’

I'intégrale abélicnne la plus générale de premiére espéce; par

2p :’yap«r)

(Z020)s (Fp20)s oo (@

les (2p — 2) points variables ou la courbe Q = o coupe F = o; enfin

par

(1) (®203a)s - o (Z2p .29 Y2p-2)

(2p — 2) points analytiques pour le moment indéterminés. Considé-
rons la fonction

] I linki (x,y)

(35) () (w,v) 1-[ [tlﬂ’k

,(wn) Thy Vi

Ecrivons que cette fonction w(x,y) admet les multiplicateurs in-
verses des multiplicateurs p,, py ..., s, de ®(2,¥). On a les 2p
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équations
[ ey 1
—_—= ey .
e -1
( 36) k=p-18
1 " ) ,
"y = gt hoheatThen : [ufl) (‘r'k’yk) — u (wm Ya)lo

k=1

oui=1,2,...,p.
Les p premiéres équations déterminent /,, I, ..., ,; les p suvantes
donnent ensuite, en vertu de la relation connue,
k-2p-2
i ’ ’
ux, y,) = 2C;
k=1
qui lic les (ap — 2) points (x,, y,), les équations
k=1p--2

“{i)(“'/.-')’k) = 2(“i+ 2(llali'*""' o+ lpapi) + lﬂg,ll.;m

-]

(37)

/

>
i
-

(i=1ty2, .., )3

et ces équations (37) déterminent p des points (2, y4) en fonction
des p — 2 autres qui restent arbitraires, Nous supposerons, par
exemple, que les équations (37) déterminent les points

(@p 10 Yp 0)s (Zpe¥p)s (XprtsYpra)s weeor (Tap 20 Yap )
en fonction des (p — a) points
(38) (@uX)s (X2 2)s ooos (Xposs Vpoa)
qui restent arbitraires. La fonction =(z,y) contient alors (p — 2) pa-
ramétres qui sont les points arbitraires (38). Le produit
(39) ®(z,y)w(2,y)
est une fouction rationuclle de x et y devenant infiniment petite
comme ;'—, aux m points analytiques éloignés indéfiniment; donc, d’a-

prés un théoréme connu, la somme des résidus de cette fonction
rationnelle est nulle. Or la fonction (39) admet pour péles, d’une part
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les poles (2,,9,), ..., (5,,1,) de ®(x, y) avee les résidas respectifs
A‘ﬂ(:‘;‘ » M )v AQU(EM '42)0 ey Anw(am "2..),

ct, d'autre part, les poles de w(x, y) dont les résidus sont nuls, car I'in-
tégrale fw(,y) dz est partout finie. On a donc la relation

('/"” Aom(gl' nl) + Aaw(gz' rlz) +.oo+ Allm(,::m n::) = o

Comme la fonction = contient p — 2 points arbitraires (z,y,), ...,
(., 427p.3), on obtient différentes relations, telles que (40), en donnant
a ces points différentes positions. Mais, parmi les relations en nombre
infini que ’on obtient ainsi, il n'y en aque p — 1 qui soient distinctes. Con-
sidérons en effet (p — 1) systémes de valeurs des points (38), et soient

5,(£,)) ®a(Ty) -0 Bp(@))

les p —1) fonctions & correspondantes; soit toute autre fonction =
obtenue en donnant aux points (38) les valeurs déterminées

Y4

(@D (Zosda) o oos (Fp X))
je vais montrer que cette fonction z, est égale a
(41 m e, (2,y) +me,(2,y) +-...+m, v, (1),

m,my, ..., m,_, étant des constantes.

En cffet, I'expression (41) est une fonction & et peut, par suite, se
mettre sous la forme (35); en déterminant les coefficients i, m,, ...,
m,_,, de facon que la fouction (41) s'annule aux (p — 2) points (', "),
(@) «ovs (%40 ¥)oy)s oD oDbtiendra umne fonction s'annulant aux
mémes points que =, en vertu des relations (37) qui déterminent tous
les zéros de =, dés qu’on en connait (p — 2); la fonction (41), devenant
nulle ou infinie aux mémes points que =, ne peut donc en différer que
par un facteur constant; ce qui démontre la proposition.

Remarque. — Les raisonnements précédents sont en défaut dans le
cas exceptionnel qui fait Pobjet dun® 7. Les résidus satisfont alors &
p relations, que I'on obtient immédiatement 4 I'aide des relations (16)
entre les résidus d’une fonction rationnelle.



