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BISSECTRICES D'UN RESEAU DE LIGNES. 43

.

Des bissectrices d’'un réseau de lignes tracées sur une surface
quelconque;

Parn M. Vammé AOUST.

ETAT DE LA QUESTION,

Le probtéme des bissectrices d’'un réseau de courbes tracées sur
une surface consiste 4 déterminer les courbes qui, en un point quel-
conque de leur parcours, partagent en deux parties égales Pangle
qu’une ligne d'un faisceau de courbes données tracées sur une sur-
face fait avec une ligne d’un autre faisceau de courbes données,
également tracées sur la méme surface.

Ce probléme présente deux cas : le premier ou les courbes des deux
faisceaux sont les lignes coordonnées, le second ot les courbes des
deux faisceaux sont distinctes des lignes coordonnées.

Bien souvent, on peut prendre pour réseau de lignes coordonnées
les deux faisceaux de courbes données : alors la mise en équation du
probléme et les calculs sont facilités, comme nous I'avons montré dans
notre Analyse infinitésimale des courbes tracées sur une surface quel-
conque, publiég en 1869 ; mais il arrive aussi souvent que les deux
faisceaux de courbes données ne peuventpas étre pris pour systéme de
lignes coordonnées, comme cela arrive lorsque ce double faisceau est
donné par une équation différentielle du second degré, non intégrable :
alors la question doit étre traitée d'une maniére générale, c’est-a-dire,

cn admettant que le réseau des lignes données est distinct du réseau
des lignes coordonnées.
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Cette méthode générale a I'avantage de faire connaitre les relations
qui existent entre les rapports différentiels des lignes données et les
rapports différentiels des bissectrices, intérieure et extérieure, de
I'angle du réseau, ainsi que les théorémes de Géométrie qui résultent
de ces relations. C'est & ce point de vue, tout a fait général, que la
question est traitée dans notre présent travail. Nous établissons ces
relations avec simplicité et nous montrons comment elles conduisent
a l'intégration des équations différentielles qui en résultent: Cette
théorie donne avec la méme facilité les bissectrices réelles 'un résean
de courbes imaginaires.

Les lignes de courbure se présentent comme conséquence de cette
analyse, nous avons soin d’étudier ces courbes & ce point de vue et
d’en faire la généralisation. Nous arrivons & quelques théorémes im-
portants, suivant nous, en ce qu’ils donnent divers modes de généra-
tion des lignes de courbure.

§ I :
1. Trajcctoire d’un faisceau de courbes. — Soit un faisceau de
courbes tracees sur une surface donnée et représentées par I'équation
(') F(p’ Pl):u!

rapportée a des coordonnées curvilignes p et p,, # étant un paramétre
dont la variation donne toutes les courbes du faisceau. Si ’on repré-
sente par M, M, les dérivées de F- par rapport i p et p,, I'équation
différentielle des courbes (1) sera

dp _ dpy

(1) M= M
Soient

ds le déplacement effectué sur la courbe que I'on considére dans le
faisceau (u);

ds, dg, les arcs coordonnés qui sont les composantes obliques de ce
déplacement dans le systéme coordonné (p, p,);

¢ I'angle de ce systéme;

H, H, et G les paramétres différentiels.
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On a les relations
-(2) de =Hdp, de,=1M,dp,,
(3) ds* = Hdp? + Hidp} + aG*dp dp;
de sorte que, si I'on pose
(4) K? = MII* + M?H} — aMM, G?,

on a les deux équations

(1") =" M=K

Soient maintenant ds le déplacement effectué sur une courbe C, qui
coupe les courbes du faisceau () sous un angle ¢; dg, do, les arcs
coordonnés de ce déplacement; le double de l'aire du triangle infini-
tésimal dont les deux cotés sont ds, ds, qui comprennent P'angle ¢, a
pour expression

(5) dsdssiny = sinp(dede, — do, do);
si I'on représente par dg, dp, les variations de p et p, relatives a 3¢, d¢,,

on obtient par I'élimination de ds, dg,; 3¢, d, au moyen des équa-
tions précédentes, la condition suivante :

(6) K dssiny = IH, sinp(M, dp, + M dp);

or, si dans I'équation (1) on regardait « comme variable et du la va-
riation de u correspondant aux variations 3p, dp,, I'équation précé-
dente s’écrirait sous la forme plus simple

(6') K dssiny = HH, sing du.

Cette équation est 'équation des trajectoires sous I'angle ¢ des courbes
du faisceau (u).

2. Bissectrices d’un reseau de courbes. — Soit un second faisceau de
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courbes donné par I’équation
(7) ) Fa(P:P4)=u¢;

les courbes du faiscean (u) coupées par les courbes du faisceau (u,)
forment un réseau (u, u,); on se propose de calculer les courbes bis-
sectrices de I'angle sous lequel le faisceau (u) est coupé par le fais-
ceau (u, ).

Soient, comme précédemment, N, N, les dérivées de u, par rapport
ap et ip,;appelons K, ce que devient K quand on y remplace u par
u,; soit ds, le déplacement effectué sur la courbe du faisceau (u,), on
aura

(7) H=-f=p

Or, si la trajectoire ds déja comsidérée coupe, sous I'angle ¢,, ce
nouveau faisceau de courbes, onaura, d’aprés les équations (6) et (),
la condition

(8) K. dssing, = HII, sing(N, dp, + Ndp) = HH, siny du,.

Si dans cette équation on fait ¢, égal & — ¢, la courbe Js sera bis-
sectrice de I'angle 2¢ que I'une des courbes du faisceau (u) fait avec
une quelconque des courbes du faisceau («,) en leurs points d’inter-
section situés sur cette bissectrice; on aura donc I'équation de cette
bissectrice en divisant membre & membre I'équation (6) par I'équa-
tion (8). On obtient ainsi

K—— ——— e = e
(9) K=" N+ Nop —

Cette équation est celle de la bissectrice intérieure de I'angle a¢;
I'équation de la bissectrice extérieure se déduit de la précédente, en
y changeant le signe du second membre; on a donc la double équa-
tion différentielle suivante :

T
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dont les signes supérieurs se rapportent i la bissectrice intérieure et
les signes inférieurs 4 la bissectrice extérieure de I'angle du réseau.

3. Equation différentielle de la double bissectrice. — 1l résulte de ce
que nous venons de dire que I’équation (g) élevée au carré donnera
lc systéme des deux bissectrices des courbes (u) et (). Cette équa-
tion, quand on remplace K et K, par leurs valeurs tirées du type (4),
et que 'on représente par v et v, les valeurs des coefficients différentiels

%‘-’Pl tirés des équations (u) et (u,), prend la forme suivante :

B) ( [2G? +H}(v +v,)] 80} + a[H* — Hiw,] 3pdp,
( ! ~ [2G?w, + H*(v +v,)]dp* = 0.

On peut aussi lui donner une autre forme non moins commode; car

on a la relation
2

€087 = [y

et 'on peut introduire, pour représenter chaque courbe (u) et (), les
rapports de ds, & do tirés des équations (2), (1) et (7), rapports que
nous représentons par =, #, : alors I'équation (B) prend la forme

\ (2¢€08% +n + n) 06} + 2,1 — nn,) de de,

B '
(B,) ! — (ann,cosp +n + n,)de? =o.

La forme de ces équations est rationnelle en tant que v, v, dans la
premiére et ~, n, dans la seconde sont rationnels ; mais cette condition,
qui est suffisante, n’est pas nécessaire; car, si les valeurs de v et v,

ou bien les valeurs de , n, sont données par une équation rationnelle

de

' d; .
du second degré en d—Pp‘ ouen —, les valeurs de v et v, seront conju-

guées : il en sera de méme des valeurs de n, n,; donc la somme des
deux premiéres ou des deux secondes sera rationnelle, le produit des
deux premiéres ou des deux secondes sera aussi rationnel; par con-
séquent, la forme des équations (B) et (B,) restera rationnelle dans
cette hypothése,

Si le systéme des coordonnées curvilignes p et p, est orthogonal,
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les termes en G* de 1'équation (B) et les termes en cosg de I'équa-
tion (B,) disparaissent et I'on a alors deux équations plus simples de
la double bissectrice.

4. Realité des racines. — Cherchons les conditions de réalité des
racines des équations (B) ou (B,). Si I'on résout cette derniére par rap-

. ‘op . 1 0o
port au coefficient différentiel <, on trouve deux valeurs, chacune

d’elles correspondant a 'une des deux bissectrices, de sorte que si
'on pose |
P

P =—(1—an,),
(10) { Q={[(nr,+1)cosp + (n + n,)]* + (1 — nn,)?sin’g,
T = 2cosp + (a + n,);

on aura la double valeur suivante de ce coefficient différentiel :

8y P + VO

o T

La composition des fonctions P, Q, T prouve que les deux bisscc-
trices des deux courbes (&) et (u,) sont réelles, non seulement lorsque
les courbes (u) et (u,) sont réelles, mais encore lorsqu’elles sont ima-
ginaires, pourvu qu’elles soient conjuguées entre elles, ce qui arrivera
toujours lorsque ces deux courbes seront dounées par une équation
du second degré, ayant les coefficients réels; on a donc cette propo-
sition.

TuéontME. — Etant donnés deux faisceaux de courbes réelles, ou ima-
ginaires conjuguces, les bissectrices curvilignes du réseaw forme par ces
deux faisceaux sont toujours reelles.

3. Orthogonalité des bissectrices. — Cette orthogonalité résulte de ce
fait géométrique que les bissectrices de deux angles supplémentaires sc
coupent sous angle droit; mais, dans le cas actuel, elle doit ressortir
de notre analyse, parce que les courbes peuvent étre imaginaires.

Soient B et B, les deux hissectrices, intérieure et extérieure, des
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angles des deux courbes C et C, des faisceaux () et (u,); soient 3 et 7,
les angles que la premiére et la seconde bissectrice forment avec
I'arc coordonné ds : la condition d'orthogonalité est exprimée par la
condition :

1 + tangytangy, = 05’

. . g v
or, si 'on représente par m, m, les rapports = des deux courbes B et

B,, on a les relations

msing m,sing

tangy = 14 n cosy angy = 3 ~+ m, coss’

d’apres cela, la condition précédente deviendra
(10,) { + (m+ m,)cosp +~ mm, =o.
Or, d’apres I'équation (B,), on a

a(1— nn ann,cose +(n +n
m+m.=_,LT_l}, mm, = — 1 ?T( l),

de serte que, si 'on porte ces valeurs dans I'équation (10,), on trouve
Ia condition ¢

(11) T = acosp + (n +n,),

laquelle est une identité par suite de la troisiéme des équations (10).
Il résulte de 1a que les deux bisscctrices B et B, sont orthogonales
entre elles.
Si I'on considére 1'ensemble des bissectrices intérieures et exté-
rieures des angles du réseau (u, ,), on a un second réseau jouissant
de cette propriété que tous les angles de ce réseau sont droits, et 1'élé-

ment du réseau est un quadrilatére curviligne dont les angles sont
droits.

6. Généralité des équations de la double bissectrice. — Les équa-

Journ. de Math, (3¢ série), tome 1X. — Fevaizn 1883, 7
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tions {B), se rapportant i un systéme quelconque de coordonnées cur-
vilignes, renferment, par cela méine, les équations des bissectrices dans
chaque systéme particulier de coordonnées et le passage des unes aux
autres se fait avec la plus grande facilité, a cause de la forme significa-
tive que nous avons donnée aux ¢quations (B) et (B,). Cest ce que
nous allons montrer par I'application suivante.

Equations des bissectrices dans le sysiéme cartésien. — Dans ce systéme,
I’équation de la surface, quand on représente par p ct g les dérivées de
3 par rapport i et a y, s’écrit sous la forme

dz = pdr + qdy.

Or les courbes coordonnées sont = = p, y = p,, de sorte que le dépla-
cement effectué sur la surface est

ds* = (1 + p*)da® + apgdrdy + (1 + ¢*) dy?;

par suite, les valeurs des paramétres H, H,, G, sont données par les
relations .
H*=(1+p?), Ni=(1+¢%), G*=pq.

En faisant ces substitutions dans l'équation (1},), on trouve I'équation

suivante :
s [2pg + (1+¢*)(m +m,)]dy*

(%) + 21+ pt— (14 ¢*) (mm,)] dy dx

( — [2pgmm, + (1 + p*) (m +m,)]dx* = o,

(won ne pourrait établir directement sans de longs calculs,

7. Intégration des équations de la double bissectrice. — 11 se presente
deux cas : ou bien I'équation (B) se décompose en deux équations du
premier degré intégrables, ou bien I'intégration ne peut s’effectuer se-
parément.

Dans le premier cas, chacune des équations étant intégrée, on a les
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deux intégrales suivantes en termes finis, ¢ et ¢, étant des constantes
arbitraires,

/‘:P’ Pl) =¥, fl(P’ Pl) =03

et les variations de v ct ¢, donnent le réseau complet des bissectrices.
Dans le second cas, l'intégration de I'équation différentielle du se-
cound degré conduira & une intégrale unique

F(s ¢ a)=o,

dans laquelle a est la constante d’intégration; mais cette constante y
entrera élevée au carré, de sorte que I'on aura une équation du second
degré en a qui donnera deux valeurs dea : a, et a, correspondant &
un méme point (g, p,); et, suivant que 1'on prendra I'une ou 'autre de
ces valeurs de a, on aura une premiére branche ou une seconde branche
d’une méme courbe, ou méme deux courbes distinctes. On aura donc,
par la variation du point que I'on considére sur la surface, le réseaun
complet des hissectrices curvilignes.

Pour effectuer plus facilement l'intégration de I'équation (B), on pro-
cédera de J]a maniére suivante. Ou bien les équations des faisceaux («)
et (u,) sont données, ou peuvent étre obtenues sous forme finie, ou
bien ces équations ont essentiellement la forme différentielle. Dans le
premier cas, on prendra le systéeme de coordonnées curvilignes prove-
nant des variations de u et de,, et, si on représente par §, 5, les para-
métres différentiels linéaires de ce systéme, les équations de la bissec-
trice seront données par la double forme suivante :

Sdu =% §,du, = o,

dans laquelle les variables seront bien souvent séparées; dans ce cas,
I'intégration est ramenée aux quadratures. Dans le second cas, comme
les rapports v et v, des deux courbes (u) et (u,), donnés par les équa-
tions de ces courbes, entrent seuls dans I'équation (B), on'voit que l'in-
tégration de cette équation n’exige pas que 'on connaisse, sous forme
finie, les courbes () et (u,); alors la forme de ’équation (B) ne peut
se simplifier, et cette forme s’impose nécessairement; c’est pour cela
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qu'il nous a été nécessaire de calculer I'équation (B) d’une maniére
générale. On intégrera cette équation sans recourir aux intégrales des
équations différentielles C et C,.

8. Applications des théories précédentes. — Nous allons résoudre
quelques questions au moyen de notre analyse.

ProsuiMe I. — Etant donné le réseau formé sur une sphére par deux
Jaisceauw de plans taurnant autour de deux diamétres orthogonaur,
trouver les bissectrices du réseau.

Soient les équations de Ia sphére et des deux faisceaux de plans :
4y +3*=a’, y=p3, r=y3,

dans lesquelles les paramétres variables sont g et p,. Prenons pour sys-
téeme de coordonnées p et p,; il faut différentier les trois équations en
faisant aussi varier p et p,, et déduire de ces trois équations différen-
tielles les valeurs de dx, dy, dz en fonctionde g, p,, dp, dp,; on « htient
ainsi, en posant

D=1+p*+p7,
les trois relations

a
dz = — ]—)—% (pdp +p,dp,),

a ads

do=— "2 (pdp +p,dp,) + L,
D? D?
a ad,

dy =— % (pdp +pidp)) + =5
D3 D?

Si l'on fait.la somme des carrés et qu’on ajoute, on trouve I'expres-
sion du carré du déplacement effectué sur la sphére

ds*  dp? dp? dpdp
Pl D—:('+P?)+ﬁ9§('+?')—2 PD, PP
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D'aprés cela, les équations des deux bissectrices du réseau sont

dont les intégrales, en représentant par ¢ les constantes d’intégration,

sont
p+yVi+p=v(p, £ y1+pd).

Si 'on remplace p et p, par leurs valeurs tirées des équations des
faisceaux des plans et qu'on chasse les radicaux, on obtient les deux
séries de surfaces coniques, .

¢ +1 v —
4+t —xy— A z?=o,

lesquelles déterminent sur la surface un réseau orthogonal ('une
double série de coniques sphériques. Le signe supérieur se rapporte i
une série, et le signe inférieur i I'autre série.

La généralité de la solution n’est pas altérée quoique les deux con-
stantes soicnt représentées par une seule lettre ¢, parce que les deux
équations contenues dans chacune des deux formules précédentes
doivent étre considérées séparément. Si ces deux équations devaient
étre considérées simultanément, on représenterait les constantes par
denx lettres distinctes.

9. Prosuime 1. — Bissectrices du réseau des generatrices du parabo-
loide hyperbolique.

Soient les équations du paraboloide hyperbolique et des deux fais-
ceaux de plans qui coupent cette surface suivant des droites

p et p, étant les parametres variables. En opérant comme précédem-
ment, on obtient les équations

b
=3(do+dp), dy=3(dp—dp), dz=3(pidp+pp.)
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si 'on pose, pour abréger,

cat +b*=mic®, a'®— b= nic,
les paramétres différentiels sont
? ! . ¢
ll’=-,;(m’+p?). ll}:—,'-(m +P )s (,3:T(n2+PF'),
IY'aprés ces expressions, les équations de la double bissectrice sont

e + dz,
v+t ymt 4}

=0,

dont les intégrales, en représentant par 7 la constante arbitraire,
el
peuvent étre mises sous la forme rationnelle

L J—
a +P2+T_; FP'=Y4.rzlmz'

Si Pon passe aux coordonnées cartésiennes, on obtient les deux
¢quations

2 2 1,-’ o

PRl E s

¥ at e

(10 = (=% =Tt

II

l.es demi-axes de ces deux coniques étant représentées par A, B, A,
B,. on a les relations

10. ProsuimE LII. — Trouver les bisscctrices du réseau formé par le
double systéme de generatrices rectilignes de I’ hyperboloide a une nappe.
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Ce probléme a été déja résolu par nous dans notre Analyse ('), a la-
quelle nous renvoyons le lecleur; mais cette question est susceptible
d’une généralisation importante résultant de nos équations (B). Cette
généralisation consiste en ce que la solution que nous avons trouvée
s'étend a toutes les surfaces du second ordre, bien que 'hyperboloide
a une nappe soit la seule des trois surfaces du second degré, douées
d’un centre, qui posséde des génératrices rectilignes. Les deux autres
surfaces n’ont pas de génératrices rectilignes réelles; mais dans la
géométrie des symboles imaginaires elles possedent deux séries de
génératrices rectilignes imaginaires; or, comme les deux génératrices
imaginaires sont conjuguées entre elles, il résulte qu’elles possédent,
d’aprés notre théoréme du n° 4, deux séries de bissectrices-réelles du
réseau de ces deux séries de droites imaginaires. Donc l'intégrale que
nous avons donnée fournit ‘également les bissectrices des angles formés
par la double série de génératrices imaginaires de I'ellipsoide et de
I’hyperboloide & deux nappes.

§ 1.

L1, Questions inverses. — 1.'équation (B,) des bissectrices de I'angle
des deux courbes (C) et (C,) appartenant aux faisceaux () et (#,) met
en relief les coefficients différentiels n, n, des deux courbes (C) et (C,)
et les coefficients différentiels m, et m, des deux bissectrices; par con-
séquent, cette équation permet de traiter les questions inverses et
donne les conditions de chaque probléme avec facilité.

Prosiime IV, — Etant donnée U'équation différentielle du second
degré relative a deux courbes conjuguces, trouver tous les couples de

courbes, tracées sur la méme surface, ayant les mémes bissectrices que les
courbes données. .

Soit I'équation des deux courbes C et C, donnée sous la forme diffé-
rentielle

() R,do? + al.de,do + Rds* = o,

(*) Aoust, Analyse infinitésimale des courbes tracées sur une surface quel-
conque, p. 113, Paris, Gauthier-Villars, 186g.
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dans laquelle R, R, L sont des fonctions de p et de p,; soit 'équation
de deux autres courbes E, E, donnée sous la forme

‘e) (Ry+ A,)do?+ a(L.+ B)deds,+ (R + A)ds® = o,

dans laquelle A, A,, B sont des fonctions arbitraires de p et de p; on
sc propose de déterminer ces fonctions de telle sorte que les courbesE,
E, aient les mémes bissectrices que les courbes C et C,.

- I.'équation des bissectrices des courbes C et C, est, d’aprés U'équa-
tion (B,),

(R,cosy — L)dg3 + (R, — R)ds,do — (R cosp — L) d¢* = o,

ct l'équation des bissectrices E et E, est, d'aprés la méme équa-
tion (B,),

[(R,+ A,)cosy — (L + B)] ds?
+(Ri—R-+A —A)d,05 — [(R+ A)cosy — (L. + B)|ds? = o;
il suffit de poser les conditions
Ajcosp—B=o0, A\—A=o0, Acosp—B=o,

pour que les denx équations précédentes soent identiques. Ces condi-
tions sont aussi nécessaires, parce que l'équation des courbes (E) et
(E,) ne comporte que deux fonctions arbitraires. De ces conditions
on déduit les relations

de la résulte qu’une seule de ces fonctions reste arbitraire. Soit A cette
fonction, I'équation des courbes E, E, sera donc

e (R,+ A)de? + 2(L + A cosg)do,ds + (R + A) do?;

or, si 'on a égard a la relation (3) du n° 4, cette équation peut s’écrire
sous la forme

I4

(e,) Ads? + R,de? + 21.ds,de + Rds* = o,
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Comme la fonction A reste arbitraire, elle peut prendre toutes les
formes possibles, ét 4 chaque forme correspond, aprés intégration de
I'équation, un réseau complet de lignes, telles que E et E,, qui admet-
tent le méme réseau de bissectrices que le réseau correspondant aux
courbes C et (,; on a donc cette proposition :

TusorkMe. — Il existe une infinité de réseaux de courbes tracées sur
une surface, lesquels possédent un seul et méme réseau de bissectrices tra-
rées sur la méme surface.

12. ConoLLaires DE L'ANALYSE PRECEDENTE. — Corollaire I, — Si
les courbes (: et C, ne sont autres que les courbes coordonnéesp et g,
I'équation (¢) est .
dsds, = o,
et I'équation {e,) se réduit &

Ada} + a(1 + Acosg) ds, ds + Ads®;

’

de sorte que, si 'on représente par 2AM le coefficient de ds,dg, on a

. ds
les deux valeurs suivantes du rapport 7; :

da)\ T da)\ __ 1
(71?>u"-M+‘/M -b (E,l——-M-%\/—_M'-—I.

Maintenant, si I'on représente par == ¥ (p, p,) la premiére valeur, la

seconde valeur sera = o) les équations des deux courles (e)sont,
(i |

cn prenant simultanément les signes supérienrs ou les signes infé-
rieurs,

(s) do, =% de, de,==x=W¥(p,p,)ds,

1
W(p, p1)
dans lesquelles W(p, p,) est une fonction arbitraire des coordonnées o
et p,. :

Ceci démontre que lc nombre des systémes de courbes (¢, avant
méme bissectrice que les lignes coordonnées g et p,, est infini et repré-
senté par l'ensemble des équations précédentes, dont le produit,

Journ. de Math. (3 sévie), tome IX, — Fivuizn 1883, 8



58 AOUST,

membre 4 membre, donne I'équation invariable des deux bissectrices,
~ malgré la variation de W, )

s Corollaire. lI. — La premiére équation double (¢) représente deux
catirbes qui coupent harmoniquement les courbes coordonnées p et p,
c'est-a-dire que les quatre tangentes au point d'intersection (p, p,),
forment un fuisceau harmonique dont le rapport harmonique au point
'intersection des quatre courbes est une fonction des coordonnées de

. ’ ! y .
ce point marqué par == ——— et la seconde équation double (¢) re-
iz &)

présente deux autres courbes qui coupent harmoniquement lés courbes
coordonnées p et p,, le rapport harmonique étant == W(p, p,) inverse
du précédent; et de ce que nous venons de dire, il vésulte quen ce
point les deux faisceaux ont deux courbes communes p et 3, qui sont
les lignes coordonnées et que leurs conjuguées harmoniques dans le -
premier et second faisceau, comparées chacune a chacune, ont les
mémes courbes bissectrices que les lignes coordonnées g et p.

Cette propriété se vérifie facilement pour des lignes droites tracées
dans un plan,

§ 1.

DES LIGNES DE COURBURE CONSIDEREES COMME BISSECTRICES
DE DIVERS RESEAUX.

13. ProsrLimr V. — Trouver I’équation genérale des lignes de cour-
hure par la condition qu’elles sotent bissectrices du réseaw formé par le
double systéme des lignes asymptotiques d’une surface.

On définit la ligne asymptotique d'une surface la courbe tracée sur
cette surface, sous cette condition que la courbure de la courbe pro-
jetée sur la normale a la surface donne une projection nulle. I'ex-

. I .
pression de la courbure normale 7 d'une courbe ds dans le systéme

. , 1 1
des coordonnées p et p, lorsqu’on représente par iy les courbures
1

. . |
normales des lignes dg, ds, et par 7 la composante normale de la cour-

bure inclinée de l'une de ces courbes par rapport i I'autre, a la forme
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simple que nous avous établie dans notre Analyse des courbes tracées
sur une surface, p.'70,

) dst st adeds, = ds?
(\,(‘R) —_— = +

R " Jj o

Cette équation, dans laquelle ds, da, ds, sont proportionnels aux
sinus des angles ¢, a, &, que les lignes coordonnées font entre elles et
(ue ds fait avec ds, et ds est celle d’une conique dans laquelle le rayon

vecteur issu du centre et les demi-axes seraient proportionnels i ya,

y’?, \/'}—, . Elle montre que, les deux axes étant bissecteurs de 'angle
que deux rayons vecteurs égaux font entre eux, les plans des deux sec-
tions normales & la surface, correspondant aux rayons de courbure
maximum et minimum, bissectenl I'angle des plans de deux sections
normales correspondant a des rayons de courbure égaux, ct par con-
séquent I'angle de deux sections normales ayant leurs courbures
nulles. Or les sections normales & courbure maxima ct minima ont la
méme direction, au point que I’on considére, que les deux lignes de
courhure passant en ce point; et les sections normales dont les cour-
bures sont nulles ont méme direction en ce point que les lignes asvm-
ptotiques. 11 résulte de la que les lignes de courbure sont bissectrices
des lignes asymptotiques et aussi des lignes qui ont des courbures nor-
males égales.

Ces principes étant posés, I'équation des lignes asymptotiques s’ob-

lient en faisant dans I'équation (&) Jil nul; on obtient ainsi

dat adsds, = ds*
(a) —+—F + — =0
T { 1

cette équation donne

2
n+n = — -%, nn, =1,
et, en portant ces valeurs dans I'équation (B, ), on trouve

R e



6o AQUST,

qui est I'équation des lignes de courbure dans un systeme quelconque
de coordonnées, comme nous I'avons déji établi dans notre Analyse,
p. 135, par une démonstration directe.

Dans le systéme cartésien, I'équation des lignes asymptotiques est

llv

(@) Aot

de’ + 2~ s drdy—}-,,dy,

en portant les valeurs de la somme et du produit des racines de cette
équation dans 1'équation (4) du n® 6, et en représentant par r, s, ¢ les
dérivées secondes de z par rapport i , x par rapport i x, y par rap-
port & ¥, y, on trouve I'équation suivante :

apgt — (1+ ¢*)s] Sy
+[(v+p ) — (t+¢* r]dydr — pgr— (1+p*)s] 32 =0,

qui est I'équation des lignes de courbure propre au systéme carté-
sien.

14. Conséquences. — Toutes les propriétés connues et les propriétés
nouvelles des lignes de courbure se présentent maintenant comme con-
séquences de notre théorie des lignes bissectrices d'un réseau de lignes
tracées sur une surface. Voici I'énumération des principales de ces
propriétés :

1° Les racines de l'équation des lignes de courbure sont réelles
(n° 4).

2° Les lignes de courbure d’une surface forment un réseau ortho-
gonal (n° 3).

3° Les lignes de courbure d'une surface sont bissectrices de I'angle
des lignes asymptotiques imaginaires. Cela résulte du théoréme énoncé
a la fin du n® 4 et de la forme de 'équation des lignes asymptotiques
(n®43), lesquelles en chaque point sont conjuguées entre elles.

4° L'équation (B) des lignes de courbure de I'hyperboloidei une nappe
(n® 10) représente aussi les lignes de courbure des deux autres surfaces
du second degré, douées de centres; et I'équation des lignes de cour-
bure du paraboloide hyperbolique, obtenue par le méme procéde
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(n°9), représente aussi les lignes de courbure du paraboloide ellip-
tique, '

3¢ Les lignes de courbure sont aussi bissectrices des réseaux, cn
nombre infini, donnés par les lignes qui ont méme courbure normale,
constante ou variable avec les coordonnées du point; ces réseaux sont
composés de lignes réelles ou imaginaires; mais une catégorie d’entre
eux sera toujours réelle par suite de la valeur que l'on dounera a la
courbure normale : cela résulte de U'identité de forme de I'équation (e,
dun® 11 et de I'équation (&) du n® 13, ainsi que de la discussion des
racines de ces équations.

G° 11 est toujours permis, quand on r.pudie de la Géométrie les
symboles imaginaires, de considérer les lignes de courbure d’une sur-
face comme bissectrices d’un réseau réel de courbes tracées sur la sur-
face. Cela résulte de la proposition 5° du présent Mémoire.

La doctrine que nous venons de développer dans ce numéro et dans
ceux qui précédent sera corroborée par la solution de la question sui-
vante.

15. Pronuime VI, — Bissectrices du reseau forme sur la surface de
U'ellipsaide par deux séries de plans paralléles, perpendiculaires aw méme
plan principal et coupant chacun des axes situés dans ce plan sous dewx
angles supplémentaires.

Sotent les équations de 'ellipsoide et des deux faisceaux de plans

xr? .‘)" P

;;i_*_z‘- - =1, y:).(x—P>9 ,)’=“7‘('1'_P""

c!

dans lesquelles p et p, sont les paramétres variables.
Si I'on fait usage de I'équation (b), on aura

v+v,=0, w,=—12A%

, . . ds 5
de sorte que, en ayant égard a ces relations et aux valeurs de T g

tirées de I'équation de l'ellipsoide, I'équation des deux bissectrices
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sera

oy dyt - [c’—-(l +M)at a? + et — (143N 0t )2 +(1+ )3)] dy 4+ AMay

bt drt” a? a? [ 53

Si I'on pose, pour abrég r,

A— 4+t _L Met— (200
al —AY o - B

clle deviendra

ctry dy? ot dy )¢
w(l’l;*(—m [A’ +(l+7~)) dr +—a,l),$)’=0.

Cette équation ne nous parait pas intégrable d’une maniére géné-
rale, quoique nous sachions déterminer une solution particuliére ; mais,
si I'on suppose que les deux faisceaux de plans sont ccux des sections
circulaires de l'ellipsoide et que l'on suppose que ¢ est le demi-axe
moyen, ce qui fournit la relation

H at—
el

2=
on a les conditions

l,_-c’ a—0 v tt—at 1 ¢
ITV=000 BT -6 B oW

de sorte que I'équation précédente devient

xy a[y’ x? dy ry
B A7 lA’ + i o+ "'P)] T

laquelle est intégrable. En effet, cette équation est celle de Monge re-
présentant la projection des lignes de courbure de I'ellipsoide sur le
plan des x, y, lequel, dans notre hypothése, est le plan de la section
principale moyenne.

Cette équation s'intégre d’aprés la méthode due & Monge lui-méme,
lagjuelle il est inutile de développer, parce qu’elle est classique.
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Nous n’avons donc qu’'a signaler les propositions qui résultent de
celte analyse,

Tutontme 1. — Les bissectrices du réseau forme par les sections circu-
laires sur une surface du second degre douee de centre sont les lignes de
courbure de cette surface.

Les plans des sections circulaires de V'ellipsoide sont perpendicu-
laires au plan de la section principale moyenne; perpendiculairement
aun plan de la section maximum, il existe une double série de sections
circulaires imaginaires; mais, comine ces sections sont conjuguées entre
elles, il en résulte que les bissectrices de ce réseau de courbes imagi-
naires sont réelles et ne som pas distinctes des lignes de courbure d¢
Pellipsoide.

De méme, perpendiculairement au plan de la section minimum de
I'ellipsoide, il existe une double série de sections circulaires imagi-
naires conjuguées, ct les bissectrices de ce troisiéine réseau sont encore
les lignes de courbure de Uellipsoide; et, comme les mémes propriétés
existent pour les deux autres surfaces du second degré, douées de
centre, on a aussi la proposition suivante :

Tugorime 1l. — Perpendiculairement a l'un des trots axes principaux
d’une surface de second degre douee de centre, il existe une double scrie
de sections circulaires, réelles ou imaginaires conjuguces; les bissectrices
du réseau formé par une quelconque de ces trois doubles séries sont les
lignes de courbure de cette surface.

Pour se rendre compte de I'existence de ces trois doubles séries de
sections circulaires, il suffit de considérer une sphére doublement tan-
gente a la surface du second degré que I'on considére, par exemple
a lellipsoide. Si la sphére doublement tangente a son centre situé sur
le plan de la section principale moyenne, cette sphére coupe la sur-
face suivant deux sections circulaires réelles, si le double contact de
la sphere et de I'ellipsoide est réel. Si la sphére, doublement tangente
a l'ellipsoide, a son centre situé sur I'un des deux autres plans princi-
paux de lellipsoide, elle coupe la surface suivant deux sections circu-
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laires imaginaires conjuguées, lors méme que le double contact de la
sphére et de Vellipsoide est réel (*).

Il existe deux théorémes semblables aux précédents pour les sur-
faces du second degré d/ pourvues de centre.

Tugorime 1L — Les bissectrices du réseau formé par les sections «ir-
culaires des surfaces du quatriéme degré qui sont les transformees, par
rayons vecleurs réciproques, des surfaces du second degré, forment le re-
seau des lignes de courbure de ces surfaces du quatriéme degre.

16. Remarques. — La question que nous venons de traiter justifie la
forme de I'équation (e,) dun® 11, ainsi que le corollaire V du n® 14;
clle montre, de plus, la fécondité de la méthode des bissectrices pour
la détermination des lignes de courbure d'une surface.

En effet, les sections circulaires ellipﬁo‘idales n’appartiennent nia la
catégorie des lignes asymptotiques, ni i la calégorie des courbes dont
le rayon de courbure normale est constant, mais bien 4 la classe des
lignes dont le rayon de courbure normale est une fonction déterminée
des coordonnées du point. Pour les lignes circulaires ellipsoidales, ce
rayon est proportionnel a I'aire de la section faite par un plan diamé-
tral parallélement au plan tangent (?), de sorte que l'on a

Donc, en chaque point d'intersection de deux sections circulaires ap-
partenant a deux séries différentes, les bissectrices des angles, intérieur
et extérieur, des deux tangentes coincident avec les tangentes aux
lignes de courbure en ce point.

1l suffira donc généralement, pour connaitre les lignes de conrbure
d'une surface, de connaitre les deux séries de courbes dont le rayon
de courbure normale est la méme fonction des coordonnées du point.

(') Voir nos Recherches sur les surfaces du second ordre. 1 Partie, p. 3ael
suivantes.

(%) 1bid., 11 Partie, p. 54.




