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METHODES GENERALES EN MATHEMATIQUES. 3o1

Exposé des méthodes en Mathématiques, d'aprés W ronski

(QUATRIEME X0TE):

Pax M. E. WEST.

INTEGRATION DES EQUATIONS AUX DIFFERENCES
OU AUX DIFFERENTIELLES PARTIELLES.

Soit y une fonction de v variables indépendantes z,, x,, ..., ,:
supposons que ces quantités soient liées par une relation

(65) s(y)=o,

qui contient aussi des différences ou des différenticlles partielles de la
fonction y, jusqu’a I'ordre . inclusivement, et cherchons a déterminer
généralement la valcur d’une fonction F de la quantité y considérée
comme inconnue et donnée explicitement.

En suivant la marche que nous avons déja indiquée, nous détermi-
nerons une fonction w des variables indépendantes, se rapprochant
autant que possible de la fonction y dans les limites que I'on considére,
et la fonction cherchée sera donnée par l'expression (1g), savoir :

! (cl F(w))
dw

F(y)=F(w)— ?(W)'(g;'@t)-)
. dw

(dy(w)\ (d*F (w) d*¢ (w)\ (dF (w)
+ iu(w)]zlﬁ__flﬁ_)_(_f!ﬁ}gﬂ;)()ﬁuf &)

 dw
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Il ne figure ici que les dérivées des fonctions F et ¢ par rapport i la
quantité w; la question se réduit ainsi au calcul de ces dérivées. (n
a done

S Il" (w) d (w) 1
b7 1 dw ) 2 (ll. dw’

dry

(._,, Wtz (w) (d* (n) i (:l o(w)\ /[ diw ‘) o
7 pAE: ) Z dr, (h dw v 2 /h.) dradr, (_:_1:“ tdw

dr, (I.l, dr, ) 177

Le développement de (67 ) s’obtient évidemment en faisant varier de
1 a vles indices « et 5, indépendamment 'un de ['autre.

Nous donnerons plus tard, d’aprés Wronski, I'expression générale de
ces dérivées: pour instant les expressions (67), (67) suffisent; on
saurait facilement déterminer la dérivée troisiéme, s'il était nécessaire.

En substituant les valeurs précédentes des dérivées de 7 (1), ainsi
qque fes valeurs analogues de F(w), dans I'expression (66), oun a

(//l(n) !
Z dr, '1",

l/l,
( __‘_"_' I
dig f{cl

¢t I'on peut obtenir ainsi une fonction déterminée d'unc intégrale de
I'équation (65) supposée aux différences ou aux différenticlles par-
tielles. Nous allons maintenant achever les calculs.

Considérons une différence partielle de y d’un certain ordre s ; cette
différence s’éerit

68 Fiv, Flo, -si0) 5—

A® A%
'.\l .\1'

A e )A‘”q'A‘” Az,

en supposant
S+ G, =0

Il est préférable de choisir Ia seconde notation comme étant plus
conforme & celle des différentielles, de sorte que, en supposant les

.
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différences infiniment petites, on a, suivant la notation ordinaire.

=y \ 30 T 5
dePdsT ... le'gv() dzda?y ... dx’,;

la quantité entre parentheéses est alors le ceofficient différentiel ou la
dérivée partielle.

D'aprés cela, en ordonnant 'équation proposée par rapport aux
différences ou aux dérivées partielles de I'inconnue, onapercoit qu’elle
se compose, pour les dérivées par exemple, de termes de la forme

A=y

prer e e AU IRELE
H(s,, 62 ..., 6,) désignant uné certaine fonction des variables indé-
pendantes, de I'inconnue et de ses dérivées partielles; ce coefficient H
peut étre déterminé de plusieurs maniéres différentes : nous devons
supposer ici que le choix a été fait de la maniére la plus convenable
par rapport i la question que I'ontraite. Par suite, I'équation (65), qui
est la réunion ou I'agrégat de tous ces termes, peut s’écrire

d- y

(69) Agr* d.l".'ld.l:'fs.... dr® H(s, 5 e 8) | = (@), 1yy oy @,

y"

avec la condition

(69) ¢+ Gy + ... +5,=0,

équation indéterminée qui doit étre satisfaite en nombres entiers posilifs,
» variant de zéro 4 p; ¢ est une fonction composée uniquement des
variables indépendantes.

Exemple. — Supposons p. = 2et v = 3, en appliquantla méthode de
Hindenbourg 4 la résolution de I'équation indéterminée (6¢)’, on
successivement

m=o0, =1, ®m=2,
Pouro —=o0, 0n a
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Pour » =1, on a

1
o
1

=1, G;=0,

Pour= =2, on a

'J-‘ = 2, G, = 0, 03 = 0,

Gi=1, @Gy=1, Gg=0,
G, =1, G,=0, G3=1,
Gy =0, Ga=2, G3==0,

’l-|:0g 02:——-[. Ga::l.

G, =0, G6,=0, 5,=21,
I.’agrégat développé dans cet ordre est

d

dy ) dy
yl{o,0,0) + (—/:-17‘ H(t,0,0) + T H,0,1,0)+ ;,——H(o. o, 1)

12y

ary :
dryde,

ary
+ W@ 000) + g (11, 0) + H(1,0,1)
o?
]

. 2. t
2 H(0,2,0) + A Mo, 1, 1)+ i H(o, 0,2).
e

dayidre, da?
Nous pouvons maintenant déterminer V'éguation transformée, dans le
cas général, par 'introduction d'une quantité arbitraire w, savoir

oy N{ay...2)

daT. el A3y, s,)

W

(70) Agrt

/

|«.’A(g. . ~-O'y) = I ‘1{_(”_1/____5_,.)

avec la condition (6g) relative aux indices. Les quantités A sont des
(uantités constantes que I'on obtient en remplacant les quantités
variables des cocfficients I par leurs valeurs moyennes, c’est-a-dire par
des quantités constantes qui représentent aussi bien que possible les
valeurs autour desquelles oscillent les quantités variables dans les
limites qne V'on considére. De cette fagon, les quantités A sont respec-
tivement les valeurs moyennes des coefficients H, ces lettres étant
accompagnées de leurs indices, et x estla valeur moyenne de § (. ..x,).

.
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L’équation (70) est telle que, pour & =1, on reproduit I'équation
proposée, et pour @ = o, on obtient I'équation réduite

e . .
FAL Ag!"‘ m“‘;lré' Als, ... 6.,)‘ =/

avec la condition (Gg)'. Nous remplacons ici la variable y par w pour
cviter de confondre les deux inconnues provenant d’équations diffé-
rentes. L'équation (71) est une équation linéaire a coefficients con-
stants, toujours intégrable par des moyens connus : il est donc évident
(que lintégration de 1'équation proposée (6g), qui se déduit de celle de
V'équation réduite (71), peut toujours étre effectuée quelle que soit la
maniére dont les dérivées partielles entrent dans les coefficients. 1.'in-
tégrale ainsi obtenue est I'intégrale générale de 1'équation (6q), car
I'équation réduite (71) introduit p fouctions arbitraires sans condi-
tions particuliéres; c’est le caractére d'une intégrale générale, tandis
que les intégrales singalieres dépendent de certaines conditions spé-
ciales. D'apres cela, les intégrales singuliéres s’obtiendront en formant
des équations réduites autres que Pcéquation (71}, et T'on sera gnidé
(lans cette formation par le probléme proposé lui-méme.

Il reste, pour terminer la question, 4 donner les formules d'intégra-
tion de I'équation linéaire a coefficients constants (71); nous ne pouvons
d’autant moins nous en dispenser que ces formules sont peu usitées et
qu'elles ne se trouvent guére que dans des Mémoires originaux.

On peut toujours supposer y = o, dans I’équation (71), parce que
F'inconnue w déterminée dans cecas ne différe del'inconnue provenant
de la supposition y différeat de zéro que par un polynéme entier en
X4y Xy, ... dont les coefficients sont de simples constauntes, ou des con-
stantes périodiques en considérant des différences finics. Si le coefficient
de y n'est pas nul, le polynéme se réduitd une constante; si le coefficient
de y est nul, le polyndme est du premier degré en xy, «,, ...; si de

. dy .
plus le coefficient de o ost nul,le polynéme contient en ontre unterme
<1

en xf, etc.

Cus des différences. — Soit donc I'équation linéaire 4 coefficients

Journ. de Math, {3¢ sériv), tome I1X, — Srprevnre 1883, 59
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constants et aux différences partielles d'ordre p
172) Agr#[ 3T W Alg,5,...0,)} =0,

avec la condition

(2] T+ Gy +.n 7, =7,

= variant de zéro a p.
Formons, au moyen des coefficientsdel'équation proposée, I'équation
caractéristique

(73) nun"._{—]‘p_.,np" +...+no:—(),

ol les coefficients B sont composés de la maniére suivante : notons par
U, Uy, ..., u, les accroissements des variables indépendantes ', 1,
.vey @y, accroissements que l'on écrit ordinairement Az,, Arx,, ..., A,
et désignons par p,, p;, ... p,, v -— 1 quantités avbitraives, en faisant,
pour simplifier,

(71) S RO S N S
le coefficient général de I'équation caractéristique est alors

* By = Agrl(g. — 1) (g5 — 1%...(gu — VA (. — 2,550 0, |

. B Ad Lt Rt el N TV
i) o 1 w=h et 1.2 I
p (e —2 (=1
( +(=1) 1.2, .. A By,

avec la condition relative 2 'agrégat

+§'_-|+.‘.+ 7\,::7q

(73 7
r variant de zéro a ). L'inconnue w a ensuite pour cxprvssion

L]

(76) w=S[prpr. . pr (M +Myns 4.+ M“n(i)j,

. P r ' . oo .
en faisant £ = -, et My, M,, ..., M, étant p constantes d'intégration ;
t

.
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S indique que la somme d’'un nombre quelconque de quantités pa-
reilles a celle qui est entre crochets satisfait a I'équation (72), et les
(quantités arbitrairves p,, p;, ..., py peuvent varier i volonté d'un terme
a I'autre.

Nous donnerons plus tard le moyen de parvenir directement & I'ex-
pression (76; pour linstant, il suffit de vérifier qu’elle satisfait &
I'équation proposée. Voici comment on peut effectuer cette vérifica-
tion,

Posons m=- n — 1, et, au lien de I'équation caractéristique (73),
considérons I'équation
- CymP + Gy ym* ' -Gy =0y

{1/

on déduirait facilement de (75) que le coefficient général est

=8) Cymy = AgrTgy, — 17 — 1) g, — )™ A — 0, 7, .00 5,0,

..y

avee la condition (=57,

Prenons maintenant les différences de w, d’aprés P'expression (76
en négligeant la somme 8, et portons-les dans I'équation {=2"; nous
aurons

Agelploopriqa—17..0qg,— 1)
SN T =+ My, myg A (6, G ol Gy =2 0,

avee la condition {523 puis, ordonnant par rapport aux quantités qui
contiennent les exponentielles n%, et tenant compte de (78), il vient

P py Womt = Myngm? G,
A ple pr MmmE o Myrm Gy
P p(Mn o M 1 G = o,

En vertu de (77), cette expression est nulle identiquement, ce qu'il
fallait montrer, 1 est évident que cette vérification, ayant lieu pour un
terme de la somme S, a licu aussi pour un nombre quelconque de
termes composant cette somme.

Revenons a l'expression (76) : cette expression fondamentale ne
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peut étre d'aucune wtilité, sous la forme o elle se présente, parce
qu'elle contient les racines n de I’équation caractéristique (73), la-
quelle a ses coefficients formés de quantités arbitraires p,, py, ...y pus
il en résulte que, la nature réelle ou imaginaire des racines n ne pou-
vant étre précisée. ces racines ne peuvent entrer pratiquement dans les
calculs (a cause aussi de la difficulté que présenterait la résolution
d’une équation algébrique). 1l est donc de toute nécessité de transformer
Pexpression (76); le seul moyen donton puisse faire usage ici, d'une
facon générale, est la transformation parles fonctions symétriques.

Pour cela, opérons comme nous Pavons fait quand il s’agissait de
différences totales; posons, comme l'indique Wronski,

=2+ Lon+.. + Lynt,

et donnons a n les u valeurs qui satisfont i I'équation (73), nous obh-
tenons ainsi @ équations linéaires dont les fonctions Z sont les incon-
nues.
La résolution de ces équations donne, en supposant qu'it 0’y ait pas
de racines égales,
)2

®(nda}...n7,

I p-1
"0, n, N |
! gy ' [ 34 ¥ 5 R 13
i /!’ I,) - -

I I TN VY R TR |
W(ngny ..a} ...n": )

Ces fonctions Z sont bicn des fonctions symétriques des quantités n :
clles sont donc exprimables au moyen des cocfficients de Péqua-
tion (73), comme nous P'avons déja reconnu précédemment. En or-
donnant le numérateur de 'expression (79) par rapport i «}, on oh-
tient

xd"-) ) \xb , :n'l.) ,
5= —Nl-n; + —_—,\j~n;+...+ -_\-‘J‘—n;;

N représente le dénominateur de (79) et les autres quantités N des
déterminants mineurs, aux signes prés.
D’aprés cela, si 'on pose

N N Ny
M= -gh M= %P» o M= by,
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P, étant une nouvelle constante, on a, pour la fonction w,

w=S(prpe...prNL),
et, comme il existe p fonctions Z, il y a p. sommes semblables, ce qui
donne

(B0) w=S8py...ppP L) +S(py... pyP,L,) +...4+S(p;... prPLA);

les quantités p varient i volonté d’'une somme a I'autre.
De cette expression, qui ne contient que des constantes arbitraires,
il est facile de passer i une autre qui contienne des fonctions arbi-
traives. Développons les fonctions Z par rapport aux puissances de
v, P ..., puissances que nous avons représentées par gs, ¢s, ...,
d"aprés (74); nous aurons ainsi relativement 4 'une des sommes de (80),

par la formule de Maclaurin étendue & plusieurs variables,

Taity ,,Talty . /'z’,nv (/ ”" 7,‘,‘

Ag"[ml’-"llza“... el )oS(p:’ 3 "p‘:’P))-l ,

Ayrdgyr ... dgl

avec la condition
€+ Gy ...+ G, =B,

Le chiffre o, placé au bas de I'une des parenthéses, indique que 'on

fait g, = ¢, =...= ¢, =o, aprés la différentiation de Z,.
Si nous posons, pour abréger,

1 =6,

—_—
TR KL LA

I'expression précédente pourra s'écrire
(80)’ Agl‘ 6 ___d:Zg__ S(Px-,-w,u,.“Prv-;c,u,pl) .
dq:" dgy ), ! Y
Mais, par suite des valeurs arbitraires des quantités p, la somme

comprise sous le signe S est une fonction arbitraire, £, des quantités
Xy + Gy Uy, Xy + Gy Uy, ... D'un autre coté, i cause de I'expression (79)
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des fonctions Z et de I'expression (75) des coefficients B de I'équation
caractéristique, on voit que, quand § est un nombre entier plus grand
que p—1, alors que = >§— X+ 1, les dérivées de 7, sont nulles,
puisque les fonctions Z'sont fonctions rationnelles des coefficients B;

de plus, comme la factorielle 7; (') est nulle pour les valeurs néga-

tives de g, il en résulte que, les quantités ¢,, 6,, ... variant de — »
a + %, les termes du développement (80) n'ont de valeurs différentes
de zéro que si & esl compris entre zéro et § — A + 1. L'agrégat (80" est
donc une intégrale définie, prise entre les limites zéro et § — ) + 1
de a, et I'on a, pour expression de la fonction cherchée,

Wi lt‘Z, ’
W= 2‘ 16 (FII/—;;T::;I;/-,;'?)N/; (wﬂ + Gallgy ooy Ty + G'u,(lv).

(i",‘z ’

1

Telle est la forme donnée par Wronski 4 la fonction intégrale de
I'équation proposée dans sa Critique des fonctions génératrices. On doit
remarquer que le probléme est trés simplement résolu, puisque la
solution se trouve ramenée au calcul de fonctions symétriques et a

(') On a, en eflet,
JvewIE: ‘,-;12(,,- —+ ?E)GIZ,
d'on
rbroli -
—ar = ()™
Si l'on fait g = — 3, il vient

T = (A= (v =) (r—3+E) (r—a+ad).. (0

par suite, en donnant i r et a § la méme valeur, I'unité, par exemple, on voit que

. 1
Ja factorielle PETH est nulle.
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celui de leurs deérivées, calculs que l'on peut toujours exécuter comme
nous allons le faire.
D’aprés le théoréme donné par les expressions (46) et (46)', nous
avons
[, (Q(n’n}...n;...n‘; )|
=RE—p+1)B+R(E—p+2)B+...
+R(E—A+1)B,,

(32,

et les fonctions aleph se calculeraient d’'aprés les relations (49) et
(49)'. Si I'on veut formuler le résultat de ces derniéres opérations, on
obtient, comme nous le verrons plus tard, en traitant spécialement
des fonctions aleph,

(83) x(;;z(_,)eAg,.ﬂlq.(;‘—gly(—lsp_,)e.”Bp_!)g,“.[(ul)tvil}t’iw
T,

{ DT INT \

avec les conditions

(83, ‘”‘o,+2p«..+3p,,+...+§‘:§::’;:,
J
legitgs +oeveennns + 5 =

Ainsi les fonctions Z sont connues, soit que 'on calcule les fone-
tions aleph dont elles sont formées, indirectement au moyen des rela-
tions (49) et (49)', soit directement au moyen de (83) et (83)'.

Il reste & obtenir les dérivées des fonctions Z par rapport aux quan-
Lités ¢,, ¢4, .-+ gy qui entrent dans les coefficients B de I’équation
caractéristique. Pour cela, considérons le produit

(ge—1) gy —1)%. 0 (go—1)™

(qui entre dans Vexpression (75), et désignons-le par T1; prenons la
vieme dérivée de ce produit, nous aurons

/’.‘)n - - y'—1 N 0.1 -
dyfe. . dgh o3 (ga — 1) 06l T gy — 1) P gl (g~ 1),
en ayant égard a
PQ+P3+’...+ 0.,: Ve
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Or, en faisant ¢, = g, = ... = ¢,= o aprés la dérivation, on a

d'n - gl o
(d——“qg‘...dqg’>= (—- ])? Uqg 'ade

et, par suite,

/ d"B -2 . AU SRS S =1 b X
H«?«z’f:‘f’f‘a‘q’e?)FAgr = =1~ A (= B,
[‘-’—' >~+l (I‘ B:L—.’v‘“
(81) 1 ((Ir/';‘...(lf/ev)o +
c oy (p= ! B,
\ RERSRY. puit dy¥e.. .(/4[;’;")0,

en ayant toujours égard a

. o+ fo,==V,
(84) et bo et
la,+5,+.. +5,=1

1l faut observer qu'un terme sera nul dans un des agrégats, quand
'une des factorielles qui entrent dans sa composition sera nulle elle-
méme; cela arrivera toutes les fois que U'exposant p de la base ¢ sera
plus grand que cette hase.

Maintenant, au moyen de simples substitutions, on parviendra a
caleuler la dérivée d’une fonction aleph par (84), ct ensuite la dérivée
d'une fonction Z par (83); on observera i ce sujet que le caleul est
poussé aussi loin qu'il est possible de le faire, vu sa complication, car
les substitutions ne sont ici qu'une chose secondaire; on sait d'ailleurs
que, dans les calenls numériques, il est avantageux de n'effectuer les
substitntions (ue successivement, lorsque les premicres formules ont
permis ('obtenir les valeurs numériques des quantités qui entrent dans
les formules qui viennent ensuite.

Si I'on observe que, dans les formules précédentes, notamment dans
celles qui donnent les coefficients B, les quantités ¢ entrent principa-
lement sous la forme ¢ — 1, on peut s¢ proposer, comme devant étre
préférable dans certains cas, de développer les fonctions Z par rapport
aux quantités ¢ — 1, mais il faudra également développer les produits
(q.— 1)y (gs—1)%, ..., pour ordonner ensuite par rapport aux puis-

.
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sances de ¢,, g, ..., C’est-a-dire de pj, pi, ..., pour faire entrer ces
quantités dans la somme S(p3*py... P,). Nous reviendrons plus loin
sur cetle transformation; il faut seulement remarquer que, dans les
dérivées de Z, on fera aprés les opérations ¢ =1, de sorte que la
dvil

dérivée | ———
(dq?,'. ..dag

) est nulle & moins que p,=0,, p,= 0;, ..., et,
1

par suite, v = 1, ce qui réduit 'agrégat, formant le premier terme de
Pexpression (73) de B, 3, au seul terme

1% %A (e — 2, 6,...0,).

Exemple. — Comme exemple d’application de ce qui précéde,
reprenons l'équation du second ordre i trois variables que nous avons
développée plus haut; calculons les coefficients de I’équation caracté-
ristique, les dérivées de ces coefficients, les fonctions X et les fonc-
tions Z. Puisque nous considérons des coefficients constants, nous
remplaccrons les lettres H par A.

1“ L’équation caractéristique

B,n*+B,n+B,=o0

a pour coefficients, d’aprés (75), les quantités suivantes :
Pour A =o, r = 0(755) donne

d’ou
B,=A(3,0,0).

Pour A =1, t a les valeurs o et 1.

=0 donne
¢,=0Cy=0.
=1 donne
G, =1, 06,=0,

O':' =0, G‘ = 1.
L'agrégat de (7)) se compose de trois termes :

A(1,0,0) + (2= 1) A(1, 1,0)+ (s ~ ) A(1,0,1),

Journ. de Math. (3* série), tome }X . — Sepremsre 3883, o
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d’otr
By=4A(1,0,0) + (g, — 1)A(1,1,0)+ (¢ —1)A(1,0,1) — 2A(2,0,0).

Pour ). =2, < a les valeurs o et 2; 1 = o doune

6, = 3,= 0}
t =1t donne

5,=1, %,=o0,

2= 0, G I
<= 2 donne

cy=2, G,=O0,

Gs=1, Gy=1,

;= 0, G3=2.
I'agrégat de (75) se compose ici de huit termes

A(o,0,0)+ (g,—1)A(0,1,0) + (g, — 1)A(0,0,1)
+/g,— 1)*A(0,2,0)+ (g, — 1) g, — 1)A(0, 1, 1)+ (g, = 1)*Al0, 0, 2),

d’'on

B,=A(0,0,0)+ (ga—1)A(0,1,0)+...+(gs —1)*A(0,0, 2)
—[A(1,0,0) 4+ (g, —1)A(1,1,0)+ (g, — 1)A(1,0,1)—24(2,0,0)]
+ A(2,0,0).

2° Ensuite, pour former les dérivées de ces coefficients B,, B,, B,,
nous avons, d’aprés (84) et (84), pour la premiére dérivée par rap-
port a4 ¢,, v=1. Or, pour le coefficient By, A=o0, on a scule-
ment t= o, ce qui indique que la dérivée est nulle, comme cela est
d’ailleurs évident,

( (ll%,)
-7 = 0.
d’/z 0

Pour le coefficient B,, h =1, puisque v doit étre égal & 'unite,
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2,=1 et p,=0;on a, par (84),

(ft‘%)‘,: A(1,1, 0).

Pour le coefficient B,, A = 2, puisque I'on a encore v=1,p,=1,
7= 0, pour la dérivée par rapport a g¢,, il vient

3 ‘
(%‘f—:)o: Age[(—1)" 'e,A(0,0,, 55)] —A(1, 1,05

pour < = 0, on a

G;=7,=0, Agr=o;
pourt=1, ona

0

=1, Gy=o0, Agr=1.A(o,1,0),

R

2-"'—'0,

Q

s =1, Agr=o;
pour t=2, ona

Ga=2, 6,=0, Agr=(—1)24(0,2,0),
Ga=1, o,=1, Agr=(—1)A(0,1,1),
F2=0, G;=2, Agr=o;

Par suite

(%li‘l> =A(0,1,0)—24(0,2,0) —- Ao, 1, 1) —A(1, 1,0).
Y2/o

\

Pour la seconde dérivée par rapport 4 ¢,,v = 2 avec p,=2, p,= 0,
on a

aB, aa ,
(—J('/":-)o‘-‘—'Agr[(——l)’ 7)Ao, 7y, 54)):

l)Olll‘ T=0,

G2=0, =0, Agr=o;
pourt=1,

g,=1, 6,=0, Agr=(—1)1—1)A(0,1,0)=0
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pour =2,

5;=13, O;=o0, Agr=(—1)°32.1.A(o,2,0),

Agr=o0;

par suite .

4*B
(7,;-:9)°= 24(o0, 2,0).

Dans le cas de v =2, avec p, =1, p,= 1, la dérivée sera

B, . |
(dquq,)o = Agr [(—. ! )" 20’203 A(O, G99 73 )J;

pour ~=o, ou 1,
Agr=o0;
pourf::'-”s
7;,=3, 0¢y,=0, Agr=o,
G,=1, 6;=1, Agr=(—1)01.14(0, 1,1}
6;==0, G;=12, Agr=o0;

par suite
d’Bo —
Zgndg; ), = A1 1)

Les dérivies supérieures sont évidemment nulles.
3° En ce qui concerne les fonctions aleph, d’aprés (83) et (83), ona:
Pour E=1,

B
R(l) = -E.:..
Pour &= 3,
_ —1\¢ (=Bt (+ Byt
R(2)= Agr[l‘l‘ (-B—;) T I
avec
p|+293= 2,
pr+p2 =56;

ce qui donne
=2, p3=0, =23,

Pr=0, pg=1, ¢=1I,



d’ou
=) -
Pour £ =3,
R(3)=(— 1)’Agr[x‘“ (%’)‘ (-.3:)" H—lf‘:)h]’
avec

P+ 293+ 3‘03=39
P+ pat+pi=s.

Cet agregat ne contient pas le facteur (*ll:;' r, parce que, le coeffi-

cient B_, n'existant pas, ou étant nul, les termes qui subsisteront
dans le développement seront ceux pour lesquels on aura g, = 0. Ona
donc les systémes snivants :

P|=39 f2=0, py=o0, §=3,
=11 Mm=I, p3=0, §=2,
gy=0, py=0, p;=I1I, ¢=1I.

D'aprés ce que nous venons de dire, les deux premiers systémes
seuls conviennent ; par suite, il vient

R(3)=—(g) + 2
Pour & =4,

O

AL

avec
po+ 2p,+ 3p, + hp,= 14,

Pt patpitpa=¢3
ce qui donne
pr=14 pa=o0, py=o0, p;=o0, ¢=14,
pr=2, p2=1, py=0, p,=0, ¢=3,
Pr=1, p2=0, p;=1, p,=0, ¢=32,
Pi=0, py=2, p;=0, p,=0, ¢=2,

pr=0, fp3=0, py=0, p;=1, §=1.
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Le troisiéme et le cinquiéme systéme de valeurs, donnant des termes
nuls, ne conviennent pas; le développement de I'agrégat se compose
done de trois termes

B,\* B:B B?
x(4)=(g) ~ 35 + 5}

On verifierait facilement 'exactitude de ces quantités en calculant
de proche en proche les fonctions aleph au moyen des relations (49)

ct(49).
4° Enfin le calcul des fonctions Z ne présente aucune difficulté;
il 'y a ici que deux fonctions, d’apres (82),
. B B,
2= M(§— 1)t +N(E) =~ K~ 2) p
22 == 8(; -] )o
Ces valeurs se vérifient aisément; en effet, on a

. nyt—ni tr pls =
Z,=n,n, aTa = N NN SR TTE SR

4 v
ny— ny
nRy— Ny

——n:*'-f—n:"n + +n n:"’+n<"
A | 2 1 e 27 [

ZQ =
et I'on reconnait ainsi le développement des fonctions aleph que nous
venons d'obtenir. La suite du calcul n’offre aucun intérét.

Nous n’avons pas 4 nous arréter an cas ou il existerait des relations
entre les coefficients de Féquation différentielle.

L'intégration compleéte de I'équation (72) aux différences partielles,
linéaire et a cocfficients constants, formant 1'équation réduite de I'¢-
quation proposée (65), est ainsi dounée par Iensemble des for-
mules (73), (74), (75), (75, (84), (84), pour ce qui concerne la
formation des coefficients de I'équation caractéristique (73), et (81),
(82),(83), (83), (84), (84), pour les quantités qui entrent dans I'ex-
pression (81), la fonction cherchée w.

Integrale générale de ’équation proposée. — Pour former les quan-
tités qui entrent dans expression (68) de I'intégrale générale de I'é-
(nation proposée aux différences partielles (65), il resterait 4 prendre
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les différences et les dérivées de la fonction w par rapport aux variables
indépendantes «,, x,, ..., «,. Pour la premiére variable x,, il faudrait

opérer sur les fonctions X de la forme R(§ + ), § étant % et 4 une
1

constante. Nous avons déja effectué ce calcul a propos des équations
aux différences totales [formules (56)4 (62)] : il 'y adonc pas lien d'y
revenir; remarquons seulement que, par suite des transformations
auxquelles on est conduit, il faut prendre, au lieu de racines m de I'é-
quation caractéristique, les racines m — 1 ou n de 'équation (77);
cette derniére est ainsi la véritable équation caractéristique, et ce sont
les coefficients C de (77) qui doivent étre introduits dans les calculs
au lien des coefficients B de (73). Quant aux différences et aux dé-
rivées par rapport aux variables x,, ..., x,, elles doivent étre prises
sur les fonctions arbitraires f,, /,, ...; on les obtiendra sans difficuité
une fois la forme de ces fonctions déterminée.

Mais le moyen d'obtenir généralement les dérivées partielles de w
qui entrent dans l'expression (68) consiste, comme nous I'avons
déja indiqué, a prendre les différentielles totales des divers ordres de
I'équation proposée (équation en y); on aura, de cette maniére, autant
de relations qu'il est nécessaire d'en avoir pour déterminer les dé-
rivées partielles en question; on changera ensuite y cn w.

Ainsi, pour l’équalion proposée, que nous écrirons 9= o, nous
aurons, pour la premiére différentintion, un résultat de la forme

( )d +({;’°)dx,+...+(%)dxv+(%)dy=o,

et, comme ¥ est fonction des variables indépendantes,

dy = dyd +'I~(Lv,+—... d;’day,

il vient alors

(68) = () e [(22) + () o
+[(22) + (3) 2 e = o

Les quantités x,, x, ..., x, étant indépendantes les unes des autres,
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I'égalité précédente donne les relations

() (%) =

(&) + fff);’::

dy’ de\ d
(#)+($)% -

ct les dérivées partielles du premier ordre de y se trouvent déterminées
par des relations du premier degré. En opérant d’une maniére ana-
logue, on obtiendrait les dérivées partielles du second ordre de y, et
ainsi de suile, toutes les dérivées se lrouvant déterminées par des
équations linéaires. Ensuite on remplacera y par w, ce qui permettra
de calculer au moyen de 'expression (81) les fonctions de cette quan-
tité qui entrent dans les relations linéaires; on obtient en général, de
cette maniére, les dérivées partielles de 1w d'une maniére bien plus
exacie que si on les déduisait directement de l'expression (81), et I'ex-
pression fondamentale (68) est plus convergente.

1. expression (68) donne, au moyen des quantités qui viennent d’étre
déterminées, I'intégrale générale de I'équation proposée (65), parce que
Pon introduit . fonctions arbitraires. Mais ces fonctions peuvent
toutes, on en partie, se réduire i des constantes périodiques; ces con-
stantes devant donner les valeurs initiales des différences partielles
seront an nombre maximum de

(e +a). (pt+v)
b3,

Il faut retrancher 'unité du rapport des factorielles i cause de 1'é-
quation proposée qui donne une relation entre les valeurs initiales de
Iinconnue et de ses différences partielles des différents ordres.

Cas des différentielles. — Examinons maintenant le cas ot les diffé-
rences deviennent infiniment petites; soit I'équation linéaire & coeffi-
cients constants et aux dérivées partielles, d’ordre p,

’ asw
. " —
(8.)) Agl‘ l.(—-_w—l.r:‘d.v:‘...dg*A(G” Tyr voey U'v)] =0,
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avec la condition
(85) 6 +0,+.. 0=

Les différences Aw, u,, u,, ..., que nous avions plus haut, devien-
nent des différentielles dw, dz,, dz,, ..., de sorte que, si nous compa-
rons -I'équation (83) a I’équation (72), nous devons considérer la
différence A® w comme remplacée par la différentielle d”w, et les diffé-
rentielles des variables indépendantes qui sont données comnme faisant
partie intégrante des coefficients constants. 11 en résulte que, dans l'é-
quation caractéristique, les quantités ¢ — 1 on p* — 1, donnent

Ainsi, en vue de I'équation (73), nous sommes conduit & prendre
pour équation caractéristique une équation de la forme de I'équa-
tion (77), savoir

(86) Cum*+ Gy _ym*~*' 4. .+ Cy =0,

dont les cocfficients sont

(87) Cuor=AgP[(Lpy)"s(Lps)™. . (Lp, )" A =}, 03, 05, ... 0]
avec la condition

(87) OOy 4. 0, =1,

t variant deo a A.
Ensuite, pour ce qui concerne l'expression (76) de l'intégrale,

. \ z . Z
puisque 7, oli § = =, devient n,

L £
ndz = (1 + mdx)dr = e"*,

Journ. de Math. ( 3* série), tome 1X. ~ SgpreMpaz 1843, "
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nous avons donc
(88) w=S[pipi...pr(Me™" + Mye"s" ...+ My,

11 faut encore transformer cette expression au moven de fonctions
symétriques des racines m; pour cela, posons

(89) =L, +Lym+1L,m +. . .+ L,m,

en donnant & m les p valeurs qui satisfont a I'équation caractéris-
tique (86), nous obtenons . équations linéaires au moyen desquelles
nous tirons la valeur de 'une des fonctions z,

D{msml...m} lemmip

(90) L= "— -

D(mY...md o oml

3 w1
AR 17 ).

D'aprés ce que nous avons vu i propos des différences, I'expres-
sion (88) se transforme également en celle-ci

(91) w=S(py...p P L)+ S(py...pyP L, ...+ S(py...poPy2,)

les quantités arbitraives p,, py, ..., p, pouvant prendre des valeurs dif-
férentes dans chacune des sommes indéfinies S, et 'y, Py, ..., P, étant
de nouvelles constantes d'intégration.

La formule (g1) permet d’obtenir une autre expression contenant
des fonctions arbitraires. En effet, les quantités Z, qui sont des fonce-
tionsde py, py, ..., py. peuvent étre développées par rapport aux puis-
sances de ces quantités; en faisant usage de la formule de Maclaurin,
étendue a plusieurs variables et donnant & p,, p,, ..., p, la valeur i
aprés les différentiations, on obtient pour 'une des sommes préeé-
dentes

] i /)"z' . 'I"" , d-_z‘_“___,h‘ Ay L T
fo1) Agl‘l .cfh_ . [:\.h (/[pi’. . .dp,','v)os(["‘ N ¢ 2y

avece la condition
Oa+ Gyt .ot 5=

.
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ou, en faisant § égal a V'inverse du produit des factorielles, cette ex-
pression s’écrit

. =1L -y v
(1) Asr[e(dw—*,,z.m,,,,g.)os( TPy ’P>)]

Or la somme S représente, i cause des quantités arbitraires p,,
Pas -+ Py, une fonction arbitraire des quantités x, + g5, 73+ 65, ...,
x, + %, et I'agrégat est une intégrale; on a donc, pour 'expression de-
finitive de la fonction w,

— [ d=t, - .
\(V""’ Z Le(‘ll’,'“-d['y)‘/;(x’+°*""’wv+0v)_
[ de’. .
4 ™1
f'.)‘/!,\ ‘ +z J(dl) e (lp')./;(xz-i' 73’...,$v+ ov)-
' e
N, d=7.,
+2 LJ((II) ’.. (IP )ft"('r"*‘a“.. ,xv_*_cv)"

3 est la somme de tous les termes que I'on obtient en faisant varier
& de zéro 4 + % ; les intégrales indéfinies ¥ peuvent méme étre con si-
dérées comme prises entre les limites — o et + %, 4 cause de la va-
leur nulle de 6 pour les valeurs négatives de ¢.

Ici se présente un inconvénient, quand on fait p =o, le loga-
vithme devient infini de sorte que le calcul des fonctions Z conduit
généralement 4 des quantités de forme infinie, quoique le résultat
final représente des quantités finies; il y aanalogie entre ces quantités
infinies et les sommes d’imaginaires qui, cependant, peuvent repré-
senter des quantités réelles, Il faut donc recourir i des transformations
qui fassent disparaitre toutes difficultés; on voit de suite qu’en déve-
loppant les fonctions Z par rapport aux puissances des quantités p, —1,

ps— 1, ... et faisant ensuite p,, py, ... égaux a 'unité, les logarithmes
seront nuls. Effectuons ce caleul; au lieu de (1Y, on aura

(pa— ) (p—0N ) AL ' .
1), Agr TN (‘(/’:" i '):’}’3')18( 2 'pv"P).)J

avee .
i+ 6t...+8=8,

et pour faire entrer les puissances de py,p,. ... dans la somme S, il



334 E. WEST.

faudra développer les produits (p,— 1)®...(p,— 1)* et ordonner de
nou|ve:u Ear g‘apport aux puissances de p,, p,, .... Or, d’aprés la for-
mule du bindme,
(p—1¥=Agr|(— P Erpt)
par suite ' '
AT A I

(Pa—1)% . (py—1)>= Agr [(—- l)’-:—,j,—”—'_—l%l'—,-p;““"...p&“’v

en faisant
Patpat...+p=T1

p. variedezéro a g, p, de zéro i ¢,, etc.; mais, a cause des factorielles,
on peut supposer que les quantités p varient de zéro a + o« . Posons

T=¢—p
ou
§=p+0,

le terme général de Fagrégat devient

(pa~+ a )01, . (p, 4 2,)0—!
(‘—")? 2 |hll'”|p,ll ’

et » peut varier de zéro & + % ; par suite, 'agrégat (g1), peut s'écrire

i (pa+ 7)0! 1. (o + 3 )0
e A (— o el

Ag" geatail lp,.l.“,p,tlw

4 (ARl / . -
x(——i—lﬁ) ]S( L)l
' )

T

ou, comme les agrégats ne sont ici que des intégrales, on a a la place
de (g1}

| \ (__ ')1.' A (P2+ G,)?s'—-l”_(‘)v_f_ 1,)&'"‘
( ) s 3 R pes!t ,get, gl je,ai
91)y a 3 W haad A e .
' X(w)‘]S( o pin )

j patpst. +p=1,
( 0'2"*- O’,+...+’;’v=ﬁ,

avec

(91 )s
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7 ¢t m variant de zéro & + o0 ; la premiére somme est prise par rap-
port a l'indice variable =, et la seconde par rapport i I'indice va-
riable 7.

Comme vérification, si les v — 1 quantités arbitraires p se réduisent
a unc sefile, on a, comme coefficient de la dérivée de Z, sousle signe 2,

(o o)t
(= 1P s

d'un autre cété, on trouverait directement, pour ce méme coefficient,

(— I)p(p-%a)"".

1o e+t 2

supposons que ¢ soit égal a p + v, on aura

(P -+ C)Ul-l _ (P 4+ q)p-i-v,ll
' - je+n'l

’

ou
(? + q)pl—-l anl-t
ou
(P -+ C)PI_’(P ~+- l)qil

l"“(P -+ l)rﬂl

ce qui conduit & I'identité des deux expressions précédentes.

Les fonctions Z sont des fonctions symétriques des racines de I'équa-
tion caractéristique : il est donc possible de les calculer sans résoudre
cette équation. A cet effet, développons I'exponentielle "7 ; nous avons

one mr  mtax?  mix?
=l ==+ S e R

et remplacant cette exponentielle, dans le déterminant (qgo), par cette
expression, il vient

, -t p(my..mb o mb™) ae Db mb L mEY) e
Ih= (=T N T N i +-e

Représentons les coefficients de ce développement parQ,,Q,,Q, ...,
nous aurons alors

-t bk P an b+
(03) b= gm+Qmm + Qo + Qopman +00
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et, d'aprés un théoréme sur les fonctions aleph que nous avons déja
énoncé précédemment, (38) et (46), on a

04)  CuQiz=R(E)C\+ R(E +1)Coyy + ..o+ R(E+ p— )G,
En particulier,

’ [ CoQu=R(1)C + R(3)Covy .o+ R(1 + 1~ 3]0y,

94 ' CQ,=R(2)C+ R(3)Cyoy+.. +NR(2+p—21)C,,

......................................................

Telles sont, (g3) et (94), les formules qui permettent d’obtenir les
fonctions Z,

Pour terminer, il nous reste 4 indiguer comment on peut obtenir les
dérivées des fonctions Z par rapport aux quantités p; cette opération
se véduit, en dernier lieu, i prendre les dérivées des coefficients de
I'équation caractéristique, puisque les fonctions aleph, dont sont com-
posées les guantités Z, sont elles-mémes formées au moyen des coeffi-
cients de I'équation, comme I'indique I formule (83).

Prenons d’abord la dérivée d’ordre p de Lp, on a

. olt L/i et
= —_—g )t
(.)J ‘,/' ( l) l'e

Cherchons ensuite la dérivée de la puissance 4 de Lp. Pour cela, re-
marquons qu'’il s’agit de trouver la dérivée d'une fonction de fonction ;
soit ¥ une fouction de x et f(y) la fonction dont nous cherchons la
dérivée d’ordre p; nous avons, d'aprées Wronski (Technie, seconde sec-
tion) ('),

[96) ) 9.2 ld-l NAG=—n) |

dy* el

la sonmme 3 s’étendant de 1 4 p, pour les valeurs entiéres que 'on peut

(*) Nous ne pouvons repreduire ici la démonstration de cette formule impor-
tante. Nous nous proposons de la donner prochainement avec celles que nous
avons di omettre.
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donner a I'indice «; on a de plus

dl'-y d"ay dray
- dl’" dr"i ) (_,;:
(96) A(o —a,a) = Agr IR A
avec
(96 Pty r= g,

les indices 7, r,, ... étant au moins égaux a l'unité.
Faisons F(y) =y", y = Lp et x = p, il vient

IIP ( lnp )ﬂ
dpe

"~ (Lp)**A (o, p)

o (L) A (1, 1)
o mo (LRI A= 1,)

ou, en conservant la forme (g6),

96), LT =Y LT (Lo reAmp - )|

Si I'on a maintenant i différentier le produit des logarithmes qui entre
dans I'expression (87) du coefficient C,_,, il vient

(py)e.. (Lp) Bt o 2 z
(96). dpfe...dpd e ' o

en mettant, pour simplifier, les caractéristiquesz des sommes précé-
p

dentes a la place de ces sommes elles-mémes.

Dans le cas ol I'on fait p =1 aprés la différentiation, le résultat se
simplifie; la dérivée (96), est nulle, si p <, puisque le logarithme est
nul pour p =1. Si p = v, nous avons

m(Lpn -
[“52 | = Aoy m):

et nous pouvons remplacer la factorielle #™~' par "', qui est iden-
tique.
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En dernier lieu, supposons p = 9 + a; le développement se réduit
encore 4 un seul terme pour p =1,

[d"-n(_!ap\"'l _ "’“"A(a.n);
h

quant i 'agrégat, d’aprés (g6), il est

(,_ .)r.-—l pri—ti (—-l)"’* re-tit (—1)ry ! P i

swn) = | S e

Co

et réduisant, en tenant compte de (¢6)”, il vient

6
Ala,n) = Agr[ ("')’ J

ryry.
Nous avons donc

. die(Lpyl v . .
(97) [W]l»l (—1) Agr(.;;_—_._),
avec

(97)' I“+rz+...+rl;—:4¢+-ﬁ,

les quantités ry, r,, ... étant des nombres entiers positifs, et ne pou-
vant étre nulles.
Considérons maintenant le produit

(Lp, )72 (Lps ). . (Lpy)™

(ui entre dans l'expression (87) des coefficients de I'équation caracté-
ristique. 1)'aprés ce qui précéde, les dérivées de ce produit scront
nulles, si I'ordre de chacune des dérivées particlles n’est pas au moins
égal respectivement a ¢,, gy, ..., quantités qui composent (87)', et
si 'on fait, aprés les différentiations, p, = p, =...= 1;nousdevons donc
supposer que les ordres de dérivations partielles sont respectivement
Gy~ pyy Oy + p3y - .., €t cOmme on a, d’aprés (87,

(o8) 0, + G+...+ 0, =1;
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nous représenterons la somme des indices p par =
(08) prt s+ .+ =85
nous aurons ainsi

d=(Lp,ys. . (Lp,y

dpre . dplres

l G DN

' '
~ Agr(\"i.l"t-z'm)” Agr(m),
avee
TonF Fag oo Iop = @y + pa,
s Fsg+ Ty ot .4 Fyq == Cy+ 0y,

.................................

\ rv,l +rv,2 +...+I'.,,.,v= cy-*-pyo

(08)

Représentons le produit des factorielles par I (1°+%!'), celui des agrégats
par II[Agr!; nous aurons définitivement pour la dérivée d’'un coeffi-
cient C,_, de I’équation caractéristiue (846)

( e CP-J )
ll/r:’+9’.. .(1,)3'*"’"" .

/

(— l)"’ﬂ(l""Pl‘)l‘l[Agr( ! - )]A(p-—l,a,...o’v) ,

Py ls

[
(99) ‘
t = Agl‘"‘

avee les conditions (98), (98)", (98)". t est compris entre zéro et A
pour le premier agrégat, et si T+ = est plus petit que ), les termes
de cet agrégat qui correspondent aux valeurs de -+ supérieures
a celle qui est donnée sont nuls.

Il faut remarquer que 'on n’a pas a tenir compte du premicr agré-
gat de (99), Agr*,si 'ona calculé les dérivées des coefficients de I'équa-
tion caractéristique dont les indices sont supérieurs & g — 3, parce
que les termes calculés ainsi se reproduisent dans C,_,, en ayant soin
toutefois de mettre dans les coefficients de I'équation différentielle
Iindice p. — ) au lieu des indices supérieurs, c'est-a-dire que, si 'on a
calenlé G, 3., le coefficient G, _ycontiendra, outre les nouveaux termes,

Journ. de Math, (3¢ série), tome IX. — Ocrosae 1883, 42
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tous les termes qui entrent dans C, ;. ,, pourva que I'on change, dans
Alp—r+1,0,...0,),
lindice p. — A +1 en p — 2.
Exemple. — Par exemple, considérons I'équation
C,m? + (,m + C,=o0;
sans répéter un calcul que nous avons fait plus haut, nous trouvons

C, = A(2,0,0),
C,=A(1,0,0)+ LpyA(1,1,0) +Lp,A(1,0,1),
C,==A(0,0,0) + Lp,A(0,1,0) + Lp;A(0,0,1)
+ (Lps)*A(0,2,0) +Lp,Lps Ao, 1,1) + (Lp,)*Alo, 0, 2).

Les dérivées de C, sont nulles; pour celles de C,, la formule (gg) se
réduit a (93) eny joignant le coefficient A(r, 1,0), ou A(1,0,1); on

trouve
dC, aC,

(d—p:)l =A(1,1,0), (3;?), = —A(1,1,0),

0 _ A
( )‘.-QA(x,l,o),(dp:—)l_ 6A(1,1,0),

dpy

et ainsi de suite. Pour les dérivées de C, par rapport 4 p, ou a p, seu-
lement, la formule (9g) se réduit i (97) avec un coefticient conve-
nable, en ajoutant les termes que nous venons de calculer. Examinons
¢e que donne la formule (9g), pour la premiére dérivée par rapport
ap, ona

Gy =T=1, pr="G=0 et ry,=;

comme X = 2, Agr’ se réduit a un seul terme

(%)12(— 1)°l"'Ang>A(°’ 1, 0)=4(0, 1, 0).

Comme nous 1’avons dit, ce terme se déduirait de la dérivée deC, en
changeant A(1, 1, o) en A (o, 1, 0).
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Pour la seconde dérivée de C, par rapport 4 p,, on a T+ % = 2; or
dans Agrt, 2 =2, ¢ peut prendre les valeurs 1 ou 2, avec & = 1 ou o,
et, puisque nous avons calculé la premiére dérivée de C,, il suffit de

supposer t = 2, w =oet de négliger Agr', ce qui nous donne pour
I'ensemble des termes

((%%),2 (- l)olsnAgr(ﬁ?)A(o, 2, 0)—A(0, 1, 0)

=24A(0, 2, 0) — A(0, 1, 0).
En opérant de méme pour la dérivée troisiétme, on a 1+ =3 et

72::122, P2=U:I, rg""*—rg’a:ag"*'Pﬁ’
ce qui conduit i
Fqn=2, nNa,=I,

. rpy=1, TI2=2,
d'ou

(), =(= 05 (G 7 5)Alo0 20 0) + 3A(0n 1)

=—064(0, 2, 0)+ 2A(0, 1, 0).

Pour la double dérivée par rapport a p, et a p,, ona

72::03:', v =2, o =0, r9,|=|9
‘l..(.{z.‘._:‘.'_) (=)0 M Aop 1 A 1 A _a K
Apsdpy, l'_( I) .17 Ag 1 gr P (09 I, l)-—- (0, t, 1),

l‘,',= I,

Pour la dérivée troisiéme par rapport a p, et p;, on a

'4.4_)—-—:73:[, T =2, P._!:[, p;,ZO, m=l,

r:!.lzl! ,‘2,2::[, "3,,=[,
P, \ ,
(;7;471);)' o (— [)']lll.[!chgr(\r;).Agl‘(}-) A(O, I, I) = — A((), I, |/\'

On voit ainsi comment on doit appliquer la formule (gg).

En résumé, I'intégration de I'équation (83), aux dérivées partielles,
linéaives et & coefficients constants, est donnée par les formules (87),
(87 pour ce qui concerne la formation des coefficients de I'équation
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caractéristique (86); (98), (98), (98)", (99) pour les dérivées des
coefficients de cette équation; enfin les formules (93), (94) donnent
les fonctions Z qui entrent dans I'expression (92) de la fonction cher-
chée w, expression dans laquelle nous avons ensuite substitué des
sommes de la forme (g1),.

Intégrale générale de I'équation proposce. — 1 est possible d’effec-
tuer maintenant, sans difficulté, tous les calculs relatifs 4 V'intégration
des équations linéaires a coefficients constants et aux dérivées par-
ticlles, et cette mtégration conduit i celle des équations & coefficients
(uelconques en donnant les quantités qui entrent dans l'expres-
sion (68). Pour cela, il ne reste plus qu’a former les dérivées partielles
de w par rapport aux variables x,, z,, x,, ... pour former ensuite les
fonctions ¢(w) et F(w), ainsi que leurs propres dérivées par rapport
aux mémes variables; ces dérivées seront données, pour la variable
principale ,, par les dérivées des développements (93), et pour les
autres variables x,, x;, ... par les dérivées des fonctions arbitraires f,,
f;s .... Ces calculs n’offrent donc aucune particularité.

Cependant il convient de ne calculer ainsi que les dérivées partielles
jusqu’a Fordre 1 inclusivement; pourles dérivées d’ordres supéricurs,
on prendra les différentielles totales de I'équation proposce et, a partir
des ordres p. + 1, o + 2, ..., les relations que 'on en déduira permet-
tront de déterminer les dévivées partielles au moyen de relations du
premier degré, comme nous I'avons indiqué a P'occasion des équations
aux différences partielles. L'expression (68) donne, d’apreés cela, I'in-
tégrale générale de I'équation proposée; elle contient p. fonctions ar-
bitraires, lesquelles peuvent se réduire a

f1)!

|

E
constantes arbitraires au plus, valeursinitiales de la fonetion inconnue
et de ses dérivies partielles.

Il est inutile d’ajouter que, pour avoirles différences ou les dérivées
de Vinconnue, on pourra disposer de la fonction arbitraire I'(y) en
I’égalant a ces différences ou i ces dévivées, ainsi que nons Favons déja
montreé.
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Ainsi, d’aprés ce qui précéde, non seulement on congoit la possibi-
lité d’intégrer toutes sortes d’équations aux différences ou aux déri-
vées partielles, mais encore on peut toujours effectuer les calculs né-
cessaires. Le seul inconvénient qui pourra se présenter sera dii a la
longueur des calculs, et Fon se rend compte que, dans hien des cas,
il sera impossible d’en éviter la complication ; il existe évidemment un
nombre de simplifications au dela duquel on ne peut en introduire
de nouvelles. Au grand nombre d’opérations qu'il faut effectuer suc-
cessivement pour obtenir une intégration d’un ordre élevé viendront
s'ajouter les transformations auxquelles il taudra recourir quand les
dévelappements ne présenteront pas une convergence suffisante. Les
moyens a employer dans ce cas sont ceux que nous avons déja indiques.

Détermination des fonctions arbitraires. — 1l reste encore a déter-
miner les fonctions arbitraires. Si 'on a bien saisi ce que nous avons
dit plus haut de la détermination des constantes arbitraires, on voit
qu'il convient de prendre encore pour point de départ le systéme des
valeurs initiales des diverses quantités variables qui entrent dans la
question;; la valeur de I'inconnue y se réduit alors a sa valeur fonda-
mentale w, ce qui produit une notable simplification.

Cependant on pourrait étre conduit a opérer autrement ; nous aveons
déji traité la question. Dans Fexemple que nous allons donner, nous
indiquerons en détail la marche a suivre, le cas étant assex. compliqué.

En donnant done a la variable principale x, sa valeur initiale, on a,
('une part, 'expression de la fonction inconnue au moyen des fone-
tious arbitraires, et de I'autre, on a, d’apreés le probléme lni-méme, une
fonction des variables secondaires x,, x,, ... qui est donnée par I'état
initial, d’ott une premiére relation entre cette fonctjon et I'expression
initiale de la fonetion inconnue. On obtiendra ensuite d’autres rela-
tions analogues, en nombre suffisant, au moyen des différences on
des dérivées de la fonction inconnue et de nouvelles fonctions qui se-
ront aussi données parlétatinitial de cos différences ou de ces dérivees.
De cette maniére toutes les fonctions arbitraires seront susceptibles
’étre déterminées au moyen d'équations primitives, ¢ est-a-dire par des
équations qui ne nécessitent aucune intégration, ce qui est visible si
Pon se reporte & la forme des intégrales des équations linéaires i cocf-
ficients constants (ui forment généralement les équations réduites,
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Les fonctions arbitraives une fois déterminées, on peut effectuer le
calcul des valeurs de la fonction inconnue : ’état initial estchoisi pour
fixer les valeurs moyennes des variables; mais, si, pour calculer des va-
leurs un peu éloignées des valeurs moyennes primitivement considé-
rées, on trouve avantageux de changer ces valeurs moyennes, on pren-
dva, parmi les valeurs pour lesquelles la fonction inconnue est déji
calculée, 'une d'elles choisie convenablement, laquelle sera prise pour
nouvelle valeurinitiale et servira alors comme nouvelle valeur moyenne
apres avoir déterminé les nouvelles fonctions arbitraires. 11 est bien
clair qu’en opérant ainsi de proche en proche il sera possible de calculer
toutes les valeurs de la fonction inconnue que I'on voudra déterminer.

Pour préciser ce que nous venons de dire, nous allons intégrer
I’équation principale d’un probléme bien connu, celle qui représente
le mouvement vibratoire des ondes sonores, en prenant pour valear
fondamentale la solution généralement donnée dans les Traités de
Mécanique. Nous croyons cet exemple trés propre a lever les diffi-
cultés qui pourraient se présenter dans les applications des nouveanx
ulculs.

SIXIEME EXEMPLE. — Du mouvement vibradoire des fluides élastiques.

Equations du probléme. — Nous allons établir I'équation des mouve-
ments vibratoires des fluides élastiques, en suivant la marche indiquée
par M. Resal dans son Traiié de Mécanique.

Soient p, p, les presssions et p, p, les densités correspondantes d'une
méme masse de gaz, sous des volumes différents; soient &, y, 5 les
coordonnées d'un point du fluide i 'époque 2; f la fonction des vi-

tesses définie par la relation
df == wdx + vdy + wds,

ol u, ¢, @ sont les composantes de la vitesse du point considéré, c'est-
a-dire

= ’l.l’ 1 = (,". v o d:
= Y5 a YT @

Soit enfin U le potentiel, dont nous n'aurons pas a tenir compte,
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puisque nous supposerons nulle I'action des forces extérieures; on a.
pour équation du mouvement des fluides,

o ew-dge - )

D'un autre coté, en supposant que le fluide ne recoive aucune cha-
leur des corps environnants, ou ne leur en communique pas; on a
entre la pression et la densité la relation

<
. P (p)“
u) 2 (Z),
( ) I 2o
c ¢t ¢’ sont les chaleurs spécifiques a pression et & volume constants,

dont le rapport est supposé coustant pour un méme gaz.
Posons

p=po(t+7)

7 étant la condensation positive ou négative; en introduisant cette nou-
velle variable dans la relation précédente, on a
<
= l + * ‘.'U
o ( )

puis différentiant, divisant par p et faisant

=S
— LI ?o’
il vient
dp Sy
(3) ) = a*(1+ ) ,-L(

En ¢éliminant le rapport %‘-’ entre les équations () et (), sans tenir

compte de U, comme nous I'avons dit, on obtient

o a3+ () ()

Si l'on désigne par & une variable auxiliaire, cette relation donne,
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en prenant les derivées par rapport & cette variable,

l+14mﬂ_ dif df df A d B

V TR BT T WE T Tl A T Ay T Tl
Pour simplifier, représentons le sccond membre de cette équation

par F(&), nous aurons

, d- 14+ bmn

) :I—E:: T \l'i‘/ ‘I‘(E,.
Nous avons encore a tenir compte d’une relation, celle qui exprime

la condition e continuité du fluide,

“\ ds  dsu  die  diw

o at ot =

cetle relation donne, en remplagant p et u, ¢, w par leurs valeurs,
savoir, pour ces derniéres :

_ar A

1] (-[l_ y (’-,:; LI { ¢ (-,: '
ol dv oy iy df s df / o*y fy
T Rt % k3 R A C R R

Nous pouvons, av moyen de la relation (), éliminer les dérivées
dy dy dy dy pe s
R % y h( ; (l_{’ cn donnant i la variable auxiliaire & les valeurs succes-

sives ¢, @, ¥, z; on obtiendra ainsi

df
dy

o=t a2/ af  dif
+a*(1+7) <(/, ~+ ,y,+7;,> = 0.

u

F(£)+ F(o) 2L + F(y) % a

+ F(z)5:

Enfin, nous pouvons encore éliminer la fonction 1 + . Pour cela,
en intégrant |'équation (), aprés avoir fait passer la variable y dans le
premier membre, si 'on fait £ = ¢, on obtient

0 e =) () ()
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la constante d’intégration peut étre supposée contenue dans f, c'est
pourquoi nous n’en tiendrons pas compte.
[’équation (¢) combinée avec la précédente donne définitivement

df { d,
F(t)+F(2) 5 + F(y)% + F(2)%

SCRUIERHEARSC AR

< (H+g+7) =0

drt dy? os?

T —————

en n’oubliant pas que la fonction F(&) est

, " ~ tf &f d Pf d &f df
()’o) ],(g) arf S df &f df &Ef df

T e e e s e e e e

dtdt  drdide  dvdi dy  dsd: d&z’

£ représentant i volonté I'une des variables ¢, , y, z.

Les deux équations du probléme sont (¢) et (1) avec (§)'; f et 9
sont les deux fonctions inconnues, et ¢, x, y et 5 sont les quatre va-
riables indépendantes.

Remarquons cependant qne f n’est pas la véritable inconnue. Cette
inconnue est la vitesse V d'une molécule gazcuse; clle a avec la fonc-
tion / une relation que nous allons rappeler. Le systeme des équations
simultanées (¢) et (&) est tel que 'on peut intégrer séparément, d’abord,
I'équation (&) par rapport a fou V, et ensuite résoudre I'équation ()
par rapport a 7.

Autre forme des équations du probléme. — L'équation (&) est du se-
cond ordre aux dérivées partielles : elle doit nous occuper particuliére-
ment; néanmoins, comme elle est susceptible de réductions impor-
tantes, nous n'entreprendrons pas son intégration sous la forme ou
clle se présente ici.

Les variables x, y et 3 entrant symétriquement dans I'équation (),
on peut les remplacer par leur expression en fonction du rayon vec-
teur r du point (@, v, 3); on a, en effet,

2?+yr 4+ =r el w4+ +ur=V

Journ. de Math. (3° serie), tome IX. - Ocronnr, (883. 4-5
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d’ot1, en différentiant,
xdr + ydy + sds = rdr;
u=VvZ, v::V'l_', w=V3,
r ! r

et, comme

df =udv + vdy + wds,
on en déduit
rl/
() dr — =V.

On peut maintenant calculer les dérivées partielles de I'équation (£ )
en faisant usage des variables auxiliaires & et &, pour x, y et s, il
vient

df _ df :
& dr 7’
dif &f t

dtd: — didr v’
(1!/‘ (/2‘/' 52 ,—/[ Pt =t
&~ drt T" de 3

d"/' o? dr e

'——'_—-__-—--—._.

(%)’+(§§)'+ ()= (i’,’)
dif S &f S

2
Pl R Rl M’

)

’oti les relations

=

et ensuite
A tl‘/' rl/
F(t} =T de T didr dv’

Quant aux fonctions F(x), F(y), F(3), on a, pour 'une d’elles,

f x af a? + df rt —a\df
dtdr v \drr T dr T drr
Ef oy dfrt—yN\df y

- (;l_l’ I v )

_ (cl'-’j st + df rt— :’)

dit i 7 dr P

Fla)=—

>

~

SIS 3?1

-t
-
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et pour les autres il suffirait de changer d’abord « en y, puis z en z,
dans le premier terme seulement ; par suite,

il @)+ G+ @) =7 +2)

En réunissant les quantités calculées pour I'équation (§), celle-ci
devient

l"(l)+F()df+F(y)d; +F) Y= “*ffil_ﬂ(if),

&y dif df i f .
PR v i ria e ( ,)

159)

Q

o=l )] i) =

quant a I'équation (¢), elle devient

ro @ Covodf df

(%) —+y) + 5+ d/)
“‘., —1

Telles sont, sous une seconde forme, Ies deux équations du pro-

bleme.

Intégration des équations du probléme. — 1° Détermination des va-
leurs fondamentales. — 1.équation (§) que nous allons maintenant
intégrer ne contient que deux variables indépendantes ¢ et r, et
Finconnue est /5 c'est 'équation que nous avons généralement repreé-
sentée par

“(r)=o,

en mettant f i la place de y et de méme ¢ au lieu de w pour va-
lenr fondamentale, puisque w représente une autre quantité dans le
probléme qui nous occupe, et aussi ¢ au lieu de F, nous aurons pour
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expression fondamentale, au lieu de (66) ou (68),

i)
(2) ¢<f>=4><¢>—¢<¢><—,,__?—‘_’(-j"@j+...;
Y
dans le cas présent, nous passerions de I'inconnue / & la vitesse V en
faisant @(f) égal & 2.

Pour déterminer la valeur fondamentale ¢, formons I'équation trans-
formée de la maniére suivante, ainsi que nous 'avons déja expliqué

&/ I f df rl{/((_([)f'J

dE dtdr dr ™ e \dr

TS
b ! ./' , 2
~\=|a+:E)

nous’aurons pour équation réduite, en faisant o = o,

R

dr rdr

a? (("/‘ -+ 24 ) =z 0,

‘ 120 20 0
(1) ! f»a’((r" 2“"):::0:,

"\t

at .. C )
la quantité a® est celle que nous avous écrite plus haut pour - L,

o

I.’¢quation (t) est du second ordre, linéaire et aux dérivées par-
tielles; c'est & cette derniére équation approchée que parvient Pois-
son dans son Traité de Mécanigue, t. I1; aussi I'avons-nous choisic pour
équation réduite; de son intégration nous déduirons la solution géné-
rale du probléme.

Pour justifier la réduction que nous venons d’opérer sur 'équa-
tion (§) en vue de parvenir & I'équation (1), il suffit de rappeler la ma-
ni¢re dont on établit directement cette derniére. On admet que, dans
les mouvements vibratoires des gaz, la vitesse des molécules est tres
faible, par suite les carrés des composantes de la vitesse qui figurent
dans I'équation (a) sont nuls, c’est-d-dire que 1'on a tres sensiblement

dr

af df  @&faf\ _
dadr dr ¥ @3 <~> =0
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[
. ==t ., oL 4 0
On remplace aussi (1 +7)  par Punité; cette quantité en différe or-
dinairement peu, parce que ¥ est une trés petite quantité et que I'expo-
. C . , ) 9 . o R .
sant - — 1 est inférieur & ; (pour l'air, il est 0,419); on a donc trés

sensiblement, d’apreés (),

A

¢ df  v/df\*] _
-—-———a’ [;l—t--l—;\z’-)]-—- .

Il résulte de ceci que la valeur fondamentale ¢ differe trés peu de la

fonction f, inconnue du probléme, du moins dans les conditions ou

I'on étudie habituellement les vibrations de I'air, par conséquent le

développement de la fonction f doit étre trés rapidement convergent;

il suffira donc de calculer le second terme de I'expression (2).
I.’équation (1) peut s’écrire

Pt =a’(rﬂ+2@);

de Codrt dr

sous cette forme on voit que le second membre est la dérivée, par rap-
da(ry)
(]

port a r, de =5, et il vient
424

arry) _ 24Ny,

('” dtt T drt ’

par suite, en désignant par F, et ¥, deux fonctions arbitraires, on a,
comme cela est connu,

(x) ry =F,(r+at) + Fy(r—at);

mais il importe ici de déduire cette solution des formules que nous
avons données. Prenons ¢ pour variable principale : on verrait facile-
ment, d’aprés (86), que I'équation caractéristique correspondant
Iéquation (x), .

Cgm2+C|m+Co= 0,
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a pour coefficients
C=1, C=o0, C=—a*(Lp)
par suite, ses racines sont égales ct de signes contraires,

my=aLp, my=—al.p.
[ ]
Au lieu de former les fonctions Z,, Z, et de les développer ensuite, il
est plus simple ici de développer directement les exponentielles comme
on le ferait pour les fonctions Z; on a ainsi

etml — e;ta L pt — p:al’
et, par suite,

_ 1 [depet\ o 1 [dep—ad '
=X (T ) T+ )+ (T ) Bar = |,
Ta quantité a différentier pour le premier terme entre crochets donne

{[s/,(ll

(//;’

— atcl—lpa{—o‘ s

pour le second, il suffirait de changer a en —«. Comme il faut faire
ensuite p = o, il est nécessaire que at soit égal a 7, afin que expres-
sion ne soit ni nulle ni infinie : le rapport

ari-!
jeit

est alors égal 4 l'unité, et 'on a pour r¢ la valeur précédente donnée
par (x)'. Dans la théoric des faclorielles, les régles applicables aux
exposants entiers sont généralement applicables aux exposants non
entiers, comme dans le cas des exponentielles.

La formation des fonctions Z est aussi trés simple, bien que le calcul
de la fonction 7§ par ce moyen soit un peu plus long que le précédent.

On a
Z _ m'em.t_m’em,t 7 cm,l__gem.l
= —_——— = ——
! my—m, 2 my— m,
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ou bien, en mettant + m et — m au lien de m, et m,,

Z,= fz_(e;nt+ e™), Z,= m(em:_ em™),
autrement
N sin(atLp)
(%) Z,=cos(atLp), Z2,= gy

On pourrait encore obtenir ce résultat d'une autre facon en exprimant
les fonctions Z au moyen des fonctions aleph; en effet, d’apres les for-
mules (93), (94), on aurait

¢

. N
2 =1+R(2) 55 +R{4) 7w+

¢ \ln A .
Z,:-’-+N(2,l—m +R(4).l—°_ﬁ ey

d’apres les formules (49) et (49)', ou (83) et (83), on aurait encore
(1) =0, R(2)=da*Lp), R(3)=o, KX(4)=a'(Lp)*, ...,

ce qui donne

Ly ) ti t‘
=1+ a"'(llp)' = -+ a‘(Lp)‘ i iy

¢ A Al
Z,=-+ a*(Lp)? i+ a'(Lp) F

On voit que ces deux séries représentent le cosinus hyperbolique et
le sinus hyperbolique divisé par al.p, trouvés plus haut, (\). D'aprés
cela, nous obtenons pour la fonction r¢ I'expression

dcoinatLp
v (decosatlp 1 al.p
"q&:z m(—*-—d[)—'—>ol“(r+a)+'l‘;ﬁ ’—'Ul—ﬂ—‘-—' 0[“,(7‘-—0‘) .

[ ]

1 reste a calculer les dérivées des cosinus et sinus hyperboliques; par
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exemple, pour le cosinus, on a une expression de la forme

sin
(atLp)
deesatl. - . £09
Tl = [(aty + hyfatfr - k(a4 e
)
o (atbp)

— Tk (@t~ + ky(at)™ + ky(at)®" +.. . ?-T,
kys kg, ks, ... sont des coefficients numériques que 'on déterminerait
au moyen des formules (96), (96)', (96)", 4 moins que V'on n’en aper-
coive directement la formation, ce qui est facile. Nous indiquons
par sin et cos superposés que la fonction est un sinus ou um cosinus,
sin
(

ol atlp) tend vers

ou inversement. Or, si p=o, il vient Lp= — »,

({44 .
*,e “"rouz p¥ et (atlp) tend vers = e~ Pou = | p", ce qui
donne, pour Pexpression précédente,

—+

2@+ (a) '+ k(a2 4
1y’ aprés la formation des coefficients £, le développement entre crochets
n'est autre que la factorielle

(at+o—1)(at+6—2)...at =al"*;
ainsi, quand p tend vers zéro,

I decosall.p
yoil ([I‘q

tend vers
1 artt pt!

o —
PR LT

ct, comme cette expression a lieu quel que soit g, elle ne sera ninulle
ni infinie si ¢ = at. On a done = }F,(r + at) pour la premiére partic
de la somme composant la fonction r¢; on peut regarder le coeffi-
cient = | comme appartenant i la fonction arbitraire F,. En opérant
d'une maniére analogue pour la seconde partie de la méme somme, on
aboutirait définitivement a 'expression (x)' déja trouvée.

’
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2" Deélermination des quantités qui entrent dans U'intégrale generale.
— Lafonction ¢ étant déterminée, il reste a calculer la fonction f, ou
df '

plutot la dérivée o= V. Partant de
(1) Y=L [F,(r+ at)+ Fy(r— at)’

-

ot faisant
{ Iu. ), 41\'{ Yy ({¢

’;7","'n ‘—I;:m

on a

AV (r -+ atl) + d¥Fy(r-—at)

. | ! N '
Vi ;:;-‘ ]—;;[F,:r-%at +Fyr—at’,

) dr dr
Y _afdEr+aty  dFyr—aty],
! n=z ot dt ’
, oo dy 2 dey dty v, d*} ¥, i, oy,
os dériveées =2, &2, S 2 A0 T > 80 2L D Sol-
les dérivées dr’ drt’ d@ de’ di dr’ dit dtdr  dr* dtdr s'ol

tiendraient aisément. Ensuite, la fonction que nous avons généralement
notée par ¢(w), et qui est ici ¢(¢), deviendra, en écrivant I'équation
réduite sous la forme

ok, 2 ((If, 2y
gt ?‘) =0

sl e iy, L, oy L, ¢ ’ Uy .,
() =g+ 28+ 73 +(‘C' - l)(ﬂ'f';s ’}(77’

!

Posons, pour abréger,

U= o -+ :;2 H
la tonction précédente devient, en vertu de (v) ct (v,
ol

” '-_~+.,//£+ g (/7,
7‘((“) — ot 2 c ! 7

Joarn, de Math. (3¢ série), lome 1X. — O.TOBRE J883. 1y

(111
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et, par suite,

du(y) _ &*U A2l dy dU ¢ [y dt o dU
(5) = —_ — = —_— Dt —_ e

e T aw T dtdr + aar (c’ ') L ¢ T
Lo ds(y) U AU dydU ‘¢ dy, U ohy,
5 dr~ T dedr U2 T dr dr- (Z—' o l)[U dedr + dr i

Au moyen de ces quantités on peut calculer la fouction @/ f, de (37, en
réduisant le développement aux deux premiers termes, savoir :

(de0y)
, . oy )
‘l)‘.f) —“-q’k‘!" '?4’)( (%)

W)

et l'on a

deh)y _ (et 1 (I’”’) ..' dz(¥) Ay
50~ 45015+ 55 - w25
’It (ll

d’ou, pour (/" =. /.,

R Somd gl e

Si Pon fait encore

on a
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Quant & la condensation 7, en mettant les dérivées de ¢ a la place de
celles de f dans Péquation (6, et appelant s la quantité que I'on ob-
tient alors au lieu de 7, et qui sera la valeur fondameutale de cette
dernicre quantité, on obtient

(7! $: (b,b) s by

en faisant, pour simplifier,

. a2 a=
%), PF= -

(que I'on pourrait prendre également pour valeur fondamentale,
On a enfin, comme if est facile de le voir, par 7 on /5

’”

M ,
. I N e a4

Y=

“er

4
o
€

atir—- 8

Les deux qu:mtités V et y qu'il s'agissait de calculer sont ainsi données

par (g) et (g).

32 Détermination des fonctions arbitraires. — k' dernier lieu, nous
avons & déterminer les fonctions arbitraires. Si tout est symétrique par
rapport a l'origine, c’est-a-dire par rapport au centre d’ébranlement,
celui-ci devant rester immobile, il faut que les quantités /et V soient
nulles pour r== o, ce qui donne, d'aprés (m) et (p),

\C[((Itjt )» ll:l, I l (/;) -+ (:jf){‘l 0, ‘

s pour r— o,

( l % ('{f,(,‘“)ﬂl ?(wﬂ-wo‘
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On a ainsi deux relations auxquelles doivent satisfaire les fonctions
arbitraires F, ¢t F, qui sont impliquées dans la fonction 7 et, parsuite,
dans+ et . En outre, les valeurs initiales sont données pour ¢ = o;
on a done

M .

\-“ -3 ‘l’. '7‘}. 'lu == ‘l".} fl').

Puisque les fonctions W',(r) et W' r) sont données, ces deux condi-
tions déterminent complétement les fonctions arbitraires F, et F,. Mais
ici nous ne trouvons pas le cas ordinaire dont nous avons parlé : les
valeurs initiales ne correspondent pas aux valeurs moyennes adoptées,
parce que nous avons voulu utiliser, comme équation réduite, une
équation déterminée (¢). Les valeurs moyennes dont nous avons fait
usage se présentaient d'ailleurs naturellement. De li résulte que la
fonction inconnue ne se réduit pas a la valeur fondamentale lorsque
Fon donne aux variables les valeurs qui correspondent i I'élat initial.

I.a détermination des fonctions arbitraires exige alors la résolution
'un systéme d’équations simultanées qui est, d’aprés (p) et (s') ot ‘20,

(’ xu)y b (”:»\)1
7 s v A Ty ] e
\lf ("VJ - ?: .- r;[l(# \ ‘,_.._,._(_IiAw_ .‘_[!.,_.A/W ,
A LTS AT
' . (- e )’"’ ( )r,
Loy
. l':!“ 'f‘xﬂr +T|'E"1’1
' U} 2(/‘3 2 g R --—-»Ti«;--——'—-‘—‘f.

AL A8y

Les incounues I, ¥, sout comprises dans les fonctions ¢, 4,, Z,
et s,. La résolution de ce systéme, quoique compliquée, est possible,
comme nous le montrerons plus loing il suffit pour I'instant d’ob-
server que, par Yapplication de la méthode secondaire, les fone-
tions F, et F,, exprimées au moyen des fonctions ', et ¥',, exigeront
la connaissance de premicres valeurs approchées qui scront leurs va-
leurs fondamentales.

Soient 7, ct ¥, les valeurs fondamentales de F, et de ¥, que nous
déterminerons en substituant §, et 5,4 V, et v, dans (¢); on a, d’aprés
un calenl de Poisson, en tenant compte de (v), (v) et (g, puis en
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remplacant F par et faisant ¢ = o aprés les dérivations,

. \ (lj * dj: ' i j
| ot = 3| S+ R | = R+ Al

(1 dr dr
! g \__:__l—djn(")__ (ljz(l')A'
2(r = ar | di dt

La seconde relation peut s’écrire

‘ VIR d¥ (r)  dF.(r
\9) r‘[‘z("/*—-*—’—[—;'-' -+ 7;—-9

et, intégrant, il vient

(%)s [ria(r)= ~4(r; +3:(r);

«quant a la premiére, elle donne par intégration

(?)' /‘[" dr - (f‘\'-!f-j,(r),
d’ou

' W . 1%, (r 10
(%) [ (rydr e (r) = T2 ) 4 L),

Il n'est pas nécessaire de tenir compte ici des constantes 'inté-
gration. (¢), (@), (¢) et (3), donnent alors

/

28,(r) = /'\I",(r)drm r¥,r(dr),
25,(r) = r/"l’,(r)dr—i— rv,rdr,

{;1,
~ /I.‘)?,' . ‘e )
2O = W)~ W)

: 2'l-€i-'~- ]‘P ‘ridr +r[¥,(r) + ¥, (r)}.

Nous avons de cette maniére les valeurs fondamentales 7, 7, des
deux fonctions arbitraires F,, F,, ainsi que leurs dérivées.

On peut maintenant résoudre par rapport a F, et F, le systeme des
deux équations simultanées (t) et déterminer les fonctions arbitraires,
comme nous V'indiquerons plus loin.
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Nous pouvons done cousidérer comme achevée deés a présent l'inté-
gration compléte des équations (5) et (6'), la premicre étant une équa-
tion aux dérivées partielles du second ordre & coefficients variables
qui jusqu'a présent avait résisté aux méthodes ordinaires. En effet,
nous devions appliquer l'expression fondamentale (68) ou ( $); pour
cela, choisissant une fonction qui donnait déja pour la vitesse V la so-
lution d’une maniére trés approchée, nous avons calculé les ¢léments
constituant le second terme de I'expression (Z), de sorte ue nous pour-
rions encore, sans rencontrer d'autres difficultés que la longueur des
calculs, obtenir successivement les autres termes de cette expression.
Nous aurions ainsi, avec une approximation aussi grande qu’on pourrait
le désirer, les valeurs de la fonction inconnue sans omettre ou restreindre
ancune des conditions du probléme. Cest la un desideratum que 1'on
devait s’efforcer ’obtenir, car les fonctions cherchées étant, par la
nature de la question, des fonctions transcendantes, nous ne pouvons
espérer les connaitre que par une suite successive et indéfinie d’ap-
proximations.

La forme technique de la solution que nous avons oblenue ne se
préte pas aussi facilement & noe discussion qu'une forme purement
théorique; cependant il est possible de reconnaitre la propagation
uniforme du mouvement ondulatoire.

Néanmoins, si P'on rencontrait des résultats qui paraissent étre en
contradiction avee des faits reconnus, on ne devrait pas conclure que
le svsteme d'intégration soit en défaut. Par exemple, on a observé
derniérement que les ondessonores, produites dans certaines conditions
au moyen d'étincelles électriques, se propagent avec une vitesse plus
grande, prés du centre d’ébranlement, qu'un peu au dela. 11 est visible
que la solution, telle que nous 'avons obtenue, ne peut rendre compte
d'un pareil fait, car les équations (G), (9') supposent qu'il n'v a pas
propagation de chaleur, tandis que la chaleur produite par I'étincelle
au centre d’ébranlement doit forcément se propager dans les couches
voisines.

D'ailleurs la supposition d’'un rapport sensiblement constant pour
les chaleurs spécifiques, bien que vérifice daus les limites étendues
de température, ne serait plus admissible dans ce cas, 4 cause de
la température extréme qui est développée par I'étincelle; on se trouve
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bien au dela des limites pour lesquelles la constance du rapport :—, a

été reconnue. De plus, si Fon se reportait & la critique trés juste de
Wronski, critique quel’'on trouvei la fin de son Ouvrage des Nouveaux
systémes de machines & vapeur, on verrait que les deux chaleurs
spécifiques ¢ et ¢’ dépendent de quantités de chaleur essentiellement
différentes que I'on confond encore communément; d’ou il résulte que
la relation (2') est non seulement empirique, mais encore fausse en
principe; cette crreur se transinet nécessairement dans le résultat de
Pintégration, mais il est clair qu’elle ne fausse pas l'intégration méme,
question de calcul qui seule doit nous occuper ici. -

L’exemple traité nous a paru trés propre i faire saisir 'esprit de la
méthode de Wronski; il montre de quelle maniére, a I'avenir, on
pourra utiliser les solutions approchées dont ona dit se contenter dans
la plupart des cas, pour en déduire les solutions complétes de problcmes
que I'on pouvait croire presque insolubles.

RESOLUTION ET INTEGRATION DES KEQUATIONS SIMULTANEES.

Nous venons de donner I'intégration des équations aux différences
oun aux différenticlles particlles a coefficients quelconques; il nous
reste, pour compléter l'exposition de la méthode, a considérer le cas
plus général on les équations a résoudre ou i intégrer forment des
systémes d’équations simultanées. '

Soient 7, 9,, 93+ ..., 9, m fonctions de r quantités y,, v,, vy, ...,
> considérées comme inconnues, de v quantités données x,, @, x4, ...,
x,, pouvant varicr a4 volonté, et d'un nombre quelconque de quantités
constantes que nous ne désignons pas.

Soient de plus m relations qui forment les équations du probleme
et (ue nous écrirons

2o Yar s a) =04
22(Y1r Yar coos 1) =0,

‘Pm()’n)’p Y y).) = 0.

D'aprés ces relations, les inconnues étant fonctions des variables
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indépendantes et (les quantités constantes sont aussi fonctions les unes
des autres; cette remarque est essentielle pour ce qui va suivre.

Nous avons admis que le nombre des relations pouvait différer de
celui des inconnues : si A>m, A — m inconnues ne peuvent étre
déterminées, ctsi A <m, il faut, pour que le probléme soit possible, que
m — ) relations rentrent dansles ) autres. Ainsi, pour satisfaire généra-
lement au probléme, il faut dans le premier cas, A >m, que A — m
quantités inconnues y soient assimilées aux quantités variables indé-
pendantes x, ct dans le deuxiéme cas, % < m, que m — ) équations
soient considérées comme superflues, 4 moins que m — ). quantités x
supposées indépendantes puissent recevoir des détermiinations de la
méme maniére que les inconnues. Nous pouvons donc supposer le
nombre des inconnues égal au nombre des équations et celles-ci
entiérement distinctes; nousaurons alors, au licndusystémed’équations
précédent, le systéme

1

\ #lo o o n) =0,
P2(Via Das s n) =0,

.......................

100) :

On peut admettre que certaines inconnues n'entrent pas dans toutes
les équations.

Il faut remarquer que nous ne considérons ici que les équations
prises en elles-mémes, c’est-a-dire, abstraction faite des problémes
possibles dont clles ne sont que la traduction ; aussi, en vue du cas
ordinaire de la pratique, ot les inconnues sont généralement suscep-
tibles d’étre détermingées, devions-nous prendre un nombre d’éguations
¢gal a celui des inconnues.

Cela posé, dans le cas d'équations qui contiennent des différences ou
des différentielles des inconnues, il y a toujours au moins une quantite
x variable indépendante qui se trouve étre ainsi variable commune;;
mais, dans le cas d’équations primitives, ¢’est-a-dire, d’'équations dans
lescuelles les différences ou les différentielles des inconnues n’entrent
pas, il n'existe pas de variable commune, ou plutdt on ne considére
pas, dans la résolution, les variations des quantités indépendantes
qui peuvent exister; ces (uantités sont ordinairement traitées comme
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des constantes. Dans la méthode présente, il convient de tenir compte
'une variable commune pour exprimer les dérivées des inconnues qui
entrent dans I'expression fondamentale. Si les équations ne contiennent
pas une quantité qui soit naturellement désignée pour cet objet, on
pourra prendre, pour en tenir lieu, une quantité qui entre a la fois
dans toutes les équations, I'unc des inconnues par exemple; ou bien,
on introduira convenablement dans toutes les équations une quan-
tité arbitraire en facteur ou en exposant, comme nous P'avons fait
pour la quantité w dans la formation des equations réduites. 11 est
clair, i cause de la dépendance de toutes les quantités, que cette ma-
niére d’opérer ne doit rien changer au résultat définitif, pourvu que
Von donne a la variable commune, aprés les opérations effectuées, la
valeur qu'elle a dans les équations proposces.

Maintenant, dans le cas d’équations primitives 4 résoudre, pour
déterminer 'ane des inconnues v,, ou mieux une fonction donnée
I'(v,) de cette inconnue, laquellereprésentera, pour abréger, lafonction

F(yu0m oo Xar oo 1),

puisque nous supposons par les relations (100 ) que v,. vy, ..., ¥) sonl
des fonctions de v,, nous choisirons |'une des équations du systethe

{rot) 93(}',,.,\/2. vy Yoy <09 h) =0,

qui paraitra la plus favorable pour cet objet; autrement I'une quel-
conque des équations pourrait convenir, En considérant les inconnues
autres que v, comme fonctions de cette inconnue particuliére, nous
pouvons écrire ainsi I'équation (101

102 9g(Ya) = 0,

our nous conformer aux notations precedentes, et 'expression fon-
| I I
damentale dome
. Ad Fiwa)
, g Fya) = F(wal — gy(wa) ot
10 :

( ) ' + i [ , )‘ad?(u'.\d‘-' P,y — 1/*-.",;,(.;'7,\(_1 Ij'_( W)

] 2 ?ﬂ(“a 4 ld(?;("..)‘lzl i - Teren

Journ, de Math, (3¢ sovie . tome 1N, — Ocrosrr; 1983, /“
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D'aprés ce quia été dit, w, est une fonction généralement guelconque
de la variable indépendante, mais pratiquement cette fonction doit
étre aussi rapprochée que possible de I'inconnue y, pour que Pex-
pression précédente soit suffisamment convergente. Nous avons fait
voir que cette fouction w, se déduisait ordinmairement d’équations
réduites; nous y reviendrons tout 4 ’heure.

Les différenticlles des fonctions F et pg sont prises par rapport a
Finconnue y,, & laquelle on substitue cnsuite sa valeur fondamentale
wq. 1l faut tenir compte, dans le calcul de ces différentielles, de ce que
les autres inconnues sont fonctions de Finconnue particuliére y, par
I'intermédiaire de la variable commune x; on voit ainsi I'utilité de cette
variable commune.

Prenant donc les dérivées des fonctions F et 9g par rapport a r,
I'expression précédente devient

/ !““(”‘;))
e .. dr
Fivy)=F(mw,)— fﬂ(“’a)p@)‘)‘

(103 ’

i

dr drt | i dr
((I?g(u'.)\ 3
ey )

Nous indiquons par des parentheéses que les dérivées des fonctions
_ F et pg sontprises seulement par rapport al'inconnue v, et par rapport
A Y1s Ve -+ o9 Y2 fonctions de cette derniére quantité.

L’expression (103) est aussiapplicable aux équations qui contiennent
des différences ou des différenticlles des inconmues; mais, s'il v avait
des différences ou des différentielles partielles, il conviendraitde trans-
former I'expression (103) et de la mettre sous la méme forme que
I'expression (68).

((l;,(ﬂ;) H“:I’ F(1ve) ) . el o, )Y (tl Flowg) )
T =) |

Calcul des derivées. — Le calcul des dérivées qui entrent dans (103)
exige, comme nous venons de le dire, la connaissance des dérivées
suivantes :

dyy,  dyy dy. d'y, diy, &y

" e — —_ —t ces ‘e ete.
d)’,’ d)’, ’ d}’a’ (l:)'} ’ (l)‘f ) ’ dyZ ’ )
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ct se ramene a la détermination des dérivées de toutes les inconnues
par rapport i la variable commune 2.

Ces dérivées s’obtiendront généralement au moyen des dérivées to-
tales des équations proposées, lesquelles présenteront un systéeme
d'équations du premier degré par rapport aux quantités cherchées, d'ot
on déduira facilement les dérivées en question.

Ainsi, en reprenant I'équation (101) ou (102), supposée primitive, que
nous écrirons pour simplifier = o, et en indiquant par des indices
correspondant aux variables le résultat de la différentiation effectuée
sur la fonction ¢, une premiére différentiation donne

90dx + 9ydy, +@,dy, +...+ erdyn =0,

ou, ¢n prenant les dérivées par rapport a x,

dy dy, dy
1o5) ?o+§9.d'+'p,d +op =0

En opérant de méme sur les autres équations proposées, nous aurions
) — 1 autres équations de méme forme que (105), c'est-a-dire du
premier degré par rapport aux dérivées cherchées, lesquelles avec(105)
permettraient de déterminer les dérivées du premier ordre des in-
connues. Le véritable motif d'introduction de la variable auxiliaire .
se voit ici clairement.

Une seconde dérivation donne un second systéme de \ équations de
la forme

dy, dn dy i\ dy
Foo t+ Prio el e gy (%‘ + Pz -+ Rl 7Y d.z') (1.15f
d d d‘o.
+---+<%,)\+?|.17}}"+" + P ,};) dz
dty d* dt
+ 7 d.l"+?'l d.;),”+ +?)~ = 0.

Les dérivées premiéres étant supposées déja déterminées, I'ensemble
des termes ou elles entrent peut éire représenté par @, ce qui réduit
I’équation précédente a

' dty, d? d*
(105) g G gh o+ n =0
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Cette équation avec A — 1 autres que I'on obtiendrait de la méme
maniére¢ forment un systéeme d'équations du premier degré par rap-
port aux dérivées secondes des inconnues d'ou il est facile de déduire
ces quantités.

Les dérivées des ordres supérieurs s'obtiendraient en suivant le méme
procédé. Aprés ces opérations effectuées, on change y,,y,, ... en w,,
W,, ... pour composer I'expression (103),.

Dans ce qui précéde, nous avons supposé que le systtme des équa-
tions conjointes (100) était formé d’équations primitives; mais, si ces
équations contenaient des différences ou des différentielles des incon-
nues, il suffirait de considérer ces différences ou ces différentielles
comme des fonctions des valeurs fondamentales w,, w,, ..., @, et
d’appliquer le procédé indiqué pour les équations primitives; on con-
sidérerait aussi les inconnues commne fonctions de 1'une d’entre elles
dans chacune des équations du systéme.

Si 'on a deux équations différentielles, réduites au premier ordre
pour plus de simplicité, de la forme suivante :

dry ""IH—L-o,
dr
. stre des f an dh
ol A, B, C peuvent étre des fonctious de y,, y,, vy et.r, on aura,

en différentiant,
dC\  [/dA dC\Vdv, | [/dB\ | [dC\Ydys | [dAN (a{y.‘ 2
)+ (@) + (@) &+ (@) + (@) %+ (7) (&)

[ dA ‘dB\}dyy dyvy | (dB\ [dy\? | diy, ar y,
+| (@) + (@)@ @+ () (@) + A+ i =

. . . dyvy dy,
En remplacant les inconnues vy, y,. ainsi que - <=2, par leurs va-

., dwv (lu
leurs fondamentales, les quantités w,, oy, T:] T —— seront connues : il

. : : ; atwy
ne restera dans cette équation que les deux dérivées inconnues ——,
i,

~+ au premier degré sculement. Une seconde équation semblable,

provenant de la seconde équation proposée, que nous n’avons pas
écrite, permettrait d’obtenir ces deux dérivées secondes par la résolu-
tion d’équations du premier degré.
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Lesdérivées d’ordres supérieurs s’obtiendraient par le méme moyen
en différentiant encore les mémes équations.
Si I'on a deux équations aux différences finies de la forme

Ay A+Ay,B+C=o,

oit A, B, C peuvent étre des fonctions de y,, v,, Ay,, Ay, et z (nous ne
considérons encore que le premier ordre pour plus de simplicité), on
obtient, en difféerentiant,

A),(‘I\) (IM'A+A_}',( ) dMgB (Zg)

+|an () +on(z) + (7)) | 22

+[Ay. A\)-4—A (:ff +(d;> d"_o.

En remplacant les inconnues y,, y,, ainsi que Ay, Av,, par leurs
valeurs fondamentales, les quantités w,, w,..Aw,, Aw, seront connues :

. . . e dwy dwy,
il ne restera dans cette équation que les deux dérivées —— —-* au pre-

mier degré seulement ('). Une équation semblable, déduite de la se-

conde équation proposée que nous n'avons pas écrite, permettrait de

déterminer les dérivées cherchées par un systéme d’équations linéaires.

Les dérivées d’ordres supérieurs s’obtiendraient encore facilement.
S'il s’agissait d'équations aux différences ou aux différentielles par-

tielles, on calculerait par le méme moyen les dérivées partielles qui

entrent dans'expression fondamentale, celle-ci prenant la forme (68).
Ainsi, pour deux équations différentielles de la forme

d“H— "V‘B+d”( + d”l)-i—E——o

. N -~ N . d.yl (1_,’| llUV,
ot A, B, C, D, E peuvent étre des fonctions de y,, y,, dr dn do

(') Les dérivées des différences Aw étant substituées aux dérivées de Ay, et sw
étant une fonction de r, d’aprés la valeur fondamentale v, nous avons considéré
Ay comme une fonction immédiate de & dans la relation précédente.
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ll’ @rs
dua,
de I équation ; puis, remplacant les différentielles de y, et y, par leurs

expressions considérées comme fonctions de z, et x,, savoir

» &, et z,, on prendrait la différentielle totale du premier membre

_ dv day,
dy‘ = H.-l—, (’.Z', -+ ;Zad-l'g,

__dy, dyy
dv, = "“dx1 + ;Z[T’dwao

9 d’r dy Aty 5
d*v, = Frs +dx} +2'1l -dr,dr. +1,(11
1
d*v,= d"d 2221y d “d

ol d. du dr,

et ainsi de snite, la différentielle totale égalée a zéro se partagerait, i
cause de I'indépendance des variables x, et x,, en autant d’équations
qu'il est nécessaire d’en avoir pour déterminer les dérivées partielles
du second ordre des mémes inconnues, en tenant compte toutefois de
la seconde équation simultanée non écrite. Remplacant ensuite les in-
connues y,, v, ¢t leurs premiéres dérivées par leurs valeurs fonda-

mentales, il ne resterait plus, dans les équations dont il s'agit, que les

Py diw
dérivées partielles du second ordre —— ,', r ,‘ -++ entrant au premier

degré; ces derniéres dérivées s'en déduiraient facilement.

Enfin, si Poun avait des équations simultanées aux différences par-
tielles, on opérerait d’une manié¢re tout a fait semblable pour obtenir
les dérivées partielles dn premier ordre ou des ordres supérieurs qui
entrent dans I'expression fondamentale (68).

En résumé, les dérivées des inconnues, dont on a besoin pour former
I'expression fondamentale de la fonction cherchée, peuvent dans tous
les cas étre obtenues par la résolution de systémes d’équations linéaires.
Il faudra généralement recourir i cette résolution; car, bien que les
dérivées dont il s’agit puissent étre déduites des valeurs fondamentales,
celles-ci pourraient conduire a des résultats s’écartant beaucoup des
valeurs véritables, et la convergence de l'expression fondamentale
serait difficile 4 obtenir.

Détermination des valeurs fondamentales et des quantités arbitraires.
— Pour achever la résolution ou l'intégration d'un systéme d’équations
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simultanées, il reste & montrer comment on peut obtenir les valeurs
fondamentales w,, w,, ... des inconnues, puis comment on peut dé-
terminer les fonctions ou constantes arbitraires d’intégration. La ques-
tion ne présente plus de difficultés d’apreés ce qui a été dit dans le cas
d’équations non simultanées, la marche & suivre étant la méme,

Ainsi, on formera un systéme d’équations réduites pour déterminer
les valeurs fondamentales et leurs dérivées, 4 moins que celles-ci ne
soient connues d'avance, ce qui arrivera quelquefois, en faisant usage
de considérations particuliéres aux problémes que l'on aura a traiter.

Pour former les équations réduites, on introduit dans chacune des
équations du systéme (100) une quantité arbitraire o, soit en facteur,
soit en exposant, de maniére qu’en faisant ces diverses quantités wégales
‘ zéro, on obtienne des équations résolubles ou intégrables par les
procédés ordinaires (c’est le systéme des équations réduites), el qu’en
faisant ces quantités égales i 'unité on retombe sur les équations
proposées.

Les équations réduites peuvent former des équations contenant sé-
parément les inconnues ou des systémes d’équations simultanées. Ces
équations doivent nécessairement présenter des solutions de méme
nature que les équations proposées. Par exemple, dans le cas d'inté-
grations, les équations réduites devront étre de méme ordre (ue les
équations proposées, pour qu'il puisse étre introduit autant de con-
stantes ou de fonctions arbitraires que les équations proposées en com-
portent. 11 est toujours possible de former un systéme d'équations re-
duites faciles a résoudre, les quantités auxiliaires » permettant de
remplacer, dans les termes des équations proposées, certaines fonc-
tions par des constantes égales aux valeurs moyennes de ces fonctions,
quand on considére leurs variations entre des limites déterminées.
Le moyen général consistera & composer, comme on l'a fait dans
le cas d’intégrations, des équations linéaives a coefficients constants
toujours intégrables par des moyens connus; les intégrales de ces
équations, qui sont les valeurs fondamentales w,, w,, ..., intro-
duisent le nombre de constantes ou de fonctions arbitraires que la
question exige, de sorte que, en portant les fonctions w,, w,, ... dans
I'expression (103), ou (68), les fonctions inconnues y,, y;, ... ou
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¥(v,), F(s) ... contiendront le nombre voulu de constantes ou de
fonctions arbitraires.

Ensuite, pour déterminer ces quantités arbitraires, il faut considérer
que 'on a remplacé certaines fonctions par des constantes (ou quel-
(quefois par des fonctions plus simples que celles qui composent les coef-
licients des équations), telles que, pour des valeurs déterminées des
variables, les équations réduites coincident exactement avec les équa-
tions proposées. Si donc on se reporte & ces valeurs particuliéres que
Wronski appelle valeurs moyennes, les valeurs fondamentales w, ,w,, ...,
ou F(w,), ... représenteront cxactement les fonctions inconnues v,,
Vao ... 0u F(y,', ...;0n peut alors, pour ces systemes spéciaux de va-
leurs, appliquer aux équations réduites les conditions du probléme qui
se rapportent anx ¢quations |proposées, et, par suite, on peut déter-
miner les constantes ou fouctions arbitraires, comme on le ferait si
I'on savait traiter directement les équations proposées.

Nous dirons donc, comme nous I'avons déja dit, que si les valeurs
movennes adoptées coincident avec les valeurs initiales, lesquelles
servent spécialement a déterminer les quantités arbitraires, on substi-
tuera les équations réduites aux équations proposécs quand les variables
prendront leurs valeurs initiales; les quantités arbitraires ainsi déter-
minées sont celles qui entrent immédiatement dans la composition des
fonctions inconnues.

Si les valeurs moyennes choisies ne coincident pas avec les valeurs
initiales, les valeurs des variables indépendantes sont scules connues
alans le systéme des valeurs moyennes; pour déterminer les valeurs
correspondantes des inconnues, on peut provisoirement prendre les
- valeurs initiales comme valeurs moyennes et, en opérant comme il vient
d'étre indiqué, on caleulera les fonctions inconnues correspondantes aux
valeurs moyennes choisies comme on le ferait pour des valeurs quel-
conques déterminées. Cest ensuite que I'on pourra prendre & leur tour
ces nouvelles valeurs comme valeurs initiales et déterminer les quan-
tités arbitraires nouvelles pour ce nouveau systéme de valeurs initiales.
On a de cette maniére les quantités arbitraires qui entrent dans la com-
position des fonctions inconnues.

Enfin, dansle cas ou l'on ne voudrait pas procéder de cette maniére,
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étant admis que les valeurs moyennes choisies ne coincident pas avec
les valeurs initiales, les quantités arbitraires seraient données par la
résolution de systémes d’équations primitives simultanées, ainsi que
nous I'avons déja vu. Nous n’insistons pas sur ce dernier moyen, parce
que dans les applications il offre une trés grande complication de cal-
cul, seulement il faut observer que ce moyen est possible tout au
moins, car 'intégration d’un systéme d’équations différentielles simul-
tanées exige la résolution de plusieurs systéemes d’équations primitives
simultanées, lesquels, ne comportant pas la détermination de quantités
arbitraires (sauf celle des valeurs moyennes), peuvent étrerésolus direc-
tement.,

Transjormations relatives a la convergence ; remarques. — 11 reste
encore a considérer la convergence de I'expression fondamentale (103),
on (68). Pour ne pas trop nous répéter, nous dirons seulement que
les fonctions w,, w,, ... sont totalement arbitraires en principe, mais
la convergence de (103), dépend essentiellement de I'approximation
de ces valeurs fondamentales par rapport aux inconnues y,, y,, ....

En premier lieu, les réduites successives (11), ou progres de la gene-
ration neutre, sont plus convergentes que l'expression (3), dans la-
quelle on prendrait un méme nombre de termes; on aura donc avan-
tage 4 employer ordinairement ces réduites, en substituant(103), 4 (3).
Ou a pour les deux premiéres, qui sont les plus usuelles ('),

()
F(ya) = Fwy — () i
()
(106) (ﬂ‘.’-_)
F( a) = F( a) — (dq;,(w.) ’(d’zi_r. \) dt f;ffv.)>)

1
(W) 2) (dF(y)\ ~ [di(wa)\ |
| I E) (f’:z%-’) ,‘

Si les équations proposées contenaient des différences ou des diffé-

(!) La troisiéme réduite est donnée plus loin, (107).
Journ. de Matk. (3¢ série), tome IX. — Novewens 1883. /|6
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rentielles partiel es, la transformation se ferait non sur (103),, mais sur
une expression analogue a (68).

En second lieu, l'expression fondamentale est généralement tres
convergente pour les valeurs des fonctions inconnues qui sont peu éloi-
gnées des valeurs moyennes; on pourra donc changer de valeurs
moyennes autant de fois qu’on le jugera nécessaire et calculer de cette
maniére toutes les valeurs des fonctions inconnues pour des varia-
tions des variables indépendantes aussi étendues qu’on le voudra.

En troisieme lieu, on peut introduire des fonctions arbitraires,
principalement celles de la forme s¢“, qui permettent d’obtenir une
convergence rapide quand elles sont choisies convenablement.

En dernier lieu, on peut avoir recours i la méthode d’exhaustion,
comme nous I’avons montré dans un exemple précédent.

Nous croyons utile de dire, & propos de cette méthode d’exhaustion,
que Wronski distingue les méthodes suivantes (*): les méthodes théo-
riques, les méthodes techniques et les méthodes d’approximation.

Dans les premiéres, les quantités cherchées sont données d'une ma-
niére absolue au moyen des seules données de la question, sans in-
troduire de quantités arbitraires; la méthode supréme est dans ce
cas. La propriété principale des expressions théoriques est de posséder
le maximum de convergence; ces expressions sont finies quand la
foaction cherchée le comporte, mais c'est un cas relativement tres rare.

Nous ne pouvons indiquer ici que le caractére des méthodes théo-
riques, telles que les congoit Wronski; des développements concernant
la méthode supréme seraient nécessaires pour donner une idée compléte
de ces méthodes.

Dans les méthodes techniques, les quantités cherchées sont expri-
mées au moyen d'une ou plusieurs quantités arbitraires, comme cela
a lieu, par exemple, dans la méthode secondaire que nous exposons.

Les expressions techniques se présentent généralement sous forme
d’une suite indéfinie de termes; clles sont d’autant plus convergentes

() Nous nous placons ici & un point de vue particulier, autrement il faudrait
citer encore (en dehors de la méthode relative a la théorie des nombres) la
méthode d'interpolation qui permet de résoudre ou d'intégrer toutes sortes d'équa-
tions, étant donné un nombre suffisant de valeurs des fonctions inconnues.
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que les quantités arbitraires sont mieux choisies. Les séries, suivant la
définition de Wronski, sont des expressions techniques.

Le caractére distinctif des méthodes d’approximation, d’apres
Wronski, consiste « en ce que les accroissements successifs des différents
termes qu’on calcule pour s’approcher continuellement ou indéfiniment
de la quantité qu'on désire connaitre, nesont liés par aucune loi. C'est
par la que cette méthode differe des procédés techniques ; mais comme,
dans cette méthode, les divers termes que nous venons de nominer
doivent étre calculés directement ou a priori, et non déduits par des
essais ou a posteriori, cette méthode difféere également des simples
méthodes de thtonnement ». Ainsi une méthode d’approximation « se
horne a nous conduire i des termes distincts ou séparés, de plus en
plus approchants de la quantité qu’elle sert 2 nous faire connaitre ; mais,
les accroissements successifs de tous ces termes séparés n'étant liés par
aucune loi, cette méthode ne saurait, par elle-méme, embrasser I'en-
semble de la génération des quantités »,

Sur la formation des équations différentielles. — Pour compléter la
méthode secondaire, il serait utile d'ajouter quelques développements
sur I'introduction des quantités arbitraires, constantes ou variables,
dans les équations différentielles; mais une question aussi importante
et aussi délicate demande, pour étre traitée convenablement, un espace
plus considérable que celui dont nous disposons ici. Nous proposant
'y revenir plus loin, nous nous en tiendrons au résumé qui suit (*).

Nous prévenons d'abord que les équations différentielles dont nous
nous occupons ne soni que les expressionsde problémes possibles; nous
ne considérerons jamais les équations qui seraient formées au hasard
ou qui seraient supposées n'avoir d'autre origine. |

Examinons, pour commencer, les équations qui contiennent les
différenticlles d’une quantité inconnue.

Ces équations sont composées essentiellement de deux choses dis-
tinctes en principe : les dérivées différentielles et les relations qui les

— —

(') Le passage suivant compléte ce que mous avons dit de la formation des
équations différentielles, dans la note qui sert d'introduction a Pintégration de
ces équations, et rectifie en méme temps ce qui a rapport au sysiéme d’'équations

désignées par ().
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unissent. Il faut donc considérer les dérivées différentielles en elles-
mémes, puis dans leurs relations possibles; telles sont les deux condi-
tions premiéres de la question, les seules dont il faille nécessairement
tenir compte.

Les dérivées seront considérces en elles-mémes, si I'on tient compte
@’une propriété qui les caractérise. Cette propriété est ici la disparition
de certaines quantités par différentiation, quand ces quantités sont
indépendantes des variables par rapport auxquelles on les différentie.
Donc, en remontant des équations différenticlles aux équations pri-
mitives, il faut rétablir les quantités qui ont disparu.

Tes dérivées seront considérées dans leurs relations si 1'on tient
compte du mode de formation de ces relations. Or celles-ci ne pro-
viennent que de la comparaison de quantités composées de dérivées,
et toute comparaison entraincl’élimination de certaines quantités; done.
pour passer d’une relation de dérivées différentielles a la relation équi-
valente de fonctions primitives, il faut rétablir les quantités qui ont
disparu.

Ainsi, pour deux causes différentes, il faut introduire dans les inté-
gralions d’équations différentielles certaines quantités qui n’existent
pas dans ces équations; ces causes concourent toutes deux au méme
but sans que pour cela I'une puisse étre substituée a I'autre. La pre-
miére, qui provient de la nature des dérivées différentielles, préseme
une neécessité genérale, et I'autre, qui provient du mode de formation des
équations, présente une possibilité dépendant du grode particulier de for-
mation des équations que I'on considére.

1l enrésulte, d’un coté pourchaque ordre d'intégration, que I'on doit
introduire généralement une fonction arbitraire (les constantes étant
ici considérées comme formant un cas particulier des fonctions), et de
Pautre on concoit la possibilité d’en introduire plusieurs; le nombre
de ces fonctions seraforcément indiqué dans chaque cas et ne dépendra
que des conditions particuliéres des problémes traités. On peut éva-
luer le nombre maximumn des fonctions arbitraires qu'il est possible
(’introduire, nombre considérable pour les équations d’ordres élevés?
il suffit pour cela d’énumérer les conditions générales de formation
des équations différentielles, et cest ce que nous ferons en y joignant
divers exemples.
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Maintenant, si I'on distingue les conditions relatives a la formation
des équations différentielles de celles qui sont relatives aux problémes
que ces équations représentent, ces deux espéces de conditions étant
complétement hétérogénes, il est évident que les derniéres doivent
correspondre 4 un nombre de fonctions arbitraires compris entre le
minimum et le maximum que 1'on aura trouvé, pour queles problémes
soient possibles ou déterminés; mais, comme les conditions relatives
aux problémes ne peuvent étre fixées a priori, c'est-a-dire ne peuvent
I'éire que dans chaque cas particulier, le nombre des fonctions arbi-
traires ne pourra étre également fixé a priori; iln'y aura de déterminé
que le nombre minimum de ces fonctions, lequel est nécessaire pour
la possibilité des problémes, puisque celui-ci doit étre indépendant
des conditions particuliéres, ou spéciales. Les intégrales générales
seront donc celles qui contiendront le nombre minimum de fonctions
arbitraires, c’est-a-dire celles qui contiendront y fonctions arbitraires,
pour Pordre g, car les conditions spéciales n’existent pas en général.

Le nom d’intégrale compléte est donné aux intégrales qui ne con-
tiennent que les valeurs initiales de la fonction inconnue et de toutes
ses différentielles jusqu’a Vordre u, sauf I'une d’elles, qui est déter-
minée par I'équation méme, dans le cas ou I'inconnue est fonction de
plusieurs variables indépendantes.

Les intégrales qui contiennent plus de p. fonctions arbitraires ne sont
pas, a proprement parler, des intégrales générales, puisque, d’aprés
ce qui précéde, elles correspondent i des cas spéciaux.

Enfin, il existe d’autres sortes d'intégrales contenant des fonctions
qui ne se trouvent pasdans les équations différentielles ; ces fonctions ne
sont plus arbitraires comme celles que nous venons de considérer, elles
sout déterminées, ou partiellement déterminées, par certaines conditions
qui se trouvent étre remplies en dehors des conditions générales de
formation des équations différentielles; c’est la leur caractére distinctif.
Les intégrales désignées ordinairement sous le nom d'intégrales sin-
guliéres sont comprises dans la précédente définition, mais celle-ci
comprend une classe d’intégrales bien plus étendue. D'aprés cela, les
intégrales semi-singuliéres devraient étre celles qui contiennent des
fonctions partiellement déterminées par des conditions singulieres.

Dans le cas plus complexe d'un systéme d'équations simultanées, ce
que nous venons de dire s’applique également. Les intégrales générales
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sont les plus importantes a examiner : pour un systéme d'équations ou
les inconnues entrent respectivement aux ovdres p,,,, (2,45 .-+, & 5 dans
la premiére, aux ordres ., ¢, a1, ..., (t22 dansla seconde, et ainsi de
suite, on pourra déterminer {'une des inconnues y, au moyen de la
3¢ relation ; son ordre de différentiellesle plus élevé étant wg, d’apres
cette notation, il faudra ‘introduire généralement pg, fonctions arbi-
traires dans I'intégration ; mais l'intégrale obtenue comprendra d’autres
inconnues yy, ¥, ... supposées déterminées respectivement par les
relations o3, ¢r, ... ou elles entrent aux ordres yzy, iy, ..., de sorte que
lintégrale qui donne y, contiendra en tout pg, + pay + g +-...
fonctions arbitraires, et avec cette intégrale on délerminera spéciale-
ment pg, de ces fonctions (*).

On sera ordinairement guidé dans le choix de 1'équation qui devra
servir 4 la détermination de I'une des inconnues, car il faut ne pas
oublier que les ordres de différentielles des inconnues qui entrent dans
les équations n'y sont pas répartis arbitrairement : ils sont au contraire
disposés en vue de satisfaire aux conditions du probléme que I'on
traite ; mais, en supposant que ce choix ne soil pas indigué, on pourra
prendre n'importe quelle équation du systéme et I'on obtiendra géné-
ralement la solution voulue. 1l peut arriver que le probléme comporte
tme certaine indétermination provenant de la combinaison des équa-
tions du systéme proposé, ou qu'il exige des intégrales qui contiennent
plus de fonctions arbitraires qu'il n'y en aurait dans l'intégrale géné-
rale; en tout cas, il ne sera possible de trancher la question que dans
chaque cas particulier.

Il'y a, d'ailleurs, pour les équations différentielles simultanées une
difficulté qui tient aux combinaisons possibles des équations du pro-
bléme, lesquelles correspondent i des combinaisons des équations
primitives; il y a donc un nombre indéfini de systémes équivalents
d’équations primitives qui correspondent a un systéme donné d’équa-
tions différentielles simultanées; le plus souvent les intégrales seront
mises sous la forme y = f(), mais ce n’est la qu'une forme particu-

(') Nous entendons parler de I'ordre réel des équations différentielles, et non
e 'ordre fictif dd a la maniére dont elles sont disposées; le calcul des constantes
des équations (37), formules (42 a 46)', dans le sepliéme exemple que nous al-
lons donner, précisera ce que nous disons.
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liere : la forme générale est évidemment F(x, y,,¥,, ..., 0) =0, ou
plussimplement F( y,) =0, d'aprés la notation que nous avons adoptée:;
P’expression fondamentale (103) tient compte de cette indétermination,
qui ne peut cesser qu’a la suite de I'examen particulier du probléme
|proposé.

Si nous examinons maintenant les équations qui contiennent des
différences finies, on verrait, comme le dit Wronski, que ce que nous
venons de dire des équations différentielles peut étre étendu immé-
diatement, par une simple induction, aux équations de différences,
sans ‘autre considéralion que celle qui est relative 4 la nature des
constantes arbitraires. .

Jusqu'ici nous n’avons considéré que les équations qui contiennent
des différences ou des différentielles des inconnues, mais il est visible
que la méthode de Wronski peut s’appliquer aux équations qui con-
tiennent en méme temps que les inconnues des fonctions composées
avec ces inconnues suivant une loi déterminée. On indique souvent
les opérations successives que 1’on effectue d’aprés la méme loi sur une
fonction, par un indice joint a la caractéristique de cette fonction : ce
sont les équations qui contiennent des fonctions a indices que I'on
pourrait résoudre sans difficulté par la méthode de Wronski. Cependant
ce genre d’équations se raméne au fond 4 un systéme d’équations
simultanées, et il pourra quelquefois éire plus avantageux de traiter
ces équations simultanées comme telles.

Ici nous terminons ce que nous avions a dire de 1'ensemble de la
méthode de Wronski. On trouvera peut-étre un peu concises les expli-
cations qui précédent, mais on pourra les juger suffisantes en consi-
dérant qu’elles se rapportent a I'application de principes dont nous
avons constamment fait usage; d’ailleurs, les exemples et le résumé
que nous allons donner encore nous permettront de revenir sur les
points importants.

SUITE ET FIN DU SIXIEME EXEMPLE.

Détermination des fonctions arbitraires. — Pour achever I'intégration
de I’équation du mouvement vibratoire des gaz, il reste a déterminer
les fonctions arbitraires F,(r + at) et Fy(r — at).

Les deux variables, quantités essentiellement positives, sont : r, dis-
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tance d’un point de la masse gazeuse au centre de vibration, et ¢, temps.
r -+ at est toujours positif, et r — at peut étre positif ou négatif. Dans
le premier cas, en faisant ¢ = o, les fonctions arbitraires sont déter-
minées par le systéme des équations simultanées (t) ou (z)'. Mais, dans
le deuxiéme cas, r — at étant négatif, on peut supposer r = o, et faire
at = 3, quantité positive; on remarquera alors, d’aprés Poisson, que
les conditions précédentes (t) ne peuvent servir & déterminer la fonc-
tion F,(— z) : il faut recourir au systéme d’équations (¢), et celui-i
fera connaitre Fy(— z) au moyen de F,(2), fonction donnée par les re-
lations (t), la variable z pouvant étre substituée a r.

En conséquence, sil'on prend, dans I'expression fondamentale (68)
ou (3), un nombre de termes tel qu’il faille calculer n dérivées des
fonctions F, et F,, il faudra, en plus des deux relations (¢), f= o et
V = o, pour r = o, écrire n — 1 relations qui proviendront des # — 1
premiéres dérivées de V prises par rapport a r et égalées i zéro, en fai-
sant ensuite r = o, puisque le centre d’é¢branlement est supposé im-
mobile. On aura de cette maniére un systéme de n + 1 équations simul-
tanées d'oui |'on tirera la fonction F,(— z) et ses n dérivées en fonction
de F,(z) et de ses dérivées ().

Pour résoudre ce systéme, on pourra prendre comme valeurs fonda-
mentales celles qui sont données par les relations

F,(z) +Fy(— 2) = o,

dF,(z) _ dFy(—3) =0
ds ds -

ue Poisson indique, et par les n — 1 dérivées suivantes égalées & zéro.
Mais revenons au systéme (t) ou (t)’, dans lequel F,(r) et F,(r) sont
déterminés au moyen des fonctions données ¥,(r) et ¥,(r). Si l'on

compare ce systéme, savoir :
¥,(r)—V=o0

pour {l=o,

¥o(r) —y =0

au systéme (100), la solution sera fournie par I'expression (103), dans

(1) La fonction Fy(— 3) et ses dérivées se présentent ici sous une forme tech-
nique; il enest d'ailleurs de méme deF,(3) et Fy(3).
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laquelle on fera

F(yo.) =F,(r) ou Fy(r),

Fwa)=F,(r) ou 7y(r);
on aura donc, en prenant la premiére équation pour déterminer F,(r)
ct la seconde pour Fy(r),

; ¥ (ry—V’'
‘1‘.41'):.—;;'(,.)_ A =V ]
‘ ( d¥,(r) )
I’/ “.‘(") __.{I

'F..,(r)=.‘i'2/r‘)—- I

d[W,(r) —+']
( diy(r) )
nous mettons V' et/ «u lieu de V et y pour marquer que I'on substitue
7, et 3,4 F, et F,, toujours avec la condition ¢ = o; les dérivées sont
prises par rapport a4 F,(r) et F,(r) seculement, en considérant 7,(r)
comme fonction de 7,(r) dans la premiére expression, et 7, (r) comme
fonction de 3,(r) dans la seconde.

Les quantités V' ety doivent étre remplacées par leurs valeurs, comme
dans (z)'; et, puisque I ot F, sont remplacés par %, et 7;, en vertu de
=", ona

) ‘ Y. (r)—¢&=o,

J

() =g =,

pour (= o, ce qui simplific les expressions (1) ou les seconds termes

de (a).

Pour les dérivées de V' et de o par rapport 4 7, et 7,, il faudr:
prendre celles des quantités ¢, § et g, d'aprés (p), (v) et (v)', par rap-
porta F, et F,, et en faisant usage de (), savoir :

I))/ § = —— —.

on fera ensuite la substitution de 5 4 F.
On aura donc, comme pour (p),

<..’_”_§'_)t’+(-1—l’—(§;)n
L h e ,};I‘ , d [7 .
le) (%t)=<ﬁz)-¢(¢)(¢::w)r (”( ’T)", B

dt

\

Journ, de Math, (3¢ série), tome 1X. — Novemnre 1883, 47
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nous écrivons § pour #(r), pour simplifier; par suite, en substituant,
dans la premiére expression (a), les valeurs données par ()’ et (c), il
vient, en ne prenant que la partie écrite de ces expressions et en ayant

égard a (b),
! !
S)er (£):

dt dr
a2y, dry ,
(dt dﬂ) ’ +(drdf,)7'
d‘lf' . . d‘lﬁ .
(717)""“" (T)‘

(d)  F(r)=4(r)— s ')‘,,,_a, (2 );{-;

dt d¥, dr d3,

Fy(r)=4,(r)— +e

ou, d’aprés (b) et (b),

+.-.;

nous écrivons encore, pour simplifier, ¥ pour ¥(r).
Pour la seconde expression (a), faisons, d’apres (),

L
x(s)=0(1-+s)" 4+ 322,
nous aurons, comme pour (p),
((l’s'
Ay _(/_S'_) ' dfi) _
(e) (7)= ()~ ) 72 e
d,
(L
{l-f§>

x(¢) [a*(: +s)% .,J<f/s"’);

(l'7’

le second terme peut s’éerire

par suite, substituant les premiers termes de (e) dans la seconde expres-
sion (a) et tenant compte de () et (b), il vient

dwv,
) Fy(r) = 42(r) _((_;w_)) e

I reste encore a calculer les dérivées qui entrent dans les expressions
(d) et (f); pour cela, on a généralement, pour le premier ordre de
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dérivation,
av  dv
d¥ ~ dr a¥’
dr

par suite, la dérivée de W,(r), par exemple, ¥,’ r) étant donné par(3),

sera X .
d}l‘g(r)\) 1! d? 7, o (_i_’_T_E LW
-(—[.‘F'.‘,(r), oo ( drt d7, drt di, >’

dr dr .

%,(r) est ici considéré comme fonction de F,(r).

On opérerait d’'une facon analogue pour la dérivée de ¥, et les dé-
rivées supérieures. Quant aux dérivées de ¥, parrapport a ¢ qui entrent
dans (d), pour les obtenir, il suffira de supposer que dans 1a premiére
expression (t)” on ait mis 7, (r + a¢) au lieu de 7,(r) et §,(r — at) au
lieu de 7,(r), et de substituer ensuite les différentielles de r a celles
de ae, ainsi qu’on P'a fait pour passer de la seconde relation (1) 4 la
relation ().

On calculera de cette maniére toutes les dérivées qui entrent dans les
expressions (d) et (f) donnant les fonctions arbitraires cherchées. On
remarquera que ces fonctions se présentent sous forme de développe-
ments indéfinis, ce qui est din i leur forme technique et aussi a ce
quelles sont des fonctions essentiellement transcendantes,

On suivrait une marche tout i fait semblable i celle qui précéde
pour avoir la fonction Fy(— z) ct ses dérivées au moven de F,(3) et
des dérivées de cette derniére fonction.

Nous avons ainsi achevé la résolution des équations simultanées qui
devait compléter I'intégration de I'équation proposée (%), et les incon-
nues du probleme V et y sont mainlenant déterminces avec toute
exactitude qu’on peut désirer.

SEPTIEME EXEMPLE. — Calcul du profil d'égale resistance
d’un mur de barrage.

Conditions du probléme. — Nous nous proposons de calculer le profil
d'un mur de réservoir construit daus des conditions telles que les
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pressions exercées sur les matériaux, dans les parties les plus fatiguées.
soient égales ou inférieures & une pression donnee.

Nous n'envisagerons la question qu’au point de vue du caleul : clle
a d'nilleurs été Vobjet de Mémoires spéciaux. Nous nous bornerons
donc & établir les équations du probléme afin de les résoudre et de
montrer par la que la méthode de Wronski, loin d’étre illusoire, per-
met de surmonter de véritables difficultés.

La marche que nous allons suivre pour arriver aux équations & ré-
soudre est analogue i celle qui est indiquée par M. Delocre dans son
Mémoire Sur la forme du profil @ adopter pour les grands barrages en
magonnerte des réservoirs (). Ce travail, justement apprécié, a été com-
posé lors de I'étude du barrage du Furens an Gouffre d’Enfer, prés de
Saint-Etienne (barrage de Rochetaillée). Plus tard, en examinant les
procédés d'exécution du second barrage du Furens, au Pas-du-Rio,
nous avons en I'idée d’appliquer les méthodes de Wronski au calcul
du profil théorique des murs de cette espéce.

Pour’objet que nous avons en vue, il suffira de considérer le cas d’un
barrage droit, dans une large vallée, vésistant par son seul poids ala
poussée de I'ean; V'ouvrage se composera alors de trois parties.

Dans la partie supcérieure OGIY (fig. 1), le mur devant avoir une
certaine épaisscur, il ne peut exister de profil théorique; le mur sera
un mur ordinaire i parements verticaux. Le profil théorique ne.com-
mencera que lorsque, par suite de la poussée de I'ean, la partie la plus
fatiguée de la maconnerie subira la pression que Fon s’est assignée
d’avance. La seconde partie du mur, KL, présente un parement ver-
tical en amont et de 'autre ¢Oté un parement courbe jouissant de la
propriété d’égale résistance; la pression la plus forte est en L lorsque
le réservoir est plein, et, lorsqu'il est vide, cette pression se reportant
en K ne doit pas excéder la pression maxima admise. Cette pression
atteinte, les deux parements du mur s'infléchissent, et les deux profils
sont déterminés par la condition que les pressions le long de Ia ligne
L1 soient constantes lorsque le réservoir est plein, et queles pressions le
long de al ligne KA soient aussi constantes lorsque le réservoir est vide.

(Y) .lnnales des Ponts et Chaussces, 4 série, t. XII (1866), n° 133, p. 213,
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La délimitation de ces trois parties du mur offre un certain intérét au
point de vue du calcul.

Dans le calcul du profil, il faut tenir compte de la stabilité du mur
et e la vésistance des matériaux; la stabilité est définie par 1'égalité
des moments des forces pris par rapport a4 un axe, et la résistance
comprend le glissement suivant une section déterminée et I'écrasement

Fig. 1.

0

dans cette section. Nous ne tiendrons pas compte du glissement, et
méme nous ne considérerons |'écrasement que dans les sections hori-
zontales ou assises fictives, comme cela se pratique ordinairement.
Considérons une section du mur OGAB (fig. 1) dont la Jargeur soit
de 1™, N étant le niveau normal de I'eau du réservoir et AB le joint
fictif considéré ; nous prendrons, pour axes de coordonnées I'horizon-
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tale OY 4 la partie supérieure du mur, et la verticale OX formant une
partie du profil d'amont.

Soit C le point d’application de la résultante CR des forces ; CF est
la résultante des actions horizontales, la poussée de |'eau, et CP la ré-
sultante des actions verticales, le poids de la magonnerie et la pression
de I'eau sur la partie KA; nous désignerons par x la hauteur du mur
jusqu'an joint considéré, par y, 'ordonnée du profil d’aval et y, celle
du profil d’amont, et par ¢ le poids du métre cube de maconnerie.

Stabilité. — La relation des moments pris par rapport a I'axe H, per-
pendiculaire au plan de la figure et situ¢ sur OX dans le plan du joint

AB, est
CP.1IID 4+ CF.CD = EQ.IIE.

E est le point de rencontre de la résultante CR et du joint A, et EQ
est égal et paralléle 4 CP.

Le premier terme, CP .11 est di au poids P,, de la macounnerie et i
la pression verticale de I'can P, en KA; on a donc, en désignant par £
et & leurs bras de levier,

CP.ID="D,.4k—=DP..A,
et ensuite

P,=2¢ rVdJ:——a .r.l.'.
'[hc .[ Jada
ce qui domne

oy

P, k= o‘f. (y, —-y,)(lx'ﬁ——-{-‘—'{-’- = % / (v} —yi)dr.

.
‘o

Pour la quantité P,, ¢’ étant la densité de V'eau et a désignant ON, on a

Po=—= ¢ [ (2= a)dys

les limites de l'intégrale pourraient étre o et x, ce qui revient au meéme ;
la somme des moments est ainsi

&

Ph=¥[ (z—a)dy,yu=¥[ (z=a)ydn.

«
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Pour ce qui concerne le second terme, I'action horizontale est due seu-
lement a I'eau; X étant I’abscisse courante, on a

D= a'fx(x — a)dX,

et, pour le momeat,
CP.CD=? [ (X —a)dX(z — X)= Y@ —a).

Enfin, pour le terme du second membre, la somme des actions verti-

cales est P,, + P,, et, en désignant EB par «,, EH est y, — u,; donc,
en faisant

AN )

Il
o/ o2

-

ona

£ ) . r 0
s vide— 1L fyide — 0 (@ — alpadys (o —a

= [[Jy, dx —‘[‘y,dx - Gfa.t(:v - a)dy,] (yy—u,),

o ‘L“;yfdx f Yidx - nt x — a)y,dy,+ (w—a;
) =y, —-= .

' /oy.d.r—fo y,dm—-Ofa (x — a)dy,

Cette valeur du #, se rapporte au réservoir plein; dans le cas du réser-
voir vide, il faut supprimer les termes qui tiennent compte de la pres-
sion de I'cau; ce sont ceux qui contiennent la quantité ¢ en factear: le

point C est alors le centre de gravité du mur; en désignant par «, la va-
leur de AD, il vient

! jo " ydn — : fo e = ( fo yode — fo B rlv) (7o + W),

d’ou
l[y‘dv fy,dx

’fyda: —fydv

d’ont

(2) u
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Les expressions (1) et (2) donnent les deux conditions de stabilité,
pourvu que le point E se trouve dans I'intérieur du joint.

Résistance. — Aux conditions précédentes il fautjoindre celles qui se
rapportent a la conservation des matériaux employés en limitant la
pression qu'ils ont a subir. A cet effet, il faut chercher le mode de ré-
partition des pressions sur I'étendue du joint considéré; le principe fon-
damental dont on fait usage est connu sous le nom de loi du trapeze.
On admet que les composantes des pressions normales au joint varient
suivant une fonction linéaire, detelle sorte que, si ces composantes sont
représentées en grandeur et en direction par des lignes droites partant
du joint, elles formeront un trapeze par leur ensemble. 11 s’ensuit que
la résultante des pressions normales au joint passe par le centre de
gravité du trapéze.

Dans les constructions en maconnerie, on néglige les pressions né-
gatives ou tractions; quand clles cxistent, les deux c6tés non paralléles
du trapéze se coupent dans Pintérieur du joint, et le trapeze se¢ com-
pose, en réalit¢, de deux triangles. IVapres ce qui vient d’étre dit, on
néglige le triangle qui correspond aux efforts de traction, ct la loi du
trapéze dégénére cn lof du triangle. '

Les forces étant répartics sur le joint suivant ces conditions, la plus
grande pression a liew & T'extrémité du joint le plus rapproché du
centre de gravité du trapéze ou du triangle. Si u est la distance de Ia
pression résultante & Pextrémité la plus fatiguée du joint et / Ia
longueur du joint, la loi du trapéze sera applicable quand on aura

" >%; la loi du triangle le sera dans le cas contrairve ot « < g

Cela posé, si Fon désigne par p la pression par métre superficiel au
point le plus fatigué, et P la résultante des forces normales au joint,
on trouve les formules suivantes, qui sont bien connues : dans le cas
du trapéze,

! .
u>§......-........ P:2(2—T

et dans le cas du triangle,

{ 2
1‘<3""""' ..... e e ,)=§
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On peut, a la place de p, introduire la hauteur X d'un mur & faces ver-
ticales dont la pression sur sa base serait p pour 1™ superficiel ; cette
pression est alors exprimée par 3. D'aprés cela, on a, dans le premier
NS,

o &

2
ll-——-s-l——(—;-ip

et, dans le second cas,
_abP

3 e

Remplacant maintenant / par sa valeur y, —y, et P par P, + P,, ou

P,., on aura, dans le cas du réservoir plein, .
, 2 \ ) (vy— !
W = ‘{(,)4 R Y Bl e e S
[ ride - / yadae —10 [ (- avedv,
<o o <u
ot
e Wt W
{ vy / Vel - U/ (- eaydy,
LT e .
() T

ot, dans le cas du réservoir vide,

;- 2, , ) (v =0,
S == glyy = ¥y)) — g o
vydr / 1y tda
A} ‘v
ou
" g ¢

vy 2y e .
(6 = g e

telles sont les deux doubles conditions de résistance.

Equations duprobléme. — Les équations du probléme s'obtiendraient
immédiatement en éliminant u, et u, entre les équations (1) et (3) ou
(4), ¢t entre les équations (2) et (5) ou (6); mais il est inutile de les
écrive de suite. Nous allons changer de notations; pour simplifier

Journ. de Math. (3 série), tome 1X. — Novemsur 1883, 48
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Véeriture, nous ferons

ol

2h
z, == / yide, z,= f Y. dz,

<o Jo
puis

Yi=3y, Ya=3, dyy=3%dr, dy,=3z,dr, ...,

et les oxprcssions précédentes deviennent respectivement

st ot o 0
' ’ 5'12'1«"—{ :;’(l.r»o.f)/ (r-—-a'):',:",clw-}-i(.r ——a
- — b ‘0 0 '
</T’u'_"|~: ~~~~~~~~~~~ T - >
. :,——33——0[ (r—a)s,de
te
a A
/ :'f((.c'——/ e
A I .
(8‘ Uy==-~3,-+ — o - _° -
: 2 1T 5
o ~ ) (3’|‘““:';)!
(“)' "‘ R 3 vy TT oA, T ‘_, g - -
'1“‘:2““/ (r—a)s,dr
]
: »
. 2
(10 w0y s [z, - :_.~6/ (r--a;s,dc
30 J,
R : 2o — 3
() = 5(3,—2) =g
2
(12 U= ;5 (3, — 5,)
3% :

Nous ferons usage de ces expressions avec les intégrales deéfinies
qu’elles contiennent. Dans 'application numérique, nous supposerons
que la largeur b du mur au somwmet est de 5™, que le niveaun de Pean
se maintient a une distance @ de 5™ en dessous du sommet du mur,
el que la pression que doivent supporter les matériaux ne dépasse pas
6k par centimétre carré, de sorte que, si la densité § de la maconueric
est 2, la hauteur X est 3o™.

Avec ces données, nous allons effectuer le calcul du mur successive-
ment pour ses trois parties principales,

Premiére partie. — Nous avons vu que, dans la partie supérieure du
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mur, il ne pouvaity avoir de profil d’égale résistance : ce que I'on doit
se proposer de connaitre est la hauteur a partir de laquelle commence
le profil théorique, c’est-a-dire la position du point J pour lequel la
pression est d.

Dans cette partie du mur, on a

5,=b et z,=o0;

de plus, les expressions qu'il faut employer sont (7) et () ou (7 ¢t
{10), suivant qu'il faut faire usage de la loi du trapéze ou de la loi du
triangle. Dans la partie supéricure du mur, on doit évidemment appli-
(quer la premiére loi, et la seconde n'est utile que pour des hauteurs

un peu considérables. Le choix entre (g) et (10) peut étre fait de Ia
. \ b . .
maniére suivante : donnant i u, la valeur 3 dans (7), cette expression
se reduit &
f(xr —a)P—b2x =o,
ou, st l'on fait ¥ — a = X, il vient

6X® — b*X — b*a-=-o.

En mettant pour a, b, § leurs valeurs, on obtient I'équation du troi-
sieme degré
X?* — 50X — 250 =0,

dont il suffit d’évaluer I'unique racine positive.
L'expression fondamentale donne, pour cela,

o (w)
dziw)
dwv

X=w-—

Ces deux premiers termes suffisent; on a donc

o(X)=X*— 50X -— 250,

d5(¥)

X)) _ _aga_ k
e =3X?- 50.

Or la racine cherchée est comprise entre 8 et (), et est plus rapprocli¢e
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de g; faisant ainsi
w =0,
on a
piw) =+ 2.

dont le rapport est o, 1 50, par suite

X=0-0,15=8,85
ot
r=>5+8,85=13,85.

Portant cette valeur dans (10), cette expression devient

{ 2]
gb= g5 b

on en déduit
W= o == 27,70.

Ainsi, pour la valeur de u, égale a ; b, la pression, au point le plus
fatigué du joint qui est a 13™,85 du sommet, est égale i la pression qui
se produit sur la base d’un mur droit de 25,70 de hauteur; cette
pression étant inférieure a la limite que I'on s’est fixée, 30™, il en r¢-
sulte que la hauteur de la premiére partie du mur est donnée par les
expressions (7) et (10). Ces expressions deviennent, en mettant pour s
ct 3, leurs valeurs bz et b,
\ br + %(.z'-—a)*

= b— 2 b ’

Uy = '3—2). bx.

En ¢liminant #,, il vient

(13) %b«-;—)\bx—ﬁ—zz(w—a)“::o

ou, en faisant X = x — a,

13y ox0 3% 31;2(: - ;i;)x - 3b’a(n ~ gi;)z 0.
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Sil'onremplace les coefficients par leurs valeurs, I'équation arésoudre
est alors
(3 X'+ X?310 — Xz125— 3875 = o

3 3 3
de méme que I'équation précédente, celle-ci a unc racine positive ct
deux racines imaginaires.

Pour simplifier I'écriture, nous ferons usage de la motation des
dérivées, ce qui n'aura aucun inconvénicnt maintenant que |'on connait
la signification des formules précédentes. Le second progres de la gene-
ration neutre donne pour I'expression fondamentale

et 'on a

20 230 1=50
?(X = X? x"‘——"x—,—‘--j’-a
D Y o)
( 2.5
JXK) =3+ X2 — 5,
‘' 9
” . 40
P(X)=06X + -

La racine positive est comprisc entre g ct 10; faisant donc w = ¢,
on a

u(w)=— 64,333,
¢’ (w) =+ 279,666,
o' (w) =+ 67,333;

d'ou
U = — 4371, S = +0,2u3s
la racine est ainsi |
X =9+ = =9,2338.

Cette valeur est exacte a4 moins d’un millimétre; on en déduit la
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hauteur cherchée en ajoutant 5=,
(14) x = 14™,2238;
puis le cube de maconnerie est
(14) 5 == 71™, 1191,
enfin la valeur de u,, d’aprés (7), est

u, == 1™,5804,

valeur inféricure au tiers de 1a longueur du joint 1,666 ; comme véri-
fication, on trouve, pour }, d'aprés (10), 2 = 30,000.

Seconde partie. — Le calcul de la seconde partic du mur consiste a
calculer le profil théorique de la partic JL et & en déterminer la limite L.
Nous avons encore pour toute cette portion du mur

3,=0, 3,=0, 5,=0, ...}
en supprimant Vindice des fonctions 5,5 et faisant

2 1
(15), h= 3 =75 Ou 0,02232

-~

les expressions (7) et (10) donneront

* 0
f :”dx+-§(a‘~a)’
) u _—z’__,l_ o )
| e ’

2 <

e~
—
-t

u, =hz;

le choix de ces expressions est indiqué d’aprés ce qui précéde. En
éliminant u,, il vient '

lf z”dx+%(x-—
(16) 3 —hs—- 2 = o,
2

-~
-

équation différentielle qu'il s’agit d’intégrer.
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Cette équation ne difféere pas de 1'équation (12) du Mémoire de
M. Delocre; cet ingénieur ajoute (p. 225) :

Nous avons cherché a intégrer les formules(11) () et (13), mais nous n'avons pu y
parvenir par une méthode exacte : il nous a seulement été possible d'obtenir y
téveloppé en série en fonction de z; la séric qui convient & I'équation (11) estde

la forme
B

3 3 1
)':a.ri + bet 4 et ...

celle qui convient & I'équation (12) est de la forme
y=ax+bat+cr*+....

Nous avions calculé les coefficients des premiers termes en admettant pour 0 et
% les valeurs

1 N
0‘-"—‘—’ I~:30.
2

Mais il nous a paru inutile de reproduire ici ces calculs; les formules ci-dessus
ne peuvent, en eflet, étre d’aucune utilité pour arriver a déterminer un profil pra-
tique ; elles ne conviennent qu'a la portion CN (/ises J1.) de la courbe intérieure
de la fig. 8 (lises fig. 1) etles calculs auxquels on serait conduil pour déterminer
les deux courbes NPB, MLS (lises KA, LB) de la partie inféricure du profil
sont Lout & fait impraticables, méme en ayant recours aux méthodes approchées,

Nous citous ce passage pour bien préciser U'insuffisance des mé-
thodes dont on dispose, en dehors de celles que nous faisons con-
naitre; aprés I'examen des calculs que nous présentons, on pourra
constater un progres réel du aux travaux de Wronski, travaux trop
longtemps méconnus.

La forme sous laquelle se présente I'équation (16) indique que, si
I'on connaissait une valeur approchée de la fonction z, le troisiéme
terme pourrait étre considéré comme unc fonction de o, et l'équation
formée ainsi serait une équation différenticlle du premier ordre i coeffi-
cients constants; intégrée, elle donnerait une valeur trés approchée de
la fonction inconnue. Prenant donc pour équation réduite une écquation
différenticlle formée de cettec maniére, la méthode de Wronski ferait

(') L'équation (11) est celle qui résulte de I'¢limination des relations (1) et (3)
ou (7) et (g).
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connaitre la fonction cherchée avec une approximation hien supérieure
a celle que I'on désire.

Cette formation de I'équation réduite est possible de bien des
maniéres; mais, pour que les caleuls soient praticables, il faut
que les intégrales définies que I'on rencontre puissent s’obtenir par des
calculs directs ou par quadratures. Nous avons procédé ainsi et nous
sommes parvenu & calculer directement 'ordonnée du profil correspon-
dant & x = 24. Quoi que I'on fasse, ces calculs sont longs; il est pré-
férable d’opérer comme F'indique Wronski et d’obtenir 'équation ré-
duite de Ia maniére suivante.

Si, dans le troisicme terme de I'équation (16), nous remplacons z et
s’ parleurs valeurs moyennes que nous prendrons ici égales aux valeurs
initiales 71,119 et 14,224, nous aurons pour ce terme une quantité

de la forme
Ar+B(x~a);

il sera facile alors de calculer intégrale définie

£
f Az +Blx —a)le " dr.
c'a

Mais 'expression de cette intégrale présente une partie des incon-
vénients que nous venons de signaler; on peut les éviter par Pintro-
duction de la fonction arbitraire se’. Si 1'on se rend compte de la
variation du troisi¢cme terme de (16) pour des valeurs croissantes de x,
ce qu'il est facile de faire a priori, on verra que cette fonction cst ici
trés avantageuse.

Nous pourrons donc écrire 'équation transformée sous la forme

' . 0 w
Sl 4 3 (0 — a)-'l
[ 0
i '7) 3 - hz R N =" : Iy —_—- s =0
@ Sse '

M ’ ) 4, .
pourw =1onal equation proposée (16), et pour » =oona | équation
réduite )

(18) W — by — ge’ = o,

cn mettant w a la place de 3.
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Les valeurs fondamentales de la fonction cherchée, c'est-a-dire la
fonction w et ses dérivées, sont

‘ w=M e+N ¢,
Vo' =Mk e +Nr -,
' a” = MA2et* - Nr2e™,

any

M, N et rétant des constantes arbitraires qu'il faut déterminer d'apres
les valeurs initiales de I'équation (1G); ces derniéres sont aussi les
valeurs moyennes. Nous avons, pour valeurs initiales,

x=14,224, s=171,119, 3 =5,

f 2%dx = b*x = 142, 238,

L24)

(20)

ﬂ
/
et I'équation (16) donne par dérivation

(20) 3" =0,34554;

¢’est la tangente au point de départ du nouveau profil.

11 faut remarquer que I'équation (16 ), pour x = 14, 224, est identique
a I'équation (13).

Les constantes sont ainsi données par la résolution des équations

gi,01g =M ettt Neithen,
5 =Mh et "2 4 p Ne' 11224,

0,3455 =Mh2e" ' - AN 13
on en déduit ,
__ 5h—0,3455

‘ r = 7] llg/;—:-ﬁ-:o,()6855489
R —h ,
(1) /M = DL D pohrun — g g5Rs,
(A4 —_ ~
N = (%ée"“"“ = + 27,8338.

Journ. de Math, (3¢ sério), tome 1X, — Noveusre 1883. 49
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On aainsi, pour l'intégrale définie qu’il faut calculer,

‘/. 'W"d.l‘ =

o

f (M2 A2erh - aMNhreh e - Nipze® ) du,

et, déterminant la constante comme plus haut,

(22) { widr - ;M’Ize”" -+

e

aMN/Ar
T

R ) wp
e(/: nr +- ,_l N’re-" .

175, 710,

Hest maintenantfacile d’obtenirl’cxpression desfonctions inconnues.
En effet, le deuxi¢cme progres de la génération neutre dome, pour

I'expression fondamentale,

(23)

I'(3) est une fonction quelconque de

sont
1
wigy-~z - hs -
h 2
oz =y S hy -
¢z 3" hy -

a la place de 5, substituant i ¢

Flz) = Flw) -

(%' (W)

ta

18
i

vy

(I (e )
Friw)) 7 (',',"(n')){ .

Fiay

(% ()

quant aux fonctions g, elles

y
s
~
~
~
i
—

5 ( 2 — -

aleulé au moyen de (1g), ainsi que ses

3
(43

dérivées, on obtiendra la fonction F(3). Mais, si 'on observe gue les
dérivées ", " caleulées par (1g9) peuvent différer notablement des
valeurs veritables 57,27, celles dew, o ¢tant au contraive sulfisamment
approchées, il sera avaniageax d'opérer de la maniére snivante, ¢ue

nous avons déji indiqudéce,
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En prenant les dérivées totales, on a les relations,
\ 9 (3) =o,

(25) 7)) =(9(3) = ; == =o,
0

on peut donc substituer aux dérivées partielles (¢'(z)), (9”(2)) le com-
plément des dérivées totales, pourvu toutefois que (v et w’ soient assez
rapprochés de z et 3'; les autres dérivées w”, " seront alors calculées
an moven des dérivées totales de I'équation proposée.
En opérant ainsi, on a, pour x = 17,
\w = 86,421, ' = 6,057, w'? = 36,686,
! 20))

-l W= 0,4675, w"=o0,1453, /”w"(l.v= 141,932,

/o
et I'équation réduite donnerait

W' =o0,41817, " =0,02887.
On a encore

p(w)=—0,086, (§'(w))==+0,4166, (§"(w))=+ 0,113,

\
(27) l (@'(ﬂ')) (,_,‘rr(“'))
. = - A b — .
). ?(“v) 4’ 8.'4’ (?1(”))) '."0, 308

L’expression qui donne z est, d’apres (23), en faisant F(z) =2

o'

 28) =W e T @)
g(w) 2{w  (¢(w))

’

les autres dérivées s’obtiendraient en faisant successivementF(z) =2/,

3’, .... Si l'on fait F(z)== [ z*dx, on a

a8
*’o

Substituant les nombres aux quantités qui entrent dans ces formules,

@

“)'i

2'dx :_.-fov wide — @'(J’)} T e ) .

g(w)  2{w (9 (w)
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on obtient définitivement, pour =17,

f 5 = 86,421 +1,221 = 87,642,
= 6,057 +o0,006= 6,153,

(20) 3= 0,4682,
'f 2de = 41,03  +7,45 = 440,38

VYo

La dérivée 3" a été calculée au moyen de la dérivée totale de I'équa-
tion proposée et des quantités s ct 3’; calculée comme z', elle serait
3" = 0,975, et au moyen des valeurs tirées de I'équation réduite, elle
serait 37 = 0,4212, ce qui fail voir que le deuxiéme progrés (23) est
insuffisant, ou que la convergence de I'expression fondamentale pour
z” est moins grande que pour z et z°.

Comme vérification, on a

9(z) =+ 0,003;

les valeurs (29) sont donc suffisamment exactes, mais, pour des valeurs
de & supcrieures i 17, il ne serait pas prudent d’effectuer les cal-
culs avee les constantes données par (21) et (22) : il faut prendre les
(quantités (29) comme valeurs initiales ct calculer de nouvelles con-
stantes par le méme procédé que plus baut.

11 est nécessaire de vérifier si 'équation proposée (16), provenant
de élimination de «, entre les relations (15) ou (7) et (10), convient
encore; pour cela, la premiére équation (15) donne

(o ,=1,911,

quantité plus petite que 33’ = 2,045, ce qui correspond 2 la supposi-
tion faite. 11 convient aussi de caleuler #, et la valeur correspondante
de 2; la relation (8) donne

r

f s

(’S())' u, = R

et Pon tire de (11)

o 2 6=
(30)" == <§z' ~u,)—;7;:=2|, 7
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On voit qu'il faut poursuivre le calcul : on prendra done les valeurs
(29) correspondant 4 2 =17 comme valeurs initiales et, changeant
les constantes arbitraires au moyen des formules données plus haut, on
calculera les valeurs des inconnues correspondant & x = 20; chan-
geant encore une fois de constantes en prenant pour valeurs initiales
les derniéres valeurs calculées, on obtient les valeurs suivantes cor-
respondant 4 & = a4 :

z = 141,93,

\ 7' = 10,356,

(3t ¢ "= 0,7183,
’ /“"z'*dxr_—gou,zo,
Jo

On a aussi

(31 w,=3,1534, w.,=3,174,

et la valeur de A correspondant  u, est
(3v)” 2. = 20, 807.

Ce nombre est assez rapproché de la limite X = 3o0; le probléme qui se
présente maintenant consiste a déterminer la valeur de z correspondant
a cette limite.
-
u, étant plus petit que 3» il faudra satisfaire en méme temps aux re-
lations (8) et (12) au moven des fonctions z,, z', les fonctions z,, z,
¢tant toujours nulles; en éliminant u, entre les relations (8) et (12,

. . . . 2 2
supprimant l'indice de 3 et faisant = = —, on a
3h " go

(32 hs —

équation transcendante en x, qu'il faut résoudre par rapport i cette
(uantité, puisque s est une fonction de .
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Faisons usage de P'expression fondamentale (23 ); elle se rédnit a
]

e'(w) 1 gz."(w)’

e(w) 2e'(w)

(33) T=w—

en posant F (3} = .r, et nous aurons, d’aprés (32), aprés avoir chassé le
dénominateur,

°o

‘ fP(J’) == [.’ z*dr — 2’!32.

o' (x) = 3% — Yhaz',
¢'(®) = 23'3" — fhas" — fh3?.

]

Prenons anssi, pour valeur fondamentale de x, w = 24 il vient

-Q

(W)=+73,78, ¢'(w)=--23,57, ¢ (w)=—1371:
(

z u')__. , o () _ .
ey = 070 Gy =+ 0,583

Y]

i |
1;_))'

«Q

Nous aurons donc, d’aprés (33), pour la solution de 'équation
transcendante (3a),

36) T = 24, 229,

Il reste a calculer de nouveau la quantité s el les fonctions de s cor-
respondant 4 # = 214,229; on tronverait facilement

(36) s=144,31, ' =10,520, [3?dx=q25,76.
Comme vérification, (7) et (10) donnent

u, = 3,2066, )= 30,002;
puis (8) et (12),

uy= 13,2075, \= 20,095.

Les résultats obtenus présentent une exactitude suffisante pour passer
i la détermination des profils de la troisiéme partie du mur.

T'roisieme partie. — D'aprés les conditions que nous nous sommes
imposées, il existe deux profils courbes dans la partie inférieure du
mur; le profil d’aval sera tonjours déterminé par le systéme des rela-
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tions (7) et (1o), et le profil d’amont sera déterminé par le systéeme (8°
et (12),

Eliminant , et u, dans chaque systéme, on obtient

5, — /4:-,-+—/¢I:,+9/. ('1«‘““)5;‘1""|

S S Ny

o L ‘ .o h 5

| , stdr- - / sxde—ah / (0 —-a)3ys,dr - 3 G’
*o L) A

- | R

~

3 -35-0 / (- a)sydr
tn

e o
st - ’ siter
Iy )

:.‘ - /‘:2 --l‘,l:, - "

S-S0y

SIS

¢quations différentielles simultanées qu'il s'agit d'intégrer; nous les
représenterons respectivement par

i(30032) =2 0, 9a(303,) =0,

ou, plus simplement, par
?1(51) =0, ?2(32) =0,

puisque z, est considéré comme fonction de z, dans %, et 3, comme
fonction de 3, dans g@,.

Pour cffectuer ce calcul, nous adopterons une marche en tout sem-
blable & celle que nous avons suivie dans I'intégration précédente :
nous meltrons les équations réduites sous la forme (18); les valeurs
fondamentales seront alors de la forme (19); et celles-ci entreront dans
I'expression fondamentale (23), qui donne les fonctions cherchées.

Mais, en examinant la composition des coefficients de la seconde
équation (37), on voit qu’ils ne contiennent que des fonctions de z, et
de z4, ce qui fait que les dérivées partielles, par rapport & 3, et z,, du
premier membre de ceite équation, seront identiques aux dérivées
totales de méine ordre, et ces dérivées sont nulles. 1l en résulterait unc
indétermination qui rendrait illusoire I'expression fondamentale (23),
si I'on n’opérait de la maniére suivante : d’aprés I'origine des équations
(37), il est indiqué que la premiére doil déterminer la fonction z,, et
la seconde la fonction z,; or la premiére équation, ne présentant au-

-~ - . - . —— - == 0,
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cune particularité, permettra de calculer directement la fonction z;
cette fonction, une fois connue, pourra étre considérée dans la seconde
équation comme une simple fonction de x; de cetie maniére on aura

0,(z,) =13, —b[s, —3,— Gfo.v(w — a)s, dx]

'f d.L—f d.t—-'z(lf (J"——”)v‘eg([r—*-‘(l’*”)‘

— . —— e~ e D

* - —Of(r-—u)..,(ll

7(3))) =2, — h[z, — 3, — §(x — a)3, ]

1 S} —35t—a0(x — a)3) 3, + 3= 3= 0(r—a)s,

2

ot

W
35— 35— 0/ (o —a)syde 3 — :,——0[ (& —a)syde
L]

0

"’dx—f "’d.r—-z()f (r—a)s,s dr+3(r«a)’

e ey

aal-

\

5y— .,——Of (r—a)sydr
[

(¢,(34)) = 2,— k|3, — 5, — 6(x — a)3}]
(38) )

_ :,:",——s'.‘,:",‘-—ﬁ(.r——a)(:",’—*—:',:'f,’)+ 3\ — 3, ——f)(r--a)-,

el
:,—-s,-—-()/ (v —a)sydr 3—-3 —-j (v —a)3ydr

v't ,’*20(7'—‘”)099 :r’;“ 4 ’-"("“‘-n)u
X At L4 —
:.,—~:,——0f (x —a)sdr s,—-:,“()/ (r—a)s,dr
0

0

"

£ £ : " N
. f 2y d»‘“—f 5',’dx—20/ (£ —a)sy5yde+ 3(r —a)
Ll 0 Jy

X - . 5
2 g "
3 — ;,.__(,f (r—a)s,du
0

)

5, —3,—0(x—a)s, °
ot

5 — :,—-] (z —a)syde
0

L £ £ 0
@ f z"dw—-—f stdx -—QOf (¢ — a)sy5,dx + 3(& —a)’ -
‘ 0 0 0

I

X3 ;
| z‘--:,—-(%/ (x —a)syde
i o

— 2
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o X
f stdr— [ sddr

, I 0
?2(52) =3, + k(5 — 3,) — ¢ PP )
% . T
[z’,’dx—f sgdr
’ I u? 3'! Y /o
a i (9.(8))==2,— h3,+ - - ,
(‘59)( (?3( I)) ’ )+ '3 :;l'—‘:’ "l“"‘ 2 ZI'—‘:’
» " b Sy &y 5, 233 —3,5,— 3, )
(Z)=5,— kg, + T2—1 - 22 R R
(e (2.)) * Pos—a 1 (51— 31)* 31— 3
xr P ! 4 ot
f :,’(11'—-[ stdr [:"d.z:~/ sidr
A . +2z’,(:',—-z’,) 1y A
N - ! —
2 S 3 (83— 3) 2 Si— %
et les dérivées totales seront
. ' 1 0(zr—a)
7\ (51) = (g} (30)) — & =0,

. oL
‘ :l—s,——f (-~ a)zydr
0

’

o((l——.l,'—f- 5;:’; :'_3;—0(_('_”):;

'
. e L —a)? . .

/'") ( ) 0 /o.l ) a ( ) WL ., 1
\ Si—35—0 ) (r—a)s,dr Sy—S4— Of (r—a)s'yele

- o

oy

x <X RS
’ - 4 ’ ' 0 ,
/ sitde - [ stdr —29 [ (x—a)sysyde + ?(.1 - u)?
1 o'y . B b
,F . - . - — e - o . -—
. A ¥ 14 T T =0,
lsr— S3— f (.r-—a)z';dxl
0 .
r ot
[ 3 d.l'—/ Sidr
. , \ P T 5, 1 A
2 Jq) A8 -f—,lz — - —- =0
fz(‘ﬁ) (?:("2)) ' a3, =3, 3 — 32 3 — % .
" " 5, 3
9a(32) = (9,(32)) -+ 4% — ==
! . r
(A1) « ' ' f :”d.z‘—[ spda
sy ast—3\3, -3 13 0 A
+ ERRY 353 o
2 ("l_"i) V=3 Sy — 39
o £
j stde— [ sida
U gy 1 0 U4
2 __l——i— T el O.
(51— 32) 2 Si— 5

Journ, de Math, (3* séric), tome [X - Noveusar 1883. 50
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Ces relations nous permettent de déterminer les valeurs initiales.
Tasecondeéquation(37)estidentiquementsatisfaite pourx = 21,219,

2
puisque les quantités s,, z, et [ z,}dr sont nulles, ctla dérivée totale,
. 0

premiére équation (41), donne z;,. La premiére équation (37) est ainsi
satisfaite pour les valeurs précédentes, en faisant de plus

W .r

{(.r--a):;dw:—_o. [.fx~a)z.z
o ()

ce qui est conforme aux conditions du probléme. La dérivée totale,
premiére relation (o), donnera z;, valeur qui difféere de la quantite
5" == 0,7246 du profil précédent a cause des nouvelles quantités qui
entrent dans Pexpression de 3.

On a ainsi, 4 l'origine, pour x == 24,219,

' o
3o 16431, 3 omtobae, Sl 0,9076, / g ldx = 925,50,
‘e
P

5,7 0, 3,70, 5. — 00841, ’ 2 dr = o,

12) 4

/
ot +f -
’ ‘X —a)s,dr—o, ( (x — a)3,3,dx — o,

. t)

Maintenant, si 'on veut prendre pour valeurs fondamentales des
quantités de la forme (19), on observera, d’aprés (21), que 'on aurait
une quantité infinie pour r, correspondant a z,; les expressions (19)
ne peuvent donc convenir. Le moyen le plus simple de lever cette diffi-
culté est de mettre ici I'équation réduile sous la forme

3) W' — iy — pr — g —=o,

qui est suffisante; nous I'adopterons pour les deux profils (*).

(') On aurait pu aussi, dans (18), substituer avee avantage a la fonction se™
la fonction plus simple px + ¢.
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Nous aurons donc ainsi

‘ w, =M,e* + P, +Q,,
Cw = M, ket +P,,
' W = M ke
w, == Myeh" = Py + Q,,
B W M, het< - By,
l w, == M,Ate

et les constantes seront

ht
P,:z10,520 — M, Ae/*%¥3 = _ 23,123,

' Qi 14131 — M A2t — P.24,209 . — B80q,36;

',-“ 0y . .
| M, = D p-hane20 o 4 883 (2,

o0.0891

\ M= - I e hit2eo 99’_/'71 ,
Ko s ok e -
49 ' P, = — Myhe! 24220 = 1 3),787,
Q.= - M, h2eh21229 _ P af, 220 - -i- 78,(3(')4,
On a ensuite, pour les intégrales définies,

46) I widr =: \M2he*™ - aM, P, " + Pla + 325153,20:

‘v

AT
‘ wide: (M3he* 4 aMyPye + Pir -+ 620,63,

)

./w(w —a)wydx = M,h(w T ;7)81'1 97600,

ol , R . 1 ) . f -y/,‘r
/) (x — a)w wydr = 51\13/& (.xv —a — ;/-')c”

+M,P,/¢(x —a - /' )e"“’— 160648, 31.

1
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Nous pouvons a présent calculer les ordonuées du double profil, pour
une valeur donnée de &, par exemple pour « = 3o.
On a successivement, dans 'ordre des calculs,

w, = 4 218,02,
W, =+ 13,123,
o
/ widr =+ 1877,13,
"
wp = — 1,164,
ﬂ"? == - 0, 3[82,
/ wide=: + 0,50,
L )

‘ r—a;wydr = — 11,192,

i L]

e - a)w,whdr =+ 3,105,

w'; = — 0, 1}22,
v (W)= +0,178,
: ?’| (.w‘ )=+ (),(35)‘5';,
W', = + 0,810%,
Wy = — 0,013,

9 w,)) =2+ 0,0010,

o, 545
Wy + 0,004,

I'équation réduite eut donné

= 0,81,
W, = — 0,00,
On en déduit
(2 ()
-+ 3,8
(47 \ 2(m) 7%
17
' ‘—:)-1 = - 0,338,

Wy

d’aprés express. (4

» ("

" )
» (1)
» (,l(;)"
» (16,
» (46/,
dapres la 2f express. (39) et 17 (),
» e o (38
» 1" a (qo) derniers termes,
" 0® » o (38) et 1™ (fo,
) je v (3g) et 2 (41,
) o »  (40) derniers termes.

» 3¢ M (‘38) et 2f ('lt)}:

0,0138,

— 0, 0021,

§ "m
1

,I'I .
W, ==

({ '9; ()
(g30%1)
w

;‘_';- == -+ 0,00723
]

= 4+ 0,001},
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par suite, I'expression fondamentale (23), savoir

. .‘,v _— ’ .\‘ — (F'(“’)
Fz) = F{w) -~ o0 DI ey

vy 2 l(Fi(w) (o)

donnera, en mettant 7, pour » et successivement z,, ainsi que ses d¢-
rivées, puis l'intégrale définie désignée plus haut, pour F(sz),

s,2= 218,020 — 3,632 = 214,388,

\ Zy= 15123 — 0,206 = 14,917,
a
(18] ' = 08103 — o01f0=  0,7903,
"" ¢
/z;(lx—— 18-7,13  — So,02 = 1827, 11:

les sceconds termes de ces quantités proviennent respectivement des di-
visions suivantes :

15,123 08103 0,031 222,52

—_— -y - — f— ——— .

ha164 3,930 " 3,897 1,13

Avec ces valeurs de z,, 5, ..., on calcule les quantités

2y(wa) = = 0,007, d'aprés la :"(*xpros.s. (39),
(73 (Wi == - 0, 1084, " 1" »  (41) derniers termes,
9) Wl; = — 0, 13619, » ot » (3 )) et 1 (1),
(W) 2= — 0 0001, " 2¢  »  (41) derniers termes,
wh, = — 0,0101, » 3, (39) et ¢ (41).

On en déduit, avec les quantités w,, w, de (47),

o' () AT .
( -2__?._). = — '_)_’-_)870, - f,’ 1) = + 0,002,
. 23(0y) (%2("72))
(19) !
' —* = 4- 0,20%1, — == 40,1180,
w) "
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et l'expression fondamentale (23) donne

Zp= — 1,464 — 0,238 =- 1,502,
7y = — 0,5182 — 0,00604 = — 0,3786,
,20) y 5y =-- 0, 1364 — 0,0070 = — 0,1434,
£
f spde=+0,% +o0,% = +0,63;
0

les seconds termes de ces quantités proviennent respectivement des di-
visions

0,582 0,367 0.m61 0,268

=~ g T )y ——ree

2,1736°  2,2561 2,987 2,009

Pour le calcul des deux derniéres intégrales définies de (47), on a

respectivement
(F"(wy)) _ (r-—-a)w)

Flw) = (- ayw, = 11
F" () L) (W .
(_?,_L:z)_ = ,7?,(__3 it W) 0, 381,
) (F'(wy)) (=)W,
et ensuite
ot
\ / (ix»—a)z",dx:: -10,992 — 1,512= - 13,001,
.y o
) "
’ / (x—a)syshdr = + 3,105 +0,832: + 3,937;
“o <

les seconds termes proviennent des divisions

2,010 1,767

2.256° 2,124
Nous pouvons vérifier maintenant, au moyen des quantités obtenues
48), (50), (30), siles équations proposées sont satisfaites; nous avons
ainsi
¢,(z,) == + 0,02068,

9,(33) = - 0,0008.

Ce résultat montre qu'avec les formules dont nous avons fait usage
et pour I'approximation qui convient il n'est pas avantageux de cal-
culer les ordonnées des profils, au dela de & = 3o, sans changer de
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valeurs initiales. Cependant, au moyen de la méthodé d’exhaustion, il
est possible d’avoir une approximation plus grande que celle que nous
obtenons, et méme, avec la convergence donnée par I'expression fon-
damentale (23), on peut arriver rapidement au méme résultat par
un simple procédé de répétition.

En effet, substituant les valeurs obtenues dans le second terme de la
premiére expression (j0), on a

(9,(51)) = + 0, 7010,
Tou
2 (3 1)

. = 40,0382
(%3 (31 ’ ’

et I'expression fondamentale réduite a ses deux premiers termes,

(F(w),

donne, en prenant les quantités (48 ) pour valeurs fondamentales,

%(3)

Fls) =F(w)— =0

3, = 214,388 - 0,0382. 14,917 = 213,818,
\ 3, = 14,9168 —0,0382. 0,7963 = 14,886].

' 3, == 0,7963 —0,0382. 0,0545-= 0, 7942,

slde = 1827, 11 --0,0382.222,52 == 188,61,
“'0

Avee ces nouvelles valeurs (51) et les précédenteé (50) et (50, les

équations proposées donnent comme vérification

% (3,)= 14,8804 — 41,9338 — 09,9409 - - - 0,0027,

$2(2,) == 0,5786 -+ §,7893 — 41,2176 = — 0,006g;
de la on déduit

u, = 14,8864 — 9,9499 = 41,9365, d’aprés I'express. (7
(52) 2 223,022

A

=3 29,981%, o (ro)
u, = + 0,5786 + 4,2176 =4, 79062, » (8

53 215.5
() ) ).2 . ;_) ).l;)l;-)z — 29’934 » (l2;
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Les résultats auxquels nous parvenons présentent donc toute I'exac-

litude désirable; nous vérifions encore, par les valeurs de u, et u,
' . ) . ) ' ' . [

comparées au liers de I'épaisseur dumur 3 (s, + 3,) = 5,135, que les
expressions (7), (8), (10) et (12), d’ott nous avons déduit les équa-
tions du probléme (37), sont hien celles qu'il convenait de choisir,

Nous avons ainsi les principales quantités qui déterminent le profil -
d’égale résistance jusqu’a 30™; il serait facile a présent de calculer les
valeurs intermeédiaires et méme de poursuivre le calcul du profil jus-
(u’a 40™ ou So™.

I’épure ci-jointe (fig. 2) résume les résultats obtenus :

la quantité 3, + 3, donne le cube de maconnerie par métre courant
de I'ouvrage,

5, el 3, donnent les ordonnées du profil du mur,

s, et z, I'inclinaison des profils sur la verticale,

i, et u,les points de rencontre des résultantes des pressions sur chaque
joint fictif horizontal.

Nous terminons ce dernier exemple, qui offrait quelque intérdét a
cause des difficultés mémes. Nous avons refait les calculs a plusieurs
reprises afin de nous rendre un compte exact des résultats que pouvait
donner la méthode secondaire; nous avons méme effectue les inteé-
grations par un moyen complétement différent ('), et nous sommes
aujourd’hui convaincu que les méthodes de Wronski, quand elles
seront connues, devront se substituer rapidement aux procédés ordi-
naires, presque toujours insuffisants et compliqués; les transcendantes
¢lémentaires pratiques se réduiront alors aux logarithmes et aux sinus
de tous les ordres, ces fonctions comprenant les exponentielles et les
sinus du cercle.

La méthode que nous [aisons connaitre peut avoir dés maintenant
de nombreuses applications, mais la réussite dépendra surtout d’un
choix judicieux des quantités arbitraires qui entrent dans les formules.
On sera assuré d’avoir rempli les conditions voulues quand les

(") Nous voulons parler de la Méthode secondaire svstématique que nous avons
rétablie avant celle-ci.

Journ., de Math. (3° série), tome 1X, —~ Dicevsne 1583, 5
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inconnues et les fonctions de ces inconnues engagées dans les équations
seront toutes données par des développements d'une convergence
peu prés égale.

On ne peut reprocher aux calculs qui précédent d’étre longs a exé-
cuter : les avantages qu'ils présentent les rend bien supérieurs par la
précision aux tracés d’épures et a tous les autres moyens employés, ils
n'ont pas d'équivalents; les deux ou trois jours de calcul qu'ils peu-
vent au plus réclamer sont peu de chose comparés aux trois ou quatre
campagnes que nécessite la construction des grands murs de réservoirs;
(’ailleurs, quelles précautions ne doit-on pas prendre pour assurer la
réussite de pareils ouvrages? Les calculs ne sont pas aussi pénibles
qu'ils semblent étre au premier abord : il suffit d’examiner la disposi-
tion des formules (38), (39), (40) et (41} pour s’en convaincre et, en
faisant usage de procédés expéditifs, le travail se trouve trés sensible-
ment réduit; c'estainsi que nous avons.obtenu trés simplement les
dérivées secondes de , et de ¢, au moyen de la régle a calcul.

Dans la pratique, les profils nese déterminent pas comme nous I’avons
admis; pour des raisons relatives i I'exécution des travaux, les murs
présentent un fruit dés la partie supérieure et les raccords des diverses
courbes ont lien insensiblement; il suffit donc de vérifier si le profil que
I'on adople ne s’écarte pas trop des conditions d'égale résistance, en
considérant les sections de rupturce probable et non des joints fictifs
horizontaux qui n’ont aucune raison d'étre @ priori d’aprés le mode de
construction usité en pareils cas. Enfin si 'on admet, comme on doit le
faire pour les matériaux avec lesquels sont construits ces ouvrages, une
résistance supérieure a celle de 6*8 que nous avons supposée, les calculs
se trouveront notablement simplifiés pour une méme hauteur, et on
réalisera de plus une économie sur la construction; en effet, jusqu’a
une hauteur de 4o™ environ, et méme au dcla, et pour une résistance
de 8% i g*¥ par centimétre carré, la partie courbe d’amont n'aura pas
de raison d’étre et les calculs ne se rapporteront qu’a I'intégration
d'une seule équation différentielle, comme I'équation (16).

Mais ces considérations sont étrangéres i notre sujet : notre but était
d’indiquer seulement la marche des calculs dans une application im-
portante de la nouvelle méthode.
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RESUME DE LA METHODE.

Avant d’abandonner le sujet qui nous occupe, il ne sera peut-étre
pas inutile de donner 'expression calculée du troisiéme progrés de la
génération neutre. Daprés les notations adoptées, nous avons, en
mettant pour simplifier ¢ 4 la place de ¢(w),

” » LA ] '&I K4 ° '&, '4" ”
(107) Y=‘!’—li(i" W " o v (%) © () 3 ()
Y=Y T @) 2] ) 1)
w” ow 5 ) faf ("] % (Y 3(3")

Ce troisiéme progres ne se réduit pas au second en faisant 1" = o et
»"==0. Si au lieu de y on avait F(y) dans le premier membre, il
suffirait dans le second de mettre F(w), (F'(w)), (F’(w)), (F"{w)) au
lieu de w, w', w", w".

Nous noussommes servi de cette expression pour résoudre I'équation
transcendante (32) du dernier exemple, en partant de la valeur fon-
damentale w = 23, de l'inconnue «, au lieu de celle que nous avons
admise dans les calculs précédents, w = 24; I'expression (107) prend
alors la forme plus simple

o! o "

2(‘_)~(-!)+2(?”)

(108) V—-w_.l_?W' @ (#') 3 (")
T 2 (¢') (¢) (¢ 1"

v (¥) 3%

Précisons aussi les caractéres principaux de la méthode.
1° Toute équation & résoudre ou & intégrer par rapport i une in-
connue y,

¢(¥)=o0

a pour solution (2) ou (22)", cette inconnue pouvant dépendre d'une
variable indépendante x, ou de plusieurs; plus généralement une fone-
tion déterminée de I'inconnue, F(y), a pour expression (3) ou (22)a
laquelle on substitue dans la pratique une réduite telle que (107). Ces
expressions fondamentales contiennent une quantité w totalement
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arbitraire en principe, et sont par conséquent des expressions tech-
niques; elles diffcrent en cela des expressions théoriques dont on fait
ordinairement usage.

2° Quelle que soit la convergence, ou la divergence, de Pexpres-
sion (3), les coefficients étant des fonctions déterminces de ¢ et de F
formées avec les différentielles de ces fonctions, aucune fonction autre
que lafonction I{ y), qui dépeud de I'équation proposée, ne peut étre
représentée par cette expression. Il en résulte nécessairement que
I'expression fondamentale représente dans tous les cas la fonction
cherchée. C’est 1a un point trésimportant qui, cependant, n'est généra-
lement pas admis.

3 Les différentielles des fonctions % et F, ou leurs dérivées, sont
prises seulement par rapport a la quantité s (). S'il existe plusieurs in-
connues y,, ¥,, ..., toutes doivent étre considérées comme fonctions
de celle d’entre clles qui sera calculée au moyen de I'équation dont 1l
s'agit. C'est pour cette raison que cette équation, qui devrait s'écrire

GV Yae o Vo o Ly, L =0,

est simplement notée

IR BN

Ya ctant Uinconnue désignée.

1° La résolution, ou P'intégration, d'une équation est done ramenée
par cette méthode au caleul des dérivées de inconnue et i la déter-
mination de la quantité w.

5 Cette quantité w, appelee valeur fondamentule, s’ obtient aumoyen
d'une équation réduite que 'on peut toujours former, wéme de plu-
sieurs maniéres,

6° Dans les applications, il est nécessaive qne les développements
présentent une convergence suffisante; la condition principale de cette
convergence est que la valeur fondamentale w différe aussi peu que

(') Nous avons fait usage d'une ancienne notation des différentielles partielles,
au lieu de celle qui est adoplée ordinairement; la premiére a 'avantage de
pouvoir étre employée pour les dérivées partielles, ainsi que cela se présente dans
les expressions (107) et (108).
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possible de I'inconnue y, ce qui conduit & rechercher des équations
véduites différant aussi peu que possible de I'équation proposée. Aussi
P'équation réduite devra-t-elle étre de méme nature que celle-ci, c’est-
a-dire que ces équations devront étre du méme degré ou du méme
ordre.

5 Sil'on ne pouvait obtenir aiusi la convergence voulue, on aurait
recours, pour augmenter la convergence, et méme pour y parvenir si
elle n’existe pas primitivement, 4 'un des procédés auxiliaires indiqués,
lesquels peuvent étre mis en usage ensemble ou séparément.

8° Si I'équation réduite ne donne pas les dérivées fondamentales
avee une approximation sulfisante, on aura recours a la différentiation
e I'équation proposée, ou des équations, s'il en existe plusieurs, et par
de simples résolutions d’équations linéaires on obtiendra, dans tous
les cas, les dérivées cherchées a partir de I'ordre immédiatement supé-
rieur & celui qui caractérise I'équation proposée comme équation dilfe-
rentielle. Ainsi pour les équations algébriques ou transcendantes, ou
pour les équations aux difterences finies, les derivées peuvent étre
toutes ainsi calculées.

o* Si les dérivies de y parrapport a y se confondent avec les dérivées
totales de cette fonction, P'expression fondamentale présentera une
indétermination. On évite cet inconvénient en counsidérant une ou plu-
sieurs fonctions de y entrant dans les cocfficients de I’équation comme
des fonctions de ., ct, conduisant les calculs comme dans le cas ordi-
naire, on parviendra, par des approximations successives, 4 obtenir
inconnue (*).

Malgré les imperfections que 'on aura pu rencontrer dans notre tra-

ail, nous espérons nous étre fait suffisamment comprendre pour qu'il

soit possible dés maintenant de faire I'application de cette méthode aux
questions difficiles de Mécanique et d’Astronomie, Sciences qui sont
aujourd’hui arrétées dans leurs développements, par I'impossibilité ou
Pon est de résoudre ou d'intégrer avec une exactitude suffisante les
¢quations que 'on est parvenu a établir.

(") Ce procédé nous parait étre le seul applicable dans ce cas, contrairement
a ce que nous avons indiqué, i propos de I'intégration des équations différen-
tielles, dans la note qui fait suite a expression (33)",
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Dans un complément nous donnerons les démonstrations et les
développements théoriques que nous avons dir omettre jusqu'ici.

A présent, nous pouvons citer les paroles suivantes de Wronski (),
elles ne paraitront sans doute plus exagérées :

Nous obtenons donc ainsi, d'une maniére absolument générale, par Pappli-
cation de notre méthode élémentaire secondaire, la solution compléte des équa-
tions conjointes, quels que soient leur nombre et leur genre, soit primitives,
immanentes ou transcendantes, soit dérivées, aux différences ou aux différen~
tielles totales ou partielles. Et les géométres remarqueront sans doute que c’est
la précisément la solution du probléme le plus grand et le plus difficile de leur
science, de ce probléme immense qu'ils osaient i peine envisager dans son infinie
généralité.

Il nous reste a adresser tous nos remerciments a M. Resal qui a
bien voulu accueillir ce travail dans son Journal ; nous lui en sommes
’autant plus reconnaissant que, jusqu'a ces temps derniers, les géo-
meétres, pour la plupart, ont accordé peu de faveur i tout ce qui se
rapporte a I'ceuvre de Wronski. Nous remercions également M. Yvon
Villarceau, le savant astronome, d’avoir bien voulu nous donner ses
encouragements et ses conseils pendant la rédaction de ce Mémoire.

(') Réforme, t. 1, page cxvij.



