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MOUVEMENTS L)'UN LIQUIDE PESANT. 273 

Équations des petits mouvements d'un liquide pesant, quand 
ils sont principalement horizontaux, que les frottements s'y 
trouvent peu sensibles, et que le liquide est contenu soit dans 
un bassin à fond presque horizontal, soit dans un tuyau ou 
un canal de peu de pente longitudinale, la surface supérieure, 
soumise à des pressions constantes ou légèrement variables, 
η ayant aussi que des pentes faibles; 

PAR M. .1 ROUSSI\ESQ (■}. 

I. — BUT DE CE MÉMOIRE. 

Parmi les classes nombreuses d'ondes qu'on observe dans les liquides, 
la plus intéressante est celle des ondes dites de translation, où toutes 
les couches fluides, depuis la surface jusqu'au fond, participent au 
mouvement, dans une proportion à fort peu prés égale s'il s'agit d'un 
fluide qui était en repos à ('instant où les ondes étudiées s'y sont 
produites ou propagées, et, tout au moins, dans une mesure très 

(') Ce iravail se rattache au sujet traité déjà, en 1872, dans un Mémoire du 
Journal de Mathématiques, relatif à l'onde solitaire et aux autres ondes de 
translation propagées le long de canaux contenant un liquide en repos. Il con-
stitue aussi un deuxième complément à Y Essai sur la théorie des eaux cou-
rantesr, publié dans le Recueil des Savants étrangers de l'Académie des Sciences 
de Paris (t. XXIII et XXIV) : un premier complément a paru au Volume de 1878 
du Journal de Mathématiques (t. IV, p. 335à 376). 

lour η. de Math. (3e série), tonte IX. — Αουτ ι883. 
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nolable si, au contraire, le fluide animé du mouvement ondulatoire 
s'écoule en même temps, le long d'un canal, par filets inégalement ra-
pides. Ces ondes, au nombre desquelles on compte l'onde si remarquable 
appelée solitaire, sont celles dont la longueur est très supérieure à la 
profondeur totale du liquide : caractère provenant de ce que les 
vitesses imprimées à la masse fluide y sont en majeure partie horizon-
tales, c'est-à-dire parallèles aux grandes dimensions de la masse. 

Dans mon Essai sur la théorie des eaux courantes, où j'ai étudié en détail 
cette classe d'ondes (p. 261 à 324, 348à4;0> etc.), je me suis attaché à 
deux cas principaux et, pour ainsi dire, extremes, qui sont, d'une part, le 
cas où le mouvement ondulatoire se produit au seind'une eau tranquille, 
d'autre part, le cas où, au contraire, il se propage le long d'un courant 
dont le régime préalable était sensiblement uniforme. Mais j'ai supposé, 
en traitant le second cas, que le passage des ondes n'altérait pas 
beaucoup l'uniformité du régime, ou, autrement dit, que les chan-
gements qu'il introduit dans les vitesses des divers filets fluides n'étaient 
que d'assez petites fractions de ces vitesses mêmes. Or, pour des ondes 
d'une hauteur sensible, un peu comparable à la profondeur totale, les 
vitesses variables qu'elles apportent sont, dans la plupart des cours 
d'eau non torrentueux, du même ordre que les vitesses antérieures et, 
surtout, que leurs différences entre les filets de la surface et ceux du 
fond. Il restait donc à traiter un cas intermédiaire important, celui où 
les filets fluides présentent entre eux, avant l'arrivée des ondes, des 
différences de rapidité qui ne soient ni très petites, ni très grandes par 
rapport aux vitesses produites ultérieurement. Je me propose d'embrasser 
ici ce cas, avec celui d'un liquide d'abord en repos, dans une analyst' 
aussi générale et aussi simple que possible. 

La légère pente primitive des filets flu ides et l'influence des frottements 
pourront y être négligées sur des longueurs ou pendant des périodes de 
temps modérées et même assez considérables. En effet, d'une part, la 
petitesse des vitesses de régime uniforme acquises par le liquide impli-
quera la supposition de pentes de superficie insignifiantes en comparaison 
de celles qui se produiront lors du passage des ondes; et, d'autre part, les 
frottements développés par des vitesses de cet ordre, n'ayant qu'une 
influence comparable à celle de la pente superficielle de régime uniforme 
dont il vienld'être parlé et qu'ils neutralisaient, se trouveront également 
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négligeables. Sans doute les vitesses initiales, très sensibles, des filets 
fluides sont dues à cette action de la pente superficielle primitive, dont 
on ne tient pas compte, et leur régularisation est due de même au* 
frottements, qu'on néglige aussi; mais ces deux effets ont exigé, pour 
se produire, des temps ou des parcours beaucoup plus longs que ceux 
durant lesquels se fait l'évolution considérée du mouvement ondu-
latoire, de sorte que leurs causes n'en sont pas moins très petites par 
rapport à celles qui se trouvent en jeu dans ce mouvement, le seul dont 
nous voulions ici nous occuper. 

11. — FORMULES FONDAMENTALES 

Supposons d'abord le liquide contenu dans un large bassin, ayant 
son fond horizontal ou peu incliné, et prenons pour plan des xy un 
plan horizontal très voisin de la surface libre primitive, pour axe des 
ζ une verticale, dirigée vers le bas. Appelons : 

11, fonclion de /, χ et y, l'ordonnée du fond, que nous supposerons 
d'abord mobile, pour plus de généralité ; 
autre fonction de /, χ et y, l'ordonnée de la surface; 

ρ,, égal encore à une fonction de /, χ et y, la pression, />, mesurée à 
cette surface; 

enfin, u, e, w les trois composantes de la vitesse, au point quelconque 
(a?,y, s); et u

ùt
 c

0
, w

Q
 leurs valeurs au fond ou pour 5 = II, w,

f 

c,, <c, leurs valeurs à la surface, ou pour z—'Ç. 

Les équations indéfiniesde l'Hydrodynamique rationnelle deviendront 
ici, en observant que le fluide n'est soumis dans sa masse à aucune 
autre action extérieure que la pesanteur g, et en désignant, comme à 
l'ordinaire, par ρ sa densité constante, par u', w' les trois composantes 
de l'accélération produite au point (a?, y, s) : 

. 1 dp , I dp , I dp 

l3' dl + Tv + lh-°· 
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Les conditions spéciales, données également dans les Cours de 
Mécanique rationnelle, seront : i°, au fond, ou pour s = H, 

^ "'· ~~ ~3i +U,<tx » ly ' 

2°, à la surface, ou pour ζ = £, 

(4) <v
>-*ït

 + n
<Tx

+v
>d/ P=P-

Cherchons d'abord la relation, exprimant la conservation des volumes 
fluides, qui existe entre la profondeur Iî — ζ et les deux composantes 
horizontales moyennes de la vitesse 

X "H-;' JR "N—Ζ* 

prises à l'époque /, depuis la surface jusqu'au fond, sur la verticale 
quelconque (oc, y). A cet effet, multiplions l'équation de continuité (2) 
par dz et intégrons, sur chaque verticale, de z = ζ à z = IL Comme 

X = -«■·· 

il viendra, d'après (3) et (4), 

J. (S + Ty)ds+ di + "· ~dx ~ U> Τ,*"' Tr = 

Or, si l'on observe que la règle classique de la differentiation des 
intégrales définies donne 

sj
5
 udz=X dïdz + u°di-"<dï> 

TyJ vdz=X Trdz + <·» 
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et que, de plus, 

f iufc = (H-Ç)U, f vdz = (H--Ç)V, 

cette relation devient l'équation cherchée 

( ' i at H Ttr- H Ty— = "· 

On l'aurait obtenue directement, en considérant le filet d'étendue 
vertical dont la coupe horizontale est un rectangle élémentaire dx dy 
du plan des xy, et en exprimant que le volume liquide qui l'occupe, 
( H — \)dx dy, diminue, pendant l'instant di, d'une quantité 

— U
(ù

 ^ dtdxdy, 

égale à l'excédent, dxdydi, du fluide qui sort par la seconde 

face normale aux x, sur celui, (Il — Ç)dy (Udt), qui entre par la 
première, plus un excédent analogue pour les faces normales aux y. 

A une première approximation, cette équation ( 5") donne simplement, 
dans la question traitée ici, · 

~ar--+(n-')(
l
as+-^) = 0· 

En effet, les ternies supprimés, 

d(\ Ι-ζ> , ,T1 Y\(d\] d\\ 

de l'ordre des produits des vitesses U, V parles petites dérivées 1 

sont négligeables devant la dérivée ^ > laquelle est comparable aux 

produits des P
ar des vitesses de propagation supposées très 
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supérieures à l ou V ( · ). De plus, on admet que ζ n'égale qu'une 
très petite fraction de II — Ç, ou que la hauteur des ondes est, à une 
première approximation, négligeable en comparaison de la profondeur 
totale, i^efacteur H — ζ pourra donc se réduire à H et, en résolvant par 

rapport a ̂  -f- » on aura 

, rib d\ 1 <-/(11 — ζ) 

111. — RECHERCHE D'UNE PREMIÈRE APPROXIMATION, DANS TROIS CAS 

DISTINCTS. 

La dernière équation (1), multipliée par ds
t
 puis intégrée, à partir 

de z — Ç, en observant que ρ — ρ, à cette limite, donne 

(7) f = f + S(
s
-S)-£ 

et les valeurs de - qui s'en déduisent transforment les deux 

autres (1) en celles-ci : 

# , rfU d\ 
,8) 

ρ (It ρ αν * 

Or, rappelons qu'il s'agit ici de mouvements principalement horizon-

(') l'ar définition, les vitesses avec lesquelles se propagent, le long d'une hori-
zontale donnée, les diverses valeurs soit de la profondeur 11 — ζ, soit des compo-
santes u, ou c, ou ic, sont les vitesses que devrait avoir un point mobile parcou-
rant l'horizontale en question, pour que II — ζ, u, c ou wy conservassent toujours 
ers mêmes valeurs, ou eussent leurs différentielles totales, obtenues en suivant le 
point, égales à zéro. Il suit évidemment de là que la vitesse de propagation, à 
l'époque /, pour chacune des quantités II — ζ, «, c, o·, est le rapport, changé de 
signe, de la dérivée partielle de celle-ci par rapport au temps à sa dérivée partielle 
par rapport à l'espace, prise le long de l'horizontale donnée. Or ce rapport reste 
fini. même quand ζ. u, c, <r, L1 et V deviennent infiniment petits. 
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taux, ou tels, que la composante verticale vd de l'accélération soit très 
faible en comparaison de u' ou /. Donc, à une première approximation, 
les derniers termes de (8) disparaissent à côté de u\ v', et il vient 

χ-(ζ — —V 

D'où il résulte que les accélérations horizontales u\ sont presque 
les mêmes tout le long d'une verticale et aussi, par suite, dans toute 
région ayant ses dimensions petites par rapport à la longueur d'une 
onde, région pour toute l'étendue de laquelle les pentes motrices 

ttœy w) dy\ ?gj 

se trouveront à fort peu près pareilles. £t, comme nous supposons des 
vitesses u, ν assez faibles pour ne faire parcourir aux molécules, durant 
le passage d'une intumescence (ou pendant la durée d'une période si 
le mouvement est périodique), que des espaces assez petits à côté de la 
longueur d'une onde, on voit que toutes les molécules pour lesquelles 
χ et y étaient les mêmes, au début du temps assez modéré où on les 
considère, recevront constamment, à peu près, les mêmes accélérations 
u', v' et acquerront, par conséquent, des vitesses sensiblement égales 
dans le sens horizontal. Ainsi, les différences existant entre les composantes 
η ou ν de leurs vitesses resteront, à une première approximation, ce quelles 
étaient d'abord. 

Cela posé, nous admettrons que l'on se trouve dans l'un des trois 
cas suivants. 

i° Ou bien les vitesses, au début du temps considéré, étaient nulles 
dans la partie de la masse fluide pour laquelle on étudie le mouvement, 
<;t, alors, d'après ce qu'on vient de voir, les vitesses horizontales 
acquises η, ν seront peu dépendantes de z, ou ne différeront guère de 
leurs moyennes prises depuis le fond jusqu'à la surface le long d'une 
même verticale, moyennes que nous représentons respectivement par 
II et Y. 

a° Ou bien le mouvement est en majeure partie oscillatoire, de sorte 
que les molécules se retrouvent à peu près dans les mêmes positions au 
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bout d'un temps ΐ assez modéré; et, dans ce cas, la moyenne 

J U j y ] V T> 

pour une même molécule, des valeurs successives de u, ν étant très 
faible par rapport à ces valeurs mêmes de u, e, la différence entre ces 
moyennes respectives, pour deux molécules quelconques, sera éga-
lement très faible par rapport À M, *\ Gela implique que la différence, à 
chaque instant, entre les valeurs effectives de M, ou de r, pour deux mo-
lécules peu éloignées, soit encore du même ordre de petitesse; puisque, 
d'après ce qu'on a vu, cette différence ne varie pas sensiblement durant 
le temps Τ et est, par suite, aussi faible que sa moyenne. Ainsi, dans le 
cas actuel d'un mouvement principalement oscillatoire, tout comme 
dans le cas précédent où l'état initial était le repos, κ, c ne diffèrent 
pas sensiblement de U, Y, c'est-à-dire dépendent peu de z. 

3° Ou bien enfin, le fond étant supposé horizontal et situé à une 
profondeur constante H au-dessous de la surface libre primitive prise 
pour plan des ocy, le fluide possédait, antérieurement à la production 
ou à la propagation des ondes qu'il s'agit d'étudier, de petites vitesses 
horizontales!/, p, indépendantes du temps, et telles, que, si l'on appelle 
α, β leurs excédents respectifs sur la moyenne, 

J UW J rTT 

de leurs valeurs prise de haut eu bas, on ait les deux relations 

X (*Ê
 +

 P&)TT = °> X («JE + iφτί = °· 

Ces relations, que nous admettrons entre les deux composantes des 
vitesses primitives des filets fluides, ou, plutôt, entre les excédents «, 
β de ces composantes sur leurs moyennes respectives, reviennent à 
supposer nulles en moyenne, le long de chaque verticale, des accélé-

rations u' — ν "+* pjf.
 (

l
ll! correspondraient a un 

mouvement pour lequel on aurait partout u — α, <·=β. Les valeurs 
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primitives considérées M, v vérifient d'ailleurs, d'après la condition de 

continuité ( 2 ), prise avec w = o, la relation ~ ^ = o: d'où il 

résulte évidemment, dans le même état primitif, 

,ι.,χ "il
 +

r
i/l Il —

 0 

et, par suite, en retranchant celle-ci de la précédente, 

X(" X " il)
 +

 κ>· ('" X
 v<i

û) -
ou bien 

vu '«·) s + 37 = 

Ce cas se présentera, par exemple, vu que les équations (9 bis) et 
Kj ter) se trouveront satisfaites identiquement, quand les diverses 
couches horizontales du fluide seront initialement animées, dans leurs 
plans respectifs, de petites translations, variables à volonté, en gran-
deur (;t en direction, d'une couche à l'autre; car M, v et, par suite, leurs 
différences α, β d'avec leurs moyennes n'y dépendront que de z, non 
de χ ni de/. 

Il se présenterait encore, entre autres cas, si la masse fluide s'écou-
lait par filets horizon taux, rectiligncs et parallèles, inégalement rapides, 
suivant le sens desquels ou aurait pris, par exemple, l'axe du r. bu 
effet, dans un tel mouvement, la vitesse u et, par suite, son excédent 

α sur j u seraient fonction de / et de ζ seulement, tandis qu'on 

aurait e = ο, β — ο. Les relations (9 bis) et (9 ter) continueraient 
donc à se trouver vérifiées identiquement. 

l)e telles vitesses initiales u, fonctions de / et ζ seulement, seront, 
par exemple, celles qu'auront acquises les différentes parties du fluide 
après de longs trajets, quand il s'agira d'un cours d'eau, d'une pente 
superficielle assez faible pour qu'on puisse la négliger dans une question 
d'ondes, parvenu à un régime uniforme dans lequel il y a équilibre 
entre les frottements et la petite composante de la pesanteur suivant le 
sens des filets liquides. 

Journ.ite Math. (3" itêrie), lonu* IX.— Aoct ι883. -^fi 
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On a déjà dit que la durée des phénomènes étudiés (passage d'une 
intumescence dans une certaine région ou oscillation complète du 
fluide) est supposée assez peu longue, pour que l'influence des frotte-
ments n'ait pas le temps de se faire sentir. Si Γ011 considère, en particu-
lier, le troisième cas, ou des vitesses, inégales aux divers points, existent 
initialement dans le bassin, ces vitesses tendent à y disperser les molécules 
qui, au début du phénomène, se trouvaient sur une même verticale. Alors 
nous admettrons que ce phénomène soit assez court 11011 seulement 
pour que les frottements y restent négligeables mais encore pour 
que réparpillement des molécules primitivement alignées sur une ver-
ticale n'ait lieu que dans une étendue de dimensions très |>etites 
par rapport à la longueur d'une ondulât ion, et comparables, par 
exemple, à la profondeur du bassin. Dans ces conditions, leur déplace-
ment vertic.il et leurs déplacements latéraux suivant les χ et les v, res-
pectivement égaux à de minimes fractions des dimensions de mêmes 
sens de la niasse liquide, auront fait varier assez peu leurs coordonnées 
surety pour qu'on puisse, sauf de petites erreurs relatives, conti-
nuer à exprimer, par les mêmes fonctions de a?, y et ζ qu'au début, 
leurs vitesses primitives horizontales, comme si ces coordonnées 
n'avaient pas changé. 

IV. — EQUATIONS DÉFINITIVES ni: CRUE PREMIÈRE APPROXIMATION. 

Il résulte de ce qui précède que u, c auront en général, uni; fois le 
phénomène commencé, deux parties distinctes, l'une, acquise, variable 
avec le temps t et les coordonnées a?,y, mais sensiblement constante le 
long d'une verticale ou 11e dépendant guère de z, l'autre, initiale ou 
indépendante de t, comprenant, en outre de sa valeur moyeiinedu fond 
à la surface, le tonne appelé ci-dessus « ou |3, qui satisfait aux rela-
tions (ç) bis), (g ter) et aux conditions évidentes 

/·11 /- /· " 

On aura donc, à une première approximation, 

(Ίυ^ u = II -H α, ν = V -t- β. 
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Cela posé, voyons d'abord ce que deviennent les équations (9) à 
culte première approximation. On peut y réduire la formule connue 
de tt\ 

U-Tt + "Tr+VTy+"'Tz> 

à son premier terme ^j· En effet, celui-ci, étant de l'ordre du produit 

des
 (
{^'

 y}
 par des vitesses de propagation très supérieures à M, e, est 

beaucoup plus grand que les deux termes suivants; et il l'est égale-

ment beaucoup plus que le dernier terme, comme ou le voit en 

observant que la composante tv de la vitesse éprouve, du fond à la 
surface, des variations comparables à ses valeurs intégrales, ou est de 

l'ordre de ~ H = — M» et <lue» Par suite, le produit se 

trouve seulement comparable à(~ -+- 1^> c'est-à-dire, tout au 

plus, à 4- ou aux termes évidemment de l'ordre du 

précédent u déjà négligé. D'ailleurs, d'après ce qui vient d'être dit, 

est, à une première approximation, réductible *\expression 

qui égale vu que α ne dépend pas de t. Donc, on aura sensible-

ment u' = ~ et, de même, e' = — ; de sorte que les équations (9) 

deviendront, en y joignant l'équation approchée de continuité (6) : 

dt & ρχ' dl d)\" p#/' 
I I 

di ! du· dy) 

Si l'ordonnée H du fond et la pression p
t
 à la surface sont connues 

en fonction de a?, jet/, comme il arrive d'ordinaire, et si l'on donne 
de plus, en χ et j, les valeurs initiales de l'ordonnée ζ delà surface, 
ainsi que des composantes U, V de la vitesse moyenne sur chaque 
verticale, ces trois équations(i r) détermineront à une première approxi-
mation, d'instant en instant, les variations de U, Y, ζ sur chaque 
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verticale (xyy). Ou en déduira donc, pour tout instant t : 1" la forme 
et la situation de la surface libre; 2° les vitesses moyennes U, V, qui, 
jointes aux valeurs initiales a, jS, données dans chaque cas, de u — l, 
e — V, feront connaître sensiblement, pour les divers points de la masse 
fluide, les composantes horizontales u, ν delà vitesse. 

Quant à la composante verticale w, en observai)t que~ -+- ^ vaut 

à fort peu près, d'après (10) et (9 ter), ~ H- ̂ et que, par suite, les 

équations (2 ) et (6) donnent 

(,,6b) Λ = Γ|—Λ— 

il viendra, en multipliant celle-ci, (11 bis), par dz et intégrant, depuis 
5 = z, jusqu'à la limite ζ = II où tu = u»

e
, 

/ iw/dl-ζ) 

Or, d'après (3), égale sensiblement^; car, les dérivées 

étant supposées au pluscomparablcs a ηs termcs
»
 li

o *'«7/7.' 

de l'expression de <r
0
 autres que ~, ne sont pas d'un ordre de peti-

tesse moins élevé que les produits « — ? ν ~ et disparaissent à coté du 

fermede même que ιι'-^·>ν~οηί été négligés devant^'· On aura 

donc, pour calculer te, la formule approchée 

(••-sj _

 H) ir~-;h
 +

 T\—7ι— 

Y. — EQUATIONS DF. DEUXIÈME APPROXIMATION, POUR LES TROIS MÈMF.S 

CAS. 

L'expression (12) de ivnous permet actuellement d'évaluer les très 
petites accélérations verticales w'. On a, en effet, 

"'=Λ +uT*+vTr+wTz· 
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Or, le premier lerme,—·* est encore tie l'ordre de» produits des dé-

rivées par des vitesses de propagation très supérieures à u, e; 

en sorte que ce premier terme rend insensibles les deux suivants. Et l'on 

peut également supprimer le dernier, w~ou — Φ"
 csl 

aussi de l'ordre de v(~ pour ce fail que les rapports ~ -

et »v u·^?' so,lt comPara^es entre eux, les quantités «, e, tr 

se propageant, pour ainsi dire, autant les unes que les autres, suivant 

les χ ou les y. On peut donc poser τν = et la formule (12) donne, 

en y négligeant le produit des deux petites dérivées premières ̂  

^ et de A» à côté de la dérivée seconde^ 

J f/i* + Π dt* 

Par suite, dans la formule (7) de la pression, le terme de deuxième 

approximation — / tr'Λ a pour valeur approchée 

y Φζ Ζ3 ζ* f/J( Il — ζ , 

t;t il vient sensiblement, vu que ζ, comparable à II, est très supérieur 

« Ç. 

(.3 6«) J xv dz = s
Tli

 +
 Γ|7

 —fÎt 

La formule ( 7 ) s'écrira donc 

/ .r \ l' - Hi — . 

Les deux derniers termes représentent, comme on voit, la petite par-
tie de la pression qui, le long d'une verticale, 11e varie pas d'après la loi 
hydrostatique. 

La valeur ( 13 bis) de I w f/r-, différentiéc par rapport a <x ou à y 
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eu négligeant, à coté des dérivées troisièmes les produits de 

la dérivée seconde ^ par les dérivées premières et par ̂  » 

change de même les équations (8) en celles-ci : 

& c/.rpg) di1 tir «Il dPd.v ' 
I)) 

v
<
=

 » £(ς _ pi) + z JÛL + ϋ. £i!L-Jl. 

Multiplions-les par η-—? et intégrons sur toute la profondeur II — ζ 

du fluide, c'est-à-dire de z = 'Cà z = II, en remarquant que les derniers 
et avant-derniers termes, de seconde approximation, ne seront changés 
que de fractions négligeables de leurs valeurs si Ton y remplace cet in-
tervalle H — ζ par 11, ou la limite ζ par zéro. Nous aurons 

Jr II — ζ ~~ ÏÏTlA Ç pg) G di'd* ' 
(ιβ) 

J: Il — ζ " r/r' ?AV <> dl'dy 

l'our calculer les premiers membres de ces équations, c'est-à-dire les 
valeurs moyennes des accélérations horizon tales u\ v' le long d'une 
mémo verticale, observons que, dans l'expression de u\ 

, du du du du 

les trois derniers termes, qui sont de deuxième approximation, peuvent 
s'évaluer en y mettant, si l'on veut, pour u

%
 ν et w\ leurs expressions 

approchées (10) et ( 12 ). Il vient d'abord, pour les deux derniers de ces 
tenues, . 

"ai+ vTj =f '1'+ * τ?)+ <v ■+ + Tv )■ 

Multiplions par jy-~-r ou, sensiblement, par et intégrons sur toute 
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la profondeur du fluide, c'est-à-dire, à fort peu près, de s = ο à s =11. 
Si nous développons les produits du second membre et que nous 
tenions compte des relations (9 bis), ainsi que des conditions évidentes 

j * J i
3

„— °» 

I «ΤΓ = O OU I -T. -— = (), 

toujours vérifiées, même les dernières, quand les quantités α et β existent 
ear H est alors supposé constant j, nous aurons 

Χ Χ'τ, + νΤϊ)π=Λ=χ τ* + νψ 

Quant au terme si l'on y remplace u% d'après (12), par 

,/ζ 5 d(\[-ζ) 

et -μ par —— » sa moyenne, ^ y / w ^dz, sera 

. Γ " I r/ζ 5 r/(ll —5)-|r/(i/ —1 ) , 

''7) ~ If—ζ Λ ^di*~-u ^)\\ fil 
9 

1 '"u-;w·", ... d: 

Or la première intégrale du second membre s'obtient immédiatement 
et a pour valeur, après des réductions évidentes, 

-(α'-^\ΰι + η—Έ ψ 

οιι, simplement, 

, ,v '/Il / ,η'/ζ 
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vu que le petit facteur rend le produit — 

geablc à coté du terme — (i/, — U) — > qui est déjà de seconde ap-

proximation. Celui-ci, en effet, se trouvant, dans (i 7), divisé par If — ζ, 
est de l'ordre de i "x 77 * , ou, évidemment, de 5 e'est-à-dire, 

enfin,d'après(i2),comj>arableau termemcnietv^ > dont on a démontré 

la petitesse relative, dans u\ en comparaison de Comme, d'autiv 

part, le dernier terme de (17) est identiquement nul d'après la défi-
nition même de U, il vient, pour la valeur moyenne de la somme 

/71 en §rol,Pan® deux parties de terme affectées de U, l'ex-

pression 

1idz + "°W-">Th-1—-,ïï— ■ 

.Mais, d'après la règle classique de la differentiation des intégrales 
définies, la somme 

j -n ,/z + U„ Λ - u, 7u 
» 

n'est autre chose que 

J, ί "Jz = <77 =(»"?/ 777 + »' -
 llr

~ ' 

et l'on a finalement, pour la valeur moyenne de^' la simple 

«le"vee -jj ■ 
Il viendra donc, en définitive, comme valeur moyenne de u' le long 

d'une même verticale, 

, u. /*" , dz d\ ..dY , dl 

On trouverait de même 

<M"> X '' 11*—"ζ = 77? ' <77 <77' 



MOUVEMENTS D'UN LIQUIDE PESANT. 280 

Par suite, si 1 on appelle, afin d abréger, I et Γ les deux pentes 
motrices suivant les deux axes rectangulaires des χ et des^, 

<"» '-i(î-ft)' '-£(<-&)· 

les deux relations (16) prendront les formes 

,_Ι/ίΐυ, 1TrfU , „dV\ H ^(2ζ4-Η) 
(ao) 

r=.!(% + ûff + vff) 

Voilà ce que deviennent, à une deuxième approximation, les 
équations qui, jointes à celle, ( 5 ), de conservation des volumes fluides, 
permettront de déterminer les accroissements éprouvés, d'un instant à 
l'autre, par les trois principales inconnues du problème, qui sont 
«l'ordinaire ζ, U et V, fonctions des deux coordonnées horizontales x,y 
et. du temps t. 

Quand la pression p
t
 à la surface est constante, I et Γ se réduisent à 

tïx' r/r' ^1' (^C Pll,s' est ^xe e* Piètre apposé horizontal sur 

des étendues notables, ou n'a que des pentes insignifiantes par rapport 
à celles que le mouvement ondulatoire imprime à la surface, en appelant 
fi le petit excédent variable de la profondeur actuelle H — ζ sur la 
profondeur constante II antérieure aux ondes étudiées, il viendra 
ζ — Λ, et les trois équations (5) et (20) pourront aisément s'écrire 

777 + ΓΙ(τζ;^)+*Γ+ φΓ = °: 

(21) dl dh , f dl ΛΤάΙ H cPh 

dV dh , ITrfV , ΛΤά\ , H d*h 

Jcurn. de Math. (3* série), tome IX. — SEPTEHURE I883. ^7 
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VI. — CE QU'ELLES DEVIENNENT, QUAND IL S'AGIT D'UN CANAL SEN-

SIBLEMENT RECTANGULAIRE, U'ILNE LARGEUR BIEN MOINDRE QUE LA 

LONGUEUR DES ONDES. 

Concevons qu'il s'agisse d'étudier en particulier des ondes produites 
ou propagées le long d'un canal ayant pour axe l'axe même des x, et 
d'une largeur constante /. Nous supposerons cette largeur horizontale 
sensiblement la même de la surface au fond : autrement dit, nous 
admettrons que la section normale du canal ait ou la forme d'un rec-
tangle, ou du moins, à peu près, celle d'un trapèze à bases horizontales 
et beaucoup plus large que haut. Alors la vitesse latérale V devra 
s'annuler; soit en toute rigueur, soit très sensiblement, sur les deux 
bords, ou très près des bords, quand même ceux-ci ne seraient pas 
verticaux; car, les trajectoires étant supposées peu inclinées sur 
l'horizon et le canal se trouvant prismatique a arêtes horizontales, les 
molécules fluides contigués aux bords ne peuvent y décrire que des 
lignes s'écartant peu des génératrices ou sensiblement perpendiculaires 
à l'axe des/. 

Donc la composante transversale V s'annulera, ou à fort peu prés, 
sur les deux cotés du canal, et elle devra, vu la graduelle variation 
supposée de A, U, V en fonction de t, χ et/, être partout d'un ordre 
de petitesse supérieur à celui de la composante longitudinale U : celle-ci, 
en effet, s'annulera seulement à des intervalles beaucoup plus longs 

que la largeur /. Par suite, ~ pourra être négligé devant — ; et les 

deux dernières équations (21), qui donnent, à une première approxi-
mation, 

'IL· — _ 1 *0. (!!i — _ 1 

montrent que la dérivée ̂  devra être insensible par rapport à la 

dérivée ou que les pentes de la surface seront beaucoup plus 

faibles dans le sens transversal des/ que dans le sens longitudinal des a?. 
Les dénivellations dans le sens transversal se trouvent ainsi né-
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gligeables, au moins à une première approximation, et A, ^ ont 
presque les mêmes valeurs d'un bord à l'autre ou ne dépendent que très 
peu dey. De plus, V s'annulant ou devenant insensible sur les deux 
bords, sa dérivée ^ s'annule dans l'intervalle, pour toutes les valeurs 

de <r, et elle ne pourra être que fort petite en général à coté de jjg qui, 

au contraire, ne s'annule que de loin en loin le long du canal. Il suit de 
là que, à une première approximation, la première équation (ai) donnera 

^ sensiblement égal à — ^ ̂  et, par suite, presque pareil, comme > 

d'un bord à l'autre. 
Même parmi les termes de deuxième approximation, le terme Y ̂  

sera, dans la seconde relation (21), rendu insensible à côté du précédent 

1; par cette circonstance que Y est très petit en comparaison de U, 

et, dans la première (21), le terme se trouvera négligeable devant 

le précédent car, AV s'annulant, comme V, sur les deux bords, 
sa dérivée en ν s'annule dans l'intervalle, comme le fait celle de V, et 
elle est par suite, en général, très petite à côté de la dérivée en χ de la 
quantité AU, beaucoup plus grande d'ailleurs que AV. 

Ln résumé, dans le cas d'un canal de largeur et de profondeur 
constantes, les deux premières équations (21) se réduisent générale-
ment, pour les longues ondes qu'on veut étudier, à celles-ci : 

dh „/dU d\\ dhV 
(22) 

dU dh nrfU II d>h _ 

La composante transversale V de la vitesse n'y paraît que par le 

terme lequel n'est tout au plus, comme on a vu, que de seconde 

approximation. On l'élimine, et l'on se débarrasse tout à fait, en même 
temps, de la variable y, en introduisant pour inconnues, au lieu de U 
et de A, les moyennes de leurs valeurs sur toute la largeur d'une 
section transversale, largeur qui sera, exactement ou à fort peu près, 
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la distance / des deux verticales menées, dans la section même, à partir 
du fond, aux points de départ des deux bords (supposés en talus). 

Dans ce but, multiplions les deux relations ( 22) par ̂  et intégrons 

sur toute la distance /, ou pour toute la longueur constante de la base 
inférieure de la section, en observant : i" que les intégrales fhdy, 
fUdy se différentieront évidemment sous le signe /, par rapport à χ 
dγ fy vaudra la différence, toujours 

négligeable, des deux valeurs de V sur les verticales menées aux deux 
bords en partant du fond, valeurs nulles ou insensibles; 3° et que, enfin, 

les facteurs ~ > peu variables d'un bord à l'autre, comme on a vu, 

peuvent être remplacés, dans les termes de deuxième approximation, 

par leurs moyennes ^ viendra, si l'on a soin de 

mettre provisoirement h~ -h au lieu de 'pour réduire fina-

lement dé nouveau, dans le résultat, ces deux termes en un seul : 

,, dh „rflî dhll (fC dh II cPh 

(33) il. daii 

+{f^T)é(fv't)+ "îs;/4-0· 

Ces équations, saufla substitution à h et lJ de leurs moyennes sur 
toute la largeur, sont identiques à celles qu'on aurait déduites immé-
diatement des relations (21) ou (22), en supposant les mouvements 
exactement pareils d'un bord à l'autre, c'est-à-dire en prenant V nul 
et Λ, U indépendants de y. Donc 011 pourra, même à une deuxième 
approximation, dans l'étude de mouvements propagés le long du canal, 
faire ces hypothèses simplificatrices, ou poser les équations indéfinies 

ί2-») 771 +HZ + "7fa=0· Si +Sdï + V dï + 3 Wdi-0· 

Mais il sera bien entendu que, dans ces relations, A désigne la 
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hauteur effective moyenne du fluide, au-dessus de son niveau primitif 
de repos ou de régime uniforme, sur toute la largeur de la sec lion 
transversale définie par l'abscisse χ, et que U y désigne, non pas la 
moyenne des va leurs que reçoit, le long d'une verticale unique, la com-
posante de la vitesse suivant le sens longitudinal des χ, mais bien la 
valeur (parfois très différente) obtenue en considérant ces vitesses lon-
gitudinales moyennes sur une infinité de verticales équidistantes, 
menées d'un bord à l'autre de la section, et en divisant leur somme par 
leur nombre. 

On peut observer, du reste, que cette moyenne générale 

/fT
 dy Cdv Ç dz 

se confond, même à une deuxième approximation, avec ce qu'on 
nomme la vitesse moyenne de débit, c'est-à-dire avec la valeur moyenne 
de u sur toute l'étendue de la section, quotient du débit actuel de celle-
ci, J cfy fudz = /U(H -t-h)dy, par son aire f dy J dz =/(H -h/i)dy. 
Appelons, en effet, pour fixer les idées, A, la moyenne des valeurs 
très peu différentes que prend h d'un bord à l'autre, en sorte qu'on air 

f(U+h)dy=(U-hh
l
)l: 

le quotient à évaluer, ou la vitesse de débit, sera ̂ |' ^
Γ

·
 s

* 

l'on observe que, h et Λ, étant petits devant H, le rapport vaut 

sensiblement ι -+- —-JJ-î » ce quotient devient 

fu(l + i^) ± =fv iL +fu 

et l'on voit que le terme JU —yj—- y > où h — Λ, n'est qu'une petite 
fraction de h

i% n'égale pas même, à côté de U, une quantité de deuxième 
approximation, laquelle se trouverait comparable au produit de U par 
le petit rapport 

Dans le cas où, antérieurement à l'arrivée des ondes, le fluide serait 
en mouvement suivant le sens des a?, par filets rectilignes et parallèles 
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animés de petites vitesses quelconques, il y aurait avantage, en vue de 
simplifier les résultats des intégrations ultérieures, à concevoir le lit 
du canal et les axes des χ, y, ζ, ou l'observateur, animés de la moyenne 
de ces vitesses, translation rectilignc et uniforme qui ne changerait pas 
le phénomène, ni la forme de ses équations différentielles (car, fût-elle 
effective, elle ne ferait que modifier dans une mesu re finie les frottements 
extérieurs dont on ne tient pas compte), et qui aurait cependant l'avan-

tage de donnerJ Uj=o aux endroits, non encore atteints par le 

mouvement ondulatoire, où la profondeur n'aurait pas cessé d'être égale 
à II. Et l'on voit que, alors, rien, dans les équations (a3)ou (24) du 
mouvement non plus que dans les circonstances initiales concernant la 
vitesse moyenne et la profondeur, ne différencierait le fluide considéré 
d'avec un liquide primitivement en repos. Ainsi, pour tout ce qui con-
cerne la propagation et les déformations successives des ondes de trans-
lation1, dans un canal rectangulaire dont Veau s écoule par filets rec-
tilignes et parallèles, inégalement rapides, animés de vitesses du même 
ordre que celles que produisent ces ondes, ou très petites par rapport aux 
vitesses de propagation, les lois de première et de deuxième approximation 
sont les mêmes que lorsqu'il s'agit d'ondes propagées le long d'une 
pareille masse fluide en repos ou, du moins, n'ayant qu'un mouvement 
commun de transport, d'une vitesse égale à la vitesse moyenne des filets 
considérés. Il n'y a de différence qu'en ce que ces lois doivent s'appliquer 
moins longtemps, d'après une remarque de la fin du n°III (p. 282). 

Seules les trajectoires des molécules fluides sont moins simples, parce 
que les inégalités de vitesse des divers filets ne permettent pas de suppo-
ser, à une première approximation, que le mouvement se fasse par 
tranches verticales, perpendiculaires à l'axe du canal, et conservant 
leur verticalité durant leur transport et leurs déformations. 

VII. — CAS DES LONGUES ONDES DONT LA COURBURE EST TRÈS FAIBLE 

ET QUI SONT PRODUITES OU PROPAGÉES LE LONG LI'UN CANAL NON 

RECTANGULAIRE SENSIBLEMENT PRISMATIQUE. 

Nous continuerons à admettre ici que l'un des axes horizontaux des 
χ et des y, celui des χ par exemple, soit choisi à peu près parallèle aux 



MOUVEMENTS D'ÏJN LIQUIDE PESANT. 2Q5 

parois du canal, et nous supposerons insensibles les composantes 
transversales v\ wf des accélérations, hypothèse admissible pour les 
ondes très longues et, par conséquent, très peu courbes, où le mouve-
ment est presque exclusivement longitudinal. Il est évident que les 
équations indéfinies (i) du mouvement subsisteront toujours. La pre-
mière donnera, en appelant encore p

s
 la pression à la surface libre 

( pression que nous supposerons la même d'un bord à l'autre ou indé-
pendante de y), et ζ l'ordonnée de cette surface : 

(a5) f = y +*(*-Ç)î 

et celle-ci réduira la seconde (i),oùi/ sera négligeable, = o. Donc, 
l'ordonnée ζ de la surface libre ne dépendra, comme p,, que de a? et 
de t. Autrement dit, le profil en travers de la surface libre sera horizontal, 
et la pression variera hydrostatiquement aux divers points d'une même 
section normale du canal. 

Il en résulte que la première (i), devenue, en vertu de (25), 

« ( O . 

donnera à l'accélération longitudinale M' les mêmes valeurs pour toutes 
les molécules ayant actuellement la même abscisse x. Donc, en raison-
nant comme on l'a fait plus haut ( nos III et IV, p. 279 à 282 ), dans le 
cas d'un bassin à fond sensiblement horizontal, et en appelant U la 
moyenne des valeurs de u sur toute l'étendue σ d'une section fluide 
normale aux χ, on en conclura que la différence a — U est très petite 
en comparaison de U, si le liquide considéré était d'abord en repos ou 
si le mouvement est principalement oscillatoire, et qn'ellese trouve, du 
moins, à fort peu près indépendante de χ et de t, quand il s'agit 
d'ondes propagées dans une eau qui s ecoule le long du canal par filets 
inégalement rapides parallèles à l'axe des x. Dans tous ces cas, des deux 
termes, u — U et U, qui composent l'expression de u, le premier, 
u — U, que j'appellerai «, est seul fonction des coordonnées transver-
salesy et z, mais, par contre, dépend fort peu de χ et de t, contraire-
ment au second U. 

Gela posé, cherchons en premier lieu quelle relation existe, en vertu 
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de la continuité ou de la conservation des volumes fluides, entre la 
vitesse moyenne U sur une section et l'aire σ de cette section fluide, 
ou leurs dérivées. On l'obtient de suite, en exprimant que l'accroisse-

ment ~ di dx
t
 durant un instant dt, du volume fluide rsdx compris 

entre les sections normales qui correspondent aux deux abscisses fixes 
a?, x -H dx, est égal à l'excédent du volume, σϋΛ, débité en même 

temps par la première de ces sections, sur celui, ^σϋ -+- ^—-dx^jdl, 
qu'a débité la seconde. 11 vient ainsi 

, v (h ch υ 

formule dont on remarquera l'analogie avec les autres équations de 
conservation des volumes fluides, (5) et (24)» que nous avons obte-
nues pour les cas d'un bassin où la profondeur est II — ζ et d'un 
canal rectangulaire d'une largeur constante l et d'une hauteur d'eau, 
H -Î- h, avant comme partie variable h. 

Evaluons enfin, pour en porter dans (26) l'expression en fonction 
de I/, 7 et leurs dérivées, l'accélération u' commune à toutes les parti-
cules situées actuellement sur une même section normale 7 ou, plutôt, 
dans une même tranche élémentaired'épaisseur frayant la masse podx. 
Pendant un instant *//, cette accélération accroît de (padx)(u'dt) 
la quantité de mouvement animant suivant les χ la matière de la 
tranche. 11 nous suffira donc d'obtenir, en fonction de U, 7 ou leurs 
dérivées, une expression delà même quantité acquise de mouvement, 
puis de l'égaler à ρvu'dxdt, pour que u' s'en déduise. 

A cet effet, considérons d'abord la masse fluide comprise, à l'époque 
/, entre deux sections 7

0
, 7,, ayant deux abscisses respectives fixes 

a?,, dont la seconde sera supposée la plus grande. Si nous représentons 

par / une intégrale prise sur toute l'étendue d'une section déterminée 

7, cette masse fluide vaudra évidemment j dx f çda
t
 et la quantité de 

mouvement qu'elle possède dans le sens des χ, à l'époque /, égalera 

de mèmej^ dxj*puda. A l'époque t ■+■ dt, la quantité analogue de 
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mouvement sera donc, pour la matière comprise alors entre les deux 
mêmes abscisses ou les deux mêmes plans extrêmes, 

I dx( Ç pu du 4- dtj
t
 Jpu du} = jf dx f pu du -h dt jf dx~ f pu du. 

Mais, par les divers éléments du de la section σ,, il sera sorti, 
durant l'intervalle écoulé dt, de petits prismes fluides, (du)(udt), 
emportant la quantité de mouvement p(cfu)(udt) u, c'est-à-dire, en 

tout, dt Ç pu2 du, qu'il y a lieu de joindre kla précédente, puisque ces 

prismes fluides font partie de la masse dont on a à s'occuper; et, 
d'autre part, il sera entré, au contraire, par la section σ

β
, une masse 

fluide étrangère, apportant une quantité de mouvement exprimée de 

même par Λ / pu* du» qui est k retrancher. En somme, la quantité de 

mouvement gagnée, durant l'instant dt, par la tranche fluide 

Ç dx f ρ du» 

aura donc pour expression 

é/^jT dv ~ I p/i du -h Ç pu*du — j pu
2
du)> 

laquelle peut s'écrire évidemment 

dt |β-j j*pu du ^ ( pu* du j 

quand l'épaisseur χ, — x
0
 de la tranche se réduit à dx et que les deux 

abscisses x
0

» x
t deviennent χ, χ dx. Telle est la quantité qu'il faut 

égalera pu u' dxdt. Observons que, le fluide étantun liquide homogène, 
le facteur ρ, constant, sort des signes d'intégration ou de ceux de dif-
ferentiation, et il viendra simplement 

(a8) +&{***)■ 
Journ. de Math. (3· série), t. IX. — SEPTEMBRE I883. OO 
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Or, d'une part, f u dû — U<y; d'autre part, comme 

w2 = (U Η- α)3 — L·'3-+- ίUα -4- α3, 

et que ι %ds s'annule identiquement, vu que 

ί or.dû = f u — \J)da = ( udû — U?, 

l'expression / <*3*/σ, ou f IJ3 dû -h 2 Γϋα du -+- I ot^dû, se réduit 

à li-τ -+- «a dû, somme où le second terme, généralement du même 

ordre que le premier, varie en fonction de χ et / incomparablement 
moins que celui-ci, car 2 n'y dépend presque que de y et s, et c n'y 
diffère que peu de la section fluide constante primitive. La dérivée 

■i fu2 dû se réduira donc sensiblement à et comme celle-ci, de 

l'ordre de ou de U après qu'onTa divisée par î, n'est à consi-

dérer, dans les formules (28) et (26). qu'à une deuxième approxima-

tion, on pourra négliger absolument la dérivée» en du terme j a} dû. 

Ainsi, l'expression de l'accélération u sera 

/ u » · \ /' id\)<r (1\}*ι\ 

Or, en y regardant II σ et 113 σ comme les produits respectifs de lj 
par Û et par ϋσ, il vient 

~W + ~dx (de + ~dx ) \ëû dxl' 

relation ou la première partie du second membre est identiquement 
nulle en vertu de (27). Par suite, l'expression définitive, aussi simpli-
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liée que possible, de u', 

'*)) " = -3T + Urfï' 

est, à une première et à une deuxième approximation, la même que 
dans le cas où tous les filets fluides possèdent une vitesse initiale com-
mune et où le mouvement se fait par tranches verticales conservant 
leur parallélisme. 

En conséquence, les deux équations du mouvement en U et σ seront, 
d'après (27) et (2G), si Ton appelle, pour abréger, f la pente mo-
trice -- (ζ — —Y 

.. (h fh\, 1 / d\< 1Tc/U\ 

On voit qu'elles 11e gardent pas trace de l'inégalité de vitesse des 
filets fluides que le mouvement ondulatoire vient agiter; de sorte 
qu'on pourra, dans ce cas d'un canal prismatique quelconque, comme 
dans relui d'un canal rectangulaire, étendre les lois des ondes de trans-
lation propagées au sein d une eau en repos aux ondes qui le sont le 
long d'un courant, pourvu, du moins, quelles se trouvent être de courbure 
insensible, ou très longues, c'est-à-dire telles, que les accélérations latérales 
r\ w' n'y aient aucun effet appréciable, et pourvu que les différences 
initiales de vitesse des divers filets fluides y soient seulement de l'ordre des 
vitesses mêmes qu apportent les ondes, ou bien moindres que les vitesses de 
propagation. Toutefois, encore d'après une remarque de la fin du n° 111 
: j». 282), ces lois doivent y être un peu moins exactes que pour une 
eau en repos, ou ne pas s'appliquer aussi longtemps; et, d'ailleurs, 
l'inégalité de vitesse des filets fluides s'y fait sentir sur la forme*des tra-
jectoires des molécules liquides, qu'elle rend moins simples. 

On peut voir dans VEssai sur la théorie des eaux courantes (p. 281 
à 299, ifi.*» à /170, et Additions à cet Essai, p. ji à 53, 58 à 09, etc.) 
comment les équations ( 3o) permettent d'étudier les longues ondes, 
11011 périodiques ou périodiques, propagées le long de canaux prisma-
tiques ou quasi prismatiques, et même le long de tuyaux élastiques 
pleins de? liquide, ha superposition de deux houles égales et de sens 
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contraires y donnerait (railleurs des clapotis, comme on l'explique 
dans le même Essai (p. 33!\ et 33.) ) pour le cas où le fluide est contenu 
dans un bassin de profondeur constante ; et la combinaison de clapotis 
de diverses périodes, multiples les unes des autres, représenterait tous 
les petits mouvements longitudinaux possibles de l'eau contenue dans 
un canal prismatique limité à ses deux bouts par deux parois normales 
à son axe (même Essai, p. 3I'I, 325, etc.) Je me contenterai de ces 
indications, car mon but n'était ici que de démontrer les équations 
différentielles régissant les longues ondes, dites fa translation, produites 
ou propagées au sein des liquides pesants (1 ). 

(') Voir, à la lin du Volume, une Addition à ce Mémoire. 


