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SURFACFS ET COURBES A DOUBLE COURBURE, 26()

Sur la génération des surfaces et des courbes a double
courbure analogue & celle de Mac-Laurin;

Pax M. M.-N. VANECER.

{. En écrivant dans cette Note un polyédre P de forme variable a
n faces, on entend que toutes ses faces Fy, F,, ..., F, enveloppent res-
pectivement des surfaces développables S,, S,, ..., S,, de classe s,,
Say ++ 04 8y, CL que toutes ses arétes (¢’est-a-dire des droites de rencontre
de deux faces successives) F,F,, F,F,, ..., F, ,F,, moins une
(savoir F,T,), rencontrent respectivement des courbesC,, C,, ..., C,_,,
d'ordree,, ¢4y ooy €y (V).

Si le polyédre 1 varie ainsi, ’aréte libre ¥,V, engendre une surface
gauche X qui sera du degré

(a; 28,800 SuC a0 eCpy s

On verra que cetteformule est vraie pour la surface S,, de classe s, si elle
est vraic pour unc droite quelconque D (surface développable de pre-
miére classe) remplacant la surface S;. La droite qui joint le point ou
la face F, , rencontre la courbe G, | avec le point ou la face F,_, perce
la courbe C,, engendre une surface Y de classe y, quand Varéte

{*) On centend dans toute cette Note, excepté dans le dernier alinéa, les lignes
i double courbure.
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libre F,F, rencontre continuellement une droite quelconque P. Les
plans tangents communs aux surfaces Y et S, donnent les points ou la
droite P perce la surface X. On peut déterminer la classe y de la sur-
face Y comme il suit : On prend une droite quelconque D, et, quand la

face F, 'enveloppe, I'aréte libre F,F, engendre une surface gauche U
d’ordre u. Les points ou la surface U perce la droite P donnent les
plans tangents de la surface Y, qui passent par la droite D. Donc y = u.
Mais la surface U est la surface X, quand on remplace la surface S, par
la droite D. Donc, etc.

On démontrerait d’'une maniére analogue que la formule (a) est
vraie pour la courbe C,, quand elle est vraie pour une droite quel-
conque D, remplacant la courbe C,.

Au cas ou toutes les surfacesS,, ..., S, ettoutes les courbesC,, ...,C, |
sont des droites, la surface X est du deuxiéme degré. Alors la for-
mule (a)est vraie.

Tous les plans de la surface S, sont multiples plans tangents d’ordre

$,53...85, €. ..C, ,

o

de Ia surface X.

2. S¢ trois polyedres variables?, V', P’ a n, n’, n’ faces ont la pre-
mi€re face commune qui enveloppe une surface développable S, d’ordre s, ,
c'est=g-dire ¥, ==F =T, e1S,=S8,==8,, les derniéres fuces F, F,, ¥,
se rencontrent en un point qui parcourt une courbe d’ordre (*)

(h) 35,8,...5,5 ...5,5,5,

nv23° n"c""(u t i"‘cn'l e (’r"l

(') Chasles (Apergu historique, - 404, seconde édition) md:que la con-
struction snivante de la courbe du troisiéme ordre

« Quand les quatre faces d'un téiracdre mulnle sont assujetties & passer res-
pectivement par quatre droites situées d'une manicre quelconque dans P'espace,
et que trois sommets du tétraédre doivent se trouver sur trois autres droites,
placées aussi d’une manic¢re quelconque dans I'espace, le quatriéme sommet du
tétraédre parcourra une courbe & double courbure du troisiéme degré. »

Il est évident que cette construction est impossible. Au cas particulier du théo-
réme 2, on aura une construction semblable a celle de Chasles, savoir :

Quand quatre faces d’un tétraédre mobile sont assujellies a passer respeclive-
ment par quatre droites situées d’une maniére quelconque dans P'espace, et que
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Nous ne démontrons pas ce théoréme et les théorémes suivants,
parce qu'il suffit d’employer la méme voie, comme dans le précédent.

3. En désignant pary, 7/, 7" les points oii les derniéres faces F,, F),, F,
des polyédres P, P, P’ rencontrent respectivement les courbes C,,
c,,C,, d'ordre ¢, c,, c,,, on obtiendra :

Si trois polyédres variables P, V', P’ ont la premicére face commune qu
enveloppe une surface deéveloppabe S, d’ordre s,, le plan Y’ enve-

loppe une surface développable de classe
(c) 3808y Su8y eSS e Sl €y CyC e e

4. En prenant, au lieu de la surface développable S,, une surface
quelconque S, de classe s,, on obtiendra au cas 2 une surface
d'ordre () et au cas 3 une surface de classe (¢).

5. On peut déduire les théorémes suivants, d’aprés le principe de
dualité des théorémes précédents.

Désignons par <, chaque point ot la premiére face F, du polyédre P,
de forme variable &4 n faces, perce une courbe quelconque C,
d’ordre ¢, et par 7, chaque point oii la derniére face F, de ce polyedre
rencontre une courbe quelconque G, d’ordre ¢,. La droite v,7, remplit
une surface gauche du degreé

(a') 28,834 .50CoCy+s o Cpey Cns
quand le polyedre P varie de maniére déterminée.

Si les premicres faces F,, F,, F, des polyédres variables P, V', P’ se
coupent sur une courbe C d’ordre c, les derniéres faces ¥, ¥,,, F,, se
coupent en un point qui parcourt une courbe d’ordre

[} U ’ " L ’ ’ ”
(&) 38, . 848, 0 88, 8wt Cu €y Cp € Cp

trois arétes situées dans une face I'; du tétraédre doivent rencontrer trois autres
droites placées aussi d’une maniére quelconque dans l'espace, le sommet oir se
coupent trois autres faces du tétraédre parcourra une courbe & double courbure
du troisiéme ordre,
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Et, en remplacant Ia courbe C par une surface quelconque C
d’ordre ¢, on obtiendra une surface d’ordre (¥').

Lorsque les premiéres faces F,, F,, F, des polvédres variables P, I, P
se coupent sur une courbe C d'ordre ¢, le plan %</ enveloppe unc
surface développable de classe
(¢") 38, 8,8 888Gy Ca €€y € Cy
et pour une surface quelconque C d’ordre ¢, au lieu de la courbe C,
on aura une surface de classe (¢').

6. On peut généraliser enfin le théoréme dir & Mac-Laurin (') sur
la génération des courbes planes de la maniére suivante :

Si un polygone, de forme variable, se meut de maniére que tous ses
cdtés enveloppent respectivement des courbes C,, C,, ..., C, de classe c,
¢,...C,, €L que lous ses sommels, moins un, parcourent des courbes C,,
Cyy ooy Cy_yd'ordrecie,...c,_,, le sommet libre engendre une courbe
d’ordre

AC,C,. . C 0 Ca .t Cy e

Je ne connais pas la démonstration du théoréme de Mac-Laurin
dounée par lui-méme, mais on peut démontrer ce théoréme d’'une
maniére analogue a celle de 1, en prouvant qu'il est vrai pour une
courbe quelconque G, quand il est vrai pour un point quelconque
remplacant la courbe €, et qu'il est vrai pour une courbe quelconque
(., quand il est vrai pour une droite quelcongue 1), remplacant cette
courbe.

Y Noir Apercu historique, ete,. p. 150,



