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ENVELOPPES DES COURBES DANS L'ESPACE. 257

Des enveloppes des courbes dans U'espace;

.. ' P M. COLLET.

Dans la théorie des courbes planes, la notion d’enveloppe, pour les
courbes d’'une méme famille, résulte de la considération desintersections
successives de ces courbes; aussi la définition donnée alors ne peut-
elle s’appliquer aux courbes dans I'espace, attendu que deux courbes
d’une méne famille, dans Uespace, ne se rencontrent géneralement pas;
car, une famille de courbe étant définie par les équations

(1) ¢(x,y,3,t)=0, ¢(x,y,51¢t) =0,

qui renferment un paramétre arbitraire ¢ dont les valeurs caractérisent
les différentes courbes, les coordonnées des points communs a deux de
ces courbes devraient satisfaire simultanément i quatre équations.

A la vérité, on semblerait conduit & une conclusion inverse si I'on
remplacait I'une des surfaces variables définissant les courbes par la
surface fixe lieu de ces courbes; car les coordonnées des points communs
a deux courbes ne devraient plus satisfaire qu’a trois équations.

Mais si 'on élimine ¢ entre les équations (1) et que le résultat soit

F(@,y,3) =0,
le systéme

(2) Fla,y,3)=0, ¢(x,¥,3¢t) =0
Journ. de Math, (3* série), tome IX, = Aour 1883. 33
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ne sera pas, en général, équivalent au systéme (1), et ne pourra le
remplacer.
Si, par exemple, on considére les droites données par

sint + cost,

ora

B X - . 4
(3) 2 = Zcost —sint, L =
a c ]

leur lieu est I'hyperboloide

x? Jpl st
dTE—a="
Or le systéme

3 . T S
=Zcost-—smt, P +‘F - ;-;: I,

aly

qui est équivalent an smvant :

r _ 3 N L A 2
a7 = ccost —==Sin{, "= (Esml -+ (‘ost) ’

outre le systéme proposé (3), comprend encore le suivant :

.r S . 1 4 S .

— = —-COS{ — sInt, 5 = — =Sl — COs¢,

a ¢ b Y
qui définit une seconde famille de droites situées aussi sur I'hyper-
boloide lieu des premiéres; et alors que deux droites d'une méme
famille ne se rencontrent jamais, une droite d’une famille rencontre
toutes celles de 'autre.,

On peut d'ailleurs voir a priori que le systéme (1) ne comprend pas
toutes les courbes définies parlesysteme(2), en cherchant les courbes de
chacun de ces systemes qui passent par un méme point de la surface
F(x,y,5) = 0. En général, il y en a plusieurs’ du second systéme, et

,_* . . L N
clles sont caractérisées par les valeursde £ quisont racines de I'équation

¢(x,y,3,1)=o0,

ou z, y, s sonl les coordonnées du point considéré, tandis que le
premier systéme n’en donne qu’une. La valeurde ¢ qui lui correspond
doit éire une racine commune des équations (1) quand @, y, 5 y
représentent les coordonnées du point considéré, racine commune qui
existe par hypothése, mais qui est simple en général.
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On conservera donc sous la forme (1) les équations générales d'une
famille de courbes dans Iespace.

L.

Parmiles courbes définics par les équations (1), considérons-en deux
S et §', qui répondent 4 deux valeurs infiniment voisines, ¢ et ¢ + Ay,
du paramétre. Toute plus courte distance PQ entre ces deux courbes
est mesurée sur une normale commune et, en général, est du méme
ordre infinitésimal que A¢; quand At tend vers zéro, le point P tend sur

Fig. 1.
s /
A\ / Y

NN - T 7 /
S - . /

—Fe
—— —
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la courbe S vers une position limite déterminée M que nous désignerons
sous le nom de point limite ou de point de siriction. Le lieu de ces
points pour toutes les courbes considérées sera leur ligne de striction ;
et, comme il peut exister plusieurs points de striction sur chaque courbe,
la ligne de striction peut se composer de plusieurs branches.

Les courbes considérées sont rencontrées sous un angle fini par leur ligne
de striction.

Soient cn effet 8,8/, 8", ... les courbes obtenues en donnant au para-
meétre variable des accroissements successifs de méme ordre, PQ une
plus courte distance entre les courbes S et §', P'Q" une plus courte
distance, voisine de la premiére, entre S’ et §”, et ainsi de suite. Le
lieu des points P, P, V', ... sera & la limite une ligne de striction qui
se confondra d'ailleurs, 4 la limite, avec le lieu des points Q, Q/, ....
I’angle sous lequel cette ligne rencontrera la courbe S est la limite de
Fangle TPP' formé par PP’ avec la tangente PT 4 la courbe S, et 'on a,
par le triangle QPP’ rectangle 2 la limite,

L PQ
limsin TPP' = lim PP’
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quantité finie, puisque PQ et PP’ sont en général de I'ordre de At. Mais
il n’en est plus ainsi quand la plus courte distance des deux courbes
est d’ordre supérieur, etl'on voit qu’alors la ligne de striction devient
tangente aux courbes considérées : nous 'appellerons I'enveloppe de
ces courbes.

La condition d’existence d’une enveloppe pour les courbes d’une
méme famille dans V'espace est donc que deux de ces courbes infini-
ment voisines admettent constamment une plus courte distance d’ordre
supérieur. Par suite, en négligeant des quantités d’ordre supérieur au
premier, deux courbes infiniment voisines peuvent étre considérées
comme se coupant en leurs points limites; et alors, Yenveloppe est le
lieu des intersections successives de ces courbes, les quantités d’ordre
supérieur au premier étant négligées.

La réciproque est vraie, c’est-a-dire que, si les courbes d’une méme
Jamille sont tangentes a une méme courbe, cette derniere estleurenveloppe ;
ou, en d'autres termes, deux courbes infiniment voisines admettent
une plus courte distance d’ordre supérieur; car, si M et M’ sont les

Fig. 2.
\\

points ou ces deux courbes S et §' touchent la courbe fixe X, I'arc
MM’ étant du premier ordre, la distance de M' 4 la courbe S est du
second ordre, et, par suite, les courbes S et § ont, dans le voisinage
des points M et M’, une plus courte distance qui est du second ordre
au moins.

Analytiquement, si deux courbes infiniment voisines sont définies
par les équations (1) et (4),

(4) o(x,y,3,t+At =0, {(,¥,3,(+ At)=0,
en négligeant les quantités d’ordre supérieur au premier, ces derniéres

pourront s’écrire .

: ) d
gl(r,v, 3.1 +At'7,—‘, =0, Ylz,¥, z,t)—}-At:i;: 0,
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et la condition pour qu'il y ait une enveloppe sera que les quatre
équations

J
(5) ?(x)Y!zO‘)=°, '\P(ﬁ,y,z, t):o, :ﬁ=0’ 32:—_0

admettent un systéme de solutions communes, pour z, y, 3, quel que
soit ¢; c’est-a-dire que, sil’on élimine z, y, s entre ces quatre équations,
Péquation résultante devra étre une identité. Telle est la condition
analytique que doivent remplir les équations (1) pour que les courbes
qu’elles définissent admettent une enveloppe. Quant aux équations de
cette derniére, elles résulteront de I’élimination de ¢ entre trois quel-
conques des équations (3 ).
Plus simplement, si la famille des courbes est définie par

z=9(5,8), y=4¢(s1),
o

les équations %}-’ =0, ;=0 quil faut adjoindre aux précédentes
devront admettre, pour chaque valeur de ¢, une méme valeur de z ; et,
en exprimant que ces deux équations ont toujours, quel que soit ¢, une
racine commune, on exprimera aussi la condition pour que les courbes
considérées admettent une enveloppe.

Ainsi les droites définies par les équations

xr=az+p, y=bz+9v

o a, b, p, ¢ sont des fonctions de 7, admettront une enveloppe si les
équations
sda+dp=o, zdb+dyg=o

sont compatibles, quel que soit ¢, ¢’est-a-dire si 'on a
dadg — dbdp = o,

ce qui est la condition connue pour que la surface réglée, lieu des
droites considérées, soit développable.

On peut donner maintenant une interprétation géométrique des
résultats obtenus.

Les équations ¢ = o, %3:0 définissent la caractéristique de la
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premiéresurface variable (1), de méme que ¢ = o, % _ o déterminent

at
celle de la seconde; donc, pour qu’il y ait une enveloppe, il faut que,
pour chaque valeur de ¢, les caractéristiques des deux surfaces variables
qui definissent les courbes considerées se rencontrent ; et comme les points
communs a ces deux caractéristiques variables appartiennent a I'en-
veloppe, cette enveloppe est aussi l'intersection des enveloppes des surfaces
variables qui définissent les courbes considerees. :

Enfin il est facile de montrer que ckaque courbe n’a qu'un contact du
premierordre avec ' enveloppe ; car ce théoréme est vrai pour les courbes
planes, et par suite pour les projections des courbes sur des plans
quelconques, d’ou il est facile de remonter aux courbes dans Vespace,
puisque I'ordre du contact de deux courbes ne saurait étre supérienr a
celui de leurs projections sur un plan quelconque.

Ces propriétés genérales étant établies, nous allons passer a I'étude
’un cas remarquable qui conduit & des propriétés importantes : ¢'est
celni ot1 les courbes de la famille considérée sont les caractéristiques
suceessives d'une surface variable.

11.

Les caracteristques d’une famille de surfaces admettent toujours une
enveloppe qui est I'aréte de rebroussement de I'enveloppe de ces surfaces.

Cela résulte trés simplement de ce qui précede.

Si, en effet,

Sz, y,5,t) =0

est I'équation d'une famille de surfaces caractérisées par les valeurs
données au paramétre ¢, pour chaque valeur de ¢ la caractéristique de
la surface corvespondante est définie par le systeme

— V_
f=qo, 5=

et les équations (3 ) qui doivent admettre des solutions communes en x,
¥, 3, quel que soit ¢, pour qu'il y ait une enveloppe, se réduisent ici i
trois

-
{6) Sf=o, 4 0 ‘-’-‘-l:o;
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donc I'enveloppe existe en général; ses équations s’obtiennent en
éliminant ¢ entre les équations précédentes, et I'on voit que cette
enveloppe est bien I'aréte de rebroussement de I'enveloppe des surfaces
considérées.

Ici chaque courbe a un contact du second ordre avec 'enveloppe;
ou, en d’autres termes, les caractéristiques d'une famille de surfaces ont
un contact du second ordre avec I'aréte de rebroussement de [’enveloppe
de ces surfaces.

Une caractéristique particuliére répondant a la valeur ¢, du para-
mélre ¢ sera donnée par les équations

)
(7) f(x,)’.z,t.)='0, ?’)'t{——-().

et les coordonnées d’un point o elle touche I'enveloppe satisferont en
outre i I’équation

Ny o

ar

Pour former les conditions d’un contact du second ordre entre cette
courbe (7) et 'enveloppe (6), on tirera de ces derniéres équations (6)
les valeurs des coordonnées x, ¥, z d’'un point quelconque de l'en-
veloppe en fonction de ¢, on les portera dans les équations (7), qui
deviendront

9(6, 1) =o, ‘W» L)=o,

et 'on écrira que, pour ¢ =¢,, on doit avoir

J d*s
9(tt)=o, 73:0, 5 =0
O] Ny

Y(4t)=o, %= JuE=0

ce qui exprime d’ailleurs que les deux courbes ont au point corres-
pondant trois points comnmuns confondus.
Nous allons vérifier que ces conditions sont en effet satisfaites dans
le cas qui nous occupe. ,
Etd'abord cela est évident pour leséquations 9 (¢, ¢,) = o0, ¢ (¢,¢,) = 0,
puisque, pour ¢=¢,, les valeurs de x, y, 2 déduites des équations
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(6) se rapportent 4 un point commun a la courbe (6) et & la caracté-
ristique (7). Pourles autres équations, nous les développerons en dif-
férentiant les équations (7), par rapport a ¢, les substitutions indiqués
étant supposées effectuées, et, en posant

fl- of (.r, Yy S ‘t)
04
nous aurons

dr  ofdy  ofds _
(8) dr dt 0}’ dt " 9zdt—
(ézd_w ofdy  odi_
dw d oydt Tzt @
o0 f dz* *f dr d} of dx .
; (dJ.T + )+ (dmd) d‘ dt )+<d dt’ ~+:- ) 0,
{ d*f durt 0'f dxdy o dr _
(dw’ T ) ’(ﬁﬁ;di?ﬁ "‘"‘)"‘(,177,? +"°)—~0.

Il faut supposer que dans ces équations on fasse ¢ = ¢,, c’est-a-dire
que x, y, z se rapportent au point commun considéré des courbes (6)
et(7)-

Si, d’autre part, on suppose que dans les équations (6) on remplace
x,Y, 5 par leurs valeurs en fonction de ¢ déduites de ces mémes équa-
tions, on aura des identités qui en pourront fournir d'autres par des
différentiations.

Différentions ainsi une premiére fois, par rapport a ¢, les deux pre-
miéres équations (6), en simplifiant les résultats au moyen de la seconde
et de la troisiéme de ces équations on obtient des identités qui se
réduisent, pour ¢ = ¢,, aux conditions (8), qui sont ainsi satisfaites, et
cela montre que les deux courbes sont tangentes.

Si l'on différentie maintenant les identités précédemment obtenues,
et qu'on réduise les résultats au moyen de ces mémes identités, on
en obtient deux nouvelles qui, pour ¢ = ¢,, deviennent conformes
aux conditions (g) qui sont ainsi satisfaites; d’ou il suit que le contact
est bien du second ordre.

On verrait facilement qu'il n’est pas, en général, d’un ordre plus élevé.

Nous remarquerons que le théoréme qui précéde établit une diffé-
rence essentielle entre le cas qui nous occupe et celui d’'une famille
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quelconque de courbes admettant une enveloppe, de sorte que les
courbes d’une telle famille ne peuvent pas étre considérées, en géné-
ral, comme les caractéristiques des surfaces d’'une méme famille.

Nous établirons encore une propriété générale de I'aréte de rebrous-
sement qui conduit i une réciproque digne de remarque.

Chaque surface d'une méme famille a un contact du second ordre avec
U'aréte de rebroussement de la surface-enveloppe.

Sif(r,y, 3, t)= o0 estl'équationdela famille de surfaces, les coor-
données d’'un point quelconque de 'aréte de rebroussement de leur
enveloppe sont données, en fonction de ¢, par les équations

/ _ d/ — 'f .

.\[()) f_.(), ;)—l—(), W;—O;

ct, pour ¢ = ¢,, ces valeurs définissent un point commun a cette aréte
de rebroussement ct 4 lasurface particuliére £ (x, v, 5, ¢,) = 0. Si I'on
suppose que dans cette derniére équation x, y, 2 soient remplacés par
lenrs valeurs en fonction de ¢ déduites des équations (10), et que le
résultat prenne la forme F(¢, ¢,) = o, les conditions d’un contact du
sccond ordre entre I'aréte de rebroussement ¢t la surface considérée
seront que Pon ait, pour ¢ = ¢,

I 9 F

l‘(t;tl)::“' -()—i:()' _()ﬁ

=0,
c¢'est-a-dire, en supposant que x, y, zdésignent les fonctions de ¢ tirées
des équations (10),

Sl v, 3, 8) =0,
afdr W dy o
(ll) e dt (-)—‘ dt Js dt

’ Pf de? 3/ dr dy A o i \ .
(\J:-ﬂ die T )+2 Ovdy di @ ”‘)“'(o—. a T

=0,

r dt

Ces conditions sont en effet satisfaites pour ¢ = ¢,. Cela est évident
pour la premiére; et, quant aux deux autres, sil’on différentie deux
fois, par rapport a¢, la premicre des identités qu’on obtient en rempla-
cant, dams les équations (10), ,y, z par les valeurs tirées de ces
mémes équations, en simplifiant les résultats au moyen de la seconde
ctdelatroisi¢me identité, on en obtient deux nouvelles qui, pour ¢ =¢,,

Journ. de Math. (3* sérice, tome 1X. - Aocr 1883, 34
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deviennent, comme il est facile de le vérifier, conformes aux deux der-
niéres conditions (11), qui ainsi sont bien satisfaites.

Reéciproguement, st les surfaces d’une méme famille ont un contact du
second ordre avec une courbe donnée, cette courbe est I'aréte du rebrous-
sement de leur surface-enveloppe.

Les coordonnées du point ol chaque surface f(z, y, 2, ¢)=0
touche la courbe donnée sont des fonctions du paramétre ¢, soit

(13) z=9(), y=y(), 2=6(1)

et ces équations peuvent étre considérées comme celles de la courbe
donnée. Exprimant que la surface répondant 2 la valeur¢, du paramétre
a un contact du second ordre avec cette courbe, on retombe sur les
conditions (11) qui précédent, et qui ici sont supposées satisfaites,
%, y,2 étant remplacés par leurs valeurs (1a), dans lesquelles on sup-
poset =¢,.

Mais, d’autre part, si I'on remplace, dans I'équation générale
Sz, y, 3, t) =0, x, y, 2 par leurs valeurs (12) en fonctions de ¢, elle
deviendra identique, ainsi que les suivantes qu'on en déduit par diffé-
rentiation :

ofde  ofdy a5 0 _
dx dt 7 Jy dt T dzdt T =

: J*/ dr? 0 f drxdy
13) (;)TL—’- ae +...)+ 2(()1'()‘)' dt it +)

(L afde N R
arde T ) 2 gror di "‘) T ="

Si I'on fait 2= ¢, dans ces identités, 2, y, 3 prennent alors les
valeurs qui répondent au point de contact de la courbe et de la surface
particuli¢re considérée; et de la comparaison de la premiére de ces
identités avec la scconde condition (11), il résulte d’abord que I'on

dot avoir, pour ¢ = ¢, %{ = o, C’est-d-dire que la caractéristique de la

surface variable considérée passe constamment par le point de contact
cn question. Mais les coordonnées de ce point de contact satisfaisant,

1 ’ . o ! L) . .
pour chaque valeur de ¢, & l’equauonjf = o, cette derniére devient i

son tour une identité si I'on y remplace x, y, z par leurs valeurs (12),
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et 'on en déduit alors

0 f dx afdy  ¢*fds  dIf
dozat Taoyd Yoozt =

ce qui permet de réduire la seconde identité (13) 4 la snivante

%/ drt ' f drdy of d*x “)_ *rf
(T d—ts*"")“(mm 2:+'“)+ oz de t a6 =
En faisant ¢ = ¢, dans ce résultat, il résulte de la comparaison avec
la derniére condition (11) que les coordonnées du point de contact

’ .
satisfont encore a'équation % =0, ou ¢ = ¢,. Ce point est donc sur

I'aréte de rebroussement de la surface-enveloppe des surfaces considé-
rées, et la courbe donnée coincide avec cette aréte de rebroussement.

Appliquons cela au cas particulier otk les surfaces considérées sont des
spheres.

On sait que toute sphére qui passe par le cercle osculateur d'une
courbe, pour 'un de ses points, a avec la courbe, au méme point, un
contact du second ordre. Si I'on suppose que le rayon de cette sphere
soit une fonction des coordonnées du point de contact, la courbe donnée
devientl’enveloppe de lacaractéristique de cette sphére variable, ou I'aréte
de rebroussement de sa surface-enveloppe. Si le rayon de la sphere
est constant, on a une surface-canal. 1 existe une seconde surface-canal
engendrée par une sphére égale & la premiére, et quiadmet la méme
aréte de rebroussement.

Tout cela peut d'ailleurs s'établir trés simplement par la Géométrie
seule; et, pour plus de simplicité, ne considérons que le cas d’une
surface-canal,

Si une sphére derayon donné R a en M un contact du second ordre
avec une courbe donnée S, son centre est en ., sur la droite Cp. polaire:
de M, de facon que M. = R. 1l y a unsecond point p’ symétrique de
(+ par rapport au plan osculateur en M qui répond & la question.

Comme la longueur My reste constante pendant que la sphére se
meut, et qu'elle est normale a la courbe S, elle est aussi constamment
normale & la courbe 2 lieu du centre de la sphére. Enfin, puisque cette
courbe ¥ est sur la surface polaire de la courbe S, sa tangente p.6
en p est dans le plan normal en M & la courbe S, et, par suite, les tan-
gentes MT et uf & ces deux courbesS et X sont Pune i 'autre perpendi-
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culaires dans ’espace. Par conséquent, puisque la caractéristique d’une
sphére mobile de rayon constant est un grand cercle normal a la courbe
lieu de son centre, cetle caractéristique sera donc un cercle de centre

Fig. 3.

1, de rayon pM, situé dans le plan nMT, ct, par suile, tangente i la
courbe S qui est ainsi l'aréte de rebroussement de la surface-canal
enveloppe de la sphere.

Les courbes § et ¥ jouissent de certaines propriét’s r. ciproques
faciles a établir, par exemple la suivante : Si le centre d'une sphére de
rayon constant R = My décrit la courbe S, la courbe 3 est 'aréte de
rebroussement de la surface-enveloppe.

Mais nous ne nous arréterons pas aJa démonstration, facile d'ailleurs,
de ce théortme, non plus qu'a quelques autres propriétés des surfaces-
canaux et des surfaces-enveloppes des sphéres variables qui nous
entraineraient un peu loin en nous éloignant trop de I'objet principal de
cettesimple Note. Et, pour terminer, nous donnerons un dernier théo-
reme général dont la démonstration résulte facilement de ce qui pré-
cede, et de cette propriété que posséde toute courbe ¢uia un contact
d'un ordre quelcongue avec une antre courbe, d'avoir aussi un contact
au moins du méme ordre avee Loute surface qui passe par cette courbe.

Ce théoreme général est le suivant :

St les courbes d’'une famille ont un contact du second ordre avec unc
courbe donnée, cettedernicre, qui est leur enveloppe, est I’ aréte de rebrous-
sement commune des enveloppes des surfaces qui, par leurs intersections
successives, defintssent les courbes considérées. Les caractéristiques de
ces surfaces variables sont constamment langentes I'une 4 'autre,

e G di——



