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MAGNETISME STATIQUE. 195

Du magnétisme statique,

Par M. H. RESAL.

§ I. — PRELIMINAIRES.

1. Pour expliquer les proprictés magnétiques de certains corps ('),
Coulomb considére les éléments matéricls du corps comme renfermant
en quantités égales ct indéfinies deux fluides, 'un dit boréal ou positif,
P'autre austral ou négady.

En admettant que le corps soit soustrait a toute action capable de
développer ses propriétés magnétiques, ces deux fluides se trouvent a
l'état de combinaison ou se neutralisent dans la molécule matérielle
correspondante. Mais, dés que le corps devient un aimant, les deux
fluides se trouvent séparés, en (quantités égales, et restent isolés pendant
toute la durée de I'aimantation.

Par une extension donnée aux lois déduites de Fexpérience par
Coulomb, on est conduit a admettre que deux particules magnétiques
s¢ repoussent ou s'attirent proportionnellement i leurs masses, sclon
g’elles sont ou non de méme nature, et que leur action mutuelle varie
en raison inverse du carré de leur distance,

Nous conviendrons de considérer une répulsion comme une foree

e . e e s i S eane e eimm s e s L PV U o,

(') Les onydes de fer et principalement ovydule, le fer, le nichel a la tempe-
rature de 20",



196 . RESAL.

positive et, par suite, d'attribuer une valeur négative a la masse d’une
particule du fluide austral.

Un barreau d’acier trempé, convenablement orienté, devient au bout
’un certain temps, sous l'influence de la Terre, un aimant permanent,-
ce qui revient & dire que, lorsqu’il est soustrait 4 l'action magnétique,
les deux fluides n’arrivent i se neutraliser que partiellement. Coulomh
attribue cette opposition i la reconstitution du fluide neutre a une
résistance passive a laquelle il a donné le nom de force coercitive, force
sur la nature de laquelle on ne peut faire que des conjeclures. Le
barreau, dans certaines conditions, peut devenir unaimant permanent
sous 'action d’un aimant permanent.

L’oxydule de fer est doué de la force cocrcitive et Uon attribue ses
propriétés magnétiques a ce que les filons qui le renferment sont
compris sensiblement dans les plans qui passcut par les péles magné-
tiques de la Terre,

Le fer doux et Facier non trempé ne possédent pas la propriété due
i la force coercitive; 'aimantation cesse en méme temps que l'influence
de Paimant qui I'a produite. On considére un aimant comme étant
formé de petites parties matérielles qui ont recu le nom d’éléments
magnetiques ct dans lesquelles la séparation des fluides s’est opérée. En
faisant le méme raisonnement que pour 1'électricité statique, on arrive
a conclure que l'action magnétique sur un point intéricur de I'éleé-
ment estnulle, et que, par suite, les deux fluides séparés se sont portés
sur sa surface. La forme des éléments magnétiques peut d'ailleurs
dépendre de 1a maniére dont Paimantation a été produite.

Conlomb admet que les deux fluides, apres leur séparation, se sont
respectivement concentrés en deux points ou péles de la surface de I'é-
lément. L'hypothése A’ Ampére, dans laquelle les éléments magnétiques
sont remplacés par des solénoides infinitésimaux, revient, an point de
vie de la mise en équation, a celle de Coulomb.

Poisson (') n'a rccours 4 aucune supposition sur le mode de répar-
tition des deux fluides sur la surface de I'éléement, Nous reconnaitrons
plusloin que, en se placant respectivement aux pointsde vue de Coulomb

(") Mémotres de U Leadémie des Sciences, 1842,
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¢t de Poisson, on arrive aux mémes résultats en ce qui concerne 'action
exercée par un aimant sur un point extérieur.

Dans son Essai sur I'application de I Analyse mathémalique auz theo-
ries de I'électricité et du magnétisme ('), G. Green ne mentionne pas les
recherches de Poisson sur le magnétisme. Qu'il les ait ou non ignorées,
il est arrivé & la méme équation que Poisson relativement a I'équilibre
magnétique intérieur d’un aimant. L'analysede Green est assez obscure
et parait avoir pour objet plutot de déguiser que de faire disparaitre
une difficulté éludée par Poisson, a I'aide de considérations particu-
lieres (ui ne sont pas des plus satisfaisantes.

I/exposition de la théorie du magnétisme de M. W. Thomson se
trouvant implicitement comprise dans le premier Mémoire de Poisson,
nous w'avons pas i nous v arréter. '

Nous ne nousoccuperons pas d’ailleurs de I'étude des feuillets magne-
tiques, (qui n’offre aucun intérét au point de vue des phénoménes phy-
siques; nous ne considérerons que des aimants doués de force coerci-
tive (?),

Y I, — Kouations GENERALES.

2. Dbe l'action exercée par un aimant sur un point qui n’est pas com-
pris dans le masse. — Soient O, Oy, O3 trois axes rectangulaires;
x, ¥, 3 les coordonnces de la particule maguétique M sur laquellel’ai-
mant exerce sonaction,

(') Vottingham, 1828,

() Green parait étre le senl géeometre quiait cherehé i expliquer les effets de
la force coercitive en se placant dans le eas d'un il dacier trempé, étndicé expérvi-
mentalement par Coulomb,

Tl est arrivé i une formule qui eadre, presque aussi bien que la formule d'inter-
polation de Biot, avee les vésultats des observations de Goulomb.

Si nous ne reproduisons pas lathéorie de Green, c’est par la raison qu'elle péche
par plusieurs points que nous allons faive vessortir, Il suppose que la force coerei-
tive est constante et quielle se développe parallélement & Taiguille eylindrique
dans un sens déterminé, ce qui nous parait inadmissible; car cette force. devant
changer de signe en passant d’une moitié & Pautre de Paiguille, doit étre nulle au
milica.

Par un artilice de ealeal, justifié ultérienrement par une application ingénicuse
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Pour simplifier, nous supposerons que lamasse de cette particule est
égale a I'unité, sauf & multiplier ultérieurement, s'il y a lieu, les résul-
tats auxquels nous parviendrons par la valeur positive ou négative de
la masse M. D'aprés cette convention, une particule magnétique msera
censée exercer sur M une répulsion ou unc attraction, selon qu'elle
appartiendra au fluide boréal ou au fluide austral.

Nous allons maintenant chercher i déduire successivement des con-
séquences des hypothéses de Coulomb et dePoisson sur la constitution
d’un aimant.

@ I'apres les ideées de Coulomb. -~ Soient (fig. 1)

Fig. 1.

/]

z

/
v
da, b les poles austral et boréal d'un élément magnétique de Paimant
(A);
ds sa longueur;

de o méthode des moindres carvés, il fait sortir d'une intégrale définie, fort em-
harrassante, le facteur inconnu qui se rapporte a Faction exerecée sur un point dé-
terminé de Paimant.

Par un vaisonnement insaisissable, il supprime deus termes importants de son
cquation fondamentale et s'impose deun conditions relatives aux extrémités de
Faiguille, qui consistent chacune en une équation dont le premier membre est la
somme de deux fonetions homogénes qui ne sont pas du méme degré, ce (ui n'est
pas non plus admissible.

I paraitrait assez naturel de supposer que la force coereitive en un point est
proportionnelle a intensité magnétique en ce point; et alors Péquation de Green.
débarvassée des deux termes dont on vient de parler et sans avoir égard aux con-
ditions aax extrémités qu'il sest imposées, conduit i la formule de Biot.
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v la valeur absolue de chacune des masses magnétiques condensées en
actb;

x', ', 3’ les coordonnées du point a;

W' =y = v+ (¥ — y)* + (& — 3)' la distance Ma;

" - ::'—: ds 1a distance Mb.

Les fonctions potentielles de M dues & a et b étant respectivement

d-l

1 u
=y =\ -+ ——ds [
u u" dy

celle a laquelle donne lieu I'élément a pour valeur

,1%,
(a) "’7/.?’1"

On donne le nom d'intensité magneétique linéaire de ['élement i
. fe]
expression

, s
(I)) ' = M ’(‘I-‘,‘,i
dans laquelle dv’ représente le volume de I'élément.

Cette intensité pouvant étre considérée comme une force dirigée du
pole austral @ vers le pole boréal b, nous désignerons pir o', ', 7' ses
composantes paralléles a Oz, Oy, O s.

1. expression (a) prend la forme (')

)
(l 7
’ 4 '
—_— — —— I y
| i W,

et nous avons, pour la fonction potenticlle de M due a Paction totale

(') En prenant la dérivée par rapport a ., on trouve pour la composante. paral-
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de (A),

i 1 i
d— d- od —
w di a' dy w ds'

[
. d— .
- % R - 1,3, - S [
Q= J 1'dy 7ol ‘/ I'dv dr s + dy’ ds + ds’ ds

lele & O.r, de Vaction exercée par ab sur M.,

s y=— |’,]‘.'Ll<‘t - "")::___lr’_f;"_'s| o 3(~I‘ —w) du’ - e

ds\  u'? o' s s
(2) ,
' dv

=1 e [Beosin' ds)cos(u', 1) — cos(ds, .r)].

On a des cxpressions semblables pour les composantes 7. 5. suivant Oy, O3,
et Fon trouve facilement pour la résultante

, dv'
u'd

| [Beost(a’, ds)+1].

Pour se rvendre compte du pouvoir magnétique de la Terre. Biol suppose
quelle posséde deux poles magnéliques situés sur un méme diamétre, & égale
distance du centre, possédant les mémes pouvoirs altractifs et vépulsifs et dont L
distance est trés petite par rapport au rayon terrestre.

Supposons que @, b ( fig. 1) soient les poles magnétiques austeal et bovéal de

Fig. 2.

la Terre doul G est lecentre, et que M soit I'un des poles d'une aiguille aimantée
placée i la surlace du globe.
Peenons pour plan de la figure le méridien magnétique de M, c'est-i-dire le
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ou
‘ll _l i
¢) - {' ' (/-'-—-l—t-, al__li' ,.'I_l’ ’
Q=— [\ gm+Fm+7 3

expression dans laquelle nous pouvons considérer maintenant .r', v, 3/
comme ¢tant les coordonnées du milien C de ab.

Concevons autour de ce point un volume div extrémement petit par
rapport au volume de (A ), mais cependant assez étendu pour conte-
nir un grand nombre d’éléments magnétiques, et désignons par &' le
rapport de la somme des volumes de ces éléments a dw. Ce rapport,
qui atteindra au plus Punité, sera spécifique pour un corps aimante

plan déterminé par ee point et @b: pour partie positive de 'axe des 1, le prolon-
gement de CM, et pour axe des .2 la portion de la méridienne de M dirvigée vers
Péquateur. Soith la latitude magnétique de M ou le complément de Fangle formé
par CM avee «b,

Nous avons, en considérant #” comme se rapportant au point G,

I o0 coscu' dy)y = siny, ecostu',r) =o. cos(ds..ry=:— cos?,

cos(a' yi== 1. cos(ds. v) =sini.

L’équation () ct celle qui en dérive pour 'axe des » donnent, en ayant égard
a la formule (&), pour les composantes de P'action exercée par la Terre sur M
suivant M. My,
vds ads . .
—, OS2, 1, = = sind.
u? u?
d'ou
1,
<= atangl.

2

Pour le second pole de Vaiguille, % et y seront changés de signe. L'aiguille
étant censée en équilibre, la ligne des poles sera dirigée suivant la résullante
de n et y : si donc i désigne Vinclinaison magnétique au lieu considéré, nous
aurons

tang¢ == atangA.

e
(o2}

Journ, de Math. (3¢ séried, tome 1X. — Juin 1883,
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porté a une température uniforme déterminée, mais variera d'un point
4 un autre de ce corps si la température est elle-méme variable,
comme nous le supposerons pour plus de généralité, ¥’ devenant ainsi
une fonction donnée de &', ', z'. Quoique le volume dw soit censé
extrémement petit, les quantités 2/, ', 7', # n’auront pas les mémes
valeurs dans toute son étendue, si les éléments magnétiques qu'il ren-
ferme n’ont pas tous la méme forme, ou si, quoique identiques, ils ne
sout pas réguliérement disposés. Nous les supposerons néanmoins
constantes dans le volume considéré en leur attribuant des valeurs
moyennes quiseront censées soumises & laloi de continuité et par suite
cxprimables en fonction de ', y', 3.

Nous pouvons dés lors supposer que, dans la formule (¢}, dv' repreé-
sente la somme des volumes des éléments magnétiques contenus dans
dy, et alors nous obtenons

o— (l - (l -

'

l
=-—-I£ '/1,+‘ ’+/I dw,

et, comme l'intégrale doit étre étendue au volume de (A ), on est ramené
a poser
1

I—‘~, «
(1) j[j ,,+( ,,—f-/," do' dy' d3'.
(&). D’apres Poisson. — Soient(fig. 3)

a’, ', 5' les coordonnées d’un point Csitué dans U'intérieurd’un élément
magnétique de (A);

c le ¢oté du cube équivalent au volume de cet élément;

x' +c¢y, ¥y +cn, 3+ ¢ les coordonnées d’un point m de la surface
du méme élément;

e, p I'épaisseur normale et la densité relative correspondante du fluide
magnétique;

¢*ds un élément superficiel en m;

u=y(xr' -2+ (y -—y)+(s —3)* la distance MC.
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Comme I'action de m sur M est une répulsion ou une attraction selon

Fig. 3.

Vah
| /K,/i’

z
Ve

|

|

70 T

1

-
’

7
v

que ; est positif ou négatif, 1a fonction potentielle de M due a I'élément
magnétique a pour expression

T ds
‘d; —c? / ce

s
. Mom
I'intégrale s’é¢tendant a la surface entiére de I'élément.

Avant d'aller plus loin, nous ferons remarquer que, comme il v a
autant de fluide positif que de fluide négatif sur I'élément. on a

2) JSpeds = o.

in admettant que M soit suffissmment éloigné de C pour que Fon
. T . cy e cf o .
puisse négliger les puissances de -%, —, = d'un ordre supérieur au
o “ouou
premier, nous avons

' 1 1
| | ([-l';; (ll—-; 11;7
¢ !
_—= = - —_— —L ]
Mmn wte dr! L+ dy' 0N s

Si nous posons
(3) « = /.*/'epds, ﬁ':/“qe(,ds, v = /.gepds,

ct si nous avons égard i la relation (2), 'expression (d) devient

1 | |
e _cn(a’f_l.zf-, f’l.l,7+e’(l-”—l
) da’ + B e / ds’

8
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Les valeurs (3) sont indépendantes de la position du point C dans
Uintérieur de I'élément considéré; car, en passant d'une position i une
autre, les coordonnces relatives y, %, 2 ne varient que de quantités
constantes qui, d’aprés la formule (2), donnent des résultats nuls.

Si nous représentons par &' le volume ¢ de I'éclément magnétique,
on voit que la formule (¢) nous conduira identiquement a 'expression
‘e dela fonction potenticlle de M due i (A) et enfin, i la suite d'un
raisonnement qu'il est inutile de roproduiro, a I'équation (1.

En considérant les quanhtu» «, By comme définies par les formules
‘3 et se reportant a Particle précédent, on voit qu’un ¢lément
magnétique de A) agira sur M de la méme maniére qu'une aiguille
infinitésimale qu’on lui substituerait et qui ferait avec Oz, Oy, Oz des
angles dont les cosinus seraient
: o :

1.

a

. —-3 - R ==
P’ p 1y ! iy 0 o!
\zz e L wz*_,z AL "+;’

D'aprés ce qui précede, il 'y a plus aucun motif pour preférer la
maniére de voir de Coulomb i celle de Poisson, qui scra seule en
question dans ce qui suit, touten conservant i la résultante de o, £,
/' le nom d’intensité magnetique lincaire.

Les composantes paralléles a Oz, Oy, O3 de Puction exercée par
(A} sur M ont pour expressions, comme on le sait,

‘. (= L,
P \ o= dz’ Y= I/')', T ds
3. Autre forme sous luquelle on peut mettre le fonction Q. — FEn

mtegrant par p.lllws, lcqu.ltmn (1 (lomw

1 ,u rj A .{IA.I
— (l ,
/ / R )1 dy' ds
7{}7 + —
Al Ayl ,1( e
+// / 17( de T o + = ) dr' dy ds’

ou, en vertu d’un théoréme connuy,

u

[V
‘Q_-~-/ a(osl—i—" cosm’'+ 1/ cosn’) /c'(—r(l",—

d’-”l Il%,/" d( I ,
( +./j‘/lt‘da + d;'—"" )dzc{) ds’,
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en désignant par da’ un élément de la surface de | A) au point M’ dout
les coordonnées sont &', ¥, 3 et par I, m', n’ les angles formés par la
] o
normale extéricure a cet ¢lément avec Oz, Oy, Os.
dw' . . .

On remarquera que le facteur de K dans la premiére intégrale
w'est autre chose que la composante T, suivant la normale en M’ de
I'intensit¢ magnétique en ce point /n°® 2).

De la fornle précédente et de lidentité

| 1

(/2 - (li f (12 -3
u « v W o
ol dyt dz2 7 7

on déduit I’équation connue

e 20 d20) *Q
(6} e s i

lut dy? of3?
A inspection de I'équation {5), on reconnait que 'aimant (A) agit sur
M comme si la surface était recouverte d'un fluide dont la densité
superficiclle serait T, &, et que les moléeules renfermeraient un autre
fluide dont la densité de masse aurait pour valeur

( AL AR A )
- —;[.l"-+ !/l'—.+ ds I

4. Action d’un corps aimantc sur un point intérieur de Lun de ses
éléments magnétigues. — Concevons une sphére {B) ayant son centre en
M, dont le rayon est extrémement petit parrapport aux dimensions de
I'aimant, mais qui est censée assez étendue cependant pour renfermer
un grand nombre d’éléments magnétiques,

Les composantes de Taction exercée sur M par la portion de (A,
extéricure a (B) pourront se déterminer au moyen des formules (1) ot
(4), parce que le développement sur lequel elles reposent est ici
parfaitement admissible. Mais il v’en est pas de méme pour celles de
(B) qui exigent un calcul spécial, puisque ' est de U'ordre de ds, ¢y,
¢y, c§.

Occupons-nous d'abord de I'action exercée sur M par la portion



206 H. RESAL.
de (A) extérieure a (B); on peut supposer que Q s’étende au volume
dQ dQ dQ

entier en retranchant ensuite de I d & les composantes X',

Y', Z' dues a (B), estimées au moyen des formules (1) et (4).
Nous avons

ll
d . d , ,
///( d,vd”'+ﬁ"’ a7+ 1T d#)kdxdy’dz

En raison des dimensions extrémement petites du volume (13), on
peut considérer &', 7, 7/, k' comme ayant les mémes valeurs dans toute
I'étendue de ce volume. Si donc nous désignons par «, 5, 7, k celles
de ces valeurs qui correspondent an point M, c'est-a-dire anx coor-
données z, y, z, nous aurons

. ak I.L dal/ (l l da
/ // d d:[’ /. /‘ i d%’
e [5"’ \ ) (_l._l,‘ "'l}—,' (1&‘ (1)’ dS e '/k‘ . ’—[;‘ TI? (1.’1' (1)’ d:
ou, en effectuant les différentiations par rapport a x,
z —
=— uk / / —— Ao’ dy' ds’
/d.r — /" * ‘(,.1:' —a

u’ , . W , ,
— ﬁk(' J ) e dx' dy ds' — /k!’ J . de dy dz'.

En étendant a la surface de (B) les notations admises pour celle de
(A), cette expression peut se mettre sous la forme suivante :

—a/c/ ——~-—~—(osl dw

—p Icf('y “— v) cosm’ dw’ — //t/( ) cosn "dw;
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et comme

—x=ucosl, y—y=ucosm', 3 —z=ucosn,
il vient

X' =—ak [& "") dw’

o'

_ﬁk (r"v)(y 'Y)(lw'—ylc (2’ —m("—"’d,,,

Concevons, momentanément, (ue les axes coordonnés soient trans-
portés parallélement & cux-mémes au point M pris pour origine;
soient § et ¢ les angles formés par «’ avec Mz et sa projection sur le
plan xMy avec Mx; nous avons

r'~x=u'sinfcosy, y—y=u'sinising, 3 —z=u cosf,

do’ = u?sinGdjdy
ct
X'=—ukf [ sin*¢ cos?y do dy — Bk /sin"&simpcosq; di dy
- ykfj sin®@ cos§ cos df dy,

les intégrales étant prises entre les limites 6 =0, ¢y =0 et 6 =,
¢ =2n. On tire de la

/
X' =— %mck,

et I’on trouverait de méme
y A k. 4 = 4 . k
Y _.—31:@ , =— 3nyk.

Nous avons donc, pour les composantes de I'action sur M par la
portion de 'aimant extérieur 4 (B),

! /
X, = %11% + gmk,
dQ

(7) Yuo=3+3 inpk,
. d
Z, = d?“" z myk.
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Il nous reste maintenant i déterminer les composantes de I'action
exercée par la sphére (B) sur le point M.

Concevons un cone ayant son sommeten ce point, d'une ouverture
sphérique infiniment petite ds et terminé a la surface de (B). Une
masse fluide ¢lémentaire p1*dsdr, comprise dans ce cone et située a la
distance « du sommet, donnera lieu i 'action pdodr, et I'on aura

o

ds ’ gdx pour P'action du cone entier. L’action produite par le cone

opposé sera de sens contraire i cette derniére et ces deux actions se
détruiront au moins en partie. Comme les deux cones out la méme
longueur, ils traverseront a peu prés le méme nombre d'éléments
magnétiques extérieurs a celui auquel M appartient, ot la surface de
cliacun de ces éléments sera traversée deux fois. Quoique ces éléments
ne soient pas nécessairement identiques, comme leur nombre est trés
grand et pour ainsi dire intini, il n’y a pas de raison de supposer
qu'il v a plus de fluide libre d'un c6té que de Pautrve. Alors il ne
restera de Paction des cones que celle qui est due anx portions qu'’ils
déterminent dans la couche fluide de I'élément dans intérieur duquel
M est situé, 1l suit de ce raisonnement que, si ce point ¢tait extérieur
a tout élément magnétique, il ne serait soumis 4 aucune action magné-
tique de la part de (Bj, c’est-d-dire qu'une particule magnétique
de 'un ou lautre fluide que T'on placerait au méme point v resterait
en ¢quilibre si elle n’était inlluencée que par (B).

Supposons, pour un instant, que P'on ait transporté les axes O, Qy,
O3z parallélement 4 cux-mémes au point M.

Soient § et ¢ les angles formés par ¢ avec Mz et sa projection sur le
plan My avec Ma; e Fépaisseur de la couche magnétique déterminée
parla direction de «; on peut prendre ds = sind d dy et1'on reconnait
facilement que les composantes de Faction due a (B), paralléles 4 O,
Oy, Oz, ont pour expressions

= - ./l'fps sin®0 cos di dy,
== - //pe sin?0 sin ¢ oG dy.

- ffpe sinf cosf dy,

N ——
R
-

:co
I

2
i
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les intégrales étant prises entre les limites6 = o, = oet G =1n, ¢y =2=.
Nous rappellerons quc nous avons désigné par «, 3, 7 les valeurs de
', 'y f quise rapportent aux point M.

En remontant au n° 2, nous remarquerons que

ec’ds = sinf di dy,

cy=uvsinfcosy, ¢ =rvsinfsing, ¢} =vcosf;
d’ou I'on déduit

ngt/.fpet“ sin?0 cos¢ df d¢,
c—';ffpe«“sin"@ siny df dy,
' g = c-}ffpu”sin@cowdxp.

Poisson a supposé que =z, 3, 7 sont desfonctions lincaires de «,, £,,
7. dont les coefficients ne dépendent que de la forme de I'élément
magnétique et de sa position par rapport anx trois plans coordonnés.
Par des transformations de coordonnées ct en exprimant que «, £, v
ne changent pas de valeur, si 'aimant (A ), ¢tant une sphére homogéne,
tourne sur lui-méme, il arrive i conclure que six des coefficients de
a,, ., 7, sont nuls, que les trois autres sont égaux ct que 'on peut
ainsi poser

S ——
R
i

»
i

«=—pauy [f=—=ph, v=—p7

p étant une fonction inconnue; il cherche a déterminer cette fonction
par une savante analyse ou il fait intervenir les fonctions sphériques:
il arrive 2 un résultat approximatif tel, qu'il a da supposer en chemin
que I'élément magnétique était sensiblement sphérique. En cffet, en
substituant 4 cet élément une sphére moyenne derayon «,, avantle méme
volume, nous aurons

et, en faisant « = ¢, dans les formules (9) et en ayant égard aux va-
leurs (8), on voit sans peine que I'ona

4
(10) a,=—gm, ﬁ.:-—gnﬁ, 7,:—%1:7.

Journ. de Math. (3¢ série}, tome 1X. — Juix 1883, 17
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Telles sont les relations auxquelles Poisson est arrivé, quoique les
raisonnements qui I'y ont conduit ne soient pas de la derniére
rigueur {').

Il résulte de ce qui précéde que les composantes de I'action totale
exercée par I'aimant (A) sur un point intérieur de I'un de ses éléments
magnétique sont pour expressions

/ d) ’

X=2 —dna(i—4),
dQ A

(11) _Y=C-(%—§n[3(:—k),
. d A

Z= 7};) — %1’("/([—-").

3. Equations d'équilibre des dewx fluides contenus dars un corps
aimanté. — Supposons que les particules magnétiques de (A) soient
soumises non seulement a lenrs actions mutuelles, mais encore a celles
d’aimants extérieurs. Désignons par V la fonction potentielle de M due
A l'action de ces aimants.

1l faut que les forces magnétiques qui sollicitent le point M se fassent
équilibre, car autrement il y aurait, en ce point, décomposition du
fluide neutre, et l'équilibre magnétique dans (A) n’existerait pas,
comme on |'a supposé; c’est pourquoi d'ailleurs on a admis, comme pour
les fluides électriques, que le fluide magnétique était répandu sur la
surface de chaque élément d’aimant.

On doit donc avoir, pour tous les points de I'intérieur de (A) ou
quels que soientz, y, 3,

f-{X:o, Y-+—ﬂ =o0, Z+£\-’::0,
dr dy ds

X +

(") Il le reconnait lui-méme dans son Mémoire de 1828 intitulé: Sur la théorie
du magnétisme en mouvement (Mémoires de Ulnstilut, p. §54), Mémoire que
nous n'analyserions qu'en sortant du cadre que nous nous sommes tracé. 1l nous
parait cependant que I'on pourrait éluder les difficultés en multipliant les ex-
pressions (10) par un coefficient, probablement peu différent de I'unité, mais qui
ne pourrait étre qu'une donnée expérimentale.
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d'ou, pour les équations cherchées,

 dV dQ 4 -
o —3mi =k =o,
. dy dQ 4
!I2) @-f-@-—gnﬁ(l——k):o,
dv . d0 4 _
(z+ z — 3 k=o.

On sait que, par sa nature, lafonction V satisfait a I'équation

d_ﬂ/ v &V

:l‘) dx*+21?+71?=°;
on a de plus
I 1 1
\ P Tw T
S —= + g+ om =0,

du? drt ds?

lorsque les différences x' — z, y' — y, z’— 5 ne sont pas infiniment
petites, et dans le cas contraire

TR Y
. u u Ty
8’ det 7 dy? + = ’

Si I'on forme au moyen de I'équation (5) du n® 3 V'expression

A2Q  dQ | Q
det + dy* + dst’

la somme des trois intégrales qui se rapportent i la surface de (A ) est
nulle; la somme des trois autres se réduit a celle qui est relative a une
sphére d'un rayon infiniment petit enveloppant le point M ct dans
laquelle on peut supposer

da'k' _ dak df'¥ _ iﬂ dy' k' __dyk,

do” T de’ Ty T dy’ Tdd T Tdr?
on obtient ainsi, eu égard a la relation ( f),

&Q  dQ  dQ dek  dBk  dyk
Tt tam —-4"(717 e +71:)'
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Si donc onajoute entreelles les équations (13), aprés les avoir diffé-
rentiées respectivement par rapport a x, y, 3, on trouve

dy
+ - =0,

ds

(14) (da/s‘ dk d~M‘) da | d}

Tty Y )tatdy

6. Cas oi la temperature de 'aimant est uniforme. — Nous ne cou-
sidérerons dorénavant que le cas dans lequel £ est une constante
(n°2).

I.’équation précédente se réduit alors a la suivante :

> da dp dy
(l-)) (7.;+;{—V+d*:~()'

A l'inspection des équations (12), on reconnait que z, [5, 7 sont les déri-
vées partielles, par rapport & «, y, z, d’'une méme fonction que nous
désignerons par /. Nous aurons ainsi

s df Y Y
(l()) U.=(7-2_a {3-—-(7"’ /——73’
et, au lien de I'équation (1),

a&f
(|7) Z;;+(T)7,+7,-:~,—0.

Les équations (12) se réduisent alors i la suivante :
A”‘R
(18) - V+HQ—g(1=kf=0 ('),

d'ou on les déduira par la différentiation relative aux trois coordon-

nées.
En vertu de équation (15) et en supposant £ ou £ constant, la
seconde intégrale de P’expression (5), (n® 3) est nulle et I'on a sim-

(*) Cette équation n'est autre chose que celle qui a é1é reproduite par Green
etd laquelle nous avons fait allusion au n° 1, :
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plement

y — df ' df’ df’ do'
(19) = lcf( -cosl + ,,—cosm +Tcosn) —

en désignant par /* ce que devient f quand on y remplace r, y, 5 par
2, ¥, 5. La couche fictive superficiclle dont nous avons parlé a la fin
du 1° 3 est donc tout ce qu'il reste de I'action exercée par (A) sur M.

Portons sur la normale extérieure au point M’ de la surface de (A}
unelongueur infiniment petite M'M, = dw”, et soient &'+ dux’, ' +dy’,
3'+ ds' les coordonnées de M,; comme on a

J -l

cosl'= da!’ r__ Xy “ ’r__
Sl= <— COSM = <, COSHN = 55—
dw rlw dw

I’expression (19) se met alors sous la forme simple
’ l’f tl(»
(19 ) - k/(ln

Comme les équations d’aprés lesquelles Q s’est réduit a Pexpression
(19 ) n"ont pas lieu pour les éléments magnétiques situés sur la surface

. , . . . d)
de (A), ou qui en sout a unc distance insensible, les valeurs de —=.

d)  dQ . e .
:7"’ —;‘; ne comprendront pas I'action de ces éléments; mais on peut,

sans errcur appréciable, négliger cette action ou la regarder comme
insensible par rapport i celle de tous les éléments dont (A) est com-
posé.

7. Le volume renferme un vide ¢ U'intériewr. — On calculera d’abord
Q comme si le volume était plein, etde Uexpression obtenuc on retran-
chera celle qui est relative au volame du vide intérieur considéré
comme plein.

Supposons que les éléments qui entrent dans les formules (1) et
(19') se rapportent a la surface extérieure; augmentons d'un accent
les éléments correspondants qui sont relatifs 2 un point M’ de la sur-
face intérieure. Nous aurons

(20) Q=—k[ Lo sk [IL %

dw’ dw’
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la premiére de ces intégrales s’étendant a la surface extérieure et la
seconde a la surface intérieure.

Supposons que la fonction V se rapporte aux aimants extérieurs &
(A) et que U soit son équivalent pour les aimants qui pourraient se
trouver dans le vide; 4 'équation (18 ) on devra substituer la suivante :

(21) V+U+Q—’—3—(l-—- k)f=o,

dans laquelle Q sera remplacé par sa valeur (20;.
Placons Iorigine O des coordonnées dans!'intérieur du vide, ct soient

r, le rayon vecteur OM; 6 P'angle @; ¢ I'angle formé avee Oz par
la projection de 7 sur le plan yOux ; affectons d'un accent et de deux
accents les quantités analogues qui se rapportent aux points M’ et M”
de la surface extérieure et de la surface intérienre. Soient, de plus
»', o desangles qui formentavec 7', r" les normales en NI/, M”; E', E”
les épaisseurs suivant les directions de 7', r” des couches fluides fictives
répandues sur les surfaces extérieure et intéricure. Nous avons

[ut=r'— 217’ [cosb cos’’ + sinbsind’ cos(§ — ¢'); + r'?,

‘22
) | & =1 ar[cos§ cos’"+ sinf sin§”cos(y — ") + r'?,
| dw’ cosw’ = r'*sind’ di’ dy’,
I dw"cosa”= r"sin6"d§" dy’,
‘ k4L E'cosw’,
, ) dw’

{24

' k 11-/— = E’coss”.

dw'

Les formules ( 20) et (21) deviennent alors

123) Q=—-ff—E’r”sm&'d6’d¢ f/ S B tsing” dg" dy’,

V+ - Ugﬂ (1— f-—f/—F’ r'*sinG’ dy' dy’
(26)

~[ f L msing gt dy,



MAGNETISME STATIQUE. 21h
les intégrales étant prisesentre ' = 0,6 = o0,¢’=0,¢"=oet ' ==,
i"=mn,§'=an, {= an.

On sait d'ailleurs que, en substituant les coordonnés polaires aux
coordounnés rectilignes, I'équation (17) se transforme dans la suivante :

/A
rdtrf N d(sm0 E) Cdp .
(27) dr sinf b sin?e d§t T

8. Indications génerales sur la marche a suivre pour arriver a 'inte-
gration. — Posons

(28) S= Eizonz,

R; étant une fonction rationnelle entiére du degré i, de cosé, sin§siny,
sinf cos ¢, dépendante de r, qui satisfait a |'équation

. Lo dR,
(20 (1.~|||0W+ 'R,

2] sin?h (4?

+i(e+1)R;=o.

En remplacant / par R; dans I'équation (27) et ayant égard a la pré-

cédente, on trouve
(PI'R( o) e
"'—J’T- -— I(l +|)B;:0.

L'intégrale générale de cette ¢quation est

G

i’

R, =1,/ +

1;, G; étant des fonctions sphériques du degré fen § et ¢, indépen-
dantes de r, qui satisfont 4 I'équation (29) quand on les substitue & R,.
I.’équation (27) sera donc satisfaite par

e =S (e %)

Cela posé, on substituera 4 fcette valeur dans)’équation (26), ainsi que
les expressions de u, «', V, U exprimées en séries convergentes ordon-
)
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nées, selon les cas, suivant les puissances ascendantes ou descendantes
de r, et l'on égalera i zéro la somme des coefficients des mémes puis-
sances de r. On déterminera ainsi les H;, G;, par suite £, puis«, 8, 7.
et enfin les composantes de I'action magnétique du corps au moyen
de la quantité Q dont la valeur se déduira de celle de f/ par des inté-
gralions immédiates.

§ IlI. — APPLICATION AUX CORPS SPHERIQUFS.

9. Equilibre magnétique intérieur d’une enveloppe sphérique. — Con-
sidéronsune sphére creuse dont les rayons extéricur et intérieur soient
a, b, et placonsl'origine des coordonuées au centre O de cette sphére.

On a

dv =dr, dv'=dr;
par suite,
=t p=t,

4 — ({I‘"

expressions dans lfesquelles on devra faire ' = @, 1" = b, aprés avoir
cffectué les différentiations.
St nous distinguons par un accent et deux aceents les valeurs que
"

prennent Il; et G, lorsque 'on v remplace ¢, ¢ par ', §"et par 5, 4", nous
aurons, en vertu de P'équation (30) du n® 8,

’

‘ E':k}:lill:a’ '—(i+n){:,~¥,
( =k Y[ (i

I.’équation (26) du n® 7 prend alors la forme suivante :

"\u, _"_;(._k)g(u rir ﬁ)
E
+ kb2 /‘f;i_,E[ Y- — (i + 1) %and’ﬁ”(l@”:o.
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-t 1 v s e
Commeonar<a, r>9, - hepourra étre développé en série conver-

gente quc suivant les puissances ascendantes der, et — que suivant les

puissances descendantes de la méme variable. Nous poserons en consé-
quence (')

: Yirl o Y, &

les coefficients Y,, Y, étant égaux a l'unité. La fonction Y; est symé-
trique en 7, § et 4, ¢/ et satisfera, substituée & R;, i I'équation (29), en
remplacant toutefois § par §' et § par ¢'. On sait d’ailleurs que V'on a,
en intégrant entre les limites (' =0, ¢’ = o et @'=n, ¢' = 2x,

[ [ 'll},Y:. sin’di'dy’' =0 pouri'i,

Pyt e .’T.'l"
ffll‘,Y,. sinf'dydy = L,
) 2041

équations dans lesquelles H; peut étre remplacé par ;.
Toutce que hous venons de dire sapplique a Y”, 11", G” en rempla-

cant §'y o' par 0%, ¢".
Il résulte de la que, en substituant les séries (3) dans I'équation (2),
cette dernicre devient ‘

VU —dz—k Zlu:w s

' i (i+1) Girt
A , _ i oA
) 47%29.[—}-1 + 4r LE 2+ 1 @
' A NE LY N\ (1) G,
| ﬁi'./mLZaH—lT“'TT — Ank ai g g

$i I'on remarque que les fonctions V et U correspondent a des centres
de forces dont les distances au point O sont plus grandes que r pour la
premiére et plus petites pour la seconde, ces fonctions seront respec-
28

Journ, de Math. (3¢ série), tome IX. — Jumier 1883,
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tivement développables suivant les puissances ascendantes et descen-
dantes de r et nous pourrons écrire

v=2mm

U,
U = rl+l,

(5)

V; et U; étant des fonctions sphériques du méme ordre que H;, G,.

A mesure que r augmentera, U tendra a se réduire 4 son premier
terme, mais, a la limite, cette fonction sera égale a la somme des quan-
tités de fluide libre appartenant aux aimants intérieurs divisée parr et,
comme cette somme est nécessairement nulle, on a U, = o.

Portant les valeurs (5) dans I'équation (4) et égalant & zéro les coef-

> . ; 1
ficients de 7, ~&1 On trouve

A ] ]
s R -{—ﬂ(l——k}ll‘ - /]R" a—l.-:—_",' ll,+’|ﬂk (! E

. 3 Girnan =0
(6) {bri+1

PYE ]

H— 4nk 806, =o,
2{+1

’U,-— B (1= k) Gyt ik

d’ou 'on déduira les valeurs dell;, G; qu'il s'agissait de déterminer. De
ce que U, = o, la seconde des équations précédentes donne G, = o et
on tire de la premiére

. s
(7} Vo‘— '3-(1 —--k)"u:::(),
En remarquant que I'unité est une fonction sphériquede 'ordre O,

les formules (1) donnent pour les quantités totales de fluide libre fic-
tives répandues sur les surfaces extérieure et intérieure de V'enveloppe

u"‘ffE’ sing' df' dy) = — 4= G,,
bt f f E'sin"d6"dy’ = — 47 G,

et sont ainsi nulles puisque G, = o.
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40. Action de lenveloppe sur un point donné extérieur ou interieur.
— Soient F la fonction dont les dérivées changées de signe par rap-
port i @, y, 3 donnent les composantes suivant Oz, Oy, Oz de P'ac-
tion exercée sur le point M.

Cette fonction ne seraautre chose quele premier membre de 1'équa-
tion (2) dans lequel on supprimera le terme en (1 — £) qui caractérise
un point d’'un élément magnétique de V'enveloppe et par conséquent
on aura

F=V+U-— ka’ff le" a~' —(i+1) (:HJ sing’ d§' dy

kb f f ;»2["“3 bt — (i +1) b_,;‘.,]sine"de"dq/.

1> Le point M est extérieur. Cormne r > a >> b, nous pourrons écrire,
comme plus haut,

1 _ 1-Yw 1)' l . Ul
w i ,-IH’ it l+l

(8)

de ¥

fournit par Uet ' n esl autre chose que le premier memble de la se-
conde des équations (G) dont on aurait snpprimé le second terme;

l+l

On reconnait faulemcnt que le coefficient du terme en

[A
. » I kot . e
ce coefficient est donc égal & —"— (1 — k) G;3 nous avons donc déja

G,

A .l .

I
F=YV +?(['*/&')Zm

kot [ LN itha (= (i 1) | sing' d' dy
—kat | | 5 |illa —((+ 1)—5 |sin dy'.
Mais nous devons poser aussi
1 \"Ya

Y; ayant la méme valeur qu'au numéro précédent. Il vient donc

- 4 - ‘H; YN (i+1) l)
F=V+ 3('"‘?) 7"*—'+"k211+'[21+1 ‘ 2l +1 "A‘
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Au moyen de la premiére des équations (6), cette expression se réduit
facilement a la suivante :

i1y - a1, + G
(9) F=V —Ea,.m' '{('—k)z-—;f%.—-f-

2° Le point M est intérieur a l'enveloppe ou r < b < a. — On devra

prendre
o4 Al
g z‘l-:l » vV -"‘-2\"-",

comme au n° 8, Le terme en 7 fourni par le premier et le troisieme
terme de F ne scra alors autre chose que le premier membre de la
premiére des équations (6) dans lequel on aurait supprimé le terme
en (1 — k); nous avons donc déja

U+ (v—- &) EII r
+ kb f [ | Wb~ .;~] sing"d5" do
Comme ici nous devons prendre

it \V\Yirt
,.7' - [,H—!
il vient

F=U~+1 'r (1— EH r‘+/urk2ﬂ

i G(‘ )
2041 (a4 0)6H0 |

ou, en ayant égard a la seconde des équations (6),

(o] F=U-Y 1+ Bu—pYr|

A1. Examen de quelques cas particuliers. — 1° k = 1. Cette hypothése
sc réalise i trés peu prés pour le fer doux. Les équations (g) et (10)
se réduisent aux suivantes :

) 241y
(9) F=V_E(lﬁ—+_"l’
Y Wd
(10") F=U~-— -,?%’, L

" + ]tlﬂl
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D’ou cette double proposition : L'action exercée sur le point M est
independante des masses magnétiques intérieures s'il est intérieur et des
masses magneétiques exterieures s'il est intérieur.

2" La sphére est pleine. Nous avons U = o, b = o, par suite G, = o
d’apres la seconde des équations (6); la premiére de ces équations
donne
A/

"= " =
, Ja—"5K ki
.;zl_ 3 + 2041

(6" 1

et I'équation (9g)
", . ati+ryi 1 "
(97) F=V “z 7 (‘ - ._/.~+3/u')'

3° L'enveloppe sphérique n’est sournise qu'a une action exlerieure con-
stante en grandeur et en direction. Supposons, pour fixer les idées, que
cette action est celle qui est produite par la terre. Nous dirigerons la
partie positive de Vaxe Oz vers le pole boréal terrestre, et nous ferons
passer par M le plan zOx qui, élant un plan de symétrie, renfermera
I'intensité magnétique. Nous poscrons

=—~ms=—mrcosl, U=o0, B=o,

m étant une constante qui sera positive pour notre hémisphere.
Nous aurons ainsi

Vo=o0, V,=—mcos) et V,=opouri> 2
et, en vertu des équations (6),
=0, G;=opowri>i, H,=o0,

en nous rappelant que G, =: o.
De ces mémes équations on déduit

H,=A(1 -+ %) cosb,

(67)
G, = Akb?® cosf,
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en posam

Ima®

(11) A= T he = P

De la formule (30) du n® 8 on déduit alors
v
f=ArcosG<l +k+ k;;)-

Désignons par &, o les composantes suivant le rayon et la méri-
dienne de l'intensité magnétique au point M (n° 2), dont les projections
sur Ox, Oy, O3 sont respectivement

df df df

Q= ==, = — —

dz’ P ay’ 1=3a

.
-
~

Nous avons

s &= g{-: = Acosﬁ(n + k- nkg)-

(11")
X ((/'— N '[,II‘
(.‘.m.:m_—AsmG(l-{-’C—}—l;_—:‘)-

et l'on voit ainsi que I'intensité magnétique en chacun des points de
(A) est paralléle a la direction du magnétisme terrestre. Des formules
(11, on déduit

3
a=asinf + M cosl =— 3Ak %sin@cosé.
. ) A
't =& cosf — o sinf = AI 1+ k+k ;},(l — 3cos?0)|-

in se rapportant & la formule (g) et ayant égard aux valeurs ci-
dessus de V,, 1, G,, A, on trouve, pour la fonction potentielle d’un
point M extéricur a 'enveloppe,

(12) F=mcosG(—r+lS:—:),

en I)OSﬂlll

(h+1)(a*— )
G+ kya® —akth’

(13) C B=#k
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On déduit de la pour les composantes de P'action exercée sur M,
estimées suivant le rayon et la méridienne,

a*
‘ Ry =~ mcosé(l + 2B -,,-,),
. a®’
M, =— msmﬁ(— i +B-’-3)-
Ainsi donc l'action dont il s’agit est paralléle a la direction du

magnétisme terrestre.
Des formules précédentes on déduit aussi

b 3
A _ A, sinf 4+ 91, cos§ =— mB = sin6 cos§
dr ”n ’
dF " - i @A e,
—= =R cos§ — M,sinf =—m|1—B(1 ~ 3cos*b)|
ds ] ”
ou encore
! 3
“E:— mB = xs,
,. | du ”
(1) ‘ . .
':Il"___ ] Ba” ; 30
G -bE\ T w )

Si la sphere est pleine ou si b == o0, on a simplement

dF

0 B 3 .’;1‘
Zr-‘=—-m L~k (=20
ds r rt

Il est évident que, si les axes Oa et Oy sont orientés d’une maniére
quelconque, on doit substituer 4 ces formules les suivantes :

dl at

‘J;-—-— mk F;J}..,

dr a’
(15" /‘-i;=-—m/c;,;y.-,
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8 1V. — APPLICATION DES FORMULES GENERALES A L'ELLIPSOIDE,

12. Expression de la fonction potentielle Q. — Rappelons-nous les
formules suivantes dun® 6 :
2 3
af df  dif =o,

([) dz* + dy + dst
o — [ f l/ (IU)
(2) -—/c/ <d - cosl + ,cosm + meosn’ | —7
Soient
/3 g2 5’2
3) AT Eta=

I’équation de I'ellipsoide donné (A);
=’ I'angle formé parl.t normale au point (2/,y’,3') avec le rayon vecteur

OM' = mené en ce point;
de Vouverture sphérique du cone ayant son sommet et pour base

I’élément dw' de la surface de (A).

En posant

't y't g
A= oy -+ T
« /8 ¢

Hots avons

1z , 1y , t 3
sl =-=, ¢ =-", COSMW = - =
cosl! = 350 Cosm'= g, cosn= ;=
‘. z' 4 5’ ’ !
cos o’ = —;cosl + cosm + Seosn = -
,, s
dew' =r? .= Ards,
cosw’
Par suite,

. _ df 2 if y df s'\ ,r'*ds
(2) ——€/67z+4yy+mwﬂ’u'

Nous supposerons que l'ellipsoide n’est soumis qu'a une action
extérieure constante en grandeur et en direction, ce qui revient & poser

V=uz+ wy+es3

(4)
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en désignant par &, %, € trois constantes données. Nous allons
chercher a satisfaire aux conditions d’équilibre magnétique intérieur de
Pellipsoide en posant

(5) [=o0x + fy+7s,
a, (3,7 étant des coefficients inconnus.
— ({/ ly — ((f ({./ .
Nous rappellerons (n** 5 et 6) que « = =5 fi = o' 1= dotvent
étre considérés comme des infiniment petits.
La formule (2") devient
" - a8y w3’y r'tds
T Q—_k‘f(z?-*-lﬁ +7’-)’J w

Considérons un second ellipsoide (A’ obtenu cn transportant ' A
parallélement a lui-néme, de maniére que son centre viennce coincider
.avee le point dont les coordonnées paraliéles a Ox, Oy, Oz sout
respectivement «, £, 4. En désignant par 2, v”, 3” les coordonnées
’un point quelconque M” de la surface de “A’ et par r” le rayon OM”
de ce point, nous avons

P s N PPN 2 ges
al 0?2 *

Si Von fait coincider la direction de OM” avee celle de OM’, on a

" "
r ! - r -7
xX o= ,(15', y:’—_,."y. ..:;7.

et par suite, en ayant égard a l'équation (3),

az! By ¥\
FtEta)r= gy =ror

Journ. de Math. (3¢ série), tome JX. — JuiLLer 1883, 29
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Nous avons donc
r'tds
Q= k (r' - 7'”) Tt
u

Cette expression n’est autre chose, au facteur £ prés, que la fonction
potentielle de M qui serait due & I'attraction du volume de la couche
limitée par (A) et (A’) ou ladifférence des potentiels qui sc rapportent
a ces deux volumes. On sait que les composantes suivant Ox, Oy, O3
del'attraction exercée par (A) sur un point(x,y, ), qu'il soit extérieur
ou intérieur, sont de la forme

- N-T, - N'y, - N”:)

N, N, N” étant des coefficients positifs qui ne dépendent que de a, 0,
¢. Les composantes semblables relatives & (A’) seront

~Na—a), —Ny—F) N(s-7)
d’ou, pour les différences,

- N“' - N’(’o - N”'zq
nous aurons donc

. dQ d) L dQ " o
(6) T = Nz, Ty“"N"@’ 7(—;-_-—N£/,
par suite
(7) Q=— k(Nax + N'fy + N'yz).

V3. Rappel des formules relatives a l'attraction exercée par le volume
d’un ellipsoide sur un point (x, y, ). — Supposons que ac soit le plus
petit des trois axes et posons

a? —_— (_»2 [)2 —_ c'i
2, = N2,

Considérons d’abord le cas ou le point attiré est intérieur et dé-
signons par ¢, le demi-axe paralléle 4 Oz de I'ellipsoide homofocal du

.
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proposé passant par ce point. Nous avons, pour déterminer ¢,, I'équa-

tion .
=2 2 2
3 ¥y x N
8) c}+c}+b'—c’+c§+a’—-c’_"

(ui n’admet qu’une racine positive pour cj; les deux autres racines se

rapportent aux hyperboloides homofocaux.
Nous avons maintenant ('), « étant une variable auxiliaire,

==

( [ wtdu
9) L= [‘ (T W)+ ntu?)

L2

Aral di ).

sN =t w

Amab di'\.

!
—_—
¢ di

=2
t

(10)

Arab I
‘.’ e

N =

. ., . . ¢
Remplacons maintenant dans I'équation () « par —u et posons
|

VPt K BNt S
' i } : ¢ i
I — ! utdu
A = / Gr o vint))
Nous aurons
L= 51
= lhan
dide il el L e diy )
T T T T T T E Ty

(") Voir notamment les formules des p. 151152 de notre Traité élémentaire de
’

, . , N A
Wécanique céleste, en v remplacant m par I'unité, M par frabe, 1. par Etabcl.,c'

par ¢, et enfin % par ', et vice versa.
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Par suite

;‘ N _ ."‘Rabc (ﬂ,lq
\ o d ’

A ’
) , __ Amabe d\| L,
1) ?N = T

»  imabc
N = c:' IJ.
i

Tes formules (11) et (12) s’appliqueront au cas ot le pont attiréd sc
trouve sur la surface de I'ellipsoide, en y supposant ¢, =c ou i, =2,
A, = X', et alors nous avons

a1l

wdu
‘\l l,) '4 ::-/ 1 "
Jo o (1 0ter) 0 4+ 0 ee)?
' N Amab dil
\ I ) W
’l')'. , N, . E—@ (ﬂ'l"
AR ' ¢ A
’,
rab
N = 1200,

Si le point est intérieur, I'attraction se réduira a celle de 'ellipsoide
déterminé par la surface semblable a celle du précédent passant par ce

. . . ab
point; mais, commie pour les deux ellipsoides les rapports -5 3, 3" ont

les mémes valeurs, les formules (117) et (12') s'appliqueront encore au
cas considére,

On voit ainsi que Pon peut se borner & considérer les formules (11)
et (12) en convenant d’y faire ¢, = ¢, A, = %, X, = X’ si le point attiré
est situé sur la surface de I'ellipsoide ou dans son intéricur.

Cas particulier. — On a

fﬂ._,___ ! Mutdu
di, . 1,01 P
o (1A e?)? (1422wt

Si I'ellipsoide est de révolution autour de O3, ou sia=bou ), =), il

.
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vient
dL, [‘ Mdu 1 d (' wtde

Y Jy (.+1§u=)""32i° I+ aint

wtdu l [ 2
o I+A’l¢': l—rlarctang V)

Au moyen de ces deux expressions il est facile de former celle de

l[)\] |4| 4 .
i I'on a par suite

7 g
\N ::N’:ﬁc%-fl' (1 arc tang ), — —-'-),
1

(13

’ N = ((; e“(l-— —are tang))

\

V4. Equilibre magnetique interieur de I'ellipsoide. — Des équations
(£2)dun® 3, en ayant égard aux valeurs (4) et (6), on déduit

ou, en vertudes formules (12",

. / l—-k+kabrlkl£
b = TR 3 (?-—('IT)’

: ) 1—k ab di L
(14 ﬂb:inﬁ(T-f-k?W)a

on déduira de 1a «, 3, y et I'on voit par suite que la forme (5) attribuée
a la fonction f satisfait bien aux conditions du probléme.

15. Action de U'ellipsoide sur un point extérieur. — Soient X, Y, Z les
composantes de cette force suivant Ox, O Y, 03z. Nousavons, en avant
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égard a la valeur (4),
X=a+ D
(13) Y= m,+‘f,Q
L=g¢c+ %‘—g-

En se reportant au n® 16, Paction de Pellipsoide (A) sur le point
M a pour composantes, suivant Ox, Oy, Oz,

’ g!:(—' {[)k'lq —- a_b_g d}" L, .’ .(_l"'—l
(Ll T 4n a yTx, ) An —-3l.,,

en ne perdant pas de vue que ¢,, ,, ). sont des fonctions de z, y,

Les composantes semblables de Iattraction exercée par Iellipsoide
(A’) s'obtiendront en remplacant dans les expressions précédentes
x,y, 3 respectivement par x — a, y — f,3 — 7; mais, comme «, f3, y
sont traités comme des infiniment petits, on voit que le résultat sera
le méme que si I'on ajotitait aux expressions ci-dessus leurs différen-
tielles totales, en y remplacant dz, dy, dz par — a, — 3, — 7.

En prenant la différence entre les actions exercées par (A} et (A’),
nous aurons

£ (D(,Ll J (Dn' lal a1 /[ll
dQ - L ) 4G
T =—thnkabc \a ——+§ —— + y——)

d dy ds
v di, L AL v i L.

d= —" d=—1" o — =L
dQ ( et d¥, 0 P d)\, Lol di )
;z;; = — lm/cabc ‘a i + 9 o +v e / )
dQ d :c];l d }]‘;—! » :;i'l)
avJ _ A 1 N ).
ds — inkabe\ & dr + ﬁ dy + 7 ds

Si I'on ajoute entre elles ces valeurs multipliées respectivement par dr,
dy, dz, on trouve, pour le coefficient de — 4=k abea,

d\, L

d (a; d\ 1., de
+y 3(ﬂl

1 Ly ;¢
Ti\a b dy+z-?d./)‘
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Cette expression n'étant autre chose que celle d'un potentiel, la
quantité entre crochets est nécessairement une différentielle exacte de

z, y, s et I'on doit avoir par suite

cﬁ‘]‘l 'd)\" l" (ﬂl" (a'l "l
@, Ya o e Yo as
- ’ ds T dr’ ds T Ay’

dy dx

11 suit de 14 que 'on a

dQ az dh L, = Byd\ L. sl
T = lmkabe .L(c" - + e Ty, + 7)’
\ (4 (l) L‘ q f L| ’eLl
IT — hwkabe 1)/((" Tdry -(_,'- (l).’, + c} )
/Q ‘1r (ll|L| 8y ([l,]q {v'
. == /4 2.y
ds inkabe 7 (L' “dny +c,‘ | + c,)
d’'ol
—— iralo(2 Al | BN 1els)
- (17) Q= |1rabc( T T an Tt

Au moyen des valeurs (16) les formules (14) feront connantre les

composantes cherchées.

16. Veryication dans le cas de la sphére. — On aa=b=¢,}, =c,
A, =o, L, = }. Les formules (12) donunent

et 'équation (17) devient

(18) Q=~I::—f;(.,w+m,y+ez).

Si I'on fait coincider I'axe des z avec la direction de la force exté-
rieure qui sera, si 'on veut, Faction — m du globe terrestre, et si I'on
fait passer le plan z0x par le point M, ona

0«‘0—_'—'0’ %::0, ez"‘m, y=0,
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puis
Q= mlt-— 33
d’out 'on déduit
dQ
7 3mk wz,

%g =mk‘-§<1——3§)-

En ajoutant la force extérieure — m a la seconde de ces formules, on
retombe sur les formules (15’) du n° 11.

17. Cas d’'un ellipsoide de revolution aplati. — Nous avons a = b,
a—c
¢

b

2, =1X,; les équations (13) et (14)donnent, en faisant X, =2 =

A =4 (oA k@ (e tangh — —)
b =Arel 3 e\ e angA = s
—haplist L)
([9) /'ul,_._utﬁ- 3 +'Ja’ () arctangl pryy ,
11—k qt ! .
'Q:Aﬂ'[ T -+ k(-l’_—.—_c_’(\[- 71"‘0 lang)\)},

d'oua,f, v.
En ce qui concerne l'action de I'ellipsoide sur un point extérieur,
on a, en portant les valeurs (13) dans la formule (17),

r20) Q=—/nk (a=_ c?) [ (ax +fy) (— arc tang b, — ~:i~;—,|,-)
+ '/5(1 - 7; arc Iang)‘.)l-

En faisant a = b et désignant par r la distance du point M au centee
0, la formule (8) donne

(21) =[P —a+c] + W= a+ )P +4(a— )55,
eny joignant la relation

(22) 1=+ y + 3’
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dQ dQ dQ

On pourra ainsi former les valeurs de =, 2y’ 4z etpar suite trou-

ver les composantes X, Y, Z deI'action cherchée.
A8. L’ellipsoide de révolution est trés aplati. — Supposons que le rap-
porl:—;soit assez petit pour qu'on puisse en négliger le carré; nous

obtiendrons une sorte de plaque circulaire dont I'épaisseur décroitra
en allant du centre i la circonférence; on a

- =1, arctangl= 1-' - =

Q"

et les équations (19 deviennent

3

ELLES 3z , ¢ ¢’
l—--/\'+.—7~./€——--3lx’—‘
b a n
31
hafy =
’ .lu(j—— B ik
(19) ! ek kS 34 G
X1 n a
3e
Any = ——
1— A+ ——A-

: , ¢t , . .. .
Ou a conservé le terme en -, en dénominateur des deux premicres

de ces expressions, en raison de ce que, en général, 1 — £ est une tres
petite fraction.
La formule (20) donne ensuite

. Jhe (L + why) 1 a ¢
\Q 3= ke /‘“,,)(t—larctanga _a’+ci)

l--/- + - ,—-————3
a at

(m)( _ Bkees
1+2hk— dr ke,
2

1 a
<-— — ~arc tang -—)-
¢ a ¢

al’.:

Admettons maintenant que le point M soit assez peu éloigné du centre
[l . . z’ r o [}
de la plaque pour que I'on puisse négliger les carrés de 5 5 L'équa-

Journ. de Math. (3¢ série), tome IX. ~ Junrer 1883, 30
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tion (21) donne

’ __ r’»~-:’
(.’.l) 0|—iZ(I+W)7

en prenant le signe + ou le signe — selon que 3 est positif ou négatif.
On a d'aillenrs

2 _T_4,4 &
are tang-c—. =i 2T
ct 'expression (20') se réduit i
Q=- 3ke(dr+ By) T, 43
- 3 Ac ct\2” a
2(1——/:—}-— — —3k~
) a
3rees 24yt w5 3
_—l+2k(:t 3a? —ﬁ—(?’)’
d'on
dQ __ Jkndec + 3heds
de =7 7 B 3nke  3kcd\ T Nk 31:A'c‘”’,
ta(i—4+ 37 =) (= 57)
dQ 3rkevh 4 3hcwhs
(23) {dy =~ Skc  BACN Jehe)
v .’;a(l-—k-}-—,——-——-—l—) R i P
4a a X K1
dQ _ 3rkc® | Bke(br +1My)
-_— = —= = Ty e
| ds 21+ 2h)a (y-—-k+ 0220)02

De ces formules on déduit ce qui suit :

Supposons que la différence 1 — £ soit assez petite pour étre négli-
gée. Les équations (15) et(22) donneront, pour les composantes del’ac-
tion exercée sur M,

x _ _"eo”e) . ."l&;
~ za 7 zma’
401") []'lﬂ):
Y= ra | ma
7—=_o e J(ha+ Wy
e e A i e S
24 na

On voit ainsi que I'action de la plaque détruit en presque totalité la
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composante de la force extérieure paralléle au plan moyen de cette
plaque, tandis quela composantc normale i ce plan n’a pas été sensible-
ment modifiée, a la condition toutefois que la composante dont il s'agit
ne soit pas trés petite ou que la force extérieure ne soit pas trop incli-
née sur la plaque; de sorte qu'uneaiguille aimantée suspendue librement.
parson centre prendrait une direction sensiblement normale i la plaque.

En supposant que la force extérieure soit due au magnétisme ter-
restre, Poisson a considéré, comme application de sa formule, les cas
ot la plaque est horizontale et ou elle est paralléle al’axe des poles ma-
gnétiques. Les conséquences auxquelles il arrive ne sont pas de na-
ture a trouver place dans cette analyse. '

19. Cas d’un ellipsoide allongé. — Soit b= c; on a

N=o0, P=x'+y '+,

_Vi+ N ! —z
W=t —2—)‘?]05(7\.+\/l+)\.),
’D-,]q 1 1 T g
1 = —e— 4 —log (A, + V1 + A3),
' Wi+ A gk +V 2
1 PR
dlA',' =L,
et, pour déterminer c,,
cra? .
y+t 4 =},

cl+at—c?
d’on

(P — a4 %) + P =@ F 6 F 4@ ey 7).

¢ =
*

On v’a plus maintenant qu’a faire des substitutions dans les équa-
tions (14) et (17) pour obtenir la solution du probléme.

20. 1’ellipsoide est trés allonge. Sdpposons que % soit assez petit

pour que V'on puisse en négliger le carré; Iellipsoide deviendra une
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sorte d’aiguille (A) ayant pour longueur 2a et dont ¢ serait le rayon
en son milieu, On a

h.c‘ =a,
fra = 34
vl — C’ \
l—k+3£;;(l0g-—— -l)
3vb
[} 4np= -z
(24 - X
3
3e
fny = s
l-{--’-

o LLIN
__ 3kt {hy + €3) 3he ""‘”(_hg ¢ ',)

k o R 2d )
(|+;)c} (—k)at+ 3kc-(‘|og7—-|/)

Q=

Admettons maintenant que la distance du point M au milieu de 'ai-

guille soit assez petite pour que I'on puisse négliger le carré de é .
yi+s

2
et, par suite, celui de Vri+s ; alors on a
a

¢ =yy+ 32,
et, en posant
2
(25) F= oM
(1— k)a*+ 3kc*(log7~ l)
on trouve .
dQ 2a :
%ﬁ—kw(logm—l), ,
dQ _ 3kc*[w(y*— s?) +2Cy3] % Ly
Cdy T k TR
(26) ’ (' +;)(y’+:'>

dQ __ 3kc*[e(s'— r?) +ahys] ¥ A3
s T k )
d (|-+~-2)(y’+z’)
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On déduit de ces formules les conséquences suivantes, en suppo-
sant que la force extérieure soit due a I'action magnétique terrestre.
- 1" L'aiguille (A) est perpendiculaire au plan du méridien magnétique.
— Ona.v=.0 et, de plus, %= o en prenant la partie positive de
I'axe des z dirigée vers le pole boréal; la quantité € sera négative ou
positive selon que la particule magnétique placée en M sera boréale ou
australe.

Désignant par u la distance du point M a I'axe de Vaiguille et par v
I'angle qu'elle fait avec I'axe Oz, on a

y=usiny, 3= ucosy,

et, en posant

3k
.._/‘.___gg,
I+ =

2

on trouve

—-— = 0,

dx
d) _ 2gc*esinay
dy — ut !
dQ) 2 gc'@cosav,
E=
puis on a
X=o,
__ agc'Csinay
Y=— -————L"z——— ’

, 2'gc*S cosav
/‘ [ e -—— _LT‘T——.

$i le point M appartient 4 une aiguille aimantée (C), suspendue li-
brement par son centre de gravité, trés courte relativement i la dis-
tance u de son milieu au point O, cette aiguille restera dans le plan du
méridien magnétique, mais l'influence de l'aiguille ellipsoidale (A) mo-
difiera son inclinaison. En appelant ¢ I'angle que la partie de Iai-
guille (C) qui aboutit au pole boréal fera avec sa direction naturelle,
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On aura

Y 24csinav
tangs = = —
Z u* + 3 gctcosay

Il y aura un cas ou l'aiguille (C) ne prendra plus de direction déter-
minée, c'est lorsque 'on aura en méme temps Y =0, Z = o, ou

v=12, u=cyag.
D u=cyag

2" L'aiguille (A) est paralléle @ Uaction magnétique terrestre. —
Ona w = o0, €= o et, si la partie positive de Ox est dirigée vers le
pole magnétique boréal, la quantité & sera positive ou négative selon
que la particule située en M sera boréale ou australe.

En continuant a désigner par u la distance du point M Oz, et pary
P'angle qu’elle fait avec Oz, ona

X =~.l.+k¢u(log¥—l).

Y k' Az sinv

= — ——y
u

k' cosv

n

7 ——

La résultante des forces Y et Z est dirigée suivant la distance de M
a l'axe de laiguille et varie en raison inverse du carré de cette
distance.

Si donc le point M appartient 4 une aiguille aimantée (C) librement
suspendue par son centre de gravité, la projection de cette aiguille sur
un plan perpendiculaire 4 I'axe de (A) sera normale i cette droite, et
I'on voit, d’aprés les signes de A et de x, que ce sera la projection de
son pole boréal ou celle de son péle austral qui tombera du cété
de (A), selon que le plan perpendiculaire en O a4 Oz passera au-dessous
ou au-dessus du milieu de (C), ou selon que x sera positif ou négatif.
Si I'on désigne par ¢ I'inclinaison sur O« de l'aiguille (C) dont la lon-
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gueur est censée trés petite par rapport a «, on a

VO _ ‘*'.r

tangs = — *— ‘ ra
X u(l+k'—lc’log%a-)

Supposons maintenant que l'aiguille (C) soit assujettie i rester hori-
zontale; soient Oy la projection horizontale de Ox; ¢ l'inclinaison

magnétique .1,/(3(, nous prendrons pour axe des y la perpendiculaire
en O au plan des 2z0y; soit, de plus, & I'angle formé par (C) avec
sa direction naturelle O y. Les forces X et Z donnent suivant Oy la
composante

X cosi + Zsint;
on a, par suite,

k2 siny

v
tangd = T T e
A - k'.r cosvsini -+ lt(l + &'— K log Tl-)cosi

Telle est la formule qu'il s’agissait d’établir,

8§ V. — ACTIONS SIMULTANEES DE PLUSIEURS SPAERES AIMANTEES PAR
L'INFLUENCE DE LA TERRE SUR UN POINT QUI LEUR EST EXTERIEUK.

21. Soient C,, C,, ..., C, les centres des n sphéres.

Nous rappellerons (n® 19) que pour chaque sphére les coordonnées
du point extérieur M sont rapportées 4 trois axes rectangulaires menés
par le centre de cette sphére. Nous supposerons tous les systémes
d’axes paralléles entre eux, de maniére que les composantes &, w, €
«lu magnétisme terrestre suivant leurs trois directions soient les mémes
quand on passera d’'une sphére i une autre.

Nous distinguerons par l'indice i les quantités £, a, r, x, y, 5, Q qui
se rapportent a la sphére dont le centre est (..

Les composantes de I'action totale exercée par les sphéres sur le

point M sont
N\ N4, A,
X=Xz Y= 7 1=)%
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ou, en vertu de Ia formule (19) du n° 19,

. 3 32 .. )

2
ry

, @[ 31\ 33
7 =-2,‘i7.;7 9(1 - —') ~ 5 (vai+ “l’}'i)-l'

25. Cherchons a voir si le systéme de sphéres ne peut pas étre com-
biné de maniére qu'il n”’exerce aucune action sur le point M, quand
méme le magnétisme terresire viendrait & éprouver un changement en
grandeur et en direction. Nous avons, en égalant a zéro les coefficients
de -1, w, € des expressions précédentes,

NI4T 3rr

Z“f:@('“?’):“’

. n 1 r}

2) <2£ ', \)::o.
I /

$45(1- 1)

\le »1 ivi=0,

al

x5, =0,

k;
'Ek ,,V,a,_«o.

La somme( ) des equatlons (2) étant identiquement nulles. on voit
que l'onn’a a satisfaire qu’a cinq conditions.

(') Par une singuliére inadvertance, Poisson a écrit ainsi cetle somme

2 kl ,.a

et, comme elle ne peut pas étre nulle, il avait conclu de la que les actions des
sphéres ne pouvaient pass’entre-déduire pour Loutes les directions du magnétisme

terrestre.
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22. Déterminons maintenant les conditions que doit remplir le
systéme de sphéres pour qu'il n’ait aucune influence sur la direction de
I"aiguille de déclinaison, quelle que soit celle dumagnétisme terrestre.
Nous placerons I'origine des coordonnées au milien O de Vaiguille en
prenant le plan horizontal pour celui des zy.

Nous poserons en conséquence

N

Y T w
d’on, en vertu des deux premiéres des équations (1,
) 3o} 3 ’
Zk,-”—;-| .wx,(l — ——’~’> — = (wly+ vsezi)l
ril r; r; v A
Al 3y 3y -
—zk,-ﬂ.,lm,&,(l - —l,'—) - —#(A,’xi—l- &e:,—)l =o0.
l"'- r; ry _

On déduit de li, en égalant i zéro les coefficients de Lw, A2, w2,

01~3, \’!‘29

! k al, . 2\
:77(“’: —Yyi)=uv,
a?
Z/‘i =& ¥i=0,
". .
a?
21‘;—_‘;@5;: o,
r

g (,:.‘
. 2 /&,'7%)"'5"= 0.
i

23. Considérons d’abord le cas de deux sphéres; nous avous

) 3
a " “ a » .
, G 2\ AP 2
“73('1'! —.yl.\’ *“",‘273(-”._."3’2).
! 2
a al
Wiey, =k,
. 1
() o ”:‘
k,—=x, 3, =—k,tax,3,,
re r
3 3
@ — a, ~-
ku,‘.;-’”ozc =--k, 7.‘5.,"2‘2°
. l ’

Journ, de Math. (3* sério), t. IX. — Juuer 1883, 31
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En multipliant terme a terme les deux derniéres de ces équations et
supprimant le facteur commun qui résulte de la considération de la
seconde, on trouve

aﬂ -2 aa z!
k=5t + k-t =0,
1 ]

ce qui exige que I'on ait z, =0, 3, =0, ou que les cenires des sphéres
soient situés dans le plan horizontal.
Soient ¢,, 9, les angles que forment r,, ry avec Ox. Nous avons

X, =T1,C089,, Y,=Fr8iNg,, &,=Tr,C08¢,, V)= rysing,,
et les deux premiéres des équations (5) deviennent

a' afl

k, —cosagp, =— k,—1cos29,,
ry ry
aj . at .

k, —isin2g, =— k,—Lsinag,;
ry ry

d’ou successivement
tang 29, = tangag,,

5?'=?’27—*—' a2’
(6)
(é’,_al kya}
r r

Ainsi les rayons vecteurs des deuzx sphéres doivent éire perpendiculaires
entre eux et, si les sphéres sont de méme nature, proportionnels aux
rayons des spheres.

27. Revenons au cas général ot le systéme est composé d'un
nombre quelconque de sphéres, Faisons sortir des sommes des équa-
tions (4) les éléments qui se rapportent a la spheére (C,), et consideé-
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rons comme données les quantités
% 3
a’
YES (21— =A,
2

3
Zk,% xz,y,=B,
[ ]

sauf a établir ultérieurement les conditions que doivent remplir les
constantes pour que le probléme soit susceptible d’une solution. En
posant, comme plus haut,

x;=r,cos¢,, ¥y, =rsing,,

les équations précitées deviennent

-
k, -3 cosap, =—A,
1
al .
k —sinap, =— 2B,
1
(8) {
k, ﬁz, cosp, =— (,
1
3
‘l:,fl—‘-z,simy,=—D.

r

-

De ces équations on déduit d’abord

P S )
(9) o
|08 =TT,
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puis
‘ tang2y, = %,
(10) ¢
D
( tangy, = -

Pour que ces deux équations soient compatibles, il faut que 'on ait
(11) 4ADC = B(C*— D?).

En admettant que cette condition soit remplic, ct que 4, a, soient
donnés, les formules ci-dessus feront connaitre r,, z, et 9,.



