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LOIS DE LA RESISTANCE DE L'AIR. 147

Etude sur les lois de la résistance de !air;

Pax M. E. VALLIER,

Capitaine d'Artitlerie.

La question de la résistance de I'air au mouvement des corps qui v
sont plongés n’a guére ¢été étudiée jusqu'ici que d’aprés des résultats
("expérience, et I'on n'a encore énoncé, i la suite de ces essais, que
des lois empirigues ne découlant d’aucun principe théorique. Cepen-
dant, M. Athanase Dupré, dans sa Théorie mecanique de la chaleur,
essavé de rattacher cette question aux lois de I'écoulement des gaz.

Toutefois, ses expériences n’ont pu étre réalisées qu'avec de faibles
vitesses, de telle sorte que la question pent étre considérée comme
enti¢re. Je me propose dans le présent travail, aprés avoir exposé, aussi
brievement que possible, I'état actuel du probleme, d’en entreprendre
une ¢tude théorique, et, si les résultats qui en seront déduits concor-
dent avec ceux de I'expérience, ils constitueront par cela méme une
démonstration expérimentale de la loi théorique énoncée.

Laissant de cOté la question des faibles vitesses, sur laquelle divers
cssais ont été faits, essais qui ont conduit & admettre la résistance
comme proportionnelle au carré de la vitesse et i Pemploi de for-
mules correspondantes, modifices par des coefficients de correction,
je ne m'occuperai dans cette étude que des grandes vitesses, de 200"
4 500™, qui ne sont réalisées que dans le tir des projectiles de 'Artil-
lerie.

Cette étude du mouvement des projectiles dans 'air, dite Balistique
extérieure, est d'une trés grande complication, puisqu'il y a lieu de tenir
compte de la forme du mobile et en outre, actuellement, du mouve-
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ment de rotation dont il est animé. T.a dérivation, conséquence du
mouvement de rotation ci-dessus énoncé, est I'objet d'une étude spé-
ciale dans les Ouvrages de Balistique; mais Fexpérience a montré
(u'elle ne modifiait pas sensiblement la loi de la projection verticale du
mouvement ct que, par suite, on pouvait la négliger dans I'examen
de cette loi.

Les essais om ¢té faits jusqu’a présent de la maniére suivante.
On a mesuré, par des procédés variables, la vitesse du projectile en
deux points de sa trajectoire, assez approchés pour que la perte de
vitesse pitt étre attribuée uniquement i la résistance de Pair, abstrac-
tion faite de la pesanteur, et que cette résistance elle-méme put étre
considérée comme constante, et Von a déduit de cette perte de vilesse
la valeur de larésistance correspondant a la vitesse moyenne observée.
C’est ainsi que 'on a été conduit & admettre aujourd’hui, comme re-
présentant les résultats de Pexpérience, que :

La résistance de I'air par unité de surface est proportionnelle an
cube de la vitesse, pour les projectiles sphériques, et a la quatricme
puissance pour les projectiles oblongs. Elle est dirigée snivant la tan-
gente i la trajectoire.

Toutefois, un géomdtre anglais, M. Bashforth, la représente dans tous
les eas par la formule cubique

R = ¢v¥;

mais, dans cette ex pression, le parametre ¢ prend diverses valeurs selon
la vitesse et ne peut étre considéré comme constant, pour la facilité du
caleul, qu'entre certaines limites. M. le général Mayewski, de 1'Artil-
lerie russe, admet diverses formules, mondmes ou bindmes, i expo-
sants entiers, selon la valeur de la vitesse.

Quelle que soit la formule adoptée, les auteurs ont toujours étudié
le probléme analytiquement en considérant le projectile comme un
point matériel et établissant, d'aprés cela, diverses ¢quations (trajec-
loire, tangente, etc.) dont ils déterminaient ensuite les paramétres,
d’aprés les données de I'expérience. La position actuelle de la question
est donc la snivante :

Représentation de la résistance de I'air par des expressiors empi-,
riques;
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Lois du mouvement du projectile, considéré comme point matériel,
déduites analvtiquement des expressions ci-dessus mentionnées, et
mises d’'accord avec la réalité par une détermination convenable des
parametres.

Cherchons maintenant, comme 'ont proposé Athanase Dupré et,
apres lui, M. le colonel Sébert, de 'Artillerie de la Marine, d appliquer
au probléme qui nous occupe les lois de I'écoulement des gaz.

Si I'on suppose que, le projectile étant en mouvement, on lui im-
prime, ainsi qu’a l'air ambiant, une vitesse égale et contraire a celle
dont il est animé, rien ne sera changé au mouvement relatif : le pro-
jectile restera immobile, ct I'air s’écoulera le long de ses parois d’apres
les regles ordinaires.

Or ces lois de I'écoulement des gaz ont fait connaitre que la vitesse
dépend des pressions, et, par suile, on peut remonter de cette vitesse
aux pressions sur les pavois du projectile, et de L la résistance.

Il existe trois formules relatives i cette loi d'écoulement : la premiére
suppose que la densité du gaz reste constante dans toute I'étendue du
filet considéré, ce qui suppose implicitement que les pressions ex-
trémes sont égales, A moins de changements notables de température :
elle n'est donc évidemment applicable que dans le cas de faibles vi-
tesses, qui n’est pas celui qui nous ocecupe.

La deuxiéme, dite formule de Navier, suppose que la température
du gaz ne change pas { transformation isotherme ).

La troisieme, formule de Zeuner, suppose, au contraire, que les élé-
ments gazeux se déplacent sans recevoir ni dégager de chaleur (trans-
formation adiabatique) et qu'il v a done, par suite du travail intérieur
qui s’opere entre les molécules, un changement de température. 11
n’entre pas dans le cadre de cette ¢tude d’examiner les considérations
théoriques qui peavent amener a faire un choix entre ces deux for-
mules : il semble d’ailleurs (ue ni I'une ni Paatre ne soit absolument
I'expression du phénoméne qui nous occupe et que la transformation
ne doive étre exactement ni isotherme, car il est probable que le pro-
jectile et par suite les gaz s’échauffent, ni adiabatique, puisque, pour
échauffer le projectile, le gaz doit dépenser une partie de son éner-
gie.

Entre ces deux lois, qui présentent sans doute, 'une et I'autre, une
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image approchée du phénoméne, j'ai é1é conduit a adopter la loi de
Navier comme ['avait fait Athanase Dupré; mais la raison principale
est simplement que cette formule se préte aux recherches analytiques,
ce qui n’est pas le cas de celle de Zeuner qui conduit, dés la premiére
intégration, & des expressions trop compliquées.

Le présent travail a donc pour but I'application de laloi de Navier
a I'étude des problémes balistiques.

BALISTIQUE D'UN POINT MATERIEL.

Formnule de Navier. — Considérons un filet gazeux en mouvement :
soient

u, et u, les vitesses d'écoulement en deux points;

P ¢t p, les pressions correspondantes;

T la température absoluc au moment de l'expérience (température
qui est celle du filet);

o la pression atmosphérique normale;

9 le poids spécifique de I'air & 0° et 4 la pression p,.

La formule de Navier est

2 g __agpe T ooy
n, — = % 273L p,
o, en posant
) '
¢ 2=3
Ve o b
28p0 T

et résolvant par rapport a p,,

b(ul —ut)
Pr=p.¢ :

Soit maintenant un disque élémentaire aba'l/’ (fig. 1), animé d'une
vitesse V au sein d'une atmosphére & la pression p,.

Cie disque supporte 2 sa partie antérieure une pression p’, a sa partie
postérieure une pression p”. Pour évaluer ces pressions, Athanase
Dupré remarque que, lorsque le régime régulier est établi, il doit v
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avoir équilibre entre la pression p’ de la couronne gazeuse placée i
'avant du disque et celle qui, d’apres sa formule, correspond i I'ac-

Fig. 1.

Vv
P
-y >—> f—-

b b

tion d'un gaz & la pression p,, et animé d’unc vitesse V égale et con-
traire & celle du disque : faisant donc, dans la formule,

=V, py=p, U;=0,
on en déduit
LV
P: = Pe€
et, comme p' = p,,
(A}

P'=pee.
On aurait de méme, par un raisonnement semblable, pour la pres-
sion arriére,
AN
P"= l)oe ,
ct par suite, en désignant par S I'aire du disque élémentaire et par R
la résistance, il viendra

R = pos(eh\-.__ e—bv:) —_ S([I"—‘ l’”)'

Ce raisonnement, comme le reconnait Dupré, n'est pas & I'abri de
toute objection : il ne doit étre considéré que comme donnant une pre-
mi¢re approximation du phénomeéne.

On peut encore présenter le calcul comme il suit :

Considérons le disque aa’bd’, animé de la vitesse V, dans le sens d¢
la fléche, et imprimons-lui, ainsi qu'a 'atmosphére ambiante, une vi-
tesse égale et de signe contraire, de telle sorte que rien n’est changé au
mouvement relatif. L’air s’écoulera sans difficulté le long des parois aa’
et b, el conservera sa pression p,. Quant a la colonne gazeuse qui se
présente en ab, clle se comprimera d’abord en avant, jusqu’a ce (ue
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le régime définitif soit établi, puis le gaz continuera & s’écouler le long
d’un certain contour ca et cb; i ce moment, il y a équilibre entre I'ac-
tion du courant gazeux a la pression p,, tendant a pénétrer dans ach

Fig. 2.

en vertu de sa vitesse V, et celle du gaz immobile en ach a la pression
moyenne p, et en faisant, comme plus haut, dans la formule de Na-
vier,
u, =0, U= \" I)l = I’«o
on aura
/o — by
P =p.=pe™.
1l s'établira en arriére un équilibre analogue entre Paction du cou-
ant gazeux a la pression p, et a la vitesse V, et celle du gaz immobile
cud'c'l' i la pression p”, et par suite, en faisant

Uy =0, ==\, p,=p,,
01 aura

,)”: I)oe ~Il“=.

Sous cette forme, on voit que le raisonnement laisse de c6té, ou
plutat préjuge I'état du courant gazeux le long des contours ca et a'e.
Nous admettrons cependant ces résultats en premiére approximation,
nous réservant d’y revenir ultéricurement.

Reprenant la valeur
R=p,S(e"™ —e ™,

désignant par m Ia masse du projectile et posant

N l'uS
T m
il viendra
e — e,
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pour valeur de I'accélération correspondant a la force retardatrice de

Patmosphére, et c'est cette expression que nous allons introduire dans
nos calculs.

MOUVEMENT D'UN POINT MATERIEL DANS UN MILIEU [HOMOGENE
ET DE TEMPERATURE CONSTANTE.

Daus un tel milieu, le coefficient 4 est constant, ainsi (ue o, et, par
suite, que ¢ : il n'y a donc de variable que la vitesse.

Mouvement rectiligne horizontal. — Désignons par

a l'espace parcouru;
u la vitesse:
tle temps.

On aura

12 .
m% = — R = —me(e — e,

ou :

d*x - :

r 22— el p b

1) 7 ce e
ct d'autre part, par définition,

(, r
dt

—~
[
~o

On déduit aisément des équations (1) et (2) le systeme

. dn
( i) C ([l = - ;7’7“;:———- (,‘"l—'m
ot

, udu
1) cdr = —

(_’,T'I—t"_—_,_—e-.iflf' :
Calcul de x. — En posant, pour simplifier I'écriture,

cbm —

== &9

Journ, de Math. (3¢ sévie), tome 1X. .= My 1883, 20
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on met I'équation (4) sous la forme
d.

-
—_—

]
C(Ix——n—/):,__l

-
0

et, en intégrant de o & z, désignant par u, la vitesse initiale et par

I’expression ¢, il vient

On peut résoudre I'équation (5) par rapport a z, ce qui donne

(6) 3 .
_'_—}l eilw.r'__ '
So—1

bu*
..

Caleul de (. — La valeur de d¢ peut s’écrire

—hut o],
— e au
c‘h = 1 _e--~2hu’

(3 bis)

ou
— Cdl —=e -bu‘(| + e—alm’ + e—tbu' 4+ .+ e—:mlm‘ + .. .)dll.

(que nous écrirons
"4

— Cdl — 2 e-—(!/ul}lm’du,

n-=v

pour toutes les valeurs cntiéres de #.
Considérons le terme général, pris entre les limites u, et ,

n
f e—-('.’n +4)but du'
"

et cherchons 4 en calculer la valcur.

Si 'on pose
(2n +1)but =2,

v=uy(2n +1)b,
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on aura

" ¥
f 8—(21‘+"bl"(lll=———'l'-——‘_.___f e-Y:d'].
Vian+1)bJ,

0

Il a été construit des Tables de la fonction
2 LA
— 2 Y g
My)= = f evdy,

et il vient, par suite, pour le terme général,

o ld -
[ e-Quenbuz gy, . VE !

—_— PR s .
", 2 l}mxn(/) ()]

I'expression de ¢ devient donc, en substituant a y sa valeur et
changeant les signes des deux membres,

- N+

el - V= 2 ——'———Illl(u.,\/z\/zn—f—l)—~Il(uv‘5\/§—r;:_l—)_|.

'J.\Z o Van

et Pon peut ainsi, a P'aide des Tables de la fonction 11, calculer les du-
rées en fonction de w.

On connait donc tous les éléments de la question, qui n’a d'ailleurs
(u'un intérét théorique.

Mouvement rectiligne vertical. — Envisageons maintenant le cas du
mouvement d'un projectile lancé verticalement et soumis aux lois de
Ia pesanteur.

i désignant par ¢ la vitesse, on aura les équations diftérentielles

'/." e "2." — bt vt .
e = e — e — g;

d’ou
vde

1 s s e .
e dy rc:(e""’— e "Yy+ g

En suivant la méme marche que dans l'étude du mouvement
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horizontal et posant

on aura
dw
2bd)’ == e
OV - gw—¢
Désignant par r, et r, les racines du dénominateur égalé a zéro, on
écrira

-—2bc¢{y—-—-1—~( ! )(Iw

AL S Wo—-

\

et, en intégrant de 0 a v et posant o, = €,

1 W=y Wy =Ty
— 2bcy = L. ' .
Py —0r; wW—1I,y 0, —1

Soit r, la racine positive de 'équation; substituant a r, sa valeur

1 o R . \ . . . .
— - et supprimant P'indice apreés la substitution, il viendra
1

r W Wy,
—2bey = - l-——. Y
v -2 rw wy—r
ou enfin
1 r? | N LU PR
(2) abe-——y =L e ——.
rov W— ey,

Hauteur maxima. — Ie projectile s’arréte lorsque 'on a ¢ =0 ou

w =1, ce qui doune
L e RO I o M LIy
2be——Y =1, " ———.
r =2 rwy,

Mouyvement descendant. — A partir de cc moment, le projectile se
met i redescendre, mais ¢ change designe, puisque la résistance de I'air
ralentit le mouvement de chute; et, en désignant par r' une quelconque
des racines de 1'équation

et —gw —c=o,

on aura, par le méme calcul que plus haut et intégrant depuis Y jus-
qu'a y,
1+t 1= w4
— =L i e
r L4+ w—r

2be(y —Y)
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L’équation en r a les mémes racines, changées de signe, que I'équa-
tion en r: on peut donc prendre 7 = — r, et il vient alors, en substi-

tuant 4 Y sa valeur,

(N T2\ L— Wt row,
2be¢ v=1L ) .
ro 1—r) wekr wy—r

Vitesse ¢t I'origine. — En faisant y = o, il vient

.

o Wyl 20 == ) - ar
T o—ar— o arw,

}itesse limite. — En sc veportant i I'équation différenticlle du mon-

vement descendant

cew? g

”2." ! b9t bty _
Tir T c\¢ c ) 8= T m ’
ot w par définition est positif et au moins égal a 1, on voit que 'aceé-
lération est mégative tant que w cst compris entre les racines, c’est-
a-dire que le mouvement descendant s’accélére jusqu’a ce que 'on ait

)
W= -
7

A ce moment 'aceélération devient nulle et la vitesse est donnée par

4. .
I'équation
AR o
{AEtr

. 1 for? -}
bt =12 = 1,V
r EX 4

En se reportant d’ailleurs a 'équation de la branche descendante,
. . e ! .,
on voit que, pour unc valeur de w supéricure & -, la quantité sous le

signe L. devient négative et, par suite, y imaginaire. Pour ¢ = ~rona

Y=—=x.

Ainsi la vitesse limite n’est atteinte qu'a — % .
Passons maintenant au probléme général.
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MOUVEMENT D'UN POINT MATERIEL, LANCE OBLIQUEMENT ET SOUMIS
A L'ACTION DE LA PESANTFUR.

En désignant par

z, y les coordonnées d'un point de la trajectoire;
5 I'angle d'inclinaison;
V la vitesse,

les équations différentielles du mouvement sont

2 . . .,
(1) %:—c(e""—e "*) cos,
2y Y U .
(2) dz,——l: = —c(™ — ™) sinh — g,
. d
(3) d—: =tangb;

en posant, pour simplifier I'écriture, p = tang 4, on déduit de ce svs-
téeme

(2 bis) dpdr = — gdi?,

qui remplace 'équation (2).

On ne peut, dans un tel systéme, arriver a la séparation des variables,
et force est d’opérer par approximation. Cette difficulté se présente
dans toutes les équations e Balistique, & moins qu'on ne suppose la
résistance proportionnelle & la premiére puissance de la vitesse. On
cmploie alors I'artifice suivant, auquel je vais également recourir.

Soit, d'une maniére générale, f(¢) I'expression de I'aceélération duce
i la résistance, de telle sorte que U'équation du mouvement projeté sur
Paxe des & soit

AR ’
—ji =— S (v)cosT
ou, en désignant par u la vitesse horizontale,

du u
;ﬁ = ~j(m)c056
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P
=

.

a.r
ou, comme 4 = 7k

wdn ( u
dr _—f‘m>cose’

ndu f( 20\ 2cosh
dr — 2 c0sf) 1

\

que V'on peut écrire

Si I'on admet maintenant que, entre les limites que I'on considére,
on puisse donner au paramétre « une valeur constante, telle que le
produit « cos§ s'écarte peu de V'unité, I'équation différentielle se ré-
duira, par approximation, &

wdu
a—;[; = — _f(«U).

ot les variables sont séparées.

Dams le cas de tirs sous de petits angles, on se contentera de prendre
une seule valeur pour ¢« : pour le tir sous de grands angles, on sub-
divisera la trajectoire en plusieurs arcs, 4 chacun desquels on affectera
une valeur convenable de «.

D'aprés cette méthode, 1'équation (1) sera remplacée par I'équation
approchée

(v bis) M '_'{l”_;f = — o(eb® W — ¢ t0)

ou
wre(xn)

dr

—_— cz(eba'u‘_ ﬂ-—ba.‘u').

Cette équation n’est autre (ue celle que nous avons rencontrée dans
étude du mouvement horizontal, en y remplacant upar aw; la méme
analyse conduira done i I'équation

I S—1 5)+1
(/I) -l'-—;_/' +7 = )
,')01 S+1 So—1

en posant

L 7L t ¥74
:=ebau’ z“____eba “}
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Désignons

S+ 1 . Sog— I
4 Yar m, —2——parn, =
4bca par m, 1 Par . oo

’ ’
Pdl n = "-"’

il vient, en résolvant (4) par rapport a 3,

14 n'e-mx
S =

1— e me
ot
. , 1+ n'e -mx
e 2 2 — N
(5) ba*w? =1L oYL

on remarquera que le produit n’e™" est moindre que I'unité.
Cette équation (5) donne la vitesse horizontale en chaque point de
fa trajectoire ou de Vare de trajectoire considéré.

Equation de la trajectoire. — 1.équation (2 bis)

dpdre =— gdi?

peut s’éerire

’

dp (I.z')’__
(@)=~

ou
2 {_l.l.,. = —
da o

et, en substituant a u sa valeur tirée de (5) et séparant les variables,

il viemt :
f

dp =— gha* ———- dur.

1 e

‘ | — nle-me

Développant le dénominatear par rapport aux puissances de n'e=",
il vient

vha? 1
(,/) o= 2 - 5 (lx
I('(,’ mre oy 23_ e ~-3m.r+ .
ou
vhnx® .. f
([/’ —_—— 8 em? i (1.13
2 n

{4 e iy
3
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et, en effectuant la division,

"’)n 1’ ”I, 4 ”1-. .
dl) —__ 5 em.r(l e —'—,;— e—mu)(]'r
2 . 3 49 y
ou
abn 2t n't sn't
(I,) —— Q_T__(em.r_ T e e __ _,;;_e $mr dd’,

ct, en intégrant de zéro a x,

- gbnat femT — n'te Mo in' e dme__y
6) p—pom— ELE(SImt  He

« 7= T . )
m 3 m 5 3m )

qui donne I'inclinaison de la tangente en chaque point.

, . dy . , . .
I.’équation (3), p== 5=, substitnée dans)'équation (6, donne
gbnat (emT — n't e mr__y
(I _— = — sl —_— - —-
ly —podz ( m 3 m
A’ p—dmx
s emImT
+ 49 3Im —h'“,d'"
et, en intégrant de zéro a ,
i y r—_ sbn? (e”"—- mr—1  WTe My
) \ PoT = 2\ m? 3 m?
(=)
7i ' e e Smar . :
» om?t ),

ce qui est I'équation de la courbe cherchee,

Les équations (6) et (7) peuvent se mettre sous une autre forme.
Les expréssions
emr ___ eome o)

) ) oo

n m
contiennent x en facteur;

emt—maxr—1 e M —1
’
m? m?

contiennent z* en facteur, ce qui conduit i poser

et —

—— =xF,(mx
m '( )

Journ. de Math, (3¢ série), tome 1X. — Mar 18¢3, 21
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et

a
et —mar—1 Z F(m.r)
m? 2

11 a été construit des Tables des fonctions F et F,, qui se rencontrent
en Balistique lorsque I’on prend la résistance proportionnelle au carré
de la vitesse (ces Tables se trouvent dans les Quvrages de MM. Didion

et Mayewski), et les équations (6) et (7) se mettent alors sous la
forme

3 -
P=PpPs— —Tx[F,(mm) - %F.(—mx)-i—-... '
I 2 n't .
Y =Py — Tw%[[«‘(mw) - TF(—m.r) |.

en se bornant aux deux premiers termes.
Quant aux durées de trajet, on les déduira de 'analyse faite pour
le cas du mouvement horizontal, et 'on aura

o] - - —_—
2 U:L-?'[n(guOVbVan—{—]) -l (au\'l'\ﬂ!”'f'")»l-

n=9

Discussion du coefficient n. — T.e coefficient n a pour valeur

So+1 ety
—-lwlwz__l

. ’
do_“

et, si l'on remarque que le dénominateur contient ha*u} en facteur,
on est conduit a écrire

byt
hatut 2+ b2 ”‘,' + h_f__'li'_l
I it 1.2
T batal e —1 T batal batu}
batul v
ou
batud  Datu,
o, RS
n= hatu? e hatul  DPada '
1.2 1.2.3 7 .

et, en effectuant la division,

\

p :/l . P A
T batu? ( 12 )

N
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2 0rabu}
n_bz’u;(l+ 12 )’

avec une approximation d’autant plus satisfaisante que le développe-
ment ne comprend pas de termes en b*, comme on le vérifiera aisément.
1l vient alors dans les deux équations de la tangente et de la courbe

On prendra donc

g Dratud n't .
P=pe— ;”“—,(l + — ")m[f",(mw) -5 F(— m:r)]

et
or D3at ! 3
Y =P — 2—”‘-‘—2(1 + %)x’[F(ma)) — '—'3-F(—— ma')]

1l reste a déterminer le coefficient z. On se rappelle que ce coefti-
cient doit avoir une valeur intermédiaire entre les valeurs extrémes

I ’ . I3 ’ ’
de o pour toute 1'étendue de I'arc considéré. Pour un arc donné de

trajectoire, ot § varierait par cxemple entre 20° et 30°, on détermine-
rait « i I'aide de Tables construites a cet cffet et qui se trouvent dans
les Traités de Balistique. Mais, si I'on peut représenter toute la trajec-
toire parun seul arc, ce qui exige que § varie un peu, c’est-a-dire que
P’angle de projection soit faible (on admet qu'il ne doit pas dépas-
ser 10°), on peut chercher 2 donner 4 a une valeur en fonction des
éléments connus sans recourir a la Table spéciale. Dans ce cas,
I'angle § varie depuis 9, angle de projection, jusqu’a o° dans la branche
ascendante, et depuis 0° jusqu’a une valeur un peu supérieure a ¢ dans
la branche descendante : la valeur de « doit donc étre comprise

I
entre —et 1.
Cos ¢
I.’examen de I'équation différentielle (1 bis), comme celui des équa-
tions de la courbe et de la tangente, montre qu'en donnant a4 a une

valeur trop forte on augmente la valeur de la résistance et 'on obticnt
une trajectoire surbaissée. Malgré cet inconvénient, il est commode

, il 1 r . .o
(’adopter ici la valeur trop forte « = ——, parce que I'on arrive ainsi
€089

au plus grand degré de simplicité dans les expressions: mais il ne faut
pas oublier qu'il en résulte pour les trajectoires des courbes moins
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tendues, et comme conséquence des valeurs trop fortes pour les
angles de projection dans les équations aux portées.

. 3 1 " . .
En introduisant la valeur « = —— dans nos équations, on obtient

les expressions suivantes :

. g Lol Lbc — 4 be
Tangente.... tangh = tangy — T-Q—,— 1+ —2)x F, -3 F Lkl
’ ' Vo COS° 0 ] t'os'a Cosy
o s i v' In ” [— 4 be
Trajectoive .. v =.rlangs — ——— (l ( L ==
: ' * 2¢, Cos*y nn'& / o8y

Ces exprcssions peuvent se mettre sous une autre forme, c¢n em-
ployant la notation des fonctions hyperboliques, dont les Tables nume-
riques sont bien connues; et cette transformation permet d’abord de
conserver au parametre n sa vraic valeur, ct cnsuite de fairc plus ra-
pidement les calculs des formules ci-dessus : car, s'il existe des Tables
des F(z) et F,(z), ces Tables ne sont qu’a argument positif et ne per-
wettent pas, par suite, d’en tirer la valeur du second terme de la
parenthése.

En adoptant donc les notations

shi=2=2, cha=2E2, Tha= 522

e+ et

qui définissent les fonctions hyperboliques, nons aurons

_ ,I).v' Y1
n= cbv, —1
( dans I'hypothése = — ); d’ou
B S
e +e ! , bel
n—= W ol = Loth—;—
e!' —¢ ?

, . . badul L e
(dans le cas général, on aurait n = (,oth—_;—" ct I'on écrirait dans les

)|

gt
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formules, pour dégager le facteur b2*ul,
Lol o} 0

o ba*uy, , ,)
n= bz,u;Coth — batug ).

D'autre part, on a

I mx _ 1

— _'_( — " |+ e — )

D - = ——
I I( mx) —m.r mu:

aShm.r

= — F{mz) + mr

ot, de méme,

F( et amr —1
M=
2
1 :
=g (— -k mr 41 e - €™ — 2
Ymta?
ot
m.r
. ASht ==
Wy s v, 2Chmr —2 2
F{i—muv)— - l‘(m.r, o Ty T T T, F(m.z,- + T
ymtr pmir
ou
«.g ML
b'l' T
F(~mx)=—F(mx)+ 2

mr\?
+)
En faisant les substitutions de ces expressions dans les équations, on

obtient

or? g, he?
y = ztangy — —~7— bvj Coth—*
‘ - C Q 2

4¢3 cos*e
F n'? \ Sh? %ﬁ
> ' (mx) + T F(mx) -- 2(_@_53
: - 2
ou
2n'? m.r]
=t ” bg .t C thl)(“’, n' F ' - S}I’T
y=rtangy — Tl Coth =51+ )| F(ma) — e (_,H_:
)
et, de méme,
an't ]
= bs z bes n't 3 Shm.r
tangf =tangyp — cos’?COthT<l + _3_) F,(mx) — — s .
+ 5 |
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I’équation aux portées, qui donne I'angle de projection correspon-
dant & une portée donnée, s'obtient en faisant y = o dans I'équation
de la trajectoire et I'on a

S eX( L BN [l hbe wt o i— hbe
sinap = £3 1+ T2 [F(E2 %) - FF(Sx) |

ou, avec les notations hyperboliques,

b X bo? n" 4be an't Sh! ’cl(':,\
: & 0 n- 4 - 5%
sin2¢ ="~ Coth ~ (l+ 3> F(MS? X) 3(1+"”) (al;cX‘* )

3 cos?)

équations qui se résoudraient par rapport & ¢ par une méthode d’ap-
proximations successives, dans laquelle on donnerait successivement
a cosp, dans le second membre, les valeurs correspondant a la valeur
obtenue précédemment pour ¢. Mais il est inutile d'insister sur ces
questions, qui ne sont pas susceptibles d’applications pratiques.
Effectivement, tous ces résultats ont été obtenus en considérant le
projectile comme un point matériel, comme un disque élémentaire, ce
qui est loin d’étre les conditions de la pratique : on n’a donc tenu
aucun compte de ses formes extérieures, et 'on a admis, en outre,
qu’il ne s’élevait pas asscz haut pour que I'on ne piit considérer la den-
sité et la température de I’atmosphére comme constantes, et enfin que
Iarc décrit était assez faible pour que I'on prit, sans erreur sensible,

I
pour z la valeur —-
005?

Ce sont tous ces éléments qu'il nous faut maintenant introduire
successivement dans notre analyse.

INFLUENCE DE LA FORME ANTERIEURE DU MOBILE.

Nous venons d'étudier le mouvement d’un projectile considéré
comme point matériel, ou, pour étre plus exact, d’'un mobile assimil¢
A un disque élémentaire se mouvant normalement 4 sa surface et
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éprouvant sur ses deux faces des pressions p’, p” dont la différence
donne la mesure de la résistance par unité de surface. Il convient

Fig. 3.

P!

.—I’... - -

maintenant d'examiner V'influence de la forme antérieurc du projec-
tile et de calculer, en tenant compte de cet élément, la véritable va-
leur de la vésistance.

On adwmet généralement que, pour passer de la pression correspon-
dant & un mouvement du disque élémentaire normal i la surface a celle
qui correspond & un mouvement oblique, il suffit de considérer, au

Fig. 4.

licu de la vitesse de translation, la composante de cette vitesse suivant
la normale 4 la surface du disque et prendre dans les formules (soit
de Navier, soit de Zeuner), au lieu de la vitesse ¢, la vitesse ¢ cosa.

M. Athanase Dupré admet cette loi, tout en faisant remarquer que
son exactitude est loin 'étre indiscutable, et que la composante paral-
lele 4 I’élément doit également intervenir. Je me contenterai, 4 son
exemple, de cette approximation, ou plutot j'adopterai les conclu-
sions du raisonnement approché qui va suivre, conclusions qui sont
d’accord avee celles de I'hypothése ci-dessus.

Considérons un projectile, constitué par un corps de révolution,
animé d’une vitesse V dans le sens de son axe, et imprimons-lui, ainsi
qu'a Pair ambiant, une vitesse —V, ce qui ne change rien au mouve-
ment relatif. Il restera immobile, tandis que I'air s'écoulera lelong des
parois. Nous aurons ainsi un filet gazeux, 2 la pression p,. qui arri-
vera au sommet A et s’écoulera le long de l'ogive. En un point M,
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la vitesse de translation ne sera plus que la composante, suivant la tan-

Fig. 5.

gente en M, de la vitesse V, c’est-a-dire ¢siné’. En faisant done, dans
la formule de Navier,

u,=V, p,=p, us=Vsing,

on aura
Visin?§' — V2= L%,
B Pz
P- étant la pression en M, ou
v Pr= poe”™",

On voit que nous négligeons ainsi I'influence du frottement, puisque,
par V'emploi méme de la formule de Navier, nous admettons la con-
stance de la température du filet gazeux.

En acceptant la formule (1) sous ces réserves, nous en déduirons la
pression totale sur I'ogive. Au point M, en effet, on peut décomposer
la pression p,, normale 4 I'élément en deux composantes, 'une per-
pendiculaire a I'axe, et qui aura pour valeur p,sin0’, et autre paral-
lele a I'axe, p, cosd’, et sur le paralléle élémentaire mm'MM’, on aura
les composantes

P sinG'ds,

p-cosf’da,

do étant I'aire élémentaire, que I'on peut représenter par 2nx ds, ds
étant I’élément MM'.

La composante parallele a 'axe est la seule qui puisse agir sur le
mouvement de translation du projectile, I'autre composante ne pro-
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duisant qu'une compression sur le métal : elle a pour valeur

anxp,.cosd'ds

dr
ou, comme cos?’ = -

2R P 1.
On aura donc la pression totale en prenant
P=anfap,.dx

entre les limites de x correspondant aux points A et B.

* Les projectiles actuellement en service sont formés d’une partie cy-
lindrique, terminée par une ogive, engendrée par la résolution d’'un
are de cercle qui est, en général, tangent a la génératrice du cylindre,

Fig. 6.

ou qui est si peu incliné que 'on peut négliger cette inclinaison. Le
projectile est dit ogival lorsque la courbe se continue jusqu’au sommet
comme dans la figure : il est dit oblong lorsqu’il se termine par un mé-
plat @b normal a 'axe.
Pour les projectiles ogivaux, nous aurons donc 4 prendre l'inté-
grale
P=azfp,xdr

le long d’'une courbe AS continue ct parfaitement définie; pour les

Journ, de Math, (3¢ série), tome IX, — Ma 1883, 22
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projectiles oblongs, il faudrait prendre intégrale le long de A a, puis
caleuler, d’autre part, la pression sur le méplat, et la composer avee
celle sur la paroi ogivale : toutefois, vu les faibles dimensions du mé-
plat, il conviendrait dans la pratique d’assimiler 'obus oblong i I'obus
ogival; mais, dans V'étude théorique qui nous occupe, on ne s’atra-
chera qu'aux projectiles ogivaux, afin de pouvoir obtenir exactement,
d’aprés les formules, la valeur de la pression résultante.

Soit douc un projectile ogival, engendré par la révolution autour de

Fig. 7.

ECRIIN

fS PORRRRPN
. N

.
:
:
i
]
i
-

qi‘......‘........_
.

T

Faxe OS de I'are dc cercle SA, puis de la tangente AT au point A, Soient
R le ravon (S, §, I'angle ACS, on a, en M,

cosl’ = sin?%,
d'on

L
P = anp, f e il dr,
Y

et, comme = PO = PC — OC,

x = R(cosf — cosb,),

dxr = — Rsinf dj,

]
P= 2nB“‘p,,f e*in® (o5 G, — cosf)sinf f :
1

c'est cette intégrale définie qu'il s'agit d’évaluer.
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o
DE L'INTEGRALE DEFINIE f e*"in'%(cos6, — cosl) sinf db.
9

Cette intégrale est la différence A — B des deux intégrales

1}
A= f e in'lcosf, sinf df
.l

ot

»0
B=[ e n'lcoshsinfds.
,

1“ Calcul de A. — On a

0
T pbeinth— ghtg Breotd (ol A = € cosY, f e teoloin G dj.
L
Posant, pour abréger I'écriture, b¢* = ¢'*; posant, en outre, cos’ = s,
ce qui donne, pour les limites 5 =1 et z, = cos§,, on aura

] .
A = ¢ cosf, f e —ds

%

ou

oy U e
A= Fe"’cosO. / e ds.
S |

Nous avons déja rappelé qu'il existe des Tables de la fonction

)
] s
(¢) = —= f e*tdt
\/ﬂ /0
cet, d’apres cela, nous aurons

A= f—:;cosﬂ, ‘—: (H(¢'3,) — (¢') =1I(¢'cosf,) — N7¢);,
2 Caleul de B. — On a

B =f i 0in % cosl df
),

ou

ap'?

B=— f e v (392sing cos§ dff = dv'*sin? G ),
(]
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et, en intégrant,

1 .
b=t (1 — o)
L ' i
Jexpression A — B devient donc

L (e int — 1) — _\f_;-' e cosG, [II(v') — M (v cosb,),

22 ¢
et, en se rappelant gue nous avons écrit

¢t —1

F,(t)= ;

et qu'il existe des Tables de F, {¢), on a finalement

sin?f!

2

P =2z R“’po,

F,(v"sin?f,) — L= " cos§ M) — 1 (Veosd !
' ‘ o o7 €07, I Veos s

On peut donc, pour un projectile donné, calculer la valeur de P

pour toutes les valeurs de ¢’ et par suite de ¢.

Mais, pour la solution analytique des problémes de Balistique, cette
aleur de P en fonction de ¢ est beaucoup trop compliquée : elleren-
ferme des transcendantes qui ne se prétent nullement & des intégrations
ultéricures. Force cst donc de chercher 4 représenter P par une autre
fonction en différant suffisamment peu dans les limites des valeurs de

v que I'on considére et se prétant aux recherches de I'Analvse.
Reprenons i cet effet 'examen de Uintégrale définie

[J

f ¢4 (cos§, — cos0)sinldj

9,

.0
c,,-:j e’ cos(, — cos@)sinf db,

h
soit, en posant cos§ = z comme plus haut,

W ':l
e«:fj — e""':‘t(z, —_ z)dz = ev"f e—v”z'(:‘ - 3) ds.
.
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Développant e="** en série

. ) _u'.';
e =i v”z’+—; + oo (— ) =+
Nous aurons, en multipliant chacun des termes de ce développement
par (z — 3,) ds et intégrant de 1 4 z,, une série de termes qui repré-
sentera la valeur de I'intégrale définie que nous étudions. Ce déve-
loppement est licite, car aucun des termes ne devient infini dans les
limites de I'intégration. Le terme général de ce développement sera

,,--(: f( ”(v-)n(’.-—z)ds

T (_')" w v 0 e 20
[y="——9¢"¢ f(z — 5,3")ds

ou

ou

T (___ ”n p”"e"':( sn+2 ;|_-':!n-~l‘):=|
" n! \en—+2)  wui ) .

»
ou enfin

{— ) ey

Do) (20 )

204+

Han +1)—(on+2)3,+ 3" |

o
[n":

.

Le trinome en z, admet la racine z, = 1 pour racine double: on
peut donc éerire

i
(e—+1)(20+2) '

(2n+0)— (20 4+ 2)5,+ 3" = (1 — 5,)" %2,{3, -
en posant
()= (am - 2) 5y 370
Fun(54)= (1— 35 ) (2 +1)(20+2)

i
Pan(31) = @r+1)(2n+2)
(3425} T 3 e pat P e an

I>'aprés cela, la pression résultante P peut se mettre sous la forme

P=nrR¥p,e"(1 — 3,)*(a, + a4+ ay'' +... 4+ a9 +... ),
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en posam

2
@y =(- 1)"X =5 9a(3)s
et I'expression
=R*(1— 3,2

w’étant autre que l'aire de la section droite du cylindre base de l'ogive,
«(ue nous désignerons par S, il vient

P=p,Se’(a, + av*+. +ay” +...)

En remarquant que a, = 1, ct que les signes sont alternés dans le
polynome, on est conduit a chercher a le représenter par une expres-
sion de la forme =" ). étant une constante 4 déterminer, ce qui don-
nerait pour P la valeur

)= p,Se e = p,S et W

ou, en posant 1 — ) =f,
P =p,Se®”

Le paramétre 3 sera moindre que P'unité, en valeur absolue, par
définition, et il doit étre positif : on a en effet

P ”
a = BpoSe®
. . ) . ’ . . P
qui a le signe de 3, et, d'autre part, en différentiant par rapport i ¢
I’ expression
0 .
P= 21:R"po/ e’ (cos G, — cosljsin®§ df,
N
il vient
dp :

2L — azR? e’ (cosf, — cosG) sinGdf ;
dv I’OJ'. (cos g, )

or cette expression se compose d’une somme d'éléments positifs, car
le factenr e”**™%sin*G est constamment positif, et, de §, & o, les deux
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facteurs (cos%, — cos’) d'une part et dj de I'autre, étant négatifs,
donnent un produit positif.

. (ll’ 4 ) . . 3R W . .

I'expression - étant positive dans les limites considérées, il doit
donc cn étre de méme de £.

Reste a calculer numériquement ce paramétre § et & se rendre ainsi
compte de I’'approximation obtenue.

On I'a calculé pour des valeurs de §, égales a 37° et 45°, qui sont
les valeurs correspondant aux projectiles ogivaux en usage, et pour
des valeurs de ¢ variant de o, 50 a 1, 50. Dans les conditions expéri-
mentales admises (température de 15¢ et densité de I'atmosphére égale
a1, 208, ce qui correspond i la pression 760™™, lorsque I'air est a moiti¢

’ ’ N ' . . ~ .
saturé), la valeur de b est égale i —;- Les variations de ¢ de o, 50 a
/

320
1, 50 correspondent a des variations de la vitesse ¢ depuis 210™ jusqu’a
630™, ce qui comprend tous les cas des tirs actuels,

Les Tableaux ci-dessous montrent la comparaison des valeurs obte-

1 L.
nues pour = par la formule exacte donnée ci-dessus et par la formule
0

exponentielle approchée e, On voit que les écarts sont tres faibles, et
sont les uns positifs, les autres négatifs, ce qui permet d’admettre la
substitation de l'une des fonctions a l'autre sans qu'il en résulte
d’erreur sensible dans les applications.

Angle de 45, 8 = 0, 1878,

'I
Valeur de —

2o
- e
. v, exacte, approchée, hifférenee,
2000, .. ..., oo 0,00 1,019 1,048 — 0,001
EY B T 0,79 1,107 Iy0101 + 0,00%
foo......... 1,00 1,212 1,207 = 0,00}
7Y P 1,25 1,22) 1,220 + 0,001
630......... 1,00 1,330 1,520 — 0,003

Angle de 35°, 3 = 0,133,

210.,. .00 . 0,90 1,035 1,03) -— 0,001
KT TP 0,73 1,08 1,078 - 0,007
f20... .00 1,00 1,134 1142 4+ 0,008
Sabo..oon. 1,2) 1,208 1,23 + 0,023

~ =N / -
63o......... 1,d0 1,356 1,349 — 0,007
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Nous admettrons done, dans la suite de ce travail, que I'on peut
représenter la résistance de I'air sur la partie antérieure des projec-
tiles ogivaux par la formule

P ::poe(“"'zpo eb"'s’

le paramétre & ou 55 étant déterminé par des calculs théoriques, sans
M [ . [
rien demander & P'expérience (').

BALISTIQUE DES PROJECTILES OGIVAUX.

Nous venons d’établir dans les lignes qui précédent I'expression de
la résistance opposce par I'air au mouvement de la partie antérieure
du projectile, et, cn désignant par S la section droite et par p, la pres-
sion atmosphérique, nous avons trouvé pour valeur

paSer.

Comme nous avons admis que le projectile restait couche sur la
langente a la trajectoire, nous n’avons pas a tenir comple des pres-
sions sur la partie cylindrique. Cependant le projectile est muni, dans
le voisinage du culot, d’une ceinture de cuivre, faisant une légére sail-
lie sur le contour, dont le role a été d’obturer Pime de la piéce et de
faire prendre a P'obus le mouvement de rotation sous 'action des
asures. L'influence de cette ceinture est incontestable au point de vue
balistique : de sa position et de son fonctionnement dépendent la ré-
gularité de départ de I'obus et sa stabilité; mais il ne semble pas
(qu'celle ait une grande importance en tant qu’obstacle opposé a I'écou-
lement de Pair le long des parois, et nous avons, en conséquence, né-
gligé d’en tenir compte. *

r-—

(") Pour les applications on a une valeur suffisamment approchée de 6 en
prenant le coelficient du terme en ¢* du développement en sérvie de la valeur de
i diduite de la formule exacte, soit *

b == 3 — 2. cos0 — cos?l
- 6
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Par contre, lorsque 'air arrive 4 I'extrémité de la paroi latérale du
projectile, il se répand a I'arriére du culot et il y aurait lieu d'étudier
de quelle facon se produit cet écoulement. Cette question ne semble
pouvoir se résoudre qu'a 1’aide d’hypothéses plus ou moins hasardées,
et ne pas comporter de solution aussi précise que celle des pressions
sur la partie antérieure, ou I'on avail, au moins, des indications sur le
trajet imposé aux filets gazeux par la forme de I'ogive. Son examen
fera le sujet de recherches ultérieures. Toutefois, en se reportant aux
considérations qui ont été exposées a propos du disque élémentaire ct
(ui ont conduit & Vexpression p” = p,e*", on esl amené a étudier
analytiquement le probléme du mouvement des projectiles en repré-
sentant la poussée par une expression p = p,e~*"', la détermination
du paramétre b” devant faire 'objet du travail ultérieur, annoncé plus
haut. Cependant, on peut dire, dés i présent, qu'il devra étre moindre
(jue b, car nous avons obtenu p’= p,e~*"' en ne considérant au culot
(que Paction des gaz compris dans le prolongement du cylindre qui
forme le corps de Pobus, et & cette pression il faudrait ajouter celle
jrovenant des gaz extérieurs a ce cylindre, qui viennent également
combler le vide laissé derriére lui par le projectile.

Nous allons donc examiner la question du mouvement lorsque la
résistance cst représentée par une expression de la forme

R :Pos(eb'\" _ e—b‘\'z\).

En désignant, comme plus haut, par P le poids du projectile, et par
e 'expression

%S
C = —/)"l',

’

conservant d'ailleurs les mémes notations pour les éléments de la tra-
jectoire, nous aurons le systeme d’équations différentielles

dtr [ bVt bV

— =z — — € "O8

T cle ) cosG,

d*y by Ve G

I -:—*"0(8 — € )slnG - g,
dy

7 = p = tangl.

Journ, de Math. (3% série), tome 1X. — Mar 1883, 23
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A ce systéme, nous substituons, par la méme marche que celle qui
a déja été suivie, et a aide de I'introduction du paramétre «, le sys-
teme

dr _ = vcosf

o = u=vcosf,
Codp_ _ s,

de ™ e

dy = pdz,
ll([ll 2pt _datut
7L—p—..—_—c(e’“’“‘—e“"‘);

cette derniére équation, en posant cu = u’, s'écrit

u'de
S p—ry

— cadr =

et, en substituant la valeur de dx dans les autres équations, on arrivera

au systeme’
[ w d
—eur = | e

L u'da
P=" ) @@ = gmirvy
et, par suite,

dv = nd = K u'du u' !
Y = POT =y g e | e iy

y 1 du’
=) EeEsee

Mais cette solution n’a qu'un intérét purement théorique; effecti-
vement, si 'on peut toujours obtenir la valeur de « sous forme finic
(comme il est aisé de s’en rendre compte en posant w'? = kz, £ étant
une constante égale au dénominateur commun des deux nombres &'
et 8”), il n'en est pas de méme des autres expressions, qui devraient
étre développées en séries, et les termes de ces développements, qui se
rattacheraient pour la plupart au type du logarithme intégral, seraient
eux-mémes d'un calcul fort compliqué.

On est donc conduit & chercher i prendre x pour variable indépen-
dante, quitte & sacrifier, pour cela, un peu de I'exactitude de I'ana-
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lyse et i se contenter d'intégrations approchées; ct, pour cela, il y a
lieu de chercher a intégrer 'équation différentielle

u'du'
— cadr = g
de telle sorte que I'on puisse résoudre par rapport a u? Féquation ob-
tenue et substituer ensuite la valeur de u" ainsi trouvée dans les équa-
tions

dp _ g ga
de —  wi T T u"
et
dy = pdz,

ce qui permettra d’exprimer p et y en fonction de la variable indépen-
dante x.
— On peut écrire la fonction

—_—
t e—b‘u”
g

ve o e Y wdd
De Uintégrale dcfinie f o
e
placce sous le signe j

et du'
e(b'+h”)u”_ I '

[’ analyse faite précédemment nous permet de nous rendre comple
de la valeur de &', puisque nous avons appris & calculer ce paramétre,

. o e . /2
et nous pouvons dire que, dans les limites de la pratique, on aura -

compris entre 0,1 ct 0,2, § étant toujours la constante -—;—I—)—o :
v
b
seulement qu’elle devait élre moindre que |'unité.

On peut maintenant mettre la différentielle sous une des deux
formes

Quant i la valeur de - , nous en avons ajourné I'étude, remarquant

b
b -
———" " e ld B
€ el W al
et
et e+t o' du’

B+
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ou

I»": b it . (M) w's

b+ 0" (Lt

dans le premier cas, ct

bt ! (ol/+6"wt _
e dz(b’+b”)Le 1).

dans le second cas.

Par suite, en considérant un arc de courbe limité aux points ot les
valeurs de «' sont «, et u,, nous pourrons obtenir une valeur appro-
chée de Pintégrale cherchée en prenant, dans le premier cas,

b+ lu"‘) wt

1 [
20"+ 0"

(/;-4-""\ "'t
7 /"

¢ 41
et, dans le second,
I

’ & by

(':z(b’+b”)l‘e 1,

A et C étant des coefficients constants déterminés par la condition
d’avoir, le premicr, une valeur intermédiaire entre

b up b=t
2

e? ot e !

ot le second, une valeur intermédiaire entre

et ot et ,

pourvu que ces valeurs limites ne soient que trés peu différentes,

Toutefois, pour que cette méthode soit admissible, elle devra étre
appliquée au caleul de I'arc entier ), u,, ¢t ce n'est que pour les ¢lé-
ments du point limite #, que 'on peut admettre unc approximation
suffisante : il s¢ peut qu'entre u) et « les valeurs réelles ot appro-
chées de x different notablement, mais les points extrémes seraient
sensiblement exacts.
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De cette maniére, on obtiendra, pour z, 'une des deux valeurs

— 2(b' + b")caw = AL —grz— + const.
L,

et
— 2(b + b")eax = CL(e® " — 1) + const.

En posant, dans la premiére formule,

a(h' + bex
—(-—T—)—- =m, b+ 0 = 2B,

on aura
‘,lm"__ [

l + const.

— mx = J”““r._'_*'_.

Cette expression a la méme forme que celle qui a été obtenue dans
Pétude de la Balistique du point matériel, et qui était

cba’u‘l —

— = ronst,
mx=1 _H+wut,

T
ott I'on avait m = 4 bea.

Les autres équations du systéeme sont d’ailleurs identiques; il en ré-
sulte que toute I'analyse déja faite est applicable, et par suite toutes
les formules finales, 4 la condition d'y substituer & m et i b les va-
leurs

b+ b 40"
c% |t i

2 X R

L’autre valeur de 2 donnera lieu i de nouveaux caleuls et a I'éta-
blissement d’un nouveau systéme de formules, et 'on devra recourir
& 'un ou a lautre systtme, sclon que I'approximation sera plus forte
et que I'on pourra prendre avec moins d’crreur une valeur moyenne

ol

. — ! . . .
soit pour ¢ * , soit pour ¢ *, ou que les variations de ces deux
exponentielles seront plus faibles entre les deux limites considérées;
dans e premier cas, on prendra les formules du point matériel, et,

dans le second cas, celles que nous allons établir.

- bu't
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Nous avons d’abord I'expression

—_mr= L(e““"—-:>’

n

n étant une constante, en posant

aBex
G

B=b0+V, m= )
et, en déterminant la constante & Vaide de la valeur u, de ' pour

x = 0, Nn aura
no== ecm;' —1
et enfin

el! uy 1
mr =1

L eBnt

ou, en résolvant par rapport a ' = au, afin d’exprimer [a vitesse en
fonction de la variable indépendante x,

ella’ui_.: { =+ ne-"x
ou

) Ba'u® = L(1 + ne™"").

Nous avons, en outre, les autres équations établies plus haut,

dx
{')) -2-1-‘- =u,
9 U=:vc080 = ¢ ——
) e
dl) or
/ i
') . dr — wt’
'5) dy = pdr,

et nous allous chercher & en déduire I'équation de la courbe, Substi-
tuant, a cet effet, dans (4), & «? sa valeur tirée de (1), il vient

dp &Bat
dr = 7 L+ ey
ou
= —gBu? — . '
dp=— gl L(1 4 ne=n<)
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1'intégrale définie du second membre n'existe pas sous forme finie :
il y a lien de I’évaluer & I'aide d’un développement en série conveuable.
Soit, a cet effet,

1+ 3
me . _ 7"
1+ne™ = ——
ou
"c—mz
EREETECE
on aura

=3 =5 -2 =4 :
mry ... ~ bl dl vee )= z bl ‘e
L(1+ ne” )—2(0+3+5+ ) 2z(1+3+5+ )

et, par suite,

dp = — ghaldx - : P
23(l+'§'+?;' -+-"°)
ou, en effectuant la division,
/ B 21 /1 3 i d
f/):—"—”ﬁ-g'g—g—'g—" x'y

c’est-d-dire

(1’) it

”Ba‘-‘ a -+ ne—"mr 1 ne~mr
5 4 ne-mE 3 2 4 ne—nx

—_. .')d,,.;

en se hornant aux deux premiers termes du développement et ¢n posant

I . . ' N .
n' = .1 pour simplifier 'éeriture, on obtient
a2 0y
dp = — gT(l + an'e"t — 5 ——— —) de,

ctintégrant de o a r et désignant par p, la valeur initiale de p,

, _ Bat an'(emt—un) 1 oo pemy
(6) P=Po= 8~ [.v+ m WL 2+ n |’

équation qui donne l'inclinaison de la tangente en fonction de l'ab-
scisse.
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En substituant, dans cette équation (6), 4 p sa valeur p = 4, on

dr
aura
Bal ’em:r,__ 1 1 2 4-n e"""’)
dy —poda = g7 (2 + ™= + L LIS )

ou, intégrant de o a x,

Bat/x? n et —ma —1 Bat T
m? 6m

en designant par T 'expression

T=| L——dr,

f’r 2 <+ ne-mx
2+ n

A ]

que nous allons calculfer.
Cette expression n'est pas intégrable sous forme finie; posons donc

2+ pne~mr 1—3
= ’

24 n 143

d'ou
n 1 —e "
== ]
R4 L e
n44

et prenant a laplace du logarithme le premier terme — a5 de son déve-
loppement, on aura

T = —an " | —¢ "
n—+ n
N . —— e dx
f n -+
on
/ n n N
3 g  Ta e
— 17 1 4
= - 22 42 [,
n-4 m ”n n
n—+4 n—+4

Sous cette forme, 'expression T n’est pas pratique pour des calculs
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numériques; pour la simplifier, on peut écrire le logarithme
n
-+ e~mx —_—
n-+ n 0
L [i Li— + 4

n -
—_— 14 y
n-4 n+4

( I — ¢—mr)

1+

et, en ne prenant que le premier terme, on aura, pour T,

n n

o n w4 n+ 4(6—’”_ "
= *—:}-:—-6- 2'1' + 2 " )
m m 1+ ”————7'
ou
w2 ey 4
- n—+—.’|< m )'

ce ui donne finalement, pour équation de la courbe,

. - Ba2| o - an et — mr —1 an ¢ " -~
J =P O u | a m? I(n+4) m? 1’

valeur dans laquelle on a négligé des termes négatifs dans la paren-
these.

Nous retrouvons ici I'expression
& —mx — 1,

déja rencontrée dans la Balistique du point matériel, et en posant,

comme plus haut,
"' —mx —1

F(mx) = miz

il vient

B 222

2

-
3(n+14)

(7)) y=pr—g \i +n'lF(mz) F(—m.zf)l.
En mettant le coefficient 2’ en facteur, on obtient, pour le second
terme de la valeur de y,

st a2 " n? ;
— &~ (Ba’n )[; + F(mr)— T F(— mw)l,

Journ. de Math, {3* série), tome 1X. — Juix 1883. -'-’I



186 VALLIER.

et 'ona
Ba? 1 1
2, — — .
Be*n' = et T ni epetul—g
Baa?

Nous avous déja rencontré ( Balistique du point matériel) la fonction

: e’ —1 . . ;o
F,(z)=—— dont il existe des Tables : nous écrirons donc

I
2, 1 .
Be*n’ = nt FyBxat)’
d'ou
Y =pyx &2 S 4 F(mx) W ¥(—max)
Y="Po 203F (Batu?) | » (n+ 1) '

D’autre part, en portant dans I'équation qui donne p, i la place de

24 ne M y yes s ., .o,
J, ———, la \’{ll(‘,llr que nous avons ¢n l‘(‘ﬂlllc Slll)slltl.lC(’ p()lll‘ l’mtc-

%+ n
. L] . .
gration, c’est-a-dire
2N I'd moe | ]

3(n+h  m

Lo i . , . % - e
(dcrwcedu terme qui représente, dansl’expression dey, f1, - par ~),

il vient

) — P, = — x + 2n 5
P =P 2 '+ m +.)(n+"; m

,‘.’"12 . pmer g an p—mr . l—‘

1,
¢l les mémes transformations que pour I'équation en g (mise en fac-
teur de n’, et substitution aux exponenticlles de lear expression a
I'aide des fonctions F, ) donneront finalement

P=Po— gL -'_' +TF (m.r)-— -«-—————”2 F,(—m r)
Pu il (Batat) | 2 ! 3(n+pn ! B
Durée du trajet. — En éliminant la variable 2 entre les deux équa-
tions
clm;’ —1

de = udt, mx =1 )

) —_———
cliu —_1
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il vient
. I ‘s ”n :
- (i dt = T:d_:-‘uT'* =(1+e ¥ e .. +)du,
ol
b= te k=4 »
— i dt = 2 et dy — 2 l_l,’"“"':d(u'\,'/tB),
‘ k=0 k=0 \/AB

a intégrer de o a ¢, et par suite de u, A u'.
En désignant, comme précédemment, par 1(3) la fonction

2 7
= [ e'“’dz.
VE

on a

[' e““"grl(u'vi.['ﬁ) — \l’_' I (u'\/ﬁ; —u,\ ﬁ()

o X
"y 2]

et par suite

h 4=

b= W5 Y I BR) - 0wy
h=0

ou, en mettant le paramétre « en évidence et dégageant fe premier

. ’ 0
terme (£ = o) qui se présente sous la forme -

¢ ' \,/%L:.Pu I — = =
o alug - )+ LY L WIVE) — i)l
C el - )+ = N ; W._[ﬂ(au,w vE) — T (zuyBy#))

Nous avons ainsi obtenu l’expression de tous les éléments de la tra-
jectoire, vitesse, durée, tangente, ordonnée. Rappelons ici 'ensemble
des formules

2Bca :
n— elia u" —1

(‘ ’

Cétant une valeur intermédiaire entre les valeurs que prend "= dans
I'étendue de 'arc considéreé.

Vitesse :
Botu? =L (1 + ne ™).
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Durée :

k= 4=

= 1y/= - = .
(‘ = a(u, —u)+ ;7§ 2 ﬁ[ﬂ(au«\/l}\'k)-ﬂ(au\li\ »()J

Trajectoire :

gt nt

Y =Pt — e |4 Fma) — ¥z .
202 (Batut) {2 J(e+1%)

Tangente :

gL

nt
P =P~ SF (Batat) + F,(mzx)— Fo{— ma,‘

3n+1h)

Discussion cles paramétres. — Les mémes raisons qui ont été déve-
loppées dans la Balistique du point matériel nous conduisent i donner

» » ¢tant P'angle initial

au parametre « la vale

dont la tangente est p,, sous la réserve que p restera au-dessous de 10%
pour des arcs de plus d’amplitude, il y aurait lieu de subdiviser la
courbe et d’'adopter, d’aprés les Tables dressées i cet effet, diverses
valeurs de «.

Dans toutes les formules, on peut d'ailleurs, en vertu de Phypothése
¢ cosf =1, remplacer le produit eu par v, puisque u est égal i v cos?,
et ce n'est qu'aprés cette substitution qu'il y aura licu de fixer la valeur
de «; cette substitution conduit au systéme

I

n=e"e —1.
Vitesse ¢
Bv?* = L(1 + ne "),

Durée ¢

ét:c’o—v—k;\/'z —1n vovls\/k)-—n(v\m/‘”
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Trajectoire :

_ gt n n? '
Y =per = st |3+ P = g U= me)

Tangente :

g n n!
P =pPo— uﬁ—l”:m_.f—) l;+ F,(mx)— T F,(—mx)|,

Le paramétre a ne se retrouve plus que dans m.

Quant au paramétre C, valeur intermédiaire entre les valeurs limites
dee ", c'est-a-dire """ ou e ", on le prendra sous la forme la
plus aisée a calculer, et, en désignantpar ¢, la vitesse finale, on prendra

2=eltvixed ou C=e?,
et en posant
y=enn,
il viendra
m = 2B cxy.

En substituaut alors a B et & ¢ leurs valeurs, savoir

II P ; "m
B=b'+ b =120 (b: —'—)
) 2 1

el
JLT.A
= ], ’
. b b )
désignant e [z, on aura
3,
—" 0
= P

¢ étant le poids spécifique de 'atmosphére dans les conditions de I'ex-
périence, ou

m=8l—s,(3><a7.

Le premier produit 8 53 estindépendant des conditions particuliéres

du tir (angle initial et vitesse); il forme donc la caractéristique du
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: . R . U . .
projectile : quant au produit ay = ovg’ o1 peut en faire abstraction
en premiére approximation, car il différe peu de I'unité dans les con-
ditions ordinaires : dans les mémes limites, la densité ¢ varie peu sur

le trajet du projectile, de telle sorte que I'on peut se contenter, pour

. S
la valeur de m, du produit constant m = & 5 8.

b+ P !
» nous avons appris a calculer exactement ' : quant

b
a b, sa recherche devra faire l'objet d’études ultérieures, mais, dan:
les applications qui vont suivre, on le prendra égal a &, valeur troj
forte, puisqu’elle revient & supposer que Pair latéral ne se précipitc
pas dans le vide formé par le projectile en avancant : on aura donc
pour m une valeur trop considérable, en prenant, comme nous allons
E
[
adoptée sans raison théorique d’aucun ordre et déterminée par des
conditions purement empiriques, pour faire cadrer les résultats des
formules avee ceux de P'expérience, et ce mode d’opérer serait absolu-
ment contraire au but et a 'esprit de la présente étude.

Cherchons donc a déduire, des formules ci-dessus, quelques résultats
pratiques, a comparer avec ceux de 'expérience. Pour ces derniers, on
les trouve en grand nombre dans les Tables de tir, qui ne sont, au
moins en ce qui concerne les angles a employer pour obtenir une por-
tée déterminée, que le résumé de données expérimentales compensées
entre elles. Cherchant a appliquer nos formules au méme probleme et
faisant pour cela y = o dans I'équation de la trajectoire, on obtient

Pour {5 =

le faire, # =1 4+ —; mais toute autre valeur donnée a " et di étre

n?
3(n+ 4

JTAN

singy = — T
4 t‘(‘,l‘,(“v;) ‘

2+ F(mX) — F(—mX)|.

A Taide de cette formule, on a caleulé des angles de tir pour divers
projectiles ogivaux ct oblongs. Ne perdons pas de vue qu'aucun des
parametres (\lc la formule n’est déduit d’expériences spéciales : tous
sont déterminés par la théorie pure, a aide des données classiques
sur la valeur de g, accélération de la pesanteur, et de la densité de
Pair.

On peut d’abord se rendre compte de I'influence de la forme anté-
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ricure du projectile; on a, i cet effet, calculé comme exemple les an-
gles de tir d’'un méme projectile : 1° en le considérant comme un point
matériel, et 2" en tenant compte de sa forme antérieure. Les résultats
sont les suivants :

\ugle corvespondant, donné

N

par laformaule par par Différenee

du Ia formule  lesTables entre

Portée. point matéricl. actuclle. de tir.  les denn derniers angles,
" LA " ' b ' ’
1000. .. ... .49 1,19 1.23 - 4
2000, ... .. .18 2,0 3 — K
3000...... 9.4 1.0 4.52 -
Jooo. ... 18.51 -. 3 6.58 +~ )
oo, oL imaginaire 0.6 9.1y -+ 3

Le seul examen de ce Tableau montre I'importance de I'étude qui a
éé faite : les résultats obtenus dans I'hy pothése du point matériel sont
évidemment absurdes, ceux déduits de Pexamen des pressions anté-
rieures peuvent étre considérés comme exacts, dans les himites de la
précision que comporte la question, jusqu’a jooo™.

On trouvera ci-apres d'autres Tableaux analogues, donnant les an-
gles caleulés et les angles fournis par les Tables pour divers projec-
tiles. :

L’examen de tous ces Tableaux dénote une concordance suffisante,
entre la théorie et Uexpérience, jusqu’a des distances d’environ jooo™.
Au dela, la formule théorique donne des angles beaucoup trop forts :
k raison principale en a été ammoncée plus haut; en donnant a b” une
valeur trop forte, c'esl-a-dire tenant insuffisamment compte de la
poussée arricre, on a exagéré la résistance opposée au mobile, ce qui
devait conduire & des angles trop élevés : cela §'est traduit analytique-
ment par une valeur trop considérable du paramétre m, et si cette valeur,
lorsque X est petit, n’entraine pour F/mX) que des nombres encore
admissibles, il n’en est pas ainsi lorsque X dépasse un certain nombre,
3000™ ou 4ooo™.

En résumé, nous avons, dans ccette étude, aprés avoir examiné le
mouvement d’un point matériel soumis a une résistance atmosphérique
déterminée par la loi de Navier, caleulé la valeur de cette résistance,
daprés la forme de la partie antéricure du mobile; puis, réservant i
un prochain travail la discussion des pressions arriére, ¢t admnettant
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provisoirement pour ces pressions une valeur trop faible, on a établi
4 nouveau, par une analyse approximative, les équations du mouve-
ment du projectile considéré, et 'on a trouvé un accord suffisant entre
la théorie et I’expérience depuis o jusqu'a 3000™. 11 nous reste encore
a étudier ces pressions arriére, 4 examiner la question de la variation
de la densité de Iair avec la hauteur du projectile au-dessus du sol, et
ces deux problémes résolus, par I'établissement de formules défini-
tives, avec I'approximation nécessaire a la pratique, on sera arrivé,
par la théorie pure et sans le secours de données expérimentales speé-
ciales, 4 déterminer la loi du mouvement dans I'air d'un solide de ré-
volution, des formes actuellement en usage, et cela d’aprés une marche
générale pouvant s’appliquer a un corps quelcongue. Peut-étre ces
résultats devront-ils étre pris en séricuse considération dans les recher-
ches balistiques; peut-étre aussi pourront-ils étre regardés comme
une démonstration a posteriori des lois physiques que I'on a admises
comme point de départ; sur ces deux points, c’est a des voix plus au-
torisées que la mienne qu'il appartient de prononcer, soit d’aprés les
résultats déja acquis ci-dessus, soit seulement aprés la solution com-
pléte des problémes signalés plus haut comme restant a traiter.

TABLEAUX DIVERS.

Obus de 35™. — v, = joom.
Angle donné
-t ].:”-eur
par par — e .
Portée, la théorie. lesTables. absolue,  relative. Observation.
" LI o L] ,
1000, 1.11 1.20 —o0. 9 <i% Reésultats enaets, dans
1o00...  2.36 2.48 —0.12 iz les limites de Uexpe-
Jovo... .13 4.28 —0.13 <34 rience, au  deli de
fovo...  6.15 6.21 —0. 6 <& 000",
0., 8.4 8.28 +0.13 <&
booo... 11.44% 10.50 + 0.5} <4
Obus de 32, — ¢,—=§34™,5.
toou... 1.28 1.29 —o. 1 < Résultats exacts, dans
2000... 3.8 3.13 —0. 5 <% les limites de I'expé-
3000... 3.13 5.12 +o0. 1 el rience, au dela de
hooo ... 7.30 7.27 +o. 3 5 fooom,
booo... 11. 5 10 +1.5 <!



Portee,
w

1000
2000
3000
1000
2000

6000

1000
2000
3000
"U( 1 U}

5000

1000
2000

.

-
2000

3000 .

L1000
2000
Joou

hooo

1000
2000
Jooo
hooo

LOIS DE LA RFSISTANCE DE L'AIR.

Obus de a7™ oblong. — ¢,=

Angle donné

T~ et |‘:l‘l'elll‘
par par e —— g ~
la théorie.  lesTables. absolue.  relative. Observation.

o ’ 0 U o ., - . .
(.9 1.1 R T T Exact, dans les limites
2.33 2.42 —o0. 9 ™ de I'expérience jus-
(T 4.26 0.9 < que vers 6ooo™.

; 4 1
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11 est rappelé que tous les angles calculés théoriquement ont été
effectivement déduits de la théorie pure, sans aucun paramétre déduit
d'expériences de tir, et que I'on avait préva et démontré également
que I'on trouverait aux grandes distances des valeurs trop fortes pour
ces angles.



