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LOIS DE LA RÉSISTANCE DE L AIR. I^7 

Étude sur les lois de la résistance de l'air; 

PAR M. Ε. VALLIER, 
Capitaine d'Artillerie, 

ΙΛ question de la résistance de l'air au mouvement des corps qui y 
sont plongés n'a guère été étudiée jusqu'ici que d'après des résultats 
d'expérience, et l'on n'a encore énoncé, à la suite de ces essais, que 
des lois empiriques ne découlant d'aucun principe théorique. Cepen-
dant,'M. Athanasc Dupré, dans sa Théorie mécanique de la chaleur, a 
essayé de rattacher cette question aux lois de l'écoulement des gaz. 

Toutefois, ses expériences n'ont pu être réalisées qu'avec de faibles 
vitesses, de telle sorte que la question peut être considérée comme 
entière. Je me propose dans le présent travail, après avoir exposé, aussi 
brièvement que possible, l'état actuel du problème, d'en entreprendre 
une étude théorique, et, si les résultats qui en seront déduits concor-
dent avec ceux de l'expérience, ils constitueront par cela même une 
démonstration expérimentale de la loi théorique énoncée. 

Laissant de coté la question des faibles vitesses, sur laquelle divers 
essais ont été faits, essais qui ont conduit à admettre la résistance 
comme proportionnelle au carré de la vitesse et à l'emploi de for-
mules correspondantes, modifiées par des coefficients de correction, 
je ne m'occuperai dans cette étude que des grandes vitesses, de 200"' 
à 5oo,n, qui ne sont réalisées que dans le tir des projectiles de l'Artil-
lerie. 

Cette étude du mouvement des projectiles dans l'air, dite Balistique 
extérieure, est d'une très grande complication, puisqu'il y a lieu de tenir 
compte de la forme du mobile et en outre, actuellement, du motive-
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ment de rotation dont il est animé. La dérivation, conséquence du 
mouvement de rotation ci-dessus énoncé, est l'objet d'une étude spé-
ciale dans les Ouvrages de Balistique; mais l'expérience a montré 
qu'elle ne modifiait pas sensiblement la loi de la projection verticale du 
mouvement et que, par suite, on pouvait la négliger dans l'examen 
de celte loi. 

Les essais ont été faits jusqu'à présent de la manière suivante. 
On a mesuré, par des procédés variables, la vitesse du projectile en 
deux points de sa trajectoire, assez rapprochés pour que la perte de 
vitesse put être attribuée uniquement à la résistance de l'air, abstrac-
tion faite de la pesanteur, et que cette résistance elle-même put être 
considérée comme constante, et l'on a déduit de cette perte de vilesse 
la valeur de la résistance correspondant à la vitesse? moyenne observée. 
C'est ainsi que l'on a été conduit à admettre aujourd'hui, comme re-
présentant les résultats de 1 expérience, que : 

ΙΛ résistance de l'air par unité de surface est proportionnelle au 
cube de la vitesse, pour les projectiles spliériques, et à la quatrième 
puissance pour les projectiles oblongs. Elle est dirigée suivant la tan-
gente à la trajectoire. 

Toutefois, un géomètre anglais, M. Baslifortli, la représente dans tous 
les cas par la formule cubique 

R = ce*î 

mais, dans cette expression, le paramètre c prend diverses valeurs selon 
la vitesse et ne peut être considéré comme constant, pour la facilité du 
calcul, qu'entre certaines limites. M. le général Mayewski, de l'Artil-
lerie russe, admet diverses formules, monômes ou binômes, à expo-
sants entiers, selon la valeur de la vitesse. 

Quelle que soit la formule adoptée, les auteurs ont toujours étudié 
le problème analytiquement en considérant le projectile comme un 
point matériel et établissant, d'après cela, diverses équations (trajec-
toire, tangente, etc.) dont ils déterminaient ensuite les paramètres, 
d'après les données de l'expérience. La position actuelle de la question 
est donc la suivante : 

Représentation de la résistance de l'air par des expression empi-
riques ; 
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Lois du mouvement du projectile, considéré comme point matériel, 
déduites analytiquement des expressions ci-dessus mentionnées, et 
mises d'accord avec la réalité par une détermination convenable des 
paramètres. 

Cherchons maintenant, comme l'ont proposé Atlianase Dupré et, 
après lui, M. le colonel Sébert, de l'Artillerie de la Marine, à appliquer 
au problème qui- nous occupe les lois de l'écoulement des gaz. 

Si l'on suppose que, le projectile étant en mouvement, 011 lui im-
prime, ainsi qu'à l'air ambiant, une vitesse égale et contraire à celle 
dont il est animé, rien ne sera changé au mouvement relatif : le pro-
jectile restera immobile, et l'air s'écoulera le long de ses parois d'après 
les règles ordinaires. 

Or ces lois de l'écoulement des gaz ont fait connaître que la vitesse 
dépend des pressions, et, par suite, ou peut remonter de cette vitesse 
aux pressions sur les parois du projectile, et de là à la résistance. 

Il existe trois formules relatives à cette loi d'écoulement : la première 
suppose que la densité du gaz reste constante dans toute l'étendue du 
filet considéré, ce qui suppose implicitement que les pressions ex-
trêmes sont égales, à moins de changements notables de température : 
elle n'est donc évidemment applicable que dans le cas de faibles vi-
tesses, qui n'est pas celui qui nous occupe. 

La deuxième, dite formule de INavier, suppose que la température 
du gaz ne change pas (transformation isotherme). 

La troisième, formule de Zcunor, suppose, au contraire, que les élé-
ments gazeux se déplacent sans recevoir ni dégager de chaleur (trans-
formation adiabatique) et qu'il y a donc, par suite du travail intérieur 
qui s'opère entre les molécules, un changement de température. Il 
n'entre pas dans le cadre de cette étude d'examiner les considérations 
théoriques qui peuvent amener à faire un choix entre ces deux for-
mules : il semble d'ailleurs que ni l'une ni l'autre ne soit absolument 
l'expression du phénomène qui nous occupe et que la transformation 
ne doive être exactement ni isotherme, car il est probable que le pro-
jectile et par suite les gaz s'échauffent, ni adiabatique, puisque, pour 
échauffer le projectile, le gaz doit dépenser une partie de son éner-
gie. 

Entre ces deux lois, qui présentent sans doute, l'une et l'autre, une 
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image approchée du phénomène, j'ai été conduit à adopter la loi de 
Navier comme l'avait fait Athanase Dupré; mais la raison principale 
est simplement que cette formule se prête aux recherches analytiques, 
ce qui n'est pas le cas de celle de Zeuner qui conduit, dès la première 
intégration, à des expressions trop compliquées. 

Le présent travail a donc pour but l'application de la loi de Navier 
à l'étude des problèmes balistiques. 

BALISTIQUE DUN POINT MATÉRIEL. 

Formule de Navier. — Considérons un filet gazeux en mouvement ; 
soient 

M, et les vitesses d'écoulement en deux points; 
p

%
 et les pressions correspondantes; 

Τ la température absolue au moment de l'expérience (température 
qui est celle du filet); 

p
()
 la pression atmosphérique normale; 
le poids spécifique de l'air à o° et à la pression ρ„. 

La formule de Navier est 

* 1 0 273 pt 

ou, eu posant 

— ̂  = é 

et résolvant par rapport à />,, 

b{u\ -«*) 

Soit maintenant un disque élémentaire aba'b' (fig. 1), animé d'une 
vitesse V au sein d'une atmosphère à la pression p

0
. 

Ce disque supporte à sa partie antérieure une pression p\ à sa partie 
postérieure une pression p". Pour évaluer ces pressions, Athanase 
Dupré remarque que, lorsque le régime régulier est établi, il doit y 
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avoir équilibre entre la pression ρ' de la couronne gazeuse placée à 
l'avant du disque et celle qui, d'après sa formule, correspond à l'ac-

Fiff. i. 

a_ a 
V 

/>" Ρ 

ο à 

tion d'un gaz à la pression p01
 et animé d'une vitesse Y égale et con-

traire à celle du disque : faisant donc, dans la formule, 

u, = Y, />, = />0, u2 = o, 
on en déduit 

Pi — Ρ 
et, comme p' = p2, 

ρ' = Ροβ'Λ'. 

On aurait de même, par un raisonnement semblable, pour la pres-
sion arrière, 

ρ = p0e , 

et par suite, en désignant par S l'aire du disque élémentaire et par H 
la résistance, il viendra 

l\ ̂ p
0
S(e'*>-e-»:) = S(,/-/>")· 

Ce raisonnement, comme le reconnaît Dupré, n'est pas à l'abri de 
toute objection : il 11e doit être considéré que comme donnant une pre-
mière approximation du phénomène. 

On peut encore présenter le calcul comme il suit : 
Considérons le disque aa'bb', animé de la vitesse Y, dans le sens de 

la flèche, et imprimons-lui, ainsi qu'à l'atmosphère ambiante, une vi-
tesse égale et de signe contraire, de telle sorte que rien n'est changé au 
mouvement relatif. L'air s'écoulera sans difficulté le long des parois aa' 
et bb\ et conservera sa pression />„. Quant à la colonne gazeuse qui se 
présente en ab, elle se comprimera d'aborcl en avant, jusqu'à ce «pie 
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le régime définitif soit établi, puis le gaz continuera à s'écouler le long 
d'un certain contour ca et cb\ à ce moment, il y a équilibre entre l'ac-
tion du courant gazeux à la pression /?„, tendant à pénétrer dans acb 

Fiff. a. 
OC it 

X' v 

«—► «) 

'"'il t> 

en vertu de sa vitesse V, et celle du gaz immobile en acb à la pression 
moyenne //, et en faisant, comme plus liant, dans la formule de Xa-
vier, 

«3=U, M, = Y, /'. = />,·. 
on aura 

Ρ =p
t
 = p

9
(f"'. 

Il s'établira en arrière un équilibre analogue entre l'action du cou-
lant gazeux à la pression p

t
 et à la vitesse V, et celle du gaz immobile 

eu a'cl' à la pression //', et par suite, en faisant 

lt<j — O, Il | — \ ι p.t —— p$% 
on aura 

p"=p
0
e M\ 

Sous cette forme, 011 voit que le raisonnement laisse de coté, ou 
plutôt préjuge l'état du courant gazeux le long des contours ca et a'c'. 
Nous admettrons cependant ces résultats en première approximation, 
nous réservant d'y revenir ultérieurement. 

Méprenant la valeur 
Jt = />0S(yAÎ — c i. 

désignant par m la masse du projectile et posant 

c — //,,S> 

il viendra 
1-1 Or /.%•* 
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pour valeur de l'accélération correspondant à la force retardatrice de 
l'atmosphère, et c'est cette expression que nous allons introduire dans 
nos calculs. 

MOUVEMENT D'UN POINT MATÉRIEL DANS UN MILIEU HOMOGÈNE 

ET DE TEMPÉRATURE CONSTANTE. 

Dans un tel milieu, le coefficient b est constant, ainsi que υ
0
 et, par 

suite, que c : il n'y a donc de variable que la vitesse. 

Mouvement rectiligne horizontal. — Désignons par 

a? l'espace parcouru; 
u la vitesse; 
t le temps. 

On aura 

— — W ~ — mc{étl' — e~b,t' ) 

OU 

(') γ,^ - e 

et d'autre part, par définition, 

Έ = "· 

On déduit aisément des équations (i) et (2; le système 

!'*) C(A = - ρπ!'·~ΤΠΓ· 

et 

! «) C(L* = - Λ,Λ· 

Calcul dex. — En posant, pour simplifier 1 écriture, 

c*""' — ;, 
Jour», de M/ith. (3·' m-rii·), loinc IN. — MAI IS83. ~0 
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on met l'équation (4) sous la forme 

C (IX = — —7 —i » 

et, en intégrant de ο à χ, désignant par u
0
 la vitesse initiale et par :·„ 

l'expression ebu\ il vient 

χ--TTT;· 

On peut résoudre l'équation (5) par rapport à s, ce qui donne 

(6J S = TÏ7 ' 

et, par suite, on a la vitesse en chaque point, puisque ζ — eh"''. 

Calcul de l. — La valeur de dt peut s'écrire 

- — e~,m%du 

Oil 
— cdt = e. ~bui( ι -h -f- c~^bu} 4-... 4- e~*"b"' -+-.. ,)du, 

que nous écrirons 

— cdl— ^
 e

-(tHH)bit* du^ 

pour toutes les valeurs entières de n. 
Considérons le ternie général, pris entre les limites u0

 et «, 

nui m ¥ aitili 

et cherchons à en calculer la valeur. 
Si l'on pose 

{'in -f-1)ί»α3 = ya, 

y = uy/(2n 4- i)6, 
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011 au ni 

f" e-'<>-vb«· du = ' Γ e~T d-i. 

Il a été construit des Tables de la fonction 

n(7)==
 Jf""^

7
· 

et il vient, par suite, pour le terme général, 

f "e-^^'du = -=L= ΓΠ(γ) - Π(·/.)1· 

I/expression de / devient donc, en substituant à y sa valeur et 
changeant les signes des deux membres, 

et V —! [il (//,, \lb\J2n -h 1) — Π {u sibyj-in -h i)|, 

et l'on peut ainsi, à l'aide des Tables de la fonction Π, calculer les du-
rées en fonction de u. 

On connaît donc tous les éléments de la question, qui n'a d'ailleurs 
qu'un intérêt théorique. 

Mouvement rectiligne vertical, — Envisageons maintenant le cas du 
mouvement d'un projectile lancé verticalement et soumis aux lois de 
la pesanteur. 

En désignant par e la vitesse, on aura les équations différentielles 

7Π^ν· -ψ"-*-*)-fj 

d'où 

(I) dy = — c c(chv1 — c bv2) + g. 

En suivant la même inarche que dans l'étude du mouvement 
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horizontal et posant 
J rn·1 gw — c 

on aura 

2bdv — — — 

Désignant parr, et r2
 les racines du dénominateur égalé à zéro, on 

écrira 

- -ibcdy- -—- (—! —)<iw 

et, en intégrant de ο à y et posant ir
0
 = e^, 

_
 2

 hey rrr —1— 'IlZJLî. 

Soit r, la racine positive de l'équation; substituant à r2 sa valeur 

— y et supprimant l'indice après la substitution, il viendra 

— Ά be y — - — L 
ou enfin 

(a >.bc V = L -

Hauteur maxima. — Le projectile s'arrête lorsque l'on a y — η ou 
w — ι, ce qui donne 

2/„ι±^ Y ^ 

Mouvement descendant. — A partir de ce moment, le projectile se 
met à redescendre, mais c change désigné, puisque la résistance de l'air 
ralentit le mouvement de chute; et, en désignant par r' line quelconque 
des racines de l'équation 

CW* — gw — c = », 

on aura, par le même calcul que plus haut et intégrant depuis Y jus-
qu'à V, 

2bel y — Y —— = L , r · 
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L'équation en t* a les mêmes racines, changées de signe, que l'équa-
tion en r : on peut donc prendre r — — r, et il vient alors, en substi-
tuant à Y sa valeur, 

1 ι ' I \ 1 — r»r I -h nv1( 

Vitesse à l'origine. — En faisant y — o, il \ient 

ll*„( 1 + 9./· ~ /- ) 9/' 

Vitesse limite. — En se reportant à l'équation différentielle du mou-
vement descendant 

• r- c e — e ) ~ s = ~ ' 

où iv par définition est positif et au moins égal à ι, on voit que l'accé-
lération est négative tant que iv est compris entre les racines, c'est-
à-dire que le mouvement descendant s'accélère jusqu'à ce que l'on ait 

/· Λ C 

A ce moment l'accélération devient nulle et la vitesse est donnée par 
l'équation 

= ι* 

En se reportant d'ailleurs à l'équation de la branche descendante, 

on voit que, pour une valeur de iv supérieure à y la quantité sous le 

signe L devient négative et, par suite, y imaginaire. Pour ιν = y on a 

y = — χ . 

Ainsi la vitesse limite η est atteinte qu'à — χ . 
Passons maintenant au problème général. 
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MOUVEMENT U'TJN POINT MATERIEL, LANCÉ OBLIQUEMENT ET SOI MIS 

A L'ACTION DE LA PESANTEUR. 

lin désignant par 

.r, y les coordonnées d'un point de la trajectoire ; 
0 l'angle d'inclinaison; 
V la vitesse, 

les équations différentielles du mouvement sont 

(i) 7/F
 =

 —
 c'\^'-e 'v')cos0. 

(2) irn ~~ -
 e

 "') - g' 

(··() £ = tangi ; 

en posant, pour simplifier l'écriture, ρ = tang0, on déduit de ce sys-
tème 

2 bis ) dpdx = — gdlu, 

qni remplace l'cquation (2 ). 
On 11e peut, dans un tel système, arriver à la séparation des variables, 

et force est d'opérer par approximation. Cette difficulté se présente 
dans toutes les équations de balistique, à moins qu'on ne suppose la 
résistance proportionnelle à la première puissance de la vitesse. On 
emploie alors l'artifice suivant, auquel je vais également recourir. 

Soit, d'une manière générale, f(v) l'expression de l'accélération due 
à la résistance, de telle sorte que l'équation du mouvement projeté sur 
l'axe des χ soit 

7/ÏT =-/(v)co*0 

ou, en désignant par u la vitesse horizontale, 

ar--X=>H 
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ou, comme i# = ~, 

fl.r J \x rosfl / ι 

que Von peut écrire 

itflu f( % u \ 

Si l'on admet maintenant que, entre les limites que Von considère, 
on puisse donner au paramètre α une valeur constante, telle que le 
produit acos0 s'écarte peu de l'unité, l'équation différentielle se ré-
duira, par approximation, à 

*H7 =-/(«"). 

où les variables sont séparées. 
Dans le cas de tirs sous de petits angles, on se contentera de prendre 

une seule valeur pour α : pour le tir sous de grands angles, on sub-
divisera la trajectoire en plusieurs arcs, à chacun desquels on affectera 
une valeur convenable de a. 

D'après cette méthode, l'équation (i) sera remplacée par l'équation 
approchée 

(l bis) = - c(eta'"'-c **''·'■) 

OU 

•l u d(%u)
 = cy< ebt*u' κ* \ 

Cette équation n'est antre que celle que nous avons rencontrée dans 
l'étude du mouvement horizontal, en y remplaçant M par ou/; la même 
analyse conduira donc à l'équation 

1 ' \hc% 5 -+- I 5„ — I 

en posant 
z = et*'u', z

a
=<r·"'·. 
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Désignons 

4 bca par m, par /ι, Par 11 — 

il vient, en résolvant (4) par rapporta z, 

ι -4- n'a mx 

on 

ι ·>) b&iu* = L r—z7? 

on remarquera que le produit n'c~mx est moindre que l'unité. 
Letto équation (5) donne la vitesse horizontale en chaque point de 

la trajectoire ou de Parc de trajectoire considéré. 

Equation de la trajectoire. — L'équation (a bis) 

dp d.x —— g dt2 

peut s eenre 

d.f \dt) — b 
ou 

IL -1— = — & 

et, en substituant à u sa valeur tirée de (5) et séparant les variables, 
il vient 

dp =— abv} -7: dr-

Développant le dénominateur par rapport aux puissances de rie~m', 
il vient 

n'e m-r 4- -j- e ... 

Oil 

dp = - e"'r rr- dv 
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et, en effectuant la division, 

ψ = _ (, _ Ç
 e

-»«" - ψ<r «-),/.r 

OU 

,lp=— i^(e"'-
r
- 'Çe ^~-ε-'"·

χ
^(ίχ·. 

et, en intégrant de zéro à Λ*, 

ifbna* (emx—ι /«'* e~ mj—ι '\η'% e — ι ν 

(|iii donne l'inclinaison de la tangente en chaque point. 

L'équatiou (3), /) — substituée dans l'équation (6Λ donne 

ι J ffbnx* (emx—ι n'* c mr—ι 

+13 ïîïi t· · )</·'· 

et, en integrant de zero a .r, 

•70 
gbnx* (emr— m.r — ι n'1 c m./ - - ι 

\n"* e λ m.r ι \ 

ce (pli est l'équation de la courbe cherchée. 
Les équations (6) et (7) peuvent se mettre sous une autre forme. 

Les expressions 

1 r "" 1 

contiennent a? en facteur; 

e>nx— m r — , -mx itl v — , 

contiennent xl en facteur, ce qui conduit à poser 

=.rF,(«i.r), 

Jourri. de Math. (3e série), tome IX. — MAI I8S3. 2 l 
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et 

e»'* — mx — ι -F(/«.r) 

Il a été construit des Tables des fonctions F et F,, qui se rencontrent 
en Balistique lorsque l'on prend la résistance proportionnelle au carré 
de la vitesse (ces Tables se trouvent dans les Ouvrages de MM. Didion 
et Mayewski), et les équations (6) et (7) se mettent alors sous la 
forme 

P=P« ~ - yF,(-mx)+... |, 

ν = ρ
Λ
τ - x* \ F(m#) ^-F(—m.r) L 

<•11 se bornant aux deux premiers termes. 
Quant aux durées de trajet, on les déduira de l'analyse faite pour 

le cas du mouvement horizontal, et l'on aura 

c<~ VS 2. ï/aé+T[n(xa°V J » + ' ) - H [eu\b\'in -+- ,)j. 

Discussion du coejficient η. — Le coefficient η a pour valeur 

;.+ ι Λ+ι 

et, si Γ011 remarque que le dénominateur contient bo.auJ en facteur, 
011 est conduit à écrire 

n Λα*//* eh*'"l—ι Λα1//.® Λα* //* 

ou 

n Λα*//* Λα*//* Λ*α ^tt}. 

et, en effectuant la division, 

η=:τ^ι{' + -τΓ + ···)· 
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On prendra donc 

a / Mu\\ 

avec une approximation d'autant plus satisfaisante que le développe-
ment ne comprend pas de termes en b·, comme on le vérifiera aisément. 

Il vient alors dans les deux équations de la tangente et de la courbe 

/'=r« ~ ήι ('
+
 - τ '''' (- "H 

et 

v=*x
 ~ s»('+ n^)*s[F(m·*)- "··)]· 

11 reste à déterminer le coefficient a. On se rappelle que ce coeffi-
cient doit avoir une valeur intermédiaire entre les valeurs extrêmes 

de —pour toute l'étendue de l'arc considéré. Pour un arc donné de 

trajectoire, où θ varierait par exemple-entre 20° et 3o°, on détermine-
rait α à l'aide de Tables construites à cet effet et qui se trouvent dans 
les Traités de Balistique. Mais, si l'on peut représenter toute la trajec-
toire par un seul arc, ce qui exige que 0 varie un peu, c'est-à-dire que 
l'angle de projection soit faible (011 admet qu'il ne doit pas dépas-
ser io°), 011 peut chercher à donner à α une valeur en fonction des 
éléments connus sans recourir à la Table spéciale. Dans ce cas, 
l'angle 0 varie depuis φ, angle de projection, jusqu'à o° dans la branche 
ascendante, et depuis o° jusqu'à une valeur un peu supérieure à φ dans 
la branche descendante : la valeur de a doit donc être comprise 

entre—et 1. 

L'examen de l'équation différentielle (1 bis), comme celui des équa-
tions de la courbe et de la tangente, montre qu'en donnant à α une 
valeur trop forte on augmente la valeur de la résistance et l'on obtient 
une trajectoire surbaissée. Malgré cet inconvénient, il est commode 

d'adopter ici la valeur trop forte α = parce que l'on arrive ainsi 

au plus grand degré de simplicité dans les expressions; mais il ne faut 
pas oublier qu'il en résulte pour les trajectoires des courbes moins 
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tendues, et comme conséquence des valeurs trop fortes pour les 
angles de projection dans les équations aux portées. 

En introduisant la valeur α = —ï— dans nos équations, on obtient 

les expressions suivantes : 

tangente.... tangQ =: lang© ; — m -\ )j?|F, .r 5-FI ·'' ) · 

m · A' / »l r· ί f\bc \ n'1 „ /— \bv Y 

Ces expressions peuvent se mettre sous une autre forme, en em-
ployant la notation des fonctions hyperboliques, dont les Tables numé-
riques sont bien connues; et cette transformation permet d'abord de 
conserver au paramètre n sa vraie valeur, et ensuite de faire plus ra-
pidement les calculs des formules ci-dessus : car, s'il existe des Tables 
des F(«) et F,(s), ces Tables ne sont qu'à argument positif et ne per-
mettent pas, par suite, d'en tirer la valeur du second ternie de la 
parenthèse. 

En adoptant donc les notations 

ShX = fl^. ci. λ = Th), = 

qui définissent les fonctions hyperboliques, nous aurons 

n — chv\ - 1 

(dans l'hypothèse cc= d'où 

n = -n —: = Cot h—2 

(dans le cas général, on aurait n = Coth--^— et l'on écrirait dans les 
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formules, pour dégager le facteur bx1^, 

η — , 1

 t
Coth b% u° by}u\ V 

D'autre part, on a 

F,( — mx) = = — ( - e",x + ι + e",x - e mx ) 

— — ÏAmx) h 

et, de même, 

,,, νr -i- m χ — ι 

r- _—L—j ( — e"lx-1- mx -+- ι -f- e mx -+· emx — s? ) 

ou 

F;' — m.r) -- — F(m.r) 4- —H—i——r 

ou 

F( — mxι = — F (mx) -h 2 ^ y · 

Kn faisant les substitutions de ces expressions dans les équations, ou 
obtient 

y = .v tangs — —f'r bvi Coth — 

X ' F(m.r) -+- F(mx) — 2 -,—~ IJ 

ou 

jr = <rtangf - ^Coth^(, + £)l V(mx) -

et, de meme, 

,( } " Γχϋ ~^r ' 
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L'équation aux portées, qui donne l'angle de projection correspon-
dant à une portée donnée, s'obtient en faisant y — ο dans l'équation 
de la trajectoire et l'on a 

*.
 j?

= + &) ÎF(A^ X) - Ç f(^E x\l 

ou, avec les notations hyperboliques, 

$bc „\ 9«" ' COS5 I 

équations qui se résoudraient par rapport à ψ par une méthode d'ap-
proximations successives, dans laquelle on donnerait successivement 
à cos φ, dans le second membre, les valeurs correspondant à la valeur 
obtenue précédemment pour φ. Mais il est inutile d'insister sur ces 
questions, qui ne sont pas susceptibles d'applications pratiques. 

Effectivement, tous ces résultats ont été obtenus en considérant le 
projectile comme un point matériel, comme un disque élémentaire, ce 
qui est loin d'être les conditions de la pratique : on n'a donc tenu 
aucun compte de ses formes extérieures, et l'on a admis, en outre, 
qu'il ne s'élevait pas assez haut pour que l'on ne put considérer la den-
sité et la température de l'atmosphère comme constantes, et enfin que 
l'arc décrit était assez faible pour que l'on prit, sans erreur sensible, 

pour α la valeur —— · 

Ce sont tous ces éléments qu'il nous faut maintenant introduire 
successivement dans notre analyse. 

INFLUENCE DE LA FORME ANTÉRIEURE DIJ MOBILE. 

Nous venons d'étudier le mouvement d'un projectile considéré 
comme point matériel, ou, pour être plus exact, d'un mobile assimilé 
à un disque élémentaire se mouvant normalement à sa surface et 
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éprouvant sur ses deux faces des pressions p\ p" dont la différence 
donne la mesure de la résistance par uni lé de surface. Il convient 

Fig. 3. 

plus 

maintenant d'examiner l'influence de la forme antérieure du projec-
tile et de calculer, en tenant compte de cet élément, la véritable va-
leur de la résistance. 

On admet généralement que, pour passer de la pression correspon-
dant à un mouvement du disque élémentaire normal à la surface à celle 
qui correspond à un mouvement oblique, il suffit de considérer, au 

Fig. 

a a' 

6 6 

lieu de la vitesse de translation, la composante de cette vitesse suivant 
la normale à la surface du disque et prendre dans les formules (soit 
de Navier, soit deZeuner), au lieu de la vitesse t>, la vitesse ecosa. 

M. Athanase Dupré admet cette loi, tout en faisant remarquer que 
son exactitude est loin d'être indiscutable, et que la composante paral-
lèle à l'élément doit également intervenir. Je me contenterai, à sou 
exemple, de cette approximation, ou plutôt j'adopterai les conclu-
sions du raisonnement approché qui va suivre, conclusions qui sont 
d'accord avec celles de l'hypothèse ci-dessus. 

Considérons un projectile, constitué par un corps de révolution, 
animé d'une vitesse V dans le sens de son axe, et imprimons-lui, ainsi 
qu'à l'air ambiant, une vitesse —V, ce qui ne change rien au mouve-
ment relatif. Il restera immobile, tandis que l'air s'écoulera le long des 
parois. Nous aurons ainsi un filet gazeux, à la pression p

c%
 qui arri-

vera au sommet A et s'écoulera le long de l'ogive. En un point M, 
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la vitesse de translation ne sera plus que la composante, suivant la tan-

Fig. 5. 

B 

v, 

1ô r^> 

gente en M, de la vitesse V, c'est-à-dire csinô'. En faisant donc, dans 
la formule de Navier, 

ut—\, pi = />0, = VsinS', 
on aura 

Va sin* 5' — V2 = ^ L ■— » 

p
x
 étant la pression en M, ou 

0 ρ*=ρ.^". 

On voit que nous négligeons ainsi l'influence du frottement, puisque, 
par l'emploi même de la formule de Navier, nous admettons la con-
stance de la température du filet gazeux. 

En acceptant la formule (i) sous ces réserves, nous en déduirons la 
pression totale sur l'ogive. Au point M, en effet, on peut décomposer 
la pression p

x%
 normale à l'élément en deux composantes, l'une per-

pendiculaire à l'axe, et qui aura pour valeur pxsinO\ et l'autre paral-
lèle à l'axe, p

x
cos0', et sur le parallèle élémentaire mm'MM', on aura 

les composantes 
p

x
 sinQ'de, 

/ïj.cosfl'cfe, 

de étant l'aire élémentaire, que l'on peut représenter par mxds, ds 
étant l'élément MM'. 

La composante parallèle à l'axe est la seule qui puisse agir sur le 
mouvement de translation du projectile, l'autre composante ne pro-
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(.luisant qu'une compression sur le métal : elle a pour valeur 

2 π χp
x
 cos O'ds 

ou, comme cosy = -7-» 

·1ΤίΧρΑ(ίΧ. 

Ou aura donc la pression totale en prenant 

Ρ = an/xpxdx 

entre les limites de «r correspondant aux points A et β. 
Les projectiles «actuellement en service sont formés d'une partie cy-

lindrique, terminée par une ogive, engendrée par la résolution d'un 
arc de? cercle? qui est, en général, tangent à la génératrice du cylindre, 

I ij;. <». 
S 

λ Β 

ι 

ou qui est si peu incliné que l'on peut négliger cette inclinaison. Le 
projectile est dit ogival lorsque la courbe se continue jusqu'au sommet 
comme dans la figure? : il est dit oblong lorsqu'il se termine par un mé-
plat ah normal à l'axe. 

Pour les projectiles ogivaux, nous aurons donc à prenelre l'inté-
grale 

Ρ = 2 π/ pxxdx 

le long d'une courbe AS continue et parfaitement définie; pour les 
Jtntrn. de Matlt. {'λ*' sérin), Ιαιιιο IX. — M.W i8H3. 22 
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projectiles oblongs, il faudrait prendre l'intégrale le long de A η, puis 
calculer, d'autre part, la pression sur le méplat, et la composer avec 
celle sur la paroi ogivale : toutefois, vu les faibles dimensions du mé-
plat, il conviendrait dans la pratique d'assimiler l'obus oblong à l'obus 
ogival; mais, dans l'étude théorique qui rious occupe, on ne s'atta-
chera qu'aux projectiles ogivaux, afin de pouvoir obtenir exactement, 
d'après les formules, la valeur de la pression résultante. 

Soit donc un projectile ogival, engendré par la révolution autour de 

Fiff. 7. 

jfi \ 

A "> 
Τ 

l'axe OS de l'arc de cercle SA, puis de la tangente AT au point A. Soient 
H le rayon C'.S, 5, l'angle ACS, on a, en M, 

cos 0'= sin$, 
d'où 

P=2itfo f
 Hi 1,8 °.r </.r, 

et, comme œ = PO = PC — OC, 

χ = R(cos0 — COS0,), 

dx = — Rsin0<#, 

^"'""^(eos 0, — cos0)sin0rtë : 

c'est cette intégrale définie qu'il s'agit d'évaluer. 
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' ehv*sin'0 (cos 0, — cos 0 ) sin 0 dô. 

dette intégrale est la différence A — Β des deux intégrales 

A = / e*"' *in 6 cos ô, sin 0 dû 

el 

Β = Ι eAl,,ein!Ocos0sin OdO. 

i" Calcul de A. — On a 

e
bv

 s
jnM)_ ̂

 e A»'1 «*«0
?
 J»

0
^ χ

 =
 ̂  co^j C 0

 s
j
n

 $ ̂  

Posant, pour abréger l'écriture, bç2 ~ e'a; posant, en outre, cosi — ζ, 
ce qui donne, pour les limites 5 = 1 et 5, = cosô,, on aura 

A = tf 'cosû, f e~vii — dz 

ou 

A = ρ ev * cos 0, e~zU, t v' dz. 

Xous avons déjà rappelé qu'il existe des Tables de la fonction 

Π(/) = -£= f e~r'di 

et, d'après cela, nous aurons 

A - —cosi, ̂  [l\(dz
t

) - Il(e') - II(c'cos0,) - n'Vjj, 

a" Calcul de H. — On a 

Β —f e6,"8inÎOsin$cos6</0 

ou 

Β = e*,ein!<l(2e'2sin0cos0 dû = r/i/'sin' 0), 
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et, en intégrant, 

li = Ai (1 \ 

L'expression A — Β devient donc 

_1_(e^ine,_ ,)_ \β e_ cos^[!!()- IL/cosô,)], 

cl, en se rappelant que nous avons écrit 

e nous avons ec 

et qu'il existe des Tables de F, (/), 011 a finalement 

Ρ = 2 7; R |F, (Λίη20, t-os9,111 !v') - 11 (dcos5,), j■ 

On peut donc, pour un projectile donné, calculer la valeur de Ρ 
pour toutes les valeurs dee' et par suite de v. 

Mais, pour la solution analytique des problèmes de Balistique, cette 
valeur de Ρ en fonction de ν est beaucoup trop compliquée : elle ren-
ferme des transcendantes qui 11e se prêtent nullement à des intégrations 
ultérieures. Force est donc de chercher à représenter Ρ par une autre 
fonction en différant suffisamment peu dans les limites des valeurs de 
eque l'on considère et se prêtant aux recherches de l'Analyse. 

Reprenons à cet effet l'examen de l'intégrale définie 

Ι e
f,1

«
n,

®(eos51 — cosO) ùnOdO 

tyi / e~*'COit i(cos01 — cos S ) sin ô dû, 

soit, en posant cos0 = ζ comme plus haut, 

é" j — e~v''1' (ζι — ζ) dz = eV'*J^ e~v''s* (z
t
 — z)dz. 
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Développant e~ven série 

e~^'z' = ι — e'az3 H -f- i)rt—~ -h.... 

Nous aurons, en multipliant chacun des termes de ce développement 
par (z — s,) dz et intégrant de ι à z,, une série de termes qui repré-
sentera la valeur de l'intégrale définie que nous étudions. Ce déve-
loppement est licite, car aucun des termes ne devient infini dans les 
limites de l'intégration. Le ternie général de ce développement sera 

T„ = '-Ρ- ν "e" '· ( — - m—) 

ou 

T„ = (-_£' (î
2
"*' - z,z'")dz 

OU 

T„ = '-Ρ- ν "e" '· ( — - m—) 
ou enfin 

T« — *—r —-, γ 'Χ™ h- ι ) — ('2/1 -h 2) z, -t- ζ*" ■*.. 

Le trinôme en z, admet la racine ζ, — ι pour racine double; on 
peut donc écrire 

ί |7 2Π -f- [) — ( 2/1-h ajs, -+- z '2fn'■] = (l — Zt)2^„iZi ; 

en posant 

ι - \ — (:m v + 

^2W (s ι ) J ( y Λ + 2 j 

X(z;"H- 2z\n 1
 -4- 3z\H-f-...-h/<' '

M
 + ...+ a» + ι, 

D'après cela, la pression résultante Ρ peut se mettre sous la forme 

Ρ = TlVy}pQtv' (i — Z, )2 (fï
0
 -h 1 -f-... -h Q

U
V -h ... j, 
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en posant 

«. = (-- If χ ?«.(».). 
et 1 expression 

*Ra(i — 5, j2 

n'étant autre que l'aire de la section droite du cylindre base de l'ogive, 
que nous désignerons par S, il vient 

1* = /*o $<?""(«« +· α
κ
v'*-h. .-haj"h-...) 

fcn remarquant que α
β
 = ι, et que les signes sont alternés dans le 

polynôme, on est conduit à chercher à le représenter par une expres-
sion de la forme * λ étant une constante à déterminer, ce qui don-
nerait pour Ρ la valeur 

Ρ = ijliSev':e~'y: = p0Sëi))v'' 

ou, en posant ι — λ = |5, 

Ρ =/>β
 Se^'1 

he paramètre β sera moindre que l'unité, en valeur absolue, par 
définition, et il doit être positif: or a eu effet 

ap. = Ρλ Sei
"" 

qui a le signe de β, et, d'autre part, en différentiant par rapport â v'-

Γ expression 

Ρ = ΊηΚ'ρο I ev"'Mn'* (cos5, — cos 0) sin'' H dO, 

il vient 

= 2îiR
a

/J
0
^ (

cos
^ __ cos0) sin*ûd$ ; 

or cette expression se compose d'une somme d'éléments positifs, car 
le facteur e"'ein'esin*5 est constamment positif, et, de ô, h o, 1rs deux 
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facteurs (cos 5, — cos 0) d'une part et dO de l'autre, étant négatifs, 
donnent un produit positif. 

L'expression ̂  étant positive dans les limites considérées, il doit 

donc en être de même de β. 
Reste à calculer numériquement ce paramètre β et à se rendre ainsi 

compte de l'approximation obtenue. 
On l'a calculé pour des valeurs de 0, égales à 37° et 45°, qui sont 

les valeurs correspondant aux projectiles ogivaux en usage, et pour 
des valeurs de c' variant de o, 5o à 1, 5o. Dans les conditions expéri-
mentales admises (température de i5° et densité de l'atmosphère égale 
à 1, 208, ce qui correspond k la pression 76o,,m\ lorsque l'air est à moitié 

saturé), la valeur de b est égale kLes variations de v' de o, .>0 k 

1, jo correspondent k des variations de la vitesse ν depuis21 o1" jusqu'à 
03υη', ce qui comprend tous les cas des tirs actuels. 

Les Tableaux ci-dessous montrent la comparaison des valeurs obte-

nues pour ̂  par la formule exacte donnée ci-dessus et par la formule 

exponentielle approchée . On voit que les écarts sont très faibles, et 
sont les 11ns positifs, les autres négatifs, ce qui permet d'admettre la 
substitution de l'une des fonctions k l'autre sans qu'il en résulte 
d'erreur sensible dans les applications. 

Angle de 45°, [d = o, 187S. 

Valeur tic -î— 

<·. *>. exacte. approchée. Diflcram·. 

«10 o,5o i»o'iy ι,ο/|8 — 0,001 
315 0,7."» 1,107 1,111 4- ο,ου'ι 
4ûO 1 ,ΟΟ 1,219. '>207 — Ο,ΟΟ.) 
09.5 1,20 1,220 1,2.20 4- Ο,ΟΟΙ 
f)3o 1,5o r,556 1,026 — o,oo3 

Angle tie 37°, β — ο, 133. 

210 0,00 ι,ο35 ι,ο3| — 0,001 
315 0,7 5 1,080 »«078 — 0,007 
/j20 1,00 1,13-4 1,1-12 4- ο,οοΗ 

525 1,25 Ι,2θ8 l,93l -(- 0,09.3 

63o ι,5ο ι,356 1,3 ̂ 9 — 0,007 
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INous admettrons donc, dans la suite de ce travail, que l'on peut 
représenter la résistance de l'air sur la partie antérieure des projec-
tiles ogivaux par la formule 

V — p
n
e^vt = p

0
eb'v\ 

le paramètre b' ou β b étant déterminé par des calculs théoriques, sans 
rien demander à l'expérience (1 ). 

BALISTIQUE DES PROJECTILES OGIVAUX. 

Nous venons d'étahlir dans les lignes qui précèdent l'expression de 
la résistance opposée par l'air au mouvement de la partie antérieure 
<lii projectile, et, en désignant par S la section droite et par />„ la pres-
sion atmosphérique, nous avons trouvé pour valeur 

/Vs*"v\ 

(iomme nous avons admis que le projectile restait couché sur la 
tangente à la trajeetoire, nous n'avons pas à tenir compte des pres-
sions sur la partie cylindrique, dependant le projectile est muni, dans 
le voisinage du culot, d'une ceinture de cuivre, faisant une légère sail-
lie sur le contour, dont le role a été d'obturer l'Ame de la pièce et de 
faire prendre à l'obus le mouvement de rotation sous l'aetion des 
ravlires. L'influence de cette ceinture est incontestable au point de vue 
balistique : de sa position et de son fonctionnement dépendent la ré-
gularité de départ de l'obus et sa stabilité; mais il ne semble pus 
qu'elle ail une grande importance en tant qu'obstacle opposé à l'écou-
lement. de l'air le long des parois, et nous avons, en conséquence, né-
gligé d'en tenir compte. ' 

(') l'onr les applications on a une valeur suffisamment approchée (le (/ en 
prenant le coefficient du terme en r* du développement en série de la valeur de 
I' déduite de la formule exacte, soit 

», 3 — 9. eosO — cos*0 
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Par contre, lorsque l'air arrive à l'extrémité de la paroi latérale du 
projectile, il se répand k l'arrière du culot et il y aurait lieu d'étudier 
de quelle façon se produit cet écoulement. Cette question ne semble 
pouvoir se résoudre qu'à l'aide d'hypothèses plus ou moins hasardées, 
et ne pas comporter de solution aussi précise que celle des pressions 
sur la partie antérieure, où l'on avail, au moins, des indications sur le 
trajet imposé aux filets gazeux par la forme de l'ogive. Son examen 
fera le sujet de recherches ultérieures. Toutefois, en se reportant aux 
considérations qui ont été exposées à propos du disque élémentaire et 
<jui ont conduit k l'expression p" = p

0
e~bs\ on est amené k étudier 

analytiquement le problème du mouvement des projectiles en repré-
sentant la poussée par une expression ρ == p*e~b"y\ la détermination 
du paramètre b" devant faire l'objet du travail ultérieur, annoncé plus 
haut. Cependant, on peut dire, dès à présent, qu'il devra être moindre 
que b

t
 car nous avons obtenu /?" = p^erbSt en ne considérant au culot 

(|ue l'action des gaz compris dans le prolongement du cylindre qui 
forme le corps de l'obus, et k cette pression il faudrait ajouter celle 
provenant des gaz extérieurs k ce cylindre, qui viennent également 
combler le vide laissé derrière lui par le projectile. 

Nous allons donc examiner la question du mouvement lorsque la 
résistance est représentée par une expression de la forme 

R=/vS(e'v,-ér'"v'). 

En désignant, comme plus haut, par? le poids du projectile, et par 
« l'expression 

ns haut, pa 

conservant d'ailleurs les mêmes notations pour les éléments de lu tra-
jectoire, nous aurons le système d'équalions différentielles 

-- — c{etyt — e 4"V8)cosO, 

= - «(«"" - « i >:)si»5 - 8> 

'£ = ρ = tangi. 

Journ. fie Math. (3* série), tome IX. — ΜΛΙ I883. ^ 1 
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A ce système, nous substituons, par ia même marche que celle qui 
a déjà été suivie, et à l'aide de l'introduction du paramètre *, le sys-
tème 

~ = u = CCOS0, 

ÎE — _ £ 

dy — pdx, 

*'ίίτ=-

cette dernière équation, en posant «u= u\ s'écrit 

— C 01 aiV — -rr-r. rr~r, 

et, en substituant la valeur de dx dans les autres équations, on arrivera 
au système 

— CU T —J
 U ' 

Ρ — — J e-k'H* 
et, par suite, 

dy — ρ Χ — — --
4
- jTbûït J u'î^c,bû* β

7
'''*

1
) ' 

/ = - I f 
Mais cette solution n'a qu'un intérêt purement théorique; effecti-

vement, si l'on peut toujours obtenir la valeur de χ sous forme finie 
(comme il est aisé de s'en rendre compte en posant u'% — kz, k étant 
une constante égale au dénominateur commun des deux nombres b' 
et b"), il n'en est pas de même des autres expressions, qui devraient 
être développées en séries, et les termes de ces développements, qui se 
rattacheraient pour la plupart au type du logarithme intégral, seraient 
eux-mêmes d'un calcul fort compliqué. 

On est donc conduit à chercher à prendre χ pour variable indépen-
dante, quitte à sacrifier, pour cela, un peu de l'exactitude de l'ana-



LOIS DU LA RÉSISTANCE DE L*AIU. I 7<J 

lyse et à se contenter d'intégrations approchées; et, pour cela, il y a 
lieu de chercher à intégrer l'équation différentielle 

j u du' 

de telle sorte que l'on puisse résoudre par rapport à u'* l'équation ob-
tenue et substituer ensuite la valeur de u'7 ainsi trouvée dans les équa-
tions 

dp _ g _ A"»' 

et 
dy= pdx, 

ce qui permettra d'exprimer ρ et y en fonction de la variable indépen-
dante x. 

' — On peut écrire la fonction 

placée sous le signe j 
eu"n% u' du' 

L'analyse faite précédemment nous permet de nous rendre compte 
de la valeur de b\ puisque nous avons appris à calculer ce paramètre, 

et nous pouvons dire que, dans les limites de la pratique, on aura j 

compris entre 0,1 et 0,2, h étant toujours la constante ^-~-· 

Quant à la valeur de ^ > nous en avons ajourné l'étude, remarquant 

seulement qu'elle devait être moindre que Γ unité. 
Ο11 peut maintenant mettre la différentielle sous une des deux 

formes 

e 3 ■... — u du 

et 

-Vu* e(-h'-Jrh^u'i u' du' 
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Oil 

»·-»■ f'-T4·')»" 

dans le premier cas, et 

e butd 1 L(e{Î'+6""ι ) 

dans le second cas. 
Par suite, en considérant un arc de courbe limité aux points où les 

valeurs de // sont u\ et m'
2

, nous pourrons obtenir une valeur appro-
chée de l'intégrale cherchée en prenant, dans le premier ras, 

A ^TTT/j '' lEEw· 

el, dans le second, 

(' 1 I P(à <-b")u * . 

A et C étant des coefficients constants déterminés par la condition 
d'avoir, le premier, une valeur intermédiaire entre 

»/ ,« t-Ji „ < 

et le second, une valeur intermédiaire entre 

e~b"* et crbu*, 

pourvu que ces valeurs limites ne soient que très peu différentes. 
Toutefois, pour que cette méthode soit admissible, elle devra être 

appliquée au calcul de l'arc entier u\
t
 u

2
, et ce n'est quo pour les élé-

ments du point limite u\ que l'on peut admettre une approximation 
suffisante ί il se peut qu'entre u\ et m2 les valeurs réelles et appro-
chées de χ diffèrent notablement, mais les points extrêmes seraient 
sensiblement exacts. 
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De cette manière, on obtiendra, pour x
t
 l'une des deux valeurs 

— lib' + b")coLX= KLe u,^h, - -h const. 

et 
— 2(6' 4- b")c%x = CLfe^'^"'1 — 1)4- const. 

Kn posant, dans la première formule, 

——\—L— ~ b ■+■ b — 2B, 

on aura 

— mx— L-ÎTTÏ h const. 

Cette expression a la même forme que relie qui a été obtenue dans 
l'étude de la Balistique du point matériel, et qui était 

-mx= I^
iwl + j -H const., 

où l'on avait m = \bcix. 
Les autres équations du système sont d'ailleurs identiques; il en ré-

sulte que toute l'analyse déjà faite est applicable, et par suite toutes 
les formules finales, à la condition d'y substituer à m et à h les va-
leurs 

ι,'+rs t b'-hb'' 

L'autre valeur de x donnera lieu à de nouveaux calculs et à l'éta-
blissement d'un nouveau système de formules, et l'on devra recourir 
à l'un ou à l'autre système, selon que l'approximation sera plus forte 
et que l'on pourra prendre avec moins d'erreur une valeur moyenne 

soit pour e ' , soit pour e~b'tt\ ou que les variations de ces deux 
exponentielles seront plus faibles entre les deux limites considérées; 
dans le premier cas, on prendra les formules du point matériel, et, 
dans le second cas, celles que nous allons établir. 
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Nous avons d'abord l'expression 

— mx — - y 

η étant une constante, en posant 

B = i'+i", m = 

et, en déterminant la constante à l'aide de la valeur u
n
 de u pour 

χ = o, on aura 
η = e""· — ι 

et enfin 
mr = 

ou, en résolvant par rapport à u' = au, afin d'exprimer la vitesse en 
fonction de la variable indépendante χ, 

?"«'«* = ι -h ne~mr 

ou 

ι) Βα'α' = L(i -h ne-mr). 

Nous avons, en outre, les autres équations établies plus liant, 

3Γ = "· 

( 1 ) u νeos0 = ν - 1 _ » 

l) ιL· u* 

ι 5 ) dy — ρ d.r, 

et nous allons chercher k en déduire l'équation de la courbe, Substi-
tuant, à cet effet, dans (4), àua sa valeur tirée de (i), il vient 

<tr Ι,(ι -+· ne■·'"<*) 
OU 

dp % Β α* 
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L'intégrale définie clu second membre n'existe pas sous forme finie : 
il y a lieu de l'évaluer à l'aide d'un développement en série convenable. 
Soit, à cet effet, 

ι -h ne~'nx = 

Oil 

5 ~ a + ne -,nx ^ ' 

on aura 

J.(i -+- ne~mjr) — afs +- y + y + ···) = 2z(i H- y -h ^ H j 

et, par suite, 

ψ = - gltefidae— τ 

ou, en effectuant la division, 

, Β αi/'Ληβ~'"χ ι ne~mx \ , 

c'est-à-dire 

Ρ — ~ 8 ~ ( ne~
mx

 3 a ne~
MX

 ) '* ' 

en se bornant aux deux premiers termes du développement et en posant 

n' — pour simplifier l'écriture, on obtient 

(ip~ — g— |_|- 2/ie — τ, a.r, 

et intégrant de ο à .r et désignant par/>0 la valeur initiale de />, 

s Basf 2n'(emr— ι) ι . 2 + «ί'"'"1'" 

équation qui donne l'inclinaison de la tangente en fonction de l'ab-
scisse. 
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En substituant, dans cette équation (6), k ρ sa valeur ρ = on 

aura 

dy-p.dx = -g— («+»»—- +3^1 Ur, 

ou, intégrant de ο a λ\ 

Β a' / , emx — /«α* — ι \ Β a1 

en désignant par Τ l'expression 

Τ = fr

L
^'te""x doc, 

que nous allons calculer. 
Cette expression n'est pas intégrable sous forme finie; posons donc 

2 ne~mr ι — ν 

d'où 

η ι — e '"■r 

et prenant à la place du logarithme le premier terme — 2 ζ de son déve-
loppement, 011 aura 

« + î Ι η , 

011 

τ=/ ae+a [!A±Î L [h±âizy 

Sous cette forme, l'expression T n'est pas pratique pour des calculs 
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numériques; pour la simplifier, on peut écrire le logarithme 

ι h ^—7 e~mx ———τ( 1 — c~mJC) 

et, en ne prenant que le premier terme, on aura, pour T, 

1 = ^1 2a. + 2_Ji±AiL±i I 

ou 

rp — 9. η ( e~ 'nx 4- m ,v 4- 1 \ 

re qui donne finalement, pour équation de la courbe, 

Ha* α·2 , emx— m.ν — ι :?/t e mx 4- ιη.ι: — il 

valeur dans laquelle on a négligé des termes négatifs dans la paren-
thèse. 

Nous retrouvons ici l'expression 

ems — mx — 1, 

déjà rencontrée dans la Balistique du point matériel, et en posant, 
comme plus haut. 

ν c"'x—mx — 1 
il vient 

17) .Y = />,■» - g -y |-,+» F(ma!) - f
{n + i)

 F(- ma·) |. 

En mettant le coefficient ri en facteur, on obtient, pour le second 
terme de la valeur de y, 

- *2! (B«« /»') [j + I'(mr) -
 3l

£-- F(— mx) I, 

Jonrn. de Math, (3* série), tome IX. — Jus 1883· Ά| 
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et l'on a 

Da η — βυ«·«ϊ_, - //* ' 

Nous avons déjà rencontré (Balistique du point matériel) la fonction 

Fi ( ζ ) = e ~ ' dont il existe des Tables : nous écrirons donc 

lia 2n'=-t ' 
d ou 

v = p0x ., lx - -+- l·(mx) — W-.——,-τ l4(— mx) . 

D'autre part, en portant dans l'équatipn qui donne p
%
 à la place de 

L ' ^—» la valeur que nous avons en réalité substituée pour l'inté-

gration, c'est-à-dire 

1 ( η + ) m 

dérivée du ternie qui représente, dausTcxpression dej,/l> 1 ^ ^ - J> 

il vient 

ρ — pti~ — Ζ Χ -+- 2 η' h —, m ' 

cl les mêmes transformations que pour l'équation en £ (mise en fac-
teur de n\ et substitution aux exponentielles de leur expression à 
l'aide des fonctions F, ) donneront finalement 

ρ = Ρα ΓΤΤΪΤ-;—Τχ - ■+· rAm.r) — -Γ. F,( —mx) . 

Durée du trajet. — Kn éliminant la variable a? entre les doux équa-
tions 

dx — udl, mx = L -tjA:— » 
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il vient 

- πdi=T~7^-=(,+e """+du·, 

ou 

- f. <Λ = V t'= V 

à intégrer de ο à /, et par suite de u0 à u\ 
En désignant, comme précédemment, par Π (ζ) la fonction 

-p f e :idz, 

on a 

./ £·' "" >/(«'y TÎÎ) = ̂  Π («'νίΰ -b^I) 

et par suite 

f: ' = U/fi I Γ/Η"fcvSÏ) - π(»V"ÎTA)J 

ou, en mettant le paramètre α en évidence et dégageant le premier 
terme £ — o) cjui se présente sous la forme ̂  

~ ( «( //„ - fi) H- ^ 2] ̂  [
Π

 («M»v'll V'^) -
 Π

 (W'M)J· 

Nous avons ainsi obtenu l'expression de tous les éléments de la tra-
jectoire, vitesse, durée, tangente, ordonnée. Rappelons ici l'ensemble 
des formules 

m— > n — e" . — r, 

C étant une valeur intermédiaire entre les valeurs que prend e,'9'"i dans 
l'étendue de l'arc considéré. 

Vi tesse : 
Π uric — L (1 -+- ne~mjc). 
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Durée : 

f i = «(«„-«)+ £ ^[π(«ι/,ν/ΒνΛ)-Π(«ιη1Η*)]· 

Trajectoire : 

γ ~ρχ .f - -h Fimx) — ——τ-l· — mx, . 

Tangente : 

' //JMBa'wJ ) I a 3 « + . '1 7 

Discussion des paramètres. — Les mêmes raisons qui ont été déve-
loppées dans la Balistique du point matériel nous conduisent à donner 

au paramètre « la valeur un peu trop forte , ο étant l'angle initial 

dont la tangente est/?
0

, sous la réserve que 9 restera au-dessous de io°; 
pour des arcs de plus d'amplitude, il y aurait lieu de subdiviser la 
courbe et d'adopter, d'après les Tables dressées à cet effet, diverses 
valeurs de «. 

Dans toutes les formules, on peut d'ailleurs, en vertu de l'hypothèse 
g cos0 = 1, remplacer le produit au par c, puisque u est égal à ν cos6, 
et ce n'est qu'après cette substitution qu'il y aura lieu de fixer la valeur 
de α ; cette substitution conduit au système 

m = ^ 2lica, 

η = e,u'· — 1. 
Vitesse : 

Bea = L(i -h ne 
Durée : 

£' = «·.- " + VH Σ 4p[n(».vJw*)-o(Mvï)J· 
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Trajectoire : 

y - „;μ'ΙΙ.;ι [Î
 +

 ~
 F

<"
 m

|· 

Tangente : 

P=P» * η ; » - v ι —l- F, (mx) -- ψ-. 7- F, — mx) . 

Le paramètre « ne se retrouve plus que dans m. 
Quant au paramétrée, valeur intermédiaire entre les valeurs limites 

de e \ c'est-à-dire e~b *Ul % ou e ''v\ on le prendra sous la forme la 
plus aisée à calculer, et, en désignantpar e, la vitesse finale, on prendra 

C* = e Λν" χ ξΓ*'ν· ou C = e 
et en posant 

y = ^V,, 
il viendra 

m — 2Bcay. 

En substituant alors à Β et à c leurs valeurs, savoir 

B = b'+b"= x( i = 

et 

c = ^5, 

désignant —- par β, on aura * 

m- π«Ρ7. 

3 étant le poids spécifique de l'atmosphère dans les conditions de l'ex-
périence, ou 

m = ρ β χ ay. 

Le premier produit 5 ρ β est indépendant des conditions particulières 

du tir (angle initial et vitesse); il forme donc la caractéristique du 
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projectile : quant au produit αγ= on peut en faire abstraction 

eu première approximation, car il diffère peu de l'unité dans les con-
ditions ordinaires : dans les mêmes limites, la densité $ varie peu sur 
le trajet du projectile, de telle sorte que l'on peut se contenter, pour 

la valeur de m, du produit constant m = d ρ β. 

Pour β = —j-—> nous avons appris à calculer exactement b' : quant 

a //', sa recherche devra faire l'objet d'études ultérieures, mais, dan: 
les applications qui vont suivre, on le prendra égal à valeur troj 
forte, puisqu'elle revient à supposer que l'air latéral ne se précipite 
pas dans le vide formé par le projectile en avançant : on aura donc 
pour/nunc valeur trop considérable, en prenant, comme nous allons 

le faire, β — ι ÎL·
 ma

is toute autre valeur donnée à b" eut du être 

adoptée sans raison théorique d'aucun ordre et déterminée par des 
conditions purement empiriques, pour faire cadrer les résultats des 
formules avec ceux de l'expérience, et ce mode d'opérer serait absolu-
ment contraire au but et à l'esprit de la présente étude. 

Cherchons donc à déduire, des formules ci-dessus, quelques résultais 
pratiques, à comparer avec ceux de l'expérience. Pour ces derniers, on 
les trouve en grand nombre dans les Tables de tir, qui ne sont, au 
moins en ce qui concerne les angles à employer pour obtenir une por-
tée déterminée, que le résumé de données expérimentales compensées 
entre elles. Cherchant à appliquer nos formules au même problème et 
faisant pour cela y = ο dans l'équation de la trajectoire, 011 obtient 

= riîâôl" + r(«x>- -«X) · 

Λ l'aide de cette formule, on a calculé des angles de tir pour divers 
projectiles ogivaux et oblongs. Ne perdons pas de vue qu'aucun des 
paramétres de la formule n'est déduit d'expériences spéciales : tous 
sont déterminés par la théorie pure, à l'aide des données classiques 
sur la valeur de g, accélération de la pesanteur, et de la densité de 
l'air. 

On peut d'abord se rendre compte de l'influence de la forme anté-
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rieure ilu projectile; on a, à cet effet, calculé comme exemple les an-
gles de tir d'un même projectile : i° en le considérant comme un point 
matériel, et 2° en tenant compte de sa forme antérieure. Les résultats 
sont les suivants : 

NIIJÎIP rnrrcs|>ii(i<laiit, ilonnr 

l'urlcc. 

IOOO 
2000 
.'>000 

>00 

.><»on 

pur la formule 
il 11 

point iii.itéricl. 

• - 10 
·>. 18 
u-4 » 

18. f>q 
iinn binaire 

par 
la formule 
actuelle. 

1 · M) 
85 
1945 
7- » 
(). 5G 

pa !' 
les Tables 

<le tir. 

I .23 
3 

».52 
G. 58 

ί»·Μ» 

hiiï.:· rc un· 
entre 

les <leii\ derniers angle*. 

— 4 
— 8' 

47 
x- h' 
-r 3-' / 

Le seul examen de ce Tableau montre l'importance de l'étude qui a 
été faite : les résultats obtenus dans l'hypothèse du point matériel sont 
évidemment absurdes, ceux déduits de l'examen des pressions anté-
rieures peuvent être considérés comme exacts, dans les limites de la 
précision que comporte la question, jusqu'à /|ooo,n. 

Ο11 trouvera ci-aprés d'autres Tableaux analogues, donnant les an-
gles calculés et les angles fournis par les Tailles pour divers projec-
tiles. 

L'examen de tous ces Tableaux dénote une concordance suffisante, 
entre la théorie et l'expérience, jusqu'à des distances d'environ ,'|ooo,n. 
Vu delà, la formule théorique donne des angles beaucoup trop forts : 
la raison principale en a été annoncée plus haut; en donnant à h" une 
valeur trop forte, c'est à-dire tenant insuffisamment compte de la 
poussée arriére, 011 a exagéré la résistance opposée au mobile, ce qui 
devait conduire à des angles trop élevés: cela s'est traduit analytique 
ment par une valeur trop considérable du paramètre /w, et si cette valeur, 
lorsque X est petit, n'entraîne pour F'wXj que des nombres encore 
admissibles, il n'en est pas ainsi lorsque X dépasse un certain nombre, 
Soon1" ou /ιοοο'". 

En résumé, nous avons, dans cette élude, après avoir examiné le 
mouvement d'un point matériel soumis à une résistance atmosphérique 
déterminée par la loi de Navier, calculé la valeur de cette résistance, 
d'après la forme de la partie antérieure du mobile; puis, réservant à 
1111 prochain travail la discussion des pressions arrière, et admettant 
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provisoirement pour ces pressions une valeur trop faible, on a établi 
à nouveau, par une analyse approximative, les équations du mouve-
ment du projectile considéré, et l'on a trouvé un accord suffisant entre 
la théorie et l'expérience depuis ο jusqu'à 3ooom. Il nous reste encore 
à étudier ces pressions arrière, à examiner la question de la variation 
de la densité de l'air avec la hauteur du projectile au-dessus du sol, et 
ces deux problèmes résolus, par l'établissement de formules défini-
tives, avec l'approximation nécessaire à la pratique, on sera arrivé, 
par la théorie pure et sans le secours de données expérimentales spé-
ciales, à déterminer la loi du mouvement dans l'air d'un solide de ré-
volution, des formes actuellement en usage, et cela d'après une marche 
générale pouvant s'appliquer à un corps quelconque. Peut-être ces 
résultats devront-ils être pris en sérieuse considération dans les recher-
ches balistiques; peut-être aussi pourront-ils être regardés comme 
une démonstration a posteriori des lois physiques que l'on a admises 
comme point de départ ; sur ces deux points, c'est à des voix plus au-
torisées que la mienne qu'il appartient de prononcer, soit d'après les 
résultats déjà acquis ci-dessus, soit seulement après la solution com-
plète des problèmes signalés plus haut comme restant à traiter. 

TABLEAUX DIVERS. * 

Obus (le 3 |rm. — r„ — 192"'. 

Angle donné 

IN triée. 

tooo . . . 

«>oo ... 

.'iooo . . . 

IOOO . . . 

.lOoO . . . 

Onoo . . . 

par 
la lliéoric. 

I. I I 

2.30 
t * 

0. i5 
8.',i 

11.44 

par 
IcsTahlcs. 

1.20 

2.48 
4.28 
0.21 
8.28 

10.5o 

Erreur 

absolue. 

— O.O 

— O.I2 

— ο. i3 

— ο. 0 
4- ο. i3 

+ 0.54 

relative. 

<ïV 
1 i 

c-1-
63 

<-Λ-
< Λ 

Observai i>ni. 

Kcsultnls evicts, dans 
les limites de l'expé-
rience, nu delà d«* 
."iooo1". 

Obus de 32cm. — e,,— 4*ï4m»'J· 
ιυυυ ... ι.28 

■iooo ... 3.8 

3ooo ... .5.13 

4000 ... 7. 3o 

finoo ... 11. 5 

1.29 

3. i3 

5.12 

7.27 

10 

— o. 1 

— o. 5 

4- ο. 1 

4-0. 3 

4-1.5 

^ s» 
^ :ig 

âfî 
14'J 

<î 

liésullals evicts, dans 
les limites de l'expé-
rience, au delà de 
4ooo«n. 
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Obus de 27™" oblong. — <y~ 5o5"'. 

Angle donné 

l'orli'-r. 

IOOO . . . 

2000 . . . 

3ooo . . . 
ÎOOO . . . 

5ooo... 
OOOO . . . 

par 
la tliéoric. 

(. ο 
.33 

4. i5 
I). 2 1 
(j. G 

«2.2-

par 
le-Tables. 

I. I 4 

2 . :|2 

t\. 2<) 
G.a.'i 

8. |3 
11.18 

Erreur 

absolue. 

o. :» 
-o. 9 

- O. Q 

-o. 3 

4- 0.2.3 

4-1.9 

relative. 

<Λ 
ι κ 

^ t » 
lis 

< Λ 
1 
y 

Observation. 

Kxaet, dans les limites 
de l'expérience jus-
que vers 6ooom. 

Obus de 2 jr,a ogival. — r„ — 47 ο1'1. 

1000 ... 

2.000 ... 

3ooo ... 
'|OoO ... 

>000 ... 

«.«9 

2.5 2 
445 
:· a 
9.50 

I .23 

3 
4.02 

0.58 

y· *9 

— o. \ 
- o. 8 
-o. 7 

4-0. 5 
4- o.3" 

i 1 
< Λ 
<Λ 
< Λ 
< Λ 

Kxact, dans les limite-
de l'expérience jus-
(pi'à 5ooo,u. 

Obus de iorm. — c„ — 485. 

1000 . . . 
2000 . . . 

2.200 . . . 

3ooo . . . 

1.27 
3.30 
5. 8 
7.1O 

1.20 

3.3« 

4.40 
0.10 

— o. 2 

40. 5 
-h υ. 22 
4-1.0 

* ν 
ι i 
1 i 1 

Kxacl jusque ver-

25oo"'. 

Obus de 2 V'" oblong. Modèle de lu Marine. — ΐ'υ=4;,>1"· 

moo . . . 
2000 . . . 

3ooo . . . 
4ooo . . . 

1.20 

3. 4 
5.i0 

8.,4 

1. <1 
3. 8 
5.11 

7-3-I 

- - O . I 

-O. 4 
4- o. 5 

4- o. |<> 

21 

4 7 

(i 2 
<M 

Obus de 2 'i"" obbtng. Modèle de Hange. — r„-= 47,)"'· 

1000 . . . 

2000 . . . 

3ooo . .. 
4ooo . . . 

I .21 

3. 2 
5. i3 

7.54 

I . 27 

3. 0 
\. 5-
- ') 

— o. ti 

-o. 4 
-h o. 16 
4- 0.52 

< ·λ-
< τα 

ι y 
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Il est rappelé cpie tous les angles calculés théoriquement ont été 
effectivement déduits de la théorie pure, sans aucun paramètre déduit 
d'expériences de tir, et que l'on avait prévu et démontré également 
que l'on trouverait aux grandes distances des valeurs trop fortes pour 
ces angles. 


