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NIVEAU POTENTIEL DE L’ELLIPSOIDE.

Sur la détermination du niveau potentiel de U'ellipsoide;

Par M. H. RESAL.

1. Nous rappellerons que l'on est convenu d’appeler niveau po-
tentiel d’un corps électrisé la valeur constante du potentiel relatif i
un point quelconque de I'intérieur du corps rapporté i I'unité de masse.
L’expression analytique de ce niveau ne joue aucun role important
dans la théorie actuelle de I'électrostatique, et c’est ce qui explique
pourquoi on n’a considéré jusqu’a présent, a notre connaissance du
moins, que le cas trés simple de la sphére.

Il nous a semblé, cependant, qu'il y aurait quelque intérét a étudier
le cas plus général de I'ellipsoide, et ce qui fait I'objet de cette Note.

Comme la position du centre du potentiel est indéterminée dans
Uintérieur du corps, nous pouvons la faire coincider avec celle du
centre de figure O de I'ellipsoide ; et, pour ne pas faire intervenir inu-
tilement dans nos formules un facteur constant, nous supposerons
égale a I'unité, en valeur absolue, la densité de la couche électrique.

Soient

Oz, Qy, Oz les directions des trois axes principaux de I'ellipsoide ;
2a, 2b, 2¢ les longueurs de ces axes;

(1) T+ L+ =

I'équation de la surface;
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2 le rapport de similitude entre la surface extérieure de la couche
électrique et celle de V'ellipsoide.

Jusqu’a nouvel ordre, il ne nous sera pas nécessaire de considérer
cette couche comme étant trés mince.

Concevons un cone ayant son sommet en O, et dont I'ouverture
sphérique dw soit infiniment petite. Le coéne déterminera dans la
couche un élément de volume que nous pouvons diviser en d’aulres
éléments secondaires par des surfaces infiniment voisines, semblables
a celle de ellipsoide.

Soient 7, 7= ru les portions de 'une des génératricesdu cone déter-
minées par Pellipsoide et I'une des surfaces ci-dessus. Le potentiel
d’un élément secondaire sera ’

,.12 d(.l)’ dl"

= rdo.udu;

en intégrant entre les limites =1 et =1, nous aurons pour celui
du volume déterminé dans la couche par le cone

(0 —
2

D r*do,

et pour le potentiel cherché
(2) V= &2—2 f rtdw,

l'intégrale s'étendant 4 la surface entiére de I'ellipsoide.
Soient, maintenant,

¢ 'angle formé par le rayon vecteur r avéc Oz ;
¢ celui que forme, avec Oz, la projection sur le plan xOy de ce
rayon.
Nous avons
dw =sinb dp dj,
« =rsin0 cosgp,
. y=rsinfsingp,
%z =rcos{,
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d’otr, en vertu de I'équation (1),

= : -
sin?0 cos®o sin%f sin?g costh’
a? + bt c?

par suite,

" " sin0 /b )
& Pde = : — . .
(3) @ dy sin?0) cos?o + sin%f sin?o + cos?f)

. o a® b? ot

Si nous posons cos§ = u, celle de ces intégrales qui se rapporte 4
devient

A
) cos®s  sin?y ( t  cosiy sin%p) )
: "

a? b c? a’ 2

e

Supposons d’abord que les trois axes de Pellipsoide soient inégaux
et que ¢ soit le plus petit d’entre cux et posons

Az cos?s  sinle B ! cos’s  sin’y
-— —_ e e — L
a* b* ct a b?

ct l'intégrale ci-dessus prend la forme

di‘i
I A 2 t
AB B - Ap2retang g-

Il vient donc

” s
rtdw=2 ‘ kit
cos*y + sin*ey /1 cos*c  sinly
° a? b? c* a D

1 cos’v  sin?e
i A T T
>arctangq / ¢ @ b
P Y
COs8° % sin- ©
a2 b?.
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intégrale qu'il est impossible d’obtenir dans le cas général; quoi qu'il
en soit, la solution du probléme est ramenée i une quadrature.

2. L'intégration s’effectue complétement lorsque l'ellipsoide est de
révolution, ou si a = b; car alors l'intégrale (4) relative & u se réduit &

(5) ’ ! du | ' -

e

et est indépendante de 9.
La masse de la couche a pour expression

(6) M= 00— et

Nous avons maintenant deux cas a distinguer, selon que « >c,

a<ec.

3. Ellipsoide de révolution aplati ou a>>c. — On reconnait facile-
ment que I'intégrale (5) a pour valeur

1 2

et, en se reportant aux formules (3) et (2), on trouve

arc lang\/g—-l
(7) V=o2anr(d*—1)a’ ¢ .

' a?
— —1

c2

Si Iellipsoide se réduit A une sphére ou si ¢ =a, le dernier facteur de
cette expression devient égal 4 l'unité, et I'on retrouve la formule
~ connue
V=oaz()*—1)a’.
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4. Ellipsoide de revolution allongé ou a < ¢. — Ona

1

1 1 , t

a? 2—.-2- al? + at - ’
t={t—a)¢ It /1—5u  1—\/1—5u
\ ¢ \ ’ c [

et 'intégrale (3) se réduit &

Nous avons donc

,8) Y = E.Q‘z‘__-})(f Og____..__L,.

a? a?
1 — — | — | — —
(_.2 (-.2

5. Formules réduites lorsque 'on suppose que la couche électrique qui
recouvre un ellipsoide de révolution est tres mince. — Dans ce cas, X dif-
fere trés peu de l'unité, et, en désignant par dal’épaisseur de la couche
aux sommets des axes égaux, nous avons

Il

a(A* —1)=a(d — )(M +1) = 2da,
a®—1)=ad—1)(R+x+1)=30a;

par suite, en se reportant a la formule (6),
(6") M = jrac.da.

et les formules (7) et (8) peuvent se mettre sous les formes suivantes :

3

arctang e —1

(7) V=1 =
4 at
?’—I
’ M 1+4/5 —1
(8) V= log -
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En supposant @ =c, les deux derniéres formules donment la sui-
vante ;

M
=

a

v

(ui se rapporte a la sphere.




