
H. RESAL
Sur la détermination du niveau potentiel de l’ellipsoïde
Journal de mathématiques pures et appliquées 3e série, tome 8 (1882), p. 55-60.
<http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1882_3_8__55_0>

Article numérisé dans le cadre du programme
Gallica de la Bibliothèque nationale de France

http:// gallica.bnf.fr/

et catalogué par Mathdoc
dans le cadre du pôle associé BnF/Mathdoc

http:// www.numdam.org/ journals/ JMPA

http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1882_3_8__55_0
http://gallica.bnf.fr/
http://www.numdam.org/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.bnf.fr/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.mathdoc.fr/
http://www.numdam.org/journals/JMPA


NIVEAU POTENTIEL DE L'ELLIPSOÏDE. 55 

Sur la détermination du niveau potentiel de Γellipsoïde; 

PAR M. H. RESAL. 

1. Nous rappellerons que l'on est convenu d'appeler niveau po-
tentiel d'un corps électrisé la valeur constante du potentiel relatif à 
un point quelconque de l'intérieur du corps rapporté à l'unité de masse. 
L'expression analytique de ce niveau ne joue aucun rôle important 
dans la théorie actuelle de l'électrostatique, et. c'est ce qui explique 
pourquoi on n'a considéré jusqu'à présent, à notre connaissance du 
moins, que le cas très simple de la sphère. 

Il nous a semblé, cependant, qu'il y aurait quelque intérêt à étudier 
le cas plus général de l'ellipsoïde, et ce qui fait l'objet de cette Note. 

Comme la position du centre du potentiel est indéterminée dans 
l'intérieur du corps, nous pouvons la faire coïncider avec celle du 
centre de figure Ο de l'ellipsoïde ; et, pour ne pas faire intervenir inu-
tilement dans nos formules un facteur constant, nous supposerons 
égale à l'unité, en valeur absolue, la densité de la couche électrique. 

Soient 

Οχ, Ο γ, Ο ζ les directions des trois axes principaux de l'ellipsoïde ; 
2a, 2b

t
 2c les longueurs de ces axes; 

(0 xx y* s* =1 
a% 62 cs 

l'équation de la surface; 
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λ le rapport de similitude entre la surface extérieure de la couche 

électrique et celle de l'ellipsoïde. 
Jusqu'à nouvel ordre, il ne nous sera pas nécessaire de considérer 

cette couche comme étant très mince. 
Concevons un cône ayant son sommet en O, et dont l'ouverture 

sphérique du soit infiniment petite. Le cône déterminera dans la 
couche un élément de volume que nous pouvons diviser en d'aulres 
éléments secondaires par des surfaces infiniment voisines, semblables 
à celle de l'ellipsoïde. 

Soient r, r' — ru les portions de l'une des génératrices du cône déter-
minées par l'ellipsoïde et l'une des surfaces ci-dessus. Le potentiel 
d'un élément secondaire sera 

Γι— = /·2 αω .u du ; 

en intégrant entre les limites u = ι et u — 1, nous aurons pour celui 
du volume déterminé dans la couche par le cône 

(y2-1)/2 r2 dw, 

et pour le potentiel cherché 

(a) ■v
=

ΰL·Jlf
r
*

dω
, 

1 intégrale s'étendant à la surface entière de l'ellipsoïde. 
Soient, maintenant, 

θ l'angle formé par le rayon vecteur r avéc Os ; 
ç> celui que forme, avec Oa?, la projection sur le plan xOy de ce 

rayon. 

Nous avons 
dtà = sin 6 dtp dô, 
χ = rsinÔ cos φ, 
y = rsin0sin!p, 
ζ = r costf, 
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d'où, en vertu de l'équation (i), 

r2 1 
sin20cos2© sin2θ sin2© cos'O' 

â* L + b* ' + -
par suite, 

(3) J J. J,, + —ir-l+ —J J. J,, + —ir-l+ — 

Si nous posons cos# = m, celle de ces intégrales qui se rapporte à rj 
devient 

(4) du/ J_t + -er-)"'' 

Supposons d'abord que les trois axes de l'ellipsoïde soient inégaux 
et que c soit le plus petit d'entre eux et posons 

A2 = . 2 cos2© sin2© 1}2 ι cos2© sin2© 

ct l'intégrale ci-dessus prend la forme 

AD —P7? = SBarCtan&r AD —P7? = SBarCtan&r 

Il vient donc 

I I //cos2cp sin2(p\ / ι cos2© sin2©\ 

! ι cos2© sin2© 

χ arc tang 4 / t—_5!—._JL, 
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intégrale qu'il est impossible d'obtenir dans le cas général; quoi qu'il 
en soit, la solution du problème est ramenée à une quadrature. 

2. L'intégration s'effectue complètement lorsque l'ellipsoïde est de 
révolution, ou si a = h ; car alors l'intégrale (4) relative à u se réduit à 

(5) 
a2 du/χ arc tang 4 / t—_5!—._JL, 

et est indépendante de φ. 
La masse de la couche a pour expression 

(6) M= '-jil*- i)a'c. 

Nous avons maintenant deux cas à distinguer, selon que a > c, 
(i < c. 

5. Ellipsoïde de révolution aplati ou a^>c. — On reconnaît facile-
ment que l'intégrale (5) a pour valeur 

~7^= arc tang γ/ρ - ι, 

ν?-

et, en se reportant aux formules (3) et (a ), on trouve 

(7) (7) y = 2πίλ2- ιw V c (7) y = 2πίλ2- ιw V c 

Si l'ellipsoïde se réduit à une sphère ou si c = a, le dernier facteur de 
cette expression devient égal à l'unité, et l'on retrouve la formule 
connue 

V = 2π(λ2 — ι )«2. 
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ί. Ellipsoïde de révolution allongé ou a < <\ — On a 

(7) y = 2πίλ2- ιw V c 

et l'intégrale (5) se réduit à 

y/·-? —\A-Iy/·-? —\A-I 

Nous avons donc 

(8) (8) γ — log——(8) γ — log—— 

5. Formules réduites lorsque Von suppose que la couche électrique qui 
recouvre un ellipsoïde de révolution est très mince. — Dans ce cas, λ dif-
fère très peu de l'unité,et, en désignant par &a l'épaisseur de la couche 
aux sommets des axes égaux, nous avons 

α(λ2 — ι) =β(λ — ι)(λ· -M) = 20V 
«(λ3 — ι) = β(λ — ι)(λ24-λ -h ι) = 39a; 

par suite, en se reportant à la formule (G), 

fd') M =4u ru a 

et les formules (7) et (8) peuvent se mettre sous les formes suivantes : 

(:') 
V = M/c arc tang (8) γ — log——(8) γ — log—— 

(»') V = M log 1+ a2 c2 -1 
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En supposant a — c, les deux dernières formules donnent la sui-
vante : 

ν = ϋ. a 
(|iii se rapporte à la sphère. 


