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SUR LA FONCTION F (@, f3,7,&) DE GAUSS. 357

Sur I'équation différentielle & laquelle satisfuit la fonction
F(«,B,7,r) de Gauss:

Par M. Eme MATHIEU.

La théorie de la fonction F(«, B, , ) de Gauss et de I'équation
différentielle du second ordre & laquelle elle salisfait a été généralisée
de diverses maniéres par plusieurs géomeétres. Mais comme, dans les
applications des Mathématiques, on rencontre rarement d’équations
différentielles d’ordre supérieur au second, la fonction F(«, £,v, )
et I'équation du second ordre i laquelle elle satisfait conservent un
intérét particulier. J’examine dans cet article les cas dans lesquels la
solution générale de cette équation peut s’exprimer sous forme finie;
] obtiens par conséquent aussi les cas ot la fonction F(e, §, 7, ) peut
elle-méme s’exprimer sous forme finie. Quand il n'y aura qu'une
solution particuliére susceptible d’étre exprimée ainsi, je donne une
formule qui raméne immédiatement le calcul d’une seconde solution
particuliére 4 celui deVintégrale d’une différentielle bindme non inté-
grable exactement. Enfin jerecherche quand la fonction F(z, 3,7, sin*¢)
est périodique par rapport 4 ¢ et a 27 pour période.

SUR LES PROPRIETES GENERALES DE L'EQUATION PROPOSKE.

1. Nous allons rappeler rapidement les propriétés générales de
Péquation

(1) &(i-@)25+ [7—(a+p+.)x]%§_gpp=o.
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En posant en général

F(a, B, 3 @) =1+ g 4 22T DBELD)

ol IR
Y Ty )

la solution générale de cette équation est
F(a,ﬁh 79-”) +C’xi—YF<a +1—1 {3 +1—p2—=1, x)’

i, € étant deux constantes arbitraires. Toutefois, dans le cas ou y est
eﬂ"ll 4 1, les deux solutions particuliéres qui multiplient C et (! sont
ldeuthues, et 'on remplacera la seconde solution particuliére par la
limite de

F(2+¢,84c¢ 14+¢, 2)— F(2, §, 1—c¢, a)
13

quand ¢ tend vers zéro, ou par

Fla, B, 9, 2 logm+ L d{l‘ +_il,l:,
|)0Ul' 71=1.

La transformée en y = 1 — & de V'équation différentielle est

2

(1__V)dP

T [a+f+1—y—(a+f+1)y] T — 2fP=o,

dy

qui est de méme forme et dont la solution générale est

CF(a, B+ f+1— 0y +CY*PF(y— w,y—foy—a—fi+1,y),

¢, C étant deux constantes arbitraires. D'aprés cela, la fonction
F(a, f3, 7, %) est égale a cette méme expression dans laquelle C et ('
ont des valcurs déterminées. D'aprés une formule donnée par Gauss,
on a

N(y—a—1)0(y—§
(2) ' O(y—n@a+f—y—1)

| ¥l )= R = gy o B 1= 20)
Taong—y 2 F= %y By —a—f1,y)
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[ Determinatio seriei nostree per wequationem differentialem  (Gauss
Werke, t. 1I1)], le signe II(n) étant équivalent au signe T'(n+1) de
Legendre.

2. Sil'on pose x = =, P = z*P, P'équation (1) devient

s(1— z)ff;’g— [f—a—1—(y—20—2)s]P+a(y—az—1)P’=o,

dont une solution est F(x,a +1— 7, 2+1— £, z). Ona done, pour
solutions de I'équation primitive,

x'“F(a, a+1—y,a+1—F, ;;—)» w*BF<ﬁ,{3+l—"/,ﬁ~+"* % %)

la seconde se déduisant de la premiére par analogie.

Les points critiques de la solution générale sont doncx =o, x =1
et & = oo, dont le premier n’appartient pas a la fonction F(e, 3, 7, z).

La série qui donne F(z, 3, y, x) n’est convergente que pour des vi-
leurs de x qui ne sont pas plus grandes que 1 ou dont le module n’est
pas plus grand. Pour définirla fonction F(«, §, y, ) pour des valeurs
de z plus grandes que 1, il faut imaginer qu’elle continue & satisfaire a
I'équation différentielle et que la variable décrive un demi-cercle in-
finiment petit autour du point # =1.

Ainsi, pour des valeurs de @ plus grandes que 1, on a

F(e, 3,7, x) =Ma:‘°‘F<a,a+x—7, o +1—f, -E)
(3) .
+N.x“3F<{3,ﬁ+1—7, f+1—a, -;—),

M, N étant des constantes & déterminer. Pour simplifier, écrivons la
formule (2) ainsi :

Flet, B, ) =AF (2,8, 2+L+1—7,7)
+ By FR(y oy —fy+i—a—B,y).

Posons y = ré¥, ou i =y/— 1 et r est infiniment petif, et faisons
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croitre § de zéro & =, la formule se changera en la suivante :

(/4) F(a,ﬁ,'y,w)=AF(a,@,a+/3+l—-y,y)
' +Bri--fev-e-BmF(y—g,y—B, 7+1—a—f, ¥).

Dans la formule (3) remplagons les fonctions du second membre
par les valeurs suivantes, qui se déduisent.de (2): -~

1«‘(a,a+1—'y,a+l—ﬁ,i-)
_ e —f)I(y ~a—B—1) . _ 1t
= =B EG—=F=1 F(a,oH—l he+B+1—7,1 x)

, M —f)M(a+B—y—1)/z—1\1-==B ; !
-+ (s — 1) T {x —7] ( = ) F(I—ﬁ,'y—{i,y—a-—@—f-l, I—;)’

F(ﬁ,ﬁ—d—r—y,ﬁ—i—l—a,;‘)

N —a)l(y—a—p— '
= (?]r(_f‘i)l(l“&_fafl) I)F(ﬁ,ﬁ-l-l—-'y,ac—i-ﬁ—l—l—'y,l-—i)

LBty ) (ot — 4.
' nB—nnp—y) (w> F(' Gy —tyy—a—L+1,1 w)

Pour que la valeurde « soit la méme dans (3) que dans (4), faisons-y
x — 1 =r. Les substitutions précédentes étant faites, les formules (3)
et (4) renfermeront des termes qui ne dépendront pas de r*-*# et
d’autres qui conliendront ce facteur. Pour identifier les formules (3),
(4), il suffit d’identifier ces deux sortes de termes et’on obtient

_pe—B)i(y—e—B—1 HE—a)O(y—a—B+1)

A=M—"S—gug=—ny ) B wong—=0
o a g -y e—B)O(e+B—y—1) NB—a)l(a+B—y—1)
e 10T} TCEr B R Ty Py 7( ey

Remplacons A, B par leurs valeurs et posons

(=) I(B—a—1) _ O(y—1)O(a—B—1)
M= ﬂ(*f—a—-x)n(p—x)"’ N= O(y—f—1)(a—y) "’

h, [ étant deux nouvelles inconnues ; appliquons ensuite plusicurs fois
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la formule ‘ ’

P N(—2)T(z —1)= o

- f///, sin g7’
et noui\‘au‘rgg
VT hsinfr — Isinar =sin(f — a)n,
. ‘. \m’wJ Y — &)z — Isin(y — B)n =sin(f — q)n.e‘Y‘“‘ﬁ)“‘.
S

Les deux solutions sont
b= e"“"", l= rﬁmi; .

ainsi M, N sont complétement déterminés.

TABLEAU DE FORMULES REPRESENTANT DES SOLUTIONS,

3. Kummer a donné vingt-quatre formes de solutions qu’on peut
ranger en six classes de quatre fonctions, les quatre fonctions de
chaque classe étant des solutions équivalentes, tandis que les solu-
tions appartenant i deux classes distinctes sont en général différentes.
Jacobi a obtenu trés rapidement ces formes dans son Mémoire sur la
série hypergéométrique (t. IIT de ses Mémoires). '
Les solutions de la premiére classe sont

F(a, 8,7, ),
(1= &)= PF(y—a, 7~ B, 7, @),

Classe I.... (1~w)‘°‘F(a,7—{3,y,;%l~>,

[ art¥ (8.1 —n 1 22)

Pour les autres classes, il suffit de marquer une des formes de so-
lution, parce que les trois autres s'en déduisent en changeant la fonc-
tion F qui s’y trouve, comme la fonction - F(«, 8, 7, x) est changée par

Journ. de Math. (3° série), tomé-VI1l, — Novewnae 1882, 46
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les trois formes suivantes de la premiére classe. On a ainsi

Classe II....... F(a,B,a+f+1—7 1—2),

Classe 1II....... x““F(«,a—}-t——y,a—@-l-l.—),

|
X
N _ , I
Classe 1V...... @ pF(ﬁ,ﬁ-l-x—'y,ﬁ-{-x—a,;),

Classe V....... & 'Fla+1—7,B+1—7,2—7,2),
Classe VI...... (1—&)"*BF(y—ayy—B,y+1—a—B,1—2).

DE DIFFERENTS CAS OU L'EQUATION PEUT S INTEGRER COMPLETEMENT
SOUS FORME FINIE.

4. La fonction F(a, §,y, #) n'a en général aucun sens si y est un
nombre entier négatif, puisque tous les termes deviennent infinis a
partir d’un certain rang. Il y aura toutefois exception si l'un des
nombres «, f est lui-méme entier négatif et que sa valeur absolue soit
moindre que celle de . En effet, supposons que I'on fasse d’abord

e=—m-+¢ Y=—n—+mn,
m;, n étant deux nombres entiers positifs et > m, tandis que ¢, » sont
de trés petites quantités. Faisons tendre ¢ et x vers zéro; la limite du
rapport % restant indéterminée, -I'expression de F(a, §, y, #) pourra
éire considérée 4 la limite comme la solution générale de I'équation du
second ordre. Mais, si Pon suppose que la limite de % soit nulle, I'ex-

pression de F(«, 8,7, #) se changera en un polyndme entier, comme
si y était un nombre quelconque, et ce polynéme sera une solution par-
ticuliére. 4

Nous désignerons ce polynome par

S, B, 7, @);

et, d'aprés ce que nous venons de dire, les deux nombres entiers «, ¢

.



SUR LA FONCTION F(¢,f3,7,&) DE GAUSS. 363

satisfont aux inégalités
1Saso.

On a, en général,

(1—&)*PF(y —a,y— By, 2) =F(e, B, 7, x);

mais, au contraire, les deux fonctions

(a) Sf(a, By ), (1 — @) Pfly —a,y—B, 9, )

sont ordinairement distinctes, puisque, si  n’est pas entier, la se-
conde fonction est irrationnelle, tandis que la premiére est entiére.
Les premier et troisiéme éléments de f(y —a,y—f, 7, x) satisfont
bien aux inégalités

7Sy —ealo,

qui rentrent dans les inégalités précédentes et sont deux nombres

entiers. Enfin, les deux fonctions (a) sont solutions de I'équation dif-

férentielle, lorsque y et « satisfont atk conditions ci-dessus.
Supposons « = y=— n, n étant un nombre entier positif;

f(=n 8 —n,=)

représentera la somme des » + 1 premiers termes du développement
de (1 — «)P, en sorte que n n’entre plus dans la fonction que pour
en déterminer le nombre des termes.

~

5. On peut se servir de ce résultal pour intégrer I'équation sous
forme finie dans plusieurs cas que nous allons indiquer.

Premier cas. — Supposons «, y deux nombres entiers, satisfaisant a
ces inégalités

(b) a—120, y—a—12o.
Dans le cas général, on a (n° 1) la solution

2 YFla+1—7, ﬁ-l-.l — Y 2—1,);
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mais, dans le cas actuel, comme le premier et le troisiéme élément sont
des nombres entiers qui satisfont aux inégalités

2—7vSe+1—19230,
nous aurons la premiére de ces deux solutions de forme finie,

2 Tflat+1—p,B+1—1y,2—7,2),
(1 — o) P Vf(—at1, —f+1,2—7,2)

la seconde se déduisant de la premiére, d’aprés ce que nous avons dit
au numéro précédent.

Ces deux solutions sont évidemment distinctes, si [ est fraction-
naire; supposons ensuite que 3 soit entier.

1° Si f est négatif, les deux solutions seront différentes; car, en sup-
primant le facteur commun ', elles sont respectivement des degrés
at+r—yet(x—1)+(y—e—f)=y—1-4.

2° Si § est positif et que I'on at

7—e—f£<o,

- la premiére solution est entiére, la seconde fractionnaire; elles sont
donc distinctes.
3° Si 8 est positif et que 1’on ait

71—a—B2o,
on en conclura ces deux inégalités semblables aux inégalités (b)
g—120, y—f—120,

et par conséquent les deux nombres « et § satisfont tout i fait aux
mémes conditions. Il est aisé de voir qu’alors les deux solutions trou-.
vées sont identiques. Mais faisons 8 = n —+ ¢, n étant un nombre entier
satisfaisant aux deux inégalités précédentes et ¢ une trés petite quan-
tité ; la seconde solution sera différente de la premiére et I'on pourra la
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remplacer par

o Jla+1—y,nt+etil—y, 3 —y, ) —(I—2)1* "~ f(—at+1, —R—t+1,3—7, Z) |
€ .

. [v] .
Pour ¢ =o0, cette expression se présente sous la forme < et sa vraie
valeur donne une seconde solution

w"*%f(a-{-l—-'y,ﬁ-l-x—y,z-y,w)
-—w"‘Y(r—w)Y"“'ﬁgEf(—a-i—I, —B+1,2—7,2)

. + 21— o) Plog(i — @) f(—a+1, —B+1,2—7,2).

Comme « et 3 entrent tout & fait de la méme maniére, on peut rem-

placer les deux dérivées par rapport & 8 par des dérivées par rapport
aa.

Deuxiéme cas. — Supposons encore «, 7y entiers, mais satisfaisant a
ces deux inégalités

(e) 2o, y—alo;

on aura ces deux solutions

Sl 8,7, @),
(t—a)?fly —a, y—B,y o),

qui seront toujours distinctes, si 3 n'est pas un nombre entier.
Supposons ensuite que 3 soit entier.
1° Sil'on a '

7—a—E£<o,

la premiére solution est entiére, 'autre est fractionnaire; elles sont
donc distinctes.
2°Sil'on a
' Y el R p; o,
on en conclura
Bsy—aclo,



366 K. MATHIEU.

ainsi $ sera négatif. Alors distinguons les deux hypothéses y ~ >0
ety—pBZo. :

Siy — f est > o, comme on 2 aussi y — &S0, il en résultera f < z;
la premiére solution sera du degré — «, la seconde du degré

(=) +(y—a—B)=—p;

elles sont donc distinctes.
Dans la seconde hypothése on aura les inégalités

pioy Y—ﬁéoy

entiérement analogues a (¢), et les deux nombres ¢,  entrent de la
méme maniére. Les deux solutions sont alors identiques, et 'on en ob-
tiendra une nouvelle comme on a fait dans le premier cas.

Troisieme cas. — Supposons que «, 3 soient deux nombres entiers
de signe contraire, et qu’on ait

a—12Zo, fZo.

Dans le cas général, on a la solution (n° 2)
~B — __. 1\
® F(ﬁ,ﬁ—i—l P B—oa+r, x),

mais, dans le cas actuel, le premier et le troisiéme élément sont négatifs
et satisfont a ces inégalités

f—a+15BZ0;
on en conclut ces deux solutions
wtf(B, B+1—7 f—a+r, I)
(1 -—:v)Y—a—ﬁf([ —a, y—a, ﬁ-— o1, %),

qui sont évidemment distinctes si y est fractionnaire.
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La premiére est une fonction entiére qui ne renferme en facteur au-
cune puissance de x; la seconde, au contraire, contiendra le fac-
teur z'~¥; elles sont donc distinctes si y est un nombre entier différent
de 1. Si 7y est égal & 1, les deux solutions sont identiques, et Yon en
obtiendra une nouvelle en opérant comme dans les deux cas précé-
dents.

Quatriéme cas. — Supposons que y — &, y — fB soient deux nombres.
entiers et qu’on ait
y—alo, y—L—120;
ces deux inégalités peuvent s’écrire

B—a+15B+1—7920,

et I'on obtient les deux mémes formules que dans le cas précédent.
Supposons que 7 soit entier. Si I'on a '

v—e—fB<o,
les deux solutions sont évidemment distinctes.
Sil'ona
7—ax—B2o,
il en résulte B So. Distinguons deux hypothéses, suivant que & — 1 est

positif ou négatif.
Si & — 1 est 2 o, nous retomberons sur le (roisiéme cas. Sil'on a

2—1<o0, dou y—13a—1<o,
les deux solutions sont identiques; mais on revient 4 une subdivision
du deuxiéme cas, & moins que 7 ne soit égal a 1, et, dans cette derniére
supposition, on obtiendra une nouvelle solution, comme on a déja
dit.

Cinquiéme cas. — Supposons que o, y — 8 soient entiers et qu’on ait

a—120, y—fB2o0.
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Dans le cas général, on a cette solution de la sixiéme classe,
(1 =2 P F(y—B 7~ y—a—f+1, 1—2);
on en conclut, dans le cas actuel, ces deux solutions

(1= 2fy—f y—a y—a—f+1, 1-2),
(1~ 2Bt~V f(1—a, 1 =B, y—a—P+1, 1—2),

qui sont évidemment distinctes si  n’est pas un nombre entier. Nous
ne nous arréterons pas ici, ni dans le cas suivant, & 'hypothése ou les
trois nombres «, 8, 7 sont entiers.

Siziéme cas. — Supposons encore que a, y — f8 soient entiers, mais
qu'on ait

alo, 7—B—120

Dans le cas général, on a celte solution de la deuxiéme classe
'“F(a, a+1—7y a+B+1—7, —_l>,

et I'on en conclut ces deux solutions distinctes

‘“f(a, a+1—7 a+B+1—17, a’_'l),
wbf(B+1—7, B arpri—y, Z7)-

DES DIFFERENTS CAS OU DEUX DES CINQ NOMBRES &, f3, 7, 1T—ay—f
SONT ENTIERS.

6. 1l est aisé de reconnaitre que I'équation du second ordre peut
étre intégrée sous forme finie, toutes les fois que deux des nombres ¢,
B, 1, 1 — @, y— B sont entiers.

Aprés les cas déja examinés, il suffit de consldérer les sept cas in-
diqués par les inégalités suivantes, ou-tous les premiers membres sont
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supposés entiers :

1° «<o, B<o0;

2* «<0, y—a—1>0;

3e «<lo, y—f<o;

4° «—1>0, f—1>0;

50 «a—1>0, 7—f—1>0;
6° 1 —a<o, y—f<o;

7° y—a—1>0, 7—f—1>0,

les signes > et < n’excluant pas 1'égalité.

Remarquons d’abord que si, dans l'expression F(az, B, 1. x), « est
seul un élément entier négatif, les six solutions suivantes dédultes du
n° 3, et qui sont de forme finie, sont identiques :

F(e, B, 7, @),
(I—w)—aF.(“, 7'—@9 ) '-——wa;l),
'“F(U, e+1—7y a+L+1—7, x_'),
Fla, , a+B+1—7, 1—2x),

a:.—«F(oe, a+1—79, a+1—f, %),
(I—w)-aF(a, v—B8, a+1-, [__i_:.”)

En effet, on reconnait aisément que toutes ces fonctions sont entiéres,
et, comme elles ne renferment pas une partie multipliée par z'~7, elles
sont toutes identiques & la premiere.

Si B est un nombre entier négatif, on obtiendra de méme six solu-
tions de forme finie, identiques  F(a, B, 7, «), la premiére et la qua-
triéme du groupe précédent se retrouvant dans ce second groupe. Si
donc ¢, 3 sont deux nombres entiers négatifs, dix des vingt-quatre fonc-
tions du n° 3 sont de forme finie et elles sont équivalentes.

On voit, d'aprés.cela; facilement que, dans les sept cas que nous

Journ, de Math, (3¢ série), tome VIII, — Novessre 1882, 47
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~ avons 4 examiner, on ne pourra déduire du Tableau (n® 3) qu'une so-
lution de forme finie. ‘
Or, connaissant une solution P de 1'équation

w(t— @) 28 4 [y (a+ B+ 1)0] & — aBP=o,

on en a une seconde

(a) P [art(1— a)-t da.
Remarquons que |'expression
hiy _ m\g L
(1 — ) " (w)dz‘,

ot ¢(«) est une fonction rationnelle, est intégrable comme la difiéren-
tielle bindme .

x*(1 — x)$ dw,
sihou gou A + g est un nombre entier. Faisons donc
P="F(a, B, vy, @)

dans 'expression (a), et nous obtenons dans les trois premiers cas l'in-
tégrale

(g gt L
Bl 03, .p)fx (1-=) F(a 8, v, 2)? @,
qui peut étre déterminée sous forme finie.

7. Mais, pour plus d’uniformité, prenons pour P, dans chacun des
sept cas, une expression qui renferme une fonction F dont les deux
premiers éléments sont entiers négatifs :

1° P=F(a, . 7, #);

2° sz“"F(a, a+1—7 a+1—0, %):

3° P=(1—-w)‘°‘F(a, 7—8, a+1— -]--_'—-‘—”)

R P=2" (1 -2 fF(1—a 1—8, 2—7, 2);

5o p=w4~?(1_..w)¥-ﬁ~'F(1_a, B+1—7, f+1—q é);
6° P=(1—a)*P*F(y—« y—B, 7, x);

7 P=a'""Fla+1—7y, f+1-—7, 2—7, =)
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+ En substituant P dans la formule (@), on trouve que I'expression est
intégrable dans chacun des sept cas. De plus, on reconnaitra facilement
que toutes les intégrales qui se présentent prennent la forme

(b) [ 2o(1 — )b dz

. F(a, b,c, z)t’

ou a, b sont deux nombres entiers négatifs, ou qu’elles s’y raménent par
un changement de la variable, qui se présente de soi-méme. On aurait
pu aussi ramener le premier élément de la fonction F 4 étre entier né-
gatif et le troisiéme A étre entier positif.

Réciproquement, étant parvenu & intégrer I'équation différentielle
dans les cas énumérés au n° 5, on en peut conclure la valeur d'une in
tégrale. En effet, supposons que 7, « soient deux nombres entiers né-
gatifs satisfaisant aux conditions

1<a<lo;

on a les deux solutions

Sl Byp®) (1= Pfly— o, y—B, 7, ),

et I'on en conclut

z-1(1— z)-ot-tdr
fim e [ iy |
=Clt—a) P fly—a, y—§ 7, @)+ Cf (o B, 7, @)

T—a)ylde _ (=2t (= ey =B 1, @)
f ACH p)'f;“")’ =G S(a, By v, @) — +C

ou

(' étant une constante arbitraire et C une autre constante qu’on
obtiendra en différentiant les deux membres et faisant = 1. Mais
I'intégrale (b), oi @, b sont deux nombres entiers négatifs, a une
valeur plus compliquée renfermant en. général des logarithmes et
des arc tang.
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SUR LA DETERMINATION DE LA VALEUR D UNE INTEGRALE INDEFINIE.

8. D’aprés ce que nous avons vu dans le numéro précédent, nous
* avons 4 déterminer la valeur de I'intégrale

Z-1(1 — 2 )1-o-t-1

F(e, 8, v, z)? dz,

quand «, 3 sont deux nombres entiers négatifs ou, si 'on préfére,
quand & et y sont deux entiers, le premier négatif, le second positif.
Mais considérons plus généralement cette intégrale quand o seulement
est un nombre entier negatlf — n.

La quantité soumise au signe d’intégration peut alors se mettre sons
une forme extrémement remarquable. On a, en effet,

TV (1— @)t d [t (e a)rrby () Yy renBet
(a) F(—n, By, 2)? _dx[ F(—a,8, v, 2) ]+Bx (I x) ’

% (z) étant un polynome entier du degré n — 1,
Aj+Az+...+A, 2"

les coefficients A,, A, ..., A,_, etla constante B sont des quantités a
déterminer.
Voici les valeurs de ces quantités dans les deux cas les plus simples :
1° Si n=1, on trouve

©2° Sin=2,0na

A= B3y raB—af 4 —(B-0iE+y

. T - E—r—0"’ 2@—nNE—v—1)
B 1+ DE—2)F~1)
A= F—v—1
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Dans le cas général, ona

B YA (=) X (B=1)(—2)...B—n)
Lo (= (B—1—D-(B—7~ 7+

Connaissant B, on en déduira successivement A, A,, ..., A,_,.

On voit que B sera nul pour les valeurs de § égales a 1, 2, ..., n.
B sera infini quand 8 — y aura les valeurs 1, 2, ..., n —1, et la for-
mule (a) ne sera plus applicable ; mais, dans ce cas, posons § =+ + £,
k ayant pour valeur un des nombres o, 1, 2, ...,n —1, et employons
la formule

F(—n,7+k 9 2)=(1—2)*F(—k y+n, 3, x);
le premier membre de (a) deviendra

(L""f(l— w)-m-k—t
F(—ky+n,y, x)”

et 'on pourra appliquer & cette expression la formule (a), en chan-
geantn, B en &, y+n.

De la formule (a), on conclut qu'on peut, de I'intégrale proposée,
extraire une partie entiérement algébrique,

T — )1ty ()
F(—n, 8,1, 7)

et qu'il n'y aura plus 2 la compléter que .par I'addition de l'intégrale
d’une différentielle binome,

(b) B f z1(1 — a)8-1 da,

dont on pourra avoir la valeur exacte si y ouy — f3 ou 3 est entier.

9. Mais, pour revenir au probléme du n° 7, il suffit de considérer le
cas ot 3 est entier négatif ou celui oli y est entier positif. Supposons,
par exemple, v entier positif. On pourra, en intégrant par parties la
différentielle bindme, diminuer successivement d'une unité les gran-
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deurs des exposants; on extraira ainsi de intégrale (h) différentes
parties algébriques, et il ne restera plus qu'une intégrale de la forme

‘e) | ¢ & (1 — ) rda,

( étant une constante et p un nombre compris entre o et 1.
Quant & cette derniére intégrale, il est aisé de voir que sa valeur est
entiérement transcendante. En effet, supposant 3 commensurable,

h , . .
posons p = —, k et m étant deux entiers premiers entre eux et A < m;
puis faisons

11— x=23";

nous aurons pour U'intégrale (c)
gm—h—1
Cme—- ds.
5% —1

Décomposons la fraction soumise au signe d’intégration en fractions
simples, et nous obtiendrons, en désignant par M, N,M,, N, ... des
constantes,

51}1—-[«—-1 1

sM—1 T m(3—1)

+ Mz+ N M;s + N, ; .

-+
2m\® . 2w 4=\, 4w
‘$— C0S — ) ~S1n*— %5 — €05 — ] — sIn” -—
m m m ) m

Or, par I'intégration, le premier terme donnera un logarithine, et les
suivants donneront chacun un logarithme et un arc tang.

SUR DIFFERENTES EXPRESSIONS DE F(a, [3, 7, &) AU MOYEN-.
DES FONCTIONS f.

10. La solution de I'équation du second ordre qui n’est ni nulle ni
infinie pour = o est F(, 3, 7, #). On peut, dans plusieurs cas, ex-
primer, cette fonction sous forme finie au moyen des formules du

n°d.
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Si a et y sont deux nombres entiers positifs et que 1'on ait
«—120, Y—a—120,

pour obtenir F(a, B, 7, #), combinons les deux solutions trouvées et
qui sont pour x = o infinies de 'ordre y — 1, de maniére 4 abaisser cet
ordre d'une unité ; et, comme on devra évidemment obtenir ainsi

F(a, B, v, x),

il s'ensuit que I'ordre de la fonction résultante s’abaissera a zéro, et 'on
aura

éF(a., By px)=x"Tfla+1—79, B+1—7, 2—7, x)
—(1—a)-* BV f(—at1, —B+1,2—7, 2),

C étant une constante que je déterminerai plus loin.
Supposons que 7 — a, y — f3 soient deux nombres entiers de signe
contraire et qu’on ait

y—B—120, y—alo;

prenons celle des deux solutions qui, dans ce cas, n'est ni nulle ni
infinie pour  =o, et, en désignant par C une constante, nous aurons

(2) £F (o Bropa)=a* (1= @b/ (1— 0,y —a p—a-+1,1)

Si o et 3 — 7y sont deux entiers positifs et qu’on ait ainsi

a—120, y—f2o,
on obtiendra de méme

(3) GF (e B @) = (12 f(y — B,y —ot, Yy~ — B1, 1—a).

11. Nous allons ensuite prendre pour «, 3, y trois nombres entiers
positifs. '
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Si I'on a I'une des inégalités
y—a—120, y—f—120,

mais l'une d’elles seulement, la fonction F(a, 3, 7, #) sera donnée par
la formule (1).
Si ces deux inégalités sont satisfaites 4 la fois, on aura

(%F(«.ﬁ.~f.x)=m'-*%f<«+r—x, f+r—1,2—7, )

(4) - ——w'—Y(I—w)Y“a_ngf(—a-i-l, ~fF+1,2—-7y, )

|

+ 2 Y1 — x)-*PFlog(1 — &) f(—a+1, —B+1, 27, ).

En effet, le second membre est solution de I'équation du second
“ordre, d’aprés ce que nous avons vu; il suffit donc de vérifier que,
_pour x = o0, il n’est pas infini de I'ordre y — 1. Orla réunion du premier

et du second terme est del’ordre y — 2, comme on le vérifie facilement,
et le troisiéme terme est du méme ordre.

Enfin, si 7 est plus petit que « et 3, F(«, 3, 7, @) sera donnée par Ja

formule (3).
On peut aussi remarquer que, si les trois nombres entiers positifs a,
8, v satisfont aux inégalités

y—B—120, y—«%o,

on peut employer les formules (2) et (3) au lieu de (1).
Ainsi la fonction F(a, §, 7, #) s’exprime trés simplement sous forme
finie, toutes les fois que a, f, 7 sont trois nombres entiers.

DETERMINATION DES CONSTANTES LAISSEES INDETERMINEES
pans LEs N 10 T 11.

12. Si a, y sont deux nombres entiers positifs satisfaisant 4 ces con-
ditions”
e—120, y—a—120,
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F(a, $, 7, ) est fourni par la formule (1) du n° 10. D'autre part, on a

O(y—1)O(y—a—B—
F(a, By, @) = n((;f_;)_gn(:_g_?)F( Boa+f+1—y, 1—)

O(y—1)(z+f—y—1)
O(x—1)T(f—1)
X(1—z)*PF(y—a,y—B,y+1—a—f, 1—x)

-+

Il est évident que, si @ est trés voisin de 1, les deux termes de la
seconde formule sont égaux respectivement aux deux termes de la pre-
wmiére. On a donc

Oy — ——f—
O e e e R

(8) MMt o f—atr, — frr 210

Si y — a — 8 est >0, nous nous servirons de la premiére de ces
deux formules, pour déterminer C. Cette inégalité étant satisfaite, on
a, par la formule (48) du Mémoire [ Disquisitiones generales circa seriem
infinitam ¥ (a, 3, 7, x); Gauss Werke, t. 111

"(Y—I)H(Y—“—p—l)
T HO(y—a—nO(y—f—1)

F(a,f,7,1)

et, si l'on change a,B,yena+1—9, B+1—17,2— g les trois
nouveaux éléments satisferont a la condition

(2=7)—(a+1—=9)=(f+1—=7)>0,
et I'on aura

, H(I—Y)H(‘r-*a—-ﬁ—l)
[ — — — -
(¢) Fla+1—9,B+1—79,2—179,1)= B (=5 a(—F)

Si Uon suppose que y —1 et « sont des entiers posntifs, cette ex-
pression se présente sous la forme % . Mais concevons d'abord que ces
deux nombres ne soient pas entiers et que leur différence y — « — 1
le soit seulement; nous aurons

n(—a)= —-a(—-a.——()....(—-'y-i—a)'II(——'y—}-l).

Journ. de Math. (3* série), tome VIIl. — NoveuMere 188a- 48
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Or, en supposant ainsi que le premier élément de la fonction (c) est
entier négatif et que le troisiémé élément tend vers un nombre entier
négatif plus petit que le premier, le signe F se change évidemment
en f(n° 4) et I'on obtient

n(y—-o0—08—

donc, d’aprés la formule (@), on a

_ OG0 Be(E1). (1 =2 yrans
(e) C=—Tn—e—nug—f-1 (=)
ou
=0 (=D =) XD (= 2) v
=y a=p—mn—b=n (U

Cette derniére formule sera encore admissible si {3 est un nombre
entier satisfaisant aux conditions

ﬁ_l>09 7"‘@'—[<09

desquelles il résulte que le dénominateur ne s’annule pas.
Si y—a — 8 est <o, les trois éléments de

S(—a+1, —fB+1,2—7,1)
satisfont & l'inégalité |
| a—p—(—a+1)—(—B+1)>o0,

et I'on pourrait calculer C au moyen de (5). Or on passe de (a) a ()
en changeant 2 en y—a, B eny— B et Cen — C.
Faisons donc ce changement dans la formule (¢), nous aurons

By —= U@ =)y =) (y—a+1)...(y—2) —
—C= T(a —DH(B—1) (=1,

et 'on reconnait facilement que celte formule est identique & (e).
Ainsi la constante C a la méme expression, quel que soit le signe de
7 — a — . On en conclut aussi que la formule (&) subsistera quand
cette quantité sera négative, : :
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Par un changement de notation, on obtient, pour la formule (d),

O(y—a—B=1) ,
—a—a+1).(y+D)yI(y—f—1)

SloBoyr)= (—a—1+7)(
quel que soit le signe de y — « — B.

13. Nous pouvons écrire ainsi I'équation (1)

F(a,f8,7,2)=A iﬁ-i—__-ﬁ_p—%l—i x'Y

X[fla+1—9, B+1~73,2—7,x)
—(t -—w)*"“‘ﬂf(—— «+1, —{3+I', 2—7, )
avec

_( ypren M= a1, (y—2)
A== " =a——y

On peut déduire la formule (4) de celle-ci, en faisant § = n +¢,
supposant n entier et faisant tendre ¢ vers zéro; alors la quantité entre
crochets tendra vers zéro et I'on aura

(=) =N(=n—g)= =L L

En passant 3 la limite, on obtiendra pour la constante C de la for-
mule (4)

_ B N(y—1)l(y—2)
(‘—(~ K>Y P ‘ﬂ(a——-l)ﬂ(?—l)ﬂ(*‘-1——I)Il(‘,’~——?*l).

On déterminera facilement la constante C dans les formules (2)

et (3).

SUR LA PERIODICITE DE LA FoNcTioN F(z, f, 7, sin®g).

14. Daus les applications, la variable x, dans F(«, 8, ¥, ), repré-
sente souvent le carré d’un sinus. Examinons dans quels cas la fonc-
tion F(e, 3, 7,sin%¢) posséde, par rapport a g, la période 2.
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Remarquons d’abord que, si 1'on prend pour ¢ un angle compris
entre zéro et g, puis qu'on change le signe de ¢, la fonction conser-
vera sa valeur; ainsi la fonction est connue pour toutes les valeurs

, T T . . i kS
de p comprises entre — — et ~. Faisons ensuite franchir a gla valeur -
Si nous posons

A= O(y—1)H(y—~a—f—1)

- B= IOy—DI(a+p—y—1)
O(y—e—1) Iy —B—1)

Oa—nd(f—1)

b

nous aurons

F(a, B, 7,sin’¢) =AF(a, B, & + f +1—7,cos*¢) ,
‘ + B(cosqp)ﬁ‘Y-"‘-p)F(y_.a,-y_.ﬁ,y +1—~a—f,co8%p).

Pour que la fonction ait la période 2=, il faut, comme on le voit
aisément, que, pour ¢ = ~— ¢' et ¢ = ~ + ¢, la fonction ait la méme
yque, pourp = ~— @ €t 9=~ +¢,

valeur ou des valeurs égales et de signe contraire.
Supposons en premier lieu que la fonction obtienne des valeurs égales

de si . = ' T ’ :
et de signe contraire pour p = ~ — ¢’ et ¢ = - + ¢'. Le premier terme

de la formule précédente est égal &
AF(a, B, 0+ f +1—7,sin’¢)

pour ces deux valeurs de ¢ et doit, par conséquent, s’'annuler. On
aura donc A = o, et, en se reportant & la valeur de A, on obtient

Ny—a—1)=w ou O(y—fF-1)=w,
c’est-a-dire ’
y—e—1=—E ou y—f—1=-E,

E étant un nombre entier positif.
Supposons, par exemple, que 'on ait la premiére égalité

7—a=—E+41;
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nous aurons
F(a, B,7,sin%p)
= B(cosp)*~*¥(cosp) P F(y — «, 7.— B,y + 1 — & — B, cos*9p).

Pour que cette quantité change simplement de signe quand cosg
change de signe, il faut qu'on ait

il en résulte que I'on a

P> q étant deux nombres entiers impairs premiers entre eux.

La fonction prend réellement ¢ valeurs distinctes; mais la valeur
réelle aura 2z pour période. (Les valeurs imaginaires peuvent d’ail-
leurs étre-aussi considérées comme périodiques.) La fonction n’aura
qu’une valeur qui sera réelle si l'on a

ﬁ:

Supposons en second lieu que la fonction prenne des valeurs égales
A . ‘R ’ [ ‘ . P
et de méme signe pour ¢ =~ —g¢'eto =~ +¢'. Alors la période se

réduira & z. On pourra satisfaire 4 cette condition de deux maniéres.
1l suffira, en effet, de faire B= o, c’est-a-dire

n I~y

a—1=—E ou B—1=-E,

E étant un nombre entier positif.
La fonction F jouira aussi de la méme propriété si 'on a

(=)o =y
il en résulte

'y——d—@:é{;

P q étant deux nombres entiers premiers entre eux et ¢ impair. La

fonction F prendra ¢ valeurs distinctes aprés le passage par ¢ = 3;-,
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mais la valeur réelle aura la période #. Sig=1 ousiy— ¢ - fSestun
nombre entier, les deux termes de la formule qui donne

F(a, #,7, sin%p)

deviennent infinis; toutefois cette formule peut étre transformée pour
ce cas particulier. et I'on peut reconnaitre facilement que cette fonc-
tion a encore la période .

15. Pour terminer, remarquons que I’équation différentielle ou A,

B, C, D, E sont des constantes quelconques,

-

sin?g cos?p + (A + Bsin’¢)sing cosg g;;

d’s
dy?
+ (G +Dsin*¢ + Esin*g)s =o,

se raméne facilement & I'équation de la série hypergéométrique
da:p dP
x(1~2x) o + [y.—— (e+f+1)2] - — «ffP=o.

On le démontrera facilement en faisant dans cette derniére
x =sin*p, P =zsin*¢costy;

on obtiendra une équation de la forme de la premiére équation diffé-
rentielle, et, en faisant 1'identification, on trouvera que A, y sont

donués par ces deux équations du second degré
AM—(A—~1)A+C=o,
W+ (A+B+1)u+C+D+E=o0;
puis on aura
haf=(A+pf+BO+p)+E a+rBf=—I2—p- 2,
27=A—2)+1.

- On reviendra donc bien 4 la solution de I'équation de la série hyper-
géométrique, ' .




