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FONCTIONS HYPERGEOMETRIQUES DE DEUX VARIABLES. 173

Sur les fonctions hypergéométriques de deux variables (') ;

Par M. APPELL.

1. La liaison intime qu'il y a entre les fonctions sphériques et la
série hypergéométrique de Gauss est bien connue, et se trouve parti-
culiérement mise en évidence dans le savant Ouvrage que M. Heine a
publié sur ces fonctions.

Je me suis proposé de rattacher, de la méme fagon, les polyndmes
dm+n(p— 2 — ya)m-kn
dux™ dy*
analogues & la série de Gauss. J'ai été ainsi conduit & considérer
quatre fonctions nouvelles qui, & divers titres, doivent étre regardées

comme des généralisations de la fonction F(z, 8, v, ).

L’étude de ces fonctions, leur définition par des équations différen-
tielles linéaires simultanées, leur représentation par des intégrales défi-
‘nies forment, respectivement, I'objet des trois premiers Chapitres du
présent Mémoire.

Le quatriéme et dernier Chapitre est consacré i 1'étude de fonctions
satisfaisant & une équation différentielle linéaire du deuxiéme ordre
aux dérivées partielles, équation qui comprend, comme cas parti-
culier, celle des fonctions Y, de Laplace, et qui fournit ainsi une
extension intéressante des principales propriétés de ces fonctions.

Qu’il me soit permis de remercier .ici M. Heine, dont les conseils et

de M. Hermite a des fonctions de deux variables

(*) Ce Mémoire a été présenté a I'’Académie des Sciences dans la séance du
29 mars 1880; je lui ai fait subir quelques modifications, afin d'y faire rentrer les -
résultats que j’ai obtenus depuis et qui ont été indiqués dans deux Notes présen-
tées & 'Académie les 26 avril et 16 aodt 1880. - :
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les encouragements bienveillants m’ont eté d’un grand secours dans ce
travail (*).

CHAPITRE 1.

2. Soient £ un entier positif, A une quanute quelconque; je désigne
le produit

A1) E—1)

par (, £), et je conviens que (A, 0)=1. Les séries les plus simples
qu'il convient de considérer comme généralisation de la série hyper-
géométrique de Gauss sont les suivantes :

: TN _ \(2, m +n) (B, m) (B, n) Ly
Fla, By f's v, @, y) = (t,m + n) (1,m) (1,n) zry".

!y o _ (2, m~+n)@,m) Byn) . 4
Bl o B0 @)= D mmm om & 0

’ LS — (13 )n) (1,’ ”)(@ym)(@'» ’l) V)
Fy(oy o B, f sy, y) = (ty m~n) (1,m) (1, n) Lt

A (aym =+ n) (B, m+ n) "
Fa(as ﬁ, 79 /’ .‘L‘:.)’) (r’m)('r,n)(l m)(1, n) V

la sommation s'étendant aux valeurs entiéres de m et r de zéro i l'in-
fini. Voici comment on peut former ces fonctions (1). Soit

( ﬁ ,ﬁx)__‘E(”-»m)(B’m ™

(Y m) (1, m)

la série de Gauss. Formons le produit F(e, 8, y,#).F(ea', ', y', y); le
terme général de ce produit est

(¢, m) (o, n)(@,m)(ﬁ’ n) "y,
(v, m)(y,n)(1,m)(s,n)

Remplacons dans ce terme général certains produits lels que («, m)
- (o, n)par(e, m+n)de toutes les maniéres possibles; nous obtiendronsles

(1) Depuis que ces lignes sont écrites, la mort a enlevé M. Heine i la science;
je me fais un devoir de rendre un dernier hommage & sa mémoire
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(2,2 +n)(B, m+n) "y
(vym—+n)(1,m)(1,n)
ne donne pas une série nouvelle; elle donne la série F(oc, ﬁ TPE+Y

En suivant la méme régle, on pourra déduire, des séries hypergéo-
métriques d’une variable de tous les ordres, des séries analogues de
deux variables.

Les séries (1) peuvent s'écrire de la fagon suivante, ou elles sont or-
données par rapporta x :

termesgénéraux desséries(1). La combinaison

/ ; ( )('3 ) ! . ' A lit
Fi(aaﬁ)p,",,x’y 2(1{,1’1)1) h ::;)F(l -+ m,ﬁ , /+m,y‘;.r‘ ’

/ , (z,m)(B, m) Bt A\ el
I‘(u,ﬁ,[s,y,y,w,y)-— %—Zl——)(lp—%[‘(a—km,p,'y,y)x’

~ B ’, z, m)(B, ot | n
Fy(w, & B, By, @,y) = %F( Ly my)a",

: ' (52 (Bm) b g
F.a(a,{i,«l,«/,x,y) = %F(a%—m,@-{—m,%ym .
m=0 E

On obtient des formes semblables en ordonnant les quatre séries par

rapport 4 y.
On voit immédiatement que les dérivées partielles des séries (1) par
rapport 4 x ou y sont des séries de méme espéce. Ainsi,

1)5
oxr

_ :_p[«"(a-;- LB+1LEr+1,m2,y),

On voit aussi que I'on pourra former un grand nombre de formules

Y

analogues a celles que donne Gauss par la série F, comme, par

exemple,
Fi(a,8,8,0,2,y)—F(a+1,B,8,7 2y

= — ﬁ——'F.(a—i-l,ﬁ—i‘l’ﬁ/;“/'*'lv”’.)’)

IayF,(az-i—l,ﬁ B'+1,9+1, w,y)

Fi(a, B, fy 2, y) = Fi(a, 1, 0,2, )
= % (e+1, B+, 7+ 1,2, )
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3. Les séries (1) se réduisent 4 des séries hypergéométriques d'une

variable quand on fait # =0 ouy = o. Mais il est d’autres cas ou ces

séries se réduisent 4 la série F. Prenons, par exemple, la série F, sous
la forme (2) et faisons y = 1. On a, en supposant

a+f—y<o,
F(y+m)I'(y—a—§)
T(y—a)T(y—§'+m)

—IMTy—a—f) (y,m)
P(y—a)T(y—f) (y—p'sm)

Fla+m,f,y+m,1)=

d’ot I'on conclut

' (Y)T(Y—‘“—"P) '
(3) Fl(“’ﬁ’ﬁ",’w' I(Y—“)l(( F ﬁ /—(3

On obtient une formule analogue en faisant x =1, et supposant
a+p—y<o.

La série F, se réduit encore a la série F quand y =x. Pour le
montrer, faisons y =¢x; on a, en ordonnant par rapport aux puis-
sances de x,

Fa B, B,y @ to)= o%F(ﬁ —n,—f—n+1,t)a"

la fonction F qui figure dans le coefficient de 2" est un polynoéme. Si
I'on faitz=1,0na

F(B,—n,—fB—n+1,1)= (p(‘*{;ﬁl)"),

donc

(4) F(a, B, B, 7.22)=F(e, f+ £, 7,2

Voici encore un cas de réduction. Partons de la formule

( m)(ﬁ,m)F

Y, (oo m) 1y m) ¥ (& By )

(a) Fla, By +y)=

On a, d’aprés une formule connue (voir Gauss Werke, 111. Band,
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p. 218, éq. 91), '
Fla+m,B+m,y+m,y)
= (I —y)‘“""F(a-l—m,y ~B,7+m, — I—_{—y),

en substituant et se reportant aux formules (2), on voit que

(5) FlaBopno+y)=(1— ) Fi(w oy — Bt 750 )

formule qui montre que la série F, se raméne a F toutes les fois que

F+pf=1.
En partant de la formule (a), et appliquant la relation d’Euler

Fla+m,B+m,1+m,y)=(1—y o B"F(y—a,9—B,7+m,Y),

on obtient la relation
(5) ¥(e, oy @ +y)= O-yV“W(@ —afy- ﬁwq_yy)
qui montre que la série F, se raméne a F toutes les fois que

a+o =08+ =7

Enfin on peut montrer que la série F, se raméne toujours i F;. Pour
cela, prenons la forme (2) de F, et appliquons la formule déja em-
ployée précédemment,

Flatm @,y +my)=(—y ¥ F(E g~ ay+m - 2L)

nous avons
(6) F‘(a’ ﬁ’ ﬁ,’ T w’y) = (l —y)—BIFs (6!, {3,’ 18’7'— Gy &, 1:.}:1’))

et, de méme,
(Gl) F‘(“’ ﬁ’ p" V’x’y) = ([ - w)—ﬁFa(a’ ﬁv 6137— Y Ys [-_—-a.;b').

En apphquant aux fonctions (2) ou 4 la fonction (a) les autres for-
mules relatives A la série F qui se trouvent dans le troisieme Volume

Journ. de Math. (3¢ série), tome VIl — Mat 1882, 23



178 APPELL,
des OEupres de Gauss ou dans le Mémoire de M. Kummer (Journal de
Crelle, t. 15), on obtiendra (’autres relations analogues aux préce-
dentes, qu'il est inutile d’exposer ici.

4. Voici d’abord quelques remarques sur la convergence des quatre
séries.
F,. — Le terme général de la série F, est

r (aym+n) (B, m)(§,n) "y
Apna"y' = (Y, m +n)(x,m)(1, n) 2Ty

et’ona

: V=B p1—f’ __(_Q ! =n=
lm(m +n)\=*m'~*n'=¥A,, ,= T(a) FB)T(F) (m=n=w).

Soient
e=a+ i, B=p0+pa B'=F+B =79 +71,

¢ désignant le symbole V:-; soit N un nombre plus grand que le mo-

dule de (Y; 7 (p)ll‘ ) - Désignons, en outre, par a et b les modules
respectifs de x et y. On aura, pour toutes les valeurs de m et n plus

grandes que certains nombres déterminés m, et n,,

N
m, n m pn
mod. A, 27" < (m + nyemi—ha# ¢ b,

d'out I'on conclut immédiatement que la série F, est convergente tant
que a et b sont moindfes que I'unité. On montre de méme que, sia
ou b est plus grand que I'unité, la série F, est divergente.

F,. — Le terme général de la série F, est

. (2, m«+n)(ﬁ,m) @yn) " v
Apna™y" = (v, m) (Y, n)(x,m) (1, n) Y

et 'on a
' =2 ) y—B ,,7'—-f' 1.2...Mm.1.2...n . F(‘()I‘(*{I) .
lim(m + n)*—m-Frn T mET Ap = OGN

Soient, comme précédemment, «,, B,, B, 7:, 7, les parties réelles
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dea, 8, #', 7, 7', et N un nombre plus grand que le module de

r(pry’) |
() T(F")T (=)

On a, & partir de valeurs déterminées suffisamment grandes de m et n,

1.2...Mm—+n
2...M 1020000

mod. A, ,x"y"<N | (m + n)P ' mb—tinBi-Yigme, ®

Soit ¢ un nombre positif plus grand que 8, —,, #, — v, ; ona

e< (M4 n)
- €

mﬁ.—‘hnﬁi—‘ﬁ < msn ;
la série des modules a donc ses termes respectivement moindres que
ceux de la série

_1\£ L2...m—+2 (m+ n)“*“-“a"‘b";
4 1.2,,.m.1.2...0

0

or cette derniére série peut s’écrire
NGO
2e+a ~1
T 2 pret (a+ b,
p=0

et elle est convergente tant que
a+b<.

Donc la série F, est convergente tant que

mod. z+mod. y < 1.

On démontre, par une méthode analogue & la précédente, qu’elle
est divergente si _
mod. z + mod. y > 1.
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F,. — Le terme général de la série F, est

m _(“’m)(a',n)'(ﬁam)(pl,n) n o 0
Ann® V= mr mum L 7

Ona

1.2....m~+n A ! I'(y)

TP AP P YA - — -
lim m?=*=n*==H(m + n)* 1L2,..m.0.2...n ™ T(a)T(a')T(B)T(B)’

d’ou 'on conclut, comme ci-dessus,

n %483 oeBiea ey 120 2. R s
mod. Ay, 2"y < Nm® 82 p2%8i-3 (m 4 )Y, ta.man ¢ b,

et, comme
1.2...MM.1.2...1 <1
1.2...M 4N ’

mod. A, , 2"y < N.me =2 p%+Bi-2 (- p)'~Yia™b" ;

la série F; est donc convergente lorsque a et b sont moindres que
'unité.

Elle est divergente si @ ou b est plus grand que I'unité, ainsi que
I'on s’en assure facilement.

F,. — Prenons enfin la série F, dont le terme général est

pan . (GHm+R)(Bym+n) o
Am.nw’y - (Y,m)(af',n)(l,m)(l,n)x y",

on a, dans ce cas,

. 0t Byt yi—y (1.2, 1.2, .. 0\2 _T(yr)
lim(m + n)** B m1~' Y n( T )A"‘-”_r_—(a)r(p)'

Soit encore ici N un nombre plus grand que le module de cette
limite; a partir de certaines valeurs déterminées de 7 et n, on aura

modA,, ,2"y*< N (m+n)al+§l_2ln"71n"7' 1.9...m-+n 2a"’b"
mn @Y ) . t\r.2...m.1.2...n :

Soit ¢ un nombre positif plus grand que 1 — 7, et 1 — 7, ; alors

e< (M4 n)*

_ 4. J

m!~tn'=Y, > mn
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d'ou

modAm,,m"‘y'<N‘-—-(m—i—n)“*p'*““‘ ( 1.2...m-+n )zamb".

1.2,...m.1.2...0

La série des modules est donc convergente en méme temps que la
série

1.2...m+n \?
E(m + n)“n‘f’-*“““( + ) an b
C\I1.2...m.1.2...n
m,n

dans cette derniére série, groupons les termes pour lesquelsm +nrn =y ;
elle devient

H=o0
S o B (552 )
p=0 '

on voit immédiatement que le polyndme entre parenthéses est moindre

o (vVa+vB)™*=[(Va + vb)']".

La série des modules est donc convergente en méme temps que la
série

‘L: 0
2 p'al+E,+2a—2 (\/E + \/Z)zl‘,
=0

laquelle est convergente tant que ya -+ yb < 1.
Donc, la série F, est convergente si

mod\z -+ modyy < 1.

CHAPITRE II.

Dq/' inition des quatre fonctions par des équations différentielles linéatres
simultanées aux derivées partielles.

5. De méme que la fonction hypergéométrique de Gauss satisfait &
une équation différentielle linéaire qui permet de définir cetie fonction
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pour toutes les valeurs de la variable indépendante; de méme, nos
quatre fonctions F,, F,, F,, F, satisfont & des équations différentielles
simultanées permettant de leg définir pour tous les groupes de valeurs
des variables indépendantes x et y.

Ces équations sont les suivantes, ainsi qu'on le vérifie facilement :

@ — &)+ (1= @)s + [y — (2 + B +1)alp — frg — ofs = o,

)
¥,
Y=yt +a(1— )3+[7—-(a+ﬁ—i—l ¥lq —Bxp—afis =o;
)
)

(
(
¥, (@ —&")r—ays+ [y~ (a+B+1)z]p - Byg —afis =o,
(r =)t —wys + [y —(a+f+1)ylg — fap— afiis =

— ) r+ys+ [y —(a+L+1)x]p—ofs =o,
Y=Yl +es+[y—(+[+1)ylg —fs=o0;
(x— w”)r—y%—zxys—l—[ﬂ/—(a—i—ﬁ—{;1)x]p—(a+,’3+l)yq—-aﬁ§=o,

(y =)o~ r—amys if —(a-+f+ 1)yl — e+t 1)ap—afis=o.

Fs(
(

Fy

Dans ces équations les lettres p, ¢, r, s, ¢ désignent, comme il est
d’usage, les dérivées partielles

95 95 d*s &5 Pz
oz’ dy’ da¥ Ozdy’ Oy

Indiquons d’'abord quelques théorémes généraux sur les équations
différenticlles linéaires simultanées de la forme précédente.

6. Considérons, d’'une maniére générale, les équations simultanées
(7) r=a;s+ap+a,q+a,zs, t=b,s+bp+b,q+0b,z,

les a et les b étant des fonctions de x et y. Supposons que la quan-

tité 1 — a, b, ne soit pas nulle identiquement et que la condition d’inté-

a... 0%s d%s
grabilité ~—-— ddy = dy 0w soit remplie identiquement, c’est-a-dire quels

que soient w, Y» %, P, ¢, s. Dans ces conditions, on peut démontrer la
proposition suivante :

TugorimME 1. — Soit xy, y, un systéme de valeurs des variables x et y
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tel que, pour des valeurs de ces variables voisines de z, et y,, les coeffi-
cients des équations (77) sotent holomorphes, et que la quantité 1 —a, b,
ne soit pas nulle pour x = x,, y =y,; on pourra satisfaire aux équa-
tions (7) par une fonction de x et y holomorphe dans le voisinage des
valeurs x,, y,, les valeurs de cette fonction et des trois derivées p, q, s
étant arbitraires pour x = x;, ¥y =y,.

Ce théoréme se déduit facilement d'un théoréme sur les équations
aux différentielles totales, démontré par M. Bouquet (Bulletin des
Sciences mathématiques, t. 111, p. 265). Pour le montrer, différentions
la premiére des équations (7) par rapport a y, la deuxiéme par rapport

azx, et remplacons i— ~ par g; gt par - Nous obtenons ainsi deux
équations du premier degre par rapport & g 'k d’ot1l’on pourra tirer

ces deux quantités, car le déterminant des inconnues est précisé-
ment 1 — a, b, que I'on suppose différent de zéro. On a, de cette fagon,

ds
pour ==

ramener i ne contenir que s, p, ¢, 5 4 'aide des équations (7)

0s . o
’ des expressions linéaires en r, s, ¢, p, ¢, 5 que 'on peut

0 i
(8) S==was-+ap+ayg+a,z, i—;;:@,s+ﬁ2p+ﬁ3q+ﬁ,.z.

Cela posé, considérons le systéme d’équations aux différentielles to-
tales
=pdz-+qdy,
dp = (a,s + a,p + a,q + a,z)dz + sdy,
dg=sdx +(b,s + b.p + byq + b,z)dy,
ds={(a,s + o, p+ ayq + 0,5)de +(f,s+ Bop + Bsq + B:3)dy.

(9)

Les conditions d'intégrabilité de ce systéme se réduisent a une seule

d%s 0%s
dz dy dy 2y oz’

ou )
0(“1~‘+°‘2P+°‘3‘]+%3) d(@ﬁ"‘@al"*‘ﬁs?‘*‘?s‘)
dy o
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que nous supposons remplie identiquement. Les coefficients de dx
et dy sont, d’aprés les hypothéses faites, holomorphes dans le voisinage
des valeurs « = x,, y =,, quelles que soient les valeurs de z, p, ¢, s;
on peut donc appliquer le théoréme de M. Bouquet, et 'on a le théo-
réme I qu'il fallait démontrer.

Le théoréme précédent s’applique aux équations F,, F,, F,, ainsi
que ceux qui vont suivre. Il y a exception pour les équations F; pour
lesquelles la quantité 1 — @, b, est nulle identiquement, circonstance
que nous examinerons plus loin.

Dans ce qui suit, j’appelle couple de valeurs singuliéres un couple de
valeurs ¢ =&, y = 1 tel que pour ces valeurs 1 — @, b, s’annule, ou que
les coefficients & et b ne soient pas, dans le voisinage de ces valeurs,
développables en séries de la forme :

EAm.n(w - E)"‘(y - ‘I))”.

7. 11 est, d’aprés ce qui précéde, aisé de définir ce qu'il faut en-
tendre par une fonction satisfaisant aux équations (7). Donnons a y
une valeur constante y,, qui ne soit pas une valeur singuliére pour les
coetficients @ et b et qui n’annule pas la quantité y — a, b,. Soit T une
portion du plan des & limitée par un contour simple, dans laquelle les
coefficients a et b soient des fonctions holomorphes de x et la quan-
tité 1 — a, b, soit différente de zéro, 4 I'exception de points singuliers
isolés les uns des autres. Soient x, et « deux points non singuliers de
la surface T; joignons-les par une courbe quelconque x,2 située entié-
rement dans la surface T et ne passant par aucun des points singuliers;
choisissons arbitrairement les valeurs de z et des dérivées p, ¢, s au
point 2. Au moyen de la continuité, I'on pourra en déduire les valeurs
de la fonction z tout le long de la courbe z, .

Inversement, on pourra laisser « constant et faire varier y. De sorte
quel’on pourra toujours passer de la valeur de la fonction pour # = ,,
Y=Y, a la valeur de la fonction pour x=ux,, y=y,, pourvu que

les couples de valeurs (x,, y,), (2,, ¥,) ne soient pas des couples de
valeurs singuliéres.

8. TrtonimE IL. — Si l’on a cing fonctions 3,, z,, 3, 3,, 55 satisfai-
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uations (7), il y a entre ces fonciions une relation linéaire a
s constants, telle que

C.z,+Cyzy+ Cyz,+ Cy 3, + Uy, = 0.

Pour le démontrer, appelons p;, ¢,, s; les dérivées de z;, et faisons

Z=C,z,+Cy3,+...+ Cy3y,
P=C,p+ Copat.. .+ Cypy,

. Q=C,qi+Cogo+...+ Cygs,
S=0C;s;, +Cys, +...4+ 75853

les miultiplicateurs C étant, pour le moment, des fonctions quel-
conques de x et y. Puisque les cinq fonctions satisfont aux équa-
tions (g), on a,-comme on le vérifie facilement, '

dlZ =Pdx + Qdy + 3,dC, + 2,dC, +. ..+ 3, dC;,
dP=(a,S + a,P +a,Q + a,Z)dx + Sdy + p,dC, + p,dC,

“+ ..o+ pidCy, ’
(9') 1dQ=Sdx + (b,S + b,P + b,Q + b,Z)dy + ¢,dC, + ¢,dC,
+...+q5dCs,

dS =(a,S+a,P+a,Q+a,Z)dr+(B,S+B,P+£,Q+p,Z)dy
+ 8,dC, +5,dC, + ...+ 5, dCy.

Or, on peut toujours déterminer les fonctions C de facon que les
quatre fonctions Z, P, Q, S soient nulles identiquement; et alors les

~ équations (g') donnent

2,dC, +5,dC, +...4+ 3,dCs =0,
pidC|+p2dC2+---+P5dC5=O,
q.dC, + ¢,dC, +. ..+ ¢;dC; = o,

~ §,dC,+ 5,dC, +...+ 5;dC; = o,
Journ. de Math. (3¢ série), tome VIII. — Jux 1882, ‘ 2

HEN

~



186 oo APPELL.

qui, comparées aux équations Z=o0, P=o0, Q=0, S=o0 moutrent

que

a0, _dCy_ Oy

z_‘n..,___,_.—.
¢, — G — Cs

D’ou I'on conclut que les rapports des multiplicateurs C i 'un d’entre
eux sont constants, ce qui démontre le théoréme.

Corollaire. — Si I'on a quatre fonctions z,, 3,, 3,, 3, satisfaisant aux
équations (), et telles que le déterminant
3 23 %3 3,
P P2 Ps Ps
9 92 93 94s

S Sy Sy Sy

soit nul identiquement, il existe entre ces quatre fogctions une rela-
tion linéaire & coefficients constants, telle que

C,3, + Cy3,+Cy3,+ C,5,= 0.

On voit en effet que 'on peut, parce que D est nul, supposer dans le
raisonnement précédent C; = o.

9. Tatortme III. — Soient z,, 3,, 3,, 3, quatre fonctions satisfaisant
aux équations (7), le déterminant 1) satisfait ¢ la relation

(10) dlogD =(a, +a,)dx + (b, + B,) dy,

X
/' (2y-+ &) die+ f o (b.+§.)r dy
e‘ Lo Yo °

(r1) D=A

En effet, on a

dz, dz, dz, dz, 3; 3; z; |
dp: , .

(12) dp=|P* P2 B Pol | NP P
¢ 9 @ 1 | |%:| |¢
s, S, S 8, $; $; ds;
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ou I'on n’a écrit qu’une colonne dans chacun des trois derniers déter-
minants; or, d’aprés les équations (g), le premier déterminant est nul 3
le denxiéme est égal & a,Ddz, le troisieme & b,Ddy, le dernier &
e, Ddx + f8,Ddy; donc

dD =Dl(a,+ a,)dz + (by+ f,)dy];
d’oll résulte immédiatement 1’équation ( 10).

10. Soient z,, z,, 3;, 3, quatre fonctions satisfaisant aux équa-
tions (), et telles que, pour ¢ = x,, y = y,, le déterminant D ne soit pas
nul; d’aprés le théoréme 111, ce déterminant ne sera nul que pour les
couples de valeurs singuliéres. Nous donnerons 4 I’ensemble de ces
quatre fonctions le nom de systéme fondamental d’intégrales. On voit .
immédiatement, d’aprés le théoréme 11, que toute soluuon des équa-
tions differentielles peut s’ exprimer lindairement au moyen des elements
d’'un systéme fondamental quelconque.

On peut encore démontrer cette proposition en remarquant que, si
I'on pose

. 53=0,3,+ G5, + Cy5,+ G, 3,,

on pourra déterminer les coefficients constants C; de fagon que, pour
T =2y, Y =Y % P, ¢, s prennent des valeurs données d'avance. On
aura, pour cela, 4 résoudre, quatre équations du premier degré dontle
déterminant D est différent de zéro, puisque z,, %, 35, 2, forment un
systéme fondamental d'intégrales.

11. Supposons, dans les équations (7), que, lorsqu’on laisse une
des variables constantes, y = » par exewmple, les coefficients soient des
fonctions uniformes de x dans une région T du plan des x et n’y
présentent qu'un nombre fini de points dont les affixes forment avec »
des couples de valeurs singuliéres. D'aprés le théorémeI, uneintégrale
quelconque z des équations différentielles sera une fonction de x
holomorphe.en tous les points situés dans la région T, excepté aux
points singuliers en question.

Soit £ un de ces points singuliers, et soient z,, 3,, 2, 5, les éléments
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d un systéme fondamental d'intégrales. Supposons que, y restant égal
% 0, la variable z fasse le tour du point § en restant sur la surface T, et
appelons (z,), (5,), (%), (5,) les nouvelles valeurs ‘que prennent les
intégrales quand le tour est accompli. Ces nouvelles fonctions sont
encore des solutions des équations, et, d’aprés ce qui préceéde, elles
forment encore un systéme fondamental. On a donc

([3.) C(B)=das Fdnsa+ s+ M5 (i=1,2,3,4),

le déterminant des constantes A étant différent de zéro. Les consé-
quences de ces relations sont analogues & celles qui se présentent, dans
la théorie des équations différentielles linéaires & une variable indé-
pendante. (Voir, par exemple, les Annales de I'Ecole Normale, t. 1V,

Mémoire de M. Tannery, p. 134 et suiv.).

12. Voici comment on peut déterminer les intégrales générales des
équations F,, F,, F,, qui rentrent dans la catégorie des équations que
‘nous venons d’étudier.

Dans les équations F,, faisons .

(14) 2=yt

et cherchons 4 déterminer les exposants X et p. de telle facon que les
équations en z' aient la méme forme que les équations F,. On trouve
pour ) et u trois groupes de valeurs, et 'on obtient pour I'intégrale
générale des équations F, I'expression

5=AF2(a,{3,ﬁ',%“{',x9}’>' A ‘ .
+Ba (e +1— B +1—0 2=y, 2, )
(15)  + Oy T Ea(at1 =9 Frr—y, 12—\, y)
. +Dx|—yyl—‘y'
><F2(oc+z— =4 BHr=9 1=, 2=y, 2—Y, 2,¥),

A, B, C, D étant des constantes arbitratres, Cette intégrale, danslaquelle
on considére y comme une constante, est, dans. le voisinage du point
singulier = o, de la forme trouvée pour le cas général

13. Considérons, par exemple, les polynémes que M. Hermite a in-
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diqués comme généralisation des polynémes de Legendre (Comptes
rendus des séances del’ Académie des Sciences, t. LX, p. 370, 432, 461,
512, et Journal de Crelle, t. 64) et qui ont été étudiés par Didon (An-
nales de I'Ecole Normale, t. V, année 1868). Si l'on fait

dm-{-n(a;i + yz —_ l)m+n
da dy®

)

ce polynome satisfait aux équations simultanées

U

9*U U
+(n—2)z s

o ~ 5z ay
—(m—i—t)y%g +(m+n)(m+1)U=o0,

0y 0'U 9*U U
('—y')dy -”.ydxdy‘*‘(m_z))f'(j;

—(n+'1)w3—2—+(m+n)(n+l)U=o.

Si, dans ces équations; on fait = = \E, y = /9, elles deviennent

, »*U ' U
(5‘52/052 — &g, [2_(2 "‘“)]az
-~ Hmt ) (m ) U=o,
(16) , -
U 9 ' U
=) =t + (5 =(—m )
E—"'—{g——+z(m+n)(n+l)U=0,

équations de la forme T,, dont I'intégrale générale est

m-+n m—4+1 n+1 1 1
U=AF2<— ’ ’ YT T E,‘ﬂ)

2 2 2 2 2

= —m—n m n+1 3 1
—l—B\/EFg(l——T——’—z-+I,T;;’5)§,‘a)

- —_—— 3
+C\/ﬂF2<I ’Z n) ”.l+l n+l,;,5:5,ﬂ)

2

_ +n. 3 3
+DVEE, (1 - 25 2, e, D Dk ),

Cette intégrale générale a été déterminée par Didon sous forme d'in-
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tégrales définies. Il est 4 remarquer, comme le remarque Didon, que
deux des quatre intégrales particuliéres sont toujours des polyndmes,
car, si (m + n) est pair, les coefficients de A et DyEq sont des poly-
nomes, et si (m + n) est 1mpau', les coefficients de ByE et Cy/q sont des
polynomes. .

On peut de méme ramener 4 la fonction F, les polyndmes V,, , associés
aux précédents, satlsfalsan\t a4 deux équations différentielles linéaires

analogues aux précédentes. (Mémoire de Didon, déja citeé, p. 243, éq. 16
dm+n ( 22+ Yy — I)!’l+ll+ll

dz™ dy*
s’exprimer 4 'aide de F,, quelle que soit la constante 4.

et 17.) Plus généralement, la fonction peut

14. Les équations F, peuvent, par un changement de variables, se
ramener & la forme F,. Pour le montrer faisons, dans les équations ¥,

I l'.
&xr = -E‘) Y= "—i’

ces équations deviennent

g (5 —) 08 + P ge +E( - E+a+p—11% — ofis =0,

0%z ' a3 1
)22 4 P 4 ala — Pt f— 1] & — W=,

ol —
n*(n—1 o

Dans ces équations, faisons z = Er gt z’s on peut déterminer X et p.
de facon qu’aprés la substitution le premier membre de la premiére
équation soit divisible par '4*, le premier membre de la deuxiéme
par ghqe+; il suffit; pour cela, de prendre A =&, p.=do'; alors les
équations en z’ sont -

! 925
2 — ———
(8 5)052 K .
+a=B+1 —,-5(2a+a’+2—-7)] -012
——an%’f}- —ala+d& —7+1)z' =0,
(+7) LB, o
’ (ﬂ —n?) o &n ot oy
, +[a’——{3’+1~—-q (20’ +a+2 —7)] %%
—« E—— —d(a+a —y+1)s'=0,
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éqmtions de laforme F,. Comme on a l'intégrale générale des équa-
tions F,, il en résulte l’mtégrale générale des equatxons F;. Cette inté-

grale est

s=Ax*y¥F,(a+d —y+1, ¢, a—ﬁ—i—n,a—ﬁ-l—t,;’

+Caty ¥ F, (a+ B—y+tafra—B+of—a+r, o

( )

+Baby~ I*,( +a&—y+1, 0, &, ﬁ—a-&-r,a—ﬁ-{-t, y)’
(8 )

)

+Dx‘py‘?'F2(fJ+ﬁ 7+t,ﬁ ﬁ ﬁ—a—i—t ﬁ—a+l,5’,

15. En faisant, dans les équations F,, la substitution z = a*y*z', et
déterminant ) et p. de fagon & avoir des équations de méme forme, on
a, pour l'intégrale générale de ces équations, :

z=AF(«, B, 7,7, 2, 7)
+Ba' T F (e +1—7, f+1=0 307, 2 y)
+Cy'-YF(a+1—9,B+1—9, 7 2—7,2,%)
+ D! Ty VF,(a+2—7—7,B+2—y—7,2—3,2—7, 2, ¥)
16. Equations F,. — Yarrive maintenant aux équations F, aux-
quelles, comme je I'ai remarqué, les théorémes précédents (§ 6-12)

ne s’appliquent plus, car 1 — a,b, est nul pour ces équations.
Différentions la premiére des équations F, par rapport & y, la

deuxiéme par r ta x, et rempl or ot ' :
euxieme par rapport a &, emplagons % 9% respectivement par

?s g;, nous aurons deux équations du premier degré par rapport 4

gs Pt le déterminant de ces équations est nul. On peut donc éli-
ds . 0s
miner 5 et 5 © I'on obtient une équation qui, simplifiée a 1'aide

des équations F,, se réduit a

(x—y)s—Fp+Pg=o.

La fonction F, vérifie donc aussi cette derniére équation, qui est
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une conséquence des deux autres; et, par suite, elle vérifie les trois
équations

(& —y)(w—a)r
4+ gl =) — (@ 1)@+ (ao+ fm o 1)ay +EYIp

—fy(t—=y)g—af(z—y)s=o0,
(18){ (y—=)(y—y*)
+[p(y =) = (2 + f+1)y 4+ (@— B+f'+1)xy + g

—fa(1—2)p-af(y—2z)s=o,

(z—y)s—fp+fg=o.
On voit, par un calcul facile, que, sil'on calcule & 'aide de ces équa-

or _(_)f

tions o et 5—» les deux expressions trouvées sont identiques en z, y,

A dt 0s ) ‘o
3, p» ¢; de méme pour =, T On a donc un systéme de trois équa-

tions linéaires simultanées de la forme -

r=a,p+a,q+a,s,
(r9) : t=bp+b,q+b,3,
§=¢€,p+ €4+ ¢35,

les a, b, ¢ étant des fonctions de x et y, et les conditions g—;—: = };)72’
9 % stant remplies identiquement. En considérant le systéme des
dx — dy .

équations aux différentielles totales
‘ dz:pdx+édy, ,
(19)) (dp=(a\p+a,q+a,z)de+(c,p+ c,q + ¢c;3)dy,
dq = (0P + €2 + €43) dr +(b\p+ byg + by3) dy,

on pourra appliquer  ce systéme le théoréme de M. Bouquet déja cité,
et 'on verra que :

TakOREME a. — ST pour x =ux,, y =Y, les coefficients a, b, ¢ sont
holomorphes, on pourra satisfaire aux équations (19) par une fonction z
de x et y holomorphe pour x =a,, v =y,; les valeurs de cette fonction
et des dérivées p et q étant arbitraires pour x = x,, y =y,.
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On démontre, comme nous I'avons fait précédemment, que :

Takorime b. — Si l'on a quatre fonctions z,, z,, 33, 3, vérifiant les
équations (19), il existe entre ces fonctions une relation lineaire ¢ coef-
ficients constants '

Ci3,+Cy5, 4+ Cy3, +C, 3, =o0.

Corollaire. — Si l'on a trois fonctions z,, 3,, 3, vérifiant les équa-
tions (19) et telles que le déterminant

3, %, 2
'A= Pi P: Ps
7y 492 {4s

soit nul identiquement, il existe entre ces fonctions une relation
linéaire a coefficients constants. ' '

THEOREME ¢. — Si [’on a trois fonctions z,, 5,, 5, verifiant les équa-
tions (19), le déterminant A satisfait @ la relation

(20) dlogA = (a, +¢,) dz + (¢, + b,) dy.

Les conclusions qu'on tire de ces théorémes relativement 4 !'inté-
grale générale des équations (19) sont analogues & celles du § 14.

17. Dans lecas particulier des équations (18), on a

— ﬂw—y%4a+ﬂ+0wh4a+B—W+0$w?Wr_ B
a|+02—— (x—-y)x(l—-a‘) . w___).
_B—y  a+Bri—y B+
-z + 1— a:—y’
et
C|+bz=p—‘{+“+p’+[_.\{+B+p’:

¥ 1—y z—y
d'ou, d’aprés (20),
A= AafTyht(1 — )i (1 — )bt (o — B,

On peut encore remarquer, en changeant dans les équations (18)
Journ. de Matk, (3¢ série), tome VIII. — Juix 1882, 25
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xen1—axetyeni—y, qu'elles admettent la solution
Fa,B, B, e+B+pF+1—p1—2,1—Yy)

18. Pour étudier les intégrales des équations différentielles simul-

tanées des formes (7) et (19), on pourrait encore employer la méthode
suivante.

Nous avons ramené les équations (77) & la forme (g).-Dans ces der-
niéres équations, faisons y = const., dy = o ces équations deviennent

d
2;=P’ a§=a5s+agp+aaq+a‘z’
ds

I’élimination des fonttions s, p, ¢ conduit & une équation différentielle
du quatriéme ordre & laquelle satisfait z considéré comme fonction de
la seule variable x, et 'on pourra appliquer & cette équation les mé-
thodes de M. Fuchs. De méme, la fonction z eonsidérée comme fonc-
tion de y seul, (x = const.) satisfait 4 une équation différentielle linéaire
du quatriéme ordre.

Par exemple, la fonction F, consuleree comme fonction de z seul
satisfait a I’ équation

» d*s
o (xy —x~y)(1 — o) =

+ x| (742 — (2 +p+5)2|(ay —z—Yy)
+[(@+f—y—1)y—(a+B+3)(1—y)x](1 —2) %
+{ly+1—(2+B+3)a]
X[ +f =y —1)y—(a+f+3)(1—y)z]
_w(aa:)’—w—y)(za.ﬁ—i-3a+3ﬁ+5)_(a+,)(ﬁ_i_‘)w_a,ﬁ,y}%_;{;
—(a+1)(f+1)
XY@ +p —y—1)y— (a-i—ﬁ-l- J(1—y)z
[y — (e B+ 1)2)(1—y) | 2
+afla+1)(B+1)(1—y)zs=
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Cette équation montre que z est une fonction holomorphe de « dans
tout le plan, excepté dans le voisinage des points

r=0, x=I, :L‘=—l—,‘ r=x,
y—1

Au point singulier # = o, par exemple, I'équation fondamentale dé-
terminante est

rir—1)(r—2)(r=3)+r(r—1)(r—2)(2y—d -0 +3)
—r(r= g+ )+~ y 1)~ ] =o,

dont les racines sont
o, I, &' —y+1, f—y+1.

Sil'on prend de méme les équations de la forme (19), on les raméne
a la forme (19g'); puis, supposant y = const., dy =0, on a trois équa-
tions simultanées

ds dp dy ~
;Z;:p, z;—a’}}“*—agq—i—asz, %_Q‘p+62q—&c’b’

entre lesquelles on peut éliminer p et ¢. On obtient ainsi une équation
difféventielle linéaire du troisiéme ordre, 4 laquelle satisfait z consi-
déré comme fonction de x seul.

Ainsi, par exemple, la fonction F, considérée comme une fonction
de x seul satisfait a une équation différentielle linéaire du troisiéme
ordre, qui a été fornée par M. Picard (Comptes rendus des séqnces de
I’ Académie des Sciences, t. XC, p. 1267). M. Picard a montré en méme
temps que F, considéré comme fonction de x seul ou de y seul est
une des fonctions hypergéométriques d’ordre supérieur étudiées par
M. Pochhammer (Journal de Crelle, t. 71 ). '
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CHAPITRE 11I.

Eaxpression des fonctions F a I’aide d’intégrales definies ;
relations entre ces fonctions.

19. On vérifie facilement les formules suivantes, en développant les
intégrales suivant les puissances croissantes de et y,

sff a—*v«-—‘(l——ux)“ﬁ(x—vy)-f‘(l._u_.p) Yo/~ ' du dv

) I‘(a)I‘(a T(y—ax—a') .
) Fy(a, o', B, 'y, @, )),

‘ffuﬁ- g1 [—u-—v)Y-ﬁ—B—i(l — um — oy)dudy
| =

(22 r !
(BT(E)T(y—F—8) .
) —TFy (2,8, 1 2,7),

les deux intégrales précédentes étant étendues aux valeurs réelles de
u et ¢ telles que

420, 920, 1—u—p>0;
puis

0

_T(BT(E)T(y—B)T(y— B Y
( (8 9)(&(7?)) SED N R R)

1 1
‘ f f Ut B~ (1 — w1 Bt (1 — o' (1 — uz — oy dude
(23) °

La fonction F, peut aussi s’exprimer par une intégrale simple, comme
I'a montré M. Picard dans la Note citée plus haut; on a, en effet,

I‘lz““(l — Ut (1 - uz) (1 — uy) ¥ du

(24) ()T (y—a) ‘ .
—MFW)-_—F ,[3,5»7,379}’).
Les expressions précédentes des fonctions F,, F,, F; donnent, par
des changements de variables sous les signes f, différentes formules
importantes.
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Ainsi, en changeant dans la formule (24) « en 1—u, on obtient
immédiatement la relation

o | Fil@Buflp ) |
(23) % =(1— )P — PR (1 - w BBy = =)

—1 y—1

De méme, en changeant dans (23) successivement u en 1 —u,
puis v en 1— ¢, on a les relations

Fa B 7 2,9)
_(I_m—“r(a,“/-ﬁ@"/’/’?:—; - )

11—

==y R By 0t T 7 )

1—y y—I

v N

2 ’ ' ’ z .
_'—'-(I—'m‘—y) F2<¢,7—ﬁ,7-{397,"/,w+),__[’x_*_y_.,)'

Enfin, si dans la formule (22) on fait
u=1—u—¢, v=¢, 1T~u—v=u,
on trouve, aprés quelques réductions faciles, la formule

Fi(a,p, 8, n2y)

O —t—ar R ey - B-p i 7 20

d’ou, par raison de symétrie,

Fy(e, B,y pny)
= (l —y)4F4<a,ﬁ, v B - ﬁ’y 7 'Zy—:_-—‘;va ‘y—-‘},_——l)

’

(27')

20. L'expression de F; par une intégrale définie permet de démon-
trer pour cette fonction une proposition intéressante par son analogie
avec la question du développement d'une fonction d’une variable en
fraction continue.
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Supposons, en effet, dans cette formule
f=F=1;
remplagons z et y par l,-:; et 51,, puis posons, pour simplifier,

fluy0) = u' ¥ (1 — u — 1=
nous avons

f(u v
_ -dudy
=903

l‘(a)I‘(a )I‘(1-—a—a)
r'(y)

= F, a,.e 11/,—,—)-

L'intégrale double du premier membre de cette relation est de la
forme de celles qui ont €té étudiées par Didon (Arnales de I’Ecole Nor-
male, 17 série, t. VII, p. 265). Nous allons appliquer 4 cette intégrale
la méthode indiquée par Didon, avec quelques modifications faciles a
apercevoir,

Proposons-nous, par analogie avec la question qui se présente dans
le développement d'une fonction d'une variable en fraction continue,
de former un polynéme Q(w,y) de degré m + n, tel que le produit

(28) Q(m,y)&(a, «\1,1,7, é, 5/),

ordonné par rapport aux -puissances décroissantes de « et y, ne con-

. 1 ) . PN
tienne aucun terme en 7 ou h et k sont des entiers positifs ou nuls
vérifiant les relations

(39) h+k<m-+n, oubien k+k=m+n, hZm, kSn.

Ce polynéme Q(x, ) est déterminé, & un facteur constant pres, par
ces condltlons je vais montrer que I'on a

. 1 d"”"‘[x”‘.}’”(l — — }’ "”""f(.’l) }’)]
(50} Q(x’ ) f(w, ‘)’) ’ d'L'md1"
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ce qui constitue une proposition analogue i celle démontrée par Jacobi
(Journal de Crelle, t. 1.V1, p. 149) au sujet de la fonction

F<oc, 1Y _;.>
Pour démontrer que le polynéme Q(z, y) défini par la formule (30
est bien celui que nous cherchons, remarquons d’abord que !'intégra-

tion par parties donne immédiatement, en supposant &, &',y — ¢ — «’
positifs,

(31) ‘/.ff(u,v)bQ(u,v)u”V’fdudv=o, '

les entiers positifs ou nuls £ et £ vérifiant les conditions (29). Puis
considérons I'identité suivante indiquée par Didon (loc. cit., p. 267) :

‘T‘yff f(u()dud(
=5(-2)
Quq—mm>w dudo + ”W”—<“Um)@w
S -
z Y

f (w, ")f “ 2) du dv-}—x}’ff‘b(x,y,u, 0)f(u;9)dud,
¥

ou @(x,y, u,v) desngne une fonction entiére de x, y, u, ¢.
Dans le developpement du second membre de cette identité suivant

A
les puissances décroissantes de x et y, les termes de la forme Ak

h et k étant des entiers positifs ou nuls, proviennent de la tronsneme
intégrale seulement; en effet, la premiére est une fonction entiére de
contenant x en facteur, la deuxiéme une fonction entiére de y conte-
nant y en facteur, et la quatriéme une fonction entiére de x et y conte-
nant xy en facteur. Mais, dans le développement de la troisiéme

intégrale, le coefficient A de ;7;3—/. est

A= f f flu,0) Q(u, et dudb,
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coefficient qui, d’aprés (31), est nul dés que 4 et £ vérifient les condi-
tions (29). La proposition est donc démontrée, et quoique la démons-
tration emploie des intégrales multiples qui peuvent cesser d'avoir un
sens pour certaines valeurs de &, «', v, il est évident que la proposition
est vraie, quels que soient ¢, o, 7.

1l est & remarquer que le polynéme (30) Q(x,y) s'exprime de la
facon suivante au moyen de la fonction F,,

Q(m,y) = (a, m)(a', n)([ —_ — y)m.+u

><F2<a+a’—'y—m—n+1,—m, —n,a,d,

r Y .
z+y—1 a:—f—y—l)’- ,v

ainsi qu'on le montre plus loin (§ 27).
24. On a vu précédemment (§ 14) que les équations différen-
tielles F; se raménent & la forme F, par les substitutions

I r
[, —_— 5= 0 o O .
r=p Y=o =&9%3

On a donc, en se reportant a I'expression donnée précédemment de
I'intégrale générale des équalions F,,

Folo, ', ', 2,9)
= Axy °"F2(a+a’——7+l,a,a’,a—ﬁ—i—l,a’——,’S’+ l,é, ;—/)
- ] ' ' or o1
(32) + Ba By P Fe(ﬁ—i—ﬁ—'yﬁ-l.ﬁ,ﬁ,ﬁ—a-i—l,p——a +|,;,)—/)

+ Ca2y P P (a4 —y+1,a,6,a—p+1, '——a'+1,-l—,,—'
Y

x ¥y

+DaBy~ F2(B+a’—y+l,ﬁ,a',ﬁ—-a+ 1, —f'+1, é, %),

ou A, B, C, D sont des constantes dont voici les valeurs. Posons

vy e TTO =0T (p—p).
f()\,p.,v,p)—-( l) ( I)ur(v)r(p)r(y—k-—p.)’
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on a :
A=f(a,0",[39@')9 B f(p,@', ay“,)a
C=fle,,p,2'), D=f(B,&,a,f).
Cette formule (32) est analogue 4 celle que donne Gauss (Were,

I11 Band, p. 220, €éq. 93). On peut obtenir la formule (32) en appli-
quant la formule de Gauss que je viens de citer & la fonction

Flot, §y y+m.y),
qui entre comme coefficient de 2™ dans P'expression de F, sous la
forme (2), puis ordonnant la fonction obtenue suivant les puissances
de 3,'-, et appliquant encore une fois cette formule de Gauss.

L'on obtient par le méme procédé la relation

_ T r@—a)

| SF"(“’ﬁ»M”w,y)
AR TR e —_ —g. L1
33 | =T Y (s = et i= 8,5 5)

r(y)T(=—B)

N S etk YRR VI G 1=y o1 —a, =y 2 ),
FTwrr—p ) F-‘<@’(+' ropfri—ay y)

d’ou Von déduil une relation analogue en permutant « avec y
ety avec v

CHAPITRE 1V.

22. Dans ce Chapitre, je m'occupe des propriétés des fonctions
définies par I'équation différentielle unique

(& — o*)r — azys + (y— )t

(3
(34) + [y —@+d+1)z]p+[y—(a+ 0+ 1)v]g— 2dz =0,

obtenue en ajoutant membre & membre les équations F, et faisant

B + ['=24. Il suit de la que I'on a une infinité de solutions de cette
équation en prenant

z=Fy(a,¢+h, —h,q,9,2,7),
Journ. de Math. (3¢ série), tome VIII. — Juiy 1882, ) 26
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4 étant une constante arbitraire. On peut remarquer aussi qu'en ajou-

S

) ( . . !
tant membre 4 membre les équations F,, et faisant =5 y =

=
2
on obtient une équation différentielle qui est de la forme (34); de
sorte que l'on a encore une solution de 'équation (34) en prenant

s

A Ty
3= P_..(ot, O s >’ -2-)

D'une maniére générale, cherchons a satisfaire a I'équation (34)
par une fonction entiére

4 =ZA,,,,,.7C"‘)/’.
En substituant et égalant  zéro le coefficient de ™y, on a

(m A 1)(m A+ 7) Appra,n+ (R A+ 1)(R A7) Ama
=(m+n+a)(m+n+d)A, ,

Faisons
. _ (#ym=+n)(3,m4n)
(35) Am,n - (‘{’ m’)("{,i n)(" m)(1, n) e
on a
(56) Bm+|.n =+ Bm,n+| = Bm,m

équation aux différences finies que l'on peut intégrer par la méthode
de Lagrange (OEuvres, t. IV, p. 165). On trouve pour 'expression la
plus générale de B,,,

gy | Bee=Sm= S (m1) + 2D o 2) 4
+ (= 1)"flm + n),

ou bien

(37,) .Bm.llzﬁo(n)—"{i?(n—i-l)‘l— "2(—):1:2:"2?(11—*-2)-}—---

+(=1)rg(m +n).
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les fonctions f et ¢ étant arbitraires. Les deux expressions de B, , ainsi
trouvées ne sont pas distinctes ; la premiére conviendra si I'on donne
les coefficients B, ,, car elle donne, en faisant n =0, f(m) =B, ,; la
deuxiéme conviendra si 'on donne les coefficients B, ,, car elle
domme ¢(n)=B,,,.

En portant I'expression générale de B, , dans (35), on a I'expres-
sion générale de A, ,; d’ou résulte I'expression suivante de la solution
entiére la plus générale de 1'équation (34) :

m=w, n=w».

. o _ (a,m + n)(8,m+ n) ot
(38) @(a,d, 7, @,y)= 2 . (-{,m)(-{’,n)(l,m)(l,n)B'”’"x Y

m=0, n=

On voit, en particulier, que la condition nécessaire et suffisante
pour que ®(a,d,7,y,#,y) soit un polyndme est que « ou ¢ soit égal
a un enitier négatif. Si cette condition est remplie, = — N par
exemple, I'expression (38) donne une enfinité de polyndmes satisfai-
sant a I'équation (34).

23. Dans I'équation (34) faisons

=P (1 —x — y)'7,

et désignons par p', ¢', 7, §', ¢ les dérivées partielles de z'. I.’équation
8
devient, aprés quelques réductions faciles,

(x —a®)r — 2ys' + (y — y*)¢
+[y+2)r—(a+d +2d+2u+2v+1)2]p
+[y+2p—(z+0+2h+2p+2v+1)¥v]¢
—(@+hr+p+9)(0+ X+ p+v)z
W(at Sy —y ),

2O 4y — 7 —1)
PRGSO 1 ok k) PO 2 = o
&£ Y 1—x—y

SiYTon donne & A, ., v des valeurs annulant les trois derniers termes :

AMA+y—1)=0,
(39) plp+vy—1)=o
va@+0—y—y+v)=o,
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P'équation prend la forme (34) ou I'on aurait remplacé «, ¢, y, '
par e+ A+p+v, O+A+pu+v, 7+23%, Y-+ap; par suite, elle
admet, pour 2’, la solution

F=0(e+d+p+v, 0+ d+p+v, y+2) V+2p, 2,Y),

d’ou, pour z,
=y -z —yls.

Or, les équations (3g) donnent pour }, ., v huit groupes de valeurs;
on a ainsi huit solutions de 1'équation (34) dont voici le tableau :

it v
0, o, 5 =%(s,3, vy, ¥),
o, 0, 5= TR (a+1—y, S 11—y, 221, 1)
t—+', 0, H=p e (41—, S+1—1, ¥, 2—7),
1—v, o, H=al Ty Te (et a—y—y, S+ —y—y, 2—,a— ).

0, yHy—r—8, H=(1—2—y)H (v =0, =2, o, 7).
0, (Y —a—3, =" N(1—z—y)H (Y S, Y — a1, 2—17,7),
1=y, y+1'—a =3, 51:yi_T’(I"“v_.}')'ﬁﬂ_“—sq’('(—"a""‘a‘{_“"*"‘a O 2=y,

1—y, v+ —2—08, HZ=atyv(1—z—y)H-e=3p(a =8, 2—2,2—1y,2—7).

Dans les fonctions @ qui figurent dans ce tableau, on a laissé de coté
les variables x et y, qui sont les mémes dans les huit fonctions.

24. Parmi les fonctions qui satisfont 4 I'équation (34), je considére
maintenant celles qui restent finies pour les valeurs réelles de x et ¥
satisfaisant aux conditions

(40) x>0, yZ0, 1—x—y2o0.

Ces fonctions possédent des propriétés intéressantes que I'on trouve

de la facon suivante.
Soit z une fonction satisfaisant & I'équation (34), et 5, une fonction

satisfaisant & 1’équation

(® — 2)r,— 2278+ (y —y*)t, + [y— (2 + 0 +1)z]p,

(34) [y —(a+d+1)ylg — (e—=N)(d+N)z =0,
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obtenue en changeant, dans (34), @ en ¢ — X et ¢ en & +2X (X dési-
gnant une indéterminée). Multiplions V'équation (34) par z,, I'équa-
tion (34’) par — z; ct ajoutons. Nous avons

‘ (x—a*)(rz, — zr,) — 2y(ss, — 38,) + (y —y*)(t2,— z,)
)1 Flv—(e+ 8+ )x](ps, —3p)) ’
+ [y —(x+0+1)y](qz —5¢9,)— (¢ —a+}X)z3,=o0.

(11

Posons
piy—ipy =", g3, —39,=Q,
et remarquons que

P 9Q

2(83, — 38,) = 3 + 5

L’équation précédente devient

=2~ ay (2 92) ()2

+[y—(a+0+1)x]P+[y—(a+d+1)y]Q=2%(0 —a+1)zsz,,
ce que I'on peut écrire

J
2 [Tyr =1 (1 — & —y 1Y (P — 2 — Q)
0 *

@ =~y P (Q— P — Q)

=:0 —a+N)a Y| — @ —y )1V g5,
Remplagons dans le premier membre
P—Pr—Qy par P(1—z—y)+y(P—Q)
Q-Pz—Qy par Q(1—2—y)—x(l-Q)
I'équation devient

d
0.29[
A, — 1 At-O ey —’ ll I
W)+ ey eyt 4 - O

=2 —a+0) 'y’ (1 — z — y )YV gz

Sie

et

waY —I( 1 —x — y)a+o—-{—v'+c P]



206 APPELL.

H=2a"y"(1 — & — y**1"(P - Q).

Cela posé, supposons que les fonctions z, 3, restent finies pour les
valeurs réelles de « et y satisfaisant aux inégalités (40), et que les fonc-
tions Q, P, P — Q soient, aux limites, finies ou infinies d’ordre moindre

1 1 1
zv’ y_‘f" (1—ax -_y)u+5-1—1'+l ' :

Multiplions les deux membres de I'équation (42) par dzdy, et pre-
nons l'intégrale double étendue aux valeurs de = et y satisfaisant aux
inégalités (40), en supposant, en outre,

que

(43) 7>0, 7’>0’ a+6""7—7'+l>0.

On voit immédiatement que les intégrales provenant des deux pre-
miers termes du premier membre sont nulles. Je vais montrer que I'in-
tégrale .

JI G- 5) e

est nulle. Pour évaluer cette intégrale, faisons un changement de va-

riables et posons
rx=t-+u, y:t:—u,

d’ou
H=(t+u)l(t—u)'(1 — 20*>1-Y(P —Q).
On voit que
H ¢H oH
9z ~ dy ~ du’
et 'on a

[[(G -5 ) dwdy=a[ [ 5 duar

Dans la nouvelle intégrale, on peut intégrer par rapport & u; l'inté-
grale indéfinie est H; elle doit étre prise entre les limites u=—¢,
u =+ t; or, H s’annule aux deux limites, car y et 9’ sont positifs. L’in-
tégralé est donc nulle, et 1'on a

MO —a+ )ffw*“y*""(l — @ — Y1V 23, dr dy = o.
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On conclut de 12 que I'intégrale double

(44) 1 =ffx7"y7'*‘(1 — ——y)“*a‘*—‘f'zz.dxdy
est nulle tant que
(44') Mé—a+12)Zo.

25. Comme nous I'avons dit, ce théoréme s'applique & deux fonc-
tions z et z,, solutions respectives des équations (34) et (34'), ces fonc-
tions restaut finies pour les valeurs (40) auxquelles s’étend D'intégra-
tion, et les trois fonctions Q, P, (P — Q) devenant aux limites infinies

d’ordre moindr L,z . .
o1 € que E’ F’ (l——.’l:—)’)"“‘s"f_'f'“"l

Ces conditions sont évidemment remplies dans le cas particulier ou
les deux fonctions z et z, sont des polynémes ; et alors la condition (44')
exprime que les deux polynémes sont de degrés différents, car nous
avons vu précédemment que la condition nécessaire et suffisante pour
que I'équation (34) admelte comme solution un polynome de degré £
est

(2 -+k)(3-+E)=o0.

On peut encore démontrer que cette condition est nécessaire, en re-
marquant que, si I'équation (34) est vérifiée par un polynéme z de
degré £, I'équation différentielle qui donne la fonction

dm+n g

U= g’

(m+n=Ek)

doit étre vérifiée par U= const. Or, on forme facilement cette équa-
tion en différentiant le premier membre de I'équation (34) m fois par
rapport & et n fois par rapport 4 y; le coefficient de U dans I'équa-
tion obtenue est (« + £) (0 + £); comme il doit étre nul, on en conclut
la condition indiquée. '

26. Je vais appliquer la théorie générale précédente a certains poly-
ndmes particuliers qui présentent la plus grande analogie avec les po-
lynomes de Jacobi. v
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Soit

' Y' 0m+n [mm-w-i yn+7'—~l ( [ —2 — 1;)m+n]

Um,n = w'"Y.)’ ().‘L‘"‘ d)n

On voit facilement, en employant une méthode analogue a celle in-
diquée par Didon ( 4nnales de I’Ecole Normale, t. V, p. 235), que ce
polyndme satisfait aux équations

‘ (@ —a)r—ays+ [y—(1+y—n)z]p
(45) — (m+7y)yg +(m+n)(m+p)s=r,
49 4 " , ,
( (y=2%)t—ays+ [y~ (0 +7—mylg
—(n+vy)axp+(m=+n)(n+vy)z=o.

Comme, en outre, ce polynéme se réduit a (y, m)(vy’, n) pour
Xr=y=0,004a

Upn= (7, m)(y', n) Fy[— (m+ ), m+7l’n+71’ @yl

En ajoutant membre & membre les équations (45), on obtient I'équa-
tion

‘ (x — a?)r— 2xys+(y——y’)t
(46) I +[y—(1+7+7)x]lp
+[7 =1+ +7)rlg+ (m+n)m—+nr+y+y)s=o,

qui rentre dans le type (34), en faisant
a=—(m~+n), 0=m+n—+y+7.

Donc, en supposant ¢ > o, 7' > o et appliquant la formule générale,
on trouve que l'intégrale

(47) = [ [@y Up, Uy dwdy =o,

tant que m + nZ p. + v; lintégrale étant étendue, comme précédem-
ment, aux valeurs de x et y, tellesque '

(40) xZo0, y2o0, 1—x—yZo.
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La formule (47) pourrait ici se démontrer directement de la fagon

suivante. Soit Z un polynome quelconque, et considérons l’mtégrale
double

szwa“yY'“‘U,nuZdwdy

. gm+n |‘ pin+y—1 yn-t-'(’ —1 l—- r— V)m-&-n]
f f 35 0y Zdx dy.

En intégrant par parties m fois par rapport a et n fois par rapport
ay, on trouve

J= ( — m+n f wm+y—l ,lt+y'—|( [—a — y)m+n dx d)’

doz™ dy

On voit immédiatement que J est nul si Z est un polyndme de degré
moindre que m + n, ou un polynéme de degré m + n ne contenant
pas de terme en x™y". Faisons en particulier, dans J, Z =T, avec
m+n=p+v; alors la formule précédente donne

= (= 1) [ famamgrto(— o — ypmen Gy do dy.

]
Mais 2~ m;Jn est une constante qu'il est facile de calculer d’ apres

lexpresswn de U,, au moyen de F,; on a ainsi

()"H—"'Up.v _ (
ox™ dyn -

. ])"H-”(Y’ p‘)(‘Y,’ V) (Y+ P" 'n) (Y,+v’ n)(l’ m+ n).
) (1, 1) ’

comme, d’autre part, I'intégrale f f Ry Y — o — y P e dy
est égale a

I(m+ T (r+y)T(m+n+1)
T(am—+2n—+y+y +1)

on a donc

(T y, . ,
(48) %n = E;),nilnfyif;::)(/,p—i—m)(y,v+n), (p+v =m+n).

Ces formules (47) et (48) suffisent pour calculer les coefficients du
développement d’une fonction de deux variables en série de poly-

Journ. de Math. (3¢ série), tome VI, — Ju 1883, v 27
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nomes U, ,. En effet, soi} & développer F(x, y) en série dc la forme -

(49) F(“‘,)’) =2 Am,nUm.u'

Voici comment on peut calculer les coefficients des polyndmes U, , de
degré donné £, m + n = £. Multiplions les deux membres de I'équa-
tion (49) par 7' y¥~'U,,dz dy, en supposant p+v =4, et inté-
grons entre les limites déja indiquées. Dans le deuxiéme membre,
toutes les intégrales sont nulles, sauf celles qui répondent aux poly-
nomes de degré £, et’on a

(50) %ffF(r, y)at' y¥=' Uy, doe dy
(30
= Ao I8y A I8, e AT e AT

=1, 4, n.k*

Les entiers p et v étant assujettis a la seule condition g +v =£, on
pourra leur donner (% 1) systémes de valeurs qui fourniront £ + «
équations telles que (50). De ces (£+ 1) équations, on tirera les £ + 1
coefficients

Akor Baeiis wooy Arcipin ooy Agpe

La méthode précédente de détermination des coefficients pourra
s’appliquer 4 tous les développements en série de fonclions possédant
des propriétés analogues a celles exprimées par les équations (47)
et (48). La résolution des équations du prewmier degré, telles que (50),
conduira 4 former un polynome V,, , tel que V'intégrale

’ j'.w“(- ')/Y’—i Um,an,,,a'w d}’

soit nulle tant que l'on n’a pas m = y, n = v, Mais, daus le cas actuel,
il est une fagon plus simple d’obtenir ce polynéme de la fagon sui-
vante. Posons, en effet,

Vm,n = FS(’" +n -+ 7 + 7” —m, —n, 7’ 7" x’-}l)‘

On voit que V,, , est un polynome de degré m + n, renfermant un seul
terme de degré m - n, le terme en £"y". Ce polynéme V,, , satisfait
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al’équation (46),  laquelle satisfait déja le polynome U, ,, ainsi qu'il
est facile de le voir d’aprés la théorie générale. Par suite on a, d’aprés
la formule (44), en faisanL

K'l'.l’:,ll =ffw7”'y7"‘U,,,,,,Vu,,, dx dy,

Kt =otant quem + nZ p.+-v. Supposons maintenant m +n = p.+v.

m,n

Alors, d’aprés un calcul déja fait,

+ v’
m+n ) ”’VP« M

W ey VN N+ Y—1 paplt+Yl = — y ,
Kipo = (=1 [ [am=ym v (i — @y ot dudy.

Mais, comme V,, contient un seul lerme de degré m -+ n, a savoir
le terme z*y’, on -voit que K%' est nul tant que I'on n’a pas

m,n

5 !
u.=m, v = n. Si'on remarque en outre que

on+ayV,, , _ ( ])”H_n (m4-n+y4+y, m+n)

= e ey (1,m)(1,n),

on voit que

K" — Fim-+0T(n+1)T(m +n+1)l‘(y)l‘(~{’).
me T Pmt-n—+v+y)em+aoan+y+7)

[ ]
Si alors on veut trouver les coefficients du développement (4g), on
voit immédiatement, en multipliant les deux membres par

"'V, ndxdy
et intégrant, que

A= g f 21 0V, F(w, y) dx dy.

97. Les polynomes

dm—!—n [$m+7-1yn+-{/~1 ([ —_— — ),)3_7_71 ]
dxm 0},&

W= Ty (1 =y PoT=2ems

possédent des propriétés analogues. On voit facilement que ces poly-
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nomes satisfont 4 I'équation différentielle (34), dans laquelle

= —(m+n).
On a, en outre ('),

Wop,n=(1,m )(7','2)(1—w—y)'"*"Fe(7+“/'4<’“,—m, Sk O L x+;—1)’

28. Faisons dans I'équation différentielle (34) la substitution
z =E*, y =1"; elle devient '

(1~ 8) 3 — 2k st
(51) '-i-(l——‘qa)%;i;-f-[( 7—1)——(2a+2o+|)§] 35

+ [(27’——1);—-(20:-4—26—4— |)n]g-1;—4aa‘z:o.

Supposons, en particulier,

l’éqpation devient

0%z
- ¢ )os= ~ 218 55,
d%s

(l-—n)b——;——(za-f—z(}—i—l)(&ds-i—n > heds =o,

(52) ‘(

équation qui posséde la propriété de ne pas changer quand on y fait la

substitution _
=E'cos§ —n'sinfd, = =¥sinb -+ u'cosb.

Pour les fonctions satisfaisant a cette équation (52) la formule (44 )
devient

) ffa;’%y_%(l —x —y)*5~'zz,drdy =o,

a condition que
MO —a+1)20

(*) Voir Archiv der Mathematik und Physik de Griinert, 1881, t. LXVI;
p- 238.
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et, en remplacant les variables « et y par £, »?,

(53) f f (1 — & — )35z, dE dn = o,

I'intégration étant étendue aux valeurs de &, y telles que 1 — E2—14*> o,

Parmi les fonctions particuliéres précédentes se trouvent :
g+ g2 72— [)ym+n

" 1° Les polyndmes de M. Hermite u,,= i o et les
polyndmes adjoints V,, , (Mémoire de Didon, Annales de I'Ecole Nor-
male, t. V, p. 237 et 243). Pour ces fonctions, a= — X T s
6 —_ m-+n +1. :

2° Les fonctions plus générales considérées par Didon

d’""'” ( 52 -+ .,;2 —1 )m+n+h

Pm, n= ()E'" d.,] n

m-n m-+n
+bh, 0=

-+ 1,

(loc. cit.,p. 272). Pour ces fonctions, x = —

par suite & + ¢ = A + 1. En particulier, on a les fonctions repondant
a h=1 /z__—-(loc cit., p. 275). (Toutes ces fonctions peuvent
d’ailleurs s’exprimer A I'aide de la fonction F,).
3° Les fonctions sphériques. Prenons en effet I'équation différen-

tielle de la fonction Y,

du I 0%z

® + st 5@+n(n+‘)s=o’

Pz
. 5 +cotd 5

et faisons
sincosp =%, sinfsing =1.

L’équation devient

027
(1&g — 2B as 0n

ki 03 0z .
—l—(l—‘())gn 2’7);’;—-'25&-1—72(7&-!-!)5:0,

équation qui devient identique 4 Véquation (52) lorsqu'on donue,
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dans cette derniére, a « et d les valeurs

n 41
2

N
Y == = —y [ —

La formule (53) donne alors la formule bien connue qui sert a
trouver les coefficients du développement d'une fonction de deux va-
riables en série de fonctions sphériques.

29. Sur quelques cas limites des fonctions précédentes. — Les poly-
ndmes a une variable dont s’occupe M. Hermite (Comptes rendus des
séances de U'Académie des Sciences, t. LVIII, p. 93-266) peuvent étre
considérés comme limites de certains polyndmes de Jacobi. En effet,
les polynémes de Jacobi (Journal de Crelle, t. 56, p. 149) satisfont &
I'identité

2\t (1 — 2 )1 dn [w1+n—-l (1— d,)u—n-—y]
54) Fla+n, —n,y,2)= Y(Y+1)...(y+n—I) da" '
Supposons que I'on ait
1—1=e—7
d’ou
__a.+1 _d—"l .q_ﬂ—"l
'y—-.- 2;'7——1— A ES PO
et faisons
1 3
X = - < I4+~— )
(1)
£ étant une nouvelle variable. I.’équation (42) devient .
[ wl +1 1 ¢
s F 1+n, —_ ,T_’E(I “+ ﬁ)]
P ( it ek
1 -— -E: ’ drl1— E—-z 2
2 g %
M-H) (Y +n—1) g ’
d’ou enfin
«—1
- Ez -—2—+Il
—
(I - :) dEn .

a

:___*{(7—5—1)...(':(4—11—1)‘1.‘,[“__’_”’ —

o]+
© 1=
N

—

+
<o
N—
l_.._.._«

al
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~ Faisons croitre « indéfiniment par valeurs positives, cette identité
devient

H] (7» +1 ll)

L2 gne 3 . 2 ' a1 1 EN\
e ? F =l|m————?€———F[a+n, — 1, — ;(l + ——>|a
al .
ou le premier membre est un polynéme de M. Hermite.

Les polynéomes de deux variables analogues aux précédents con-
sidérés par M. Hermite se rattachent d’une fagon semblable aux fonc-
tions précédentes satisfaisant & I'équation (44). Pour le montrer, je
vappelle que le polynéme ‘ :

1
(0t 2342 b xy4 cy?
U ("‘I)m-p.nea‘“"*“”*‘ﬁ-ry’) gr+ne 2 rean

man oz™ dy".

de M. Hermite satisfait & I'équation différentielle

2*U *U 9*U
(56) Com Tlgm ~2bgg
' JU aU
( — (ac — bg)[‘”a‘; Ve (m + n)U] = o,
ainsi qu’il résulte des équations simultanées indiquées par M. Hermite
(Comples rendus des séances de I’ Académie des Sciences, t. Lvi, p. g3-
266). Dans ’équation (56), faisons

i o =
5~ —_ — e e —_ a .
(57) x ﬁx \/(Tj)’, y-—\/zy, A=ac— b*;

_clle devient

. #U U (U 49U
(58) 3;Tﬁ+gj75—(0”(5;+}’5)7)+(m+n)U=o.

Cela posé, dans I'équation générale (52), faisons

- nm+-n m--n 4 N
3= 5 3 E=-=, yp=-L,;
Vat Vat
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cette équation prend la forme -

25 0%z

, 0's
(25-—-.”'2)5; - 2w’y W -+ (‘21—-}"2)‘—3‘-},—,;
, 03 Js _
—(2t+ 1)(x e +y’37) + (m—+n)(2t+m-+n)z=o.
Si I'on fait croitre ¢ indéfiniment, aprés avoir divisé tous les termes

par #, cette équation tend vers une équation limite qui n’est autre que
I'équation (58), 4 laquelle satisfait le polynome U;

m,n*

L'équation (53) donne, comme on le voit immédiatement, la pro-
priété fondamentale des polynomes U, ,. En effet, faisons-y d’abord

m,n*
%

— ﬂ—»/—;}’

et faisons croitre ¢ indéfiniment; elle donne

1
— ('t )Y :
ffe ? zz,dz' dy’ = o,

I'intégrale étant étendue & toutes les valeurs des variables. Puis,
d’aprés (57), faisons

— A ' - b
Y=Yy ZZ’ X =w\/a+ ﬁy,

1
—-=laxtabxy +eyY)
f/e : 35, dx dy = o,

nous avons

"

m.n’

ce qui est la propriété bien connue de ces polynémes U




