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Sur la détermination, en un point d’une surface du second ordre,
des axes de lindicatrice et des rayons de courbure princi-

pouz ')
Par M. A. MANNHEIM.

Appelons (E) la surface du second ordre, o son centre et m le point
pour lequel nous cherchons les éléments de courbure de cette surface.
Nous supposons connus les plans principaux de (E) et son plan tan-

.gent en m. Proposons-nous d’abord de construire les axes de l'indi-
catrice de (E) pour le point 7.

Appelons z, y, z les points de rencontre du plan tangent en m avec
les trois axes de (E). Prenons & comme sommet d’'un cone que nous
circonscrivons 4 ( E). Le plan de la courbe de contact de ce cone est
paralléle au plan (oy, 0z), et la trace de ce plan sur le plan tan-
gent (xyz) est la paralléle & yz menée du point m. Cette paralléle
et mx sont alors deux diamétres conjugués de l'indicatrice de la sur-
face (E) en m. Ceci peut se répéter en prenant les cones circonscrits
4 (E) qui ont pour sommet y ou z.

Nous trouvons ainsi que les droites ma, my, mz et les paralléles aux
cotés du triangle xyz, issues du point m, sont trois couples de dia-

(') Voir sur le méme sujet un article que M. Laguerre a publié¢ dans ce
Journal, 3e série, t. IV, p. 247.
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métres conjugués de I'indicatrice en m et forment alors un faisceau de
six droites en involution (*).

L'ensemble de lous les systémes de diamétres conjugués de I'indi-
catrice forme deux faisceaux en involution, et comme dans deux
Jaisceaux en involution il existe toujours un systéme de deux rayons con-
Jugués rectangulaires, et qu'il n’en existe gu'un (*), nous n’avons qu’a
construire ce systéme de rayons rectangulaires pour avoir les axes de
Iindicatrice en m. .

Effectuons cette construction, qui n’est autre que la construction
connue 4 I'aide de laquelle on détermine la direction des axes d’une
conique dont on donne en direction deux systémes de diamétres con-
jugués.

Sur yz, prenons le segment compris entre le point y et la paralléle ¢ xz
menée du point m. Sur ce segment comme diametre, decrivons une cir-
conférence de cercle. Elevons une perpendiculaire & yz & partir du point
ou cetie droite est rencontrée par xm. Cette perpendiculaire rencontre en
deux points la circonférence que rous venons de décrire : les droites qui
Joignent ces deux points aw point m comprennent entre elles des angles
dont les bissectrices sont les axes de l'indicatrice en m.

Par les quatre points m, , y, z, faisons passer une hyperbole équi-
latére. On sait que cette courbe passe par le point de rencontre des
hauteurs du triangle zyz (ce point est le pied p de la perpendiculaire
abaissée du centre o sur le plan tangent xyz). Coupons cette hyper-
bole par la droite a I'infini sur son plan. Joignons, par des droites, le
point 7 aux points ou cette droite rencontre Uhyperbole et les cotés du
quadrilatére mayz. Nous obtenons ainsi : les paralléles menées du
point 2 aux asymptotes de la courbe, les droites ma, mz et les paral-
léles menées du point m aux cotés xy, yz. D'aprés le théoréme de De-
sargues, ces droites forment un faisceau en involution. En rapprochant
ce résultat de ce qui précéde, nous voyons que :

(*) On sait du reste, indépendamment de ce que nous venons de dire, que :
si par un méme point on meéne des droites aux trois sommets d’'un triangle,
et des paralléles auzx trois cdtés, ces six droites forment trois groupes en invo-
lution. (CuasLes, Traité de Géométrie supérieure, 2¢ édition, p. 247.)

(?) Loc. cit., p. 165.
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Les axes de l'indicatrice en m son? paralléles aux asymptotes de I’hy-
perbole équilatére qui passe par les pointsm, z, y, 5 (*).

Dans cette hyperbole, nous avons deux triangles inscrits : ce sont
xyz etle tmangle formé par la droite de V'infini et les paralléles aux
asymptotes menées de m. Les six cotés de ces triangles sont alors tan-
gents 3 une conique. Cette conique est une parabole, puisqu’elle est
tangente & la droite de Vinfini. Le point 7 est un point de la direc-

trice de cette parabole, ainsi que le point p. Nous avons alors ce
théoréme :

Les axes de Uindicatrice en m sont tangents a la parabole inserite
dans le triangle xyz et dont la dzrectrwe est la droite qui joint le,
point m au pied de la perpendiculaire abaissée du centre o sur le plan
tangent (xyz) (*).

Appelons N la normale en 7 & (E), et N’, N” les axes de I'indicatrice
de (E) en m. Désignons par &, b, ¢ les points de rencontre de N avec
les plans principaux de (E); de méme, pour N', on ales points &, ¥, ¢,
et pour N” les points a”, 4", ¢". Nous venons de démontrer que les
droites N, N”, a'a”, &'b", ¢'¢” sont tangentes 4 une méme parabole,
et, comme nous pouvons appliquer le méme théoréme aux deux sur-
faces homofocales (H’), (H") a (E) qui passe par m, nous voyons que
~ dans chacun des plans (N, N'), (N, N”) nous avons aussi une parabole
tangente aux plans principaux de (E); I'une est tangente & Net N,
P'autre est tangente 3 N et N”.

Considérons en particulier la parabole qui, sur le plan (N, N’), est
tangente aux droites N, N', aa’, bd', cc'. Les tangentes & cette parabole
déterminent sur deux tangentes fixes des segments proportionnels. Pre-
nons comme tangentes fixes N et la tangente qui est infiniment voisine

(') Il résulte de 1a ce théoréme connu : Les awes de (E), le diamétre om et
les paralléles menées du point o auz azes de Uindicatrice en m appartiennent
a un méme céne du second ordre.

() On peut arriver & ce théoréme sans passer par le théoréme précédent en ap-
pliquant le corrélatif du théoréme de Desargues.

Journ. de Math, (3 série), t. VIIL. — Maz 1882, 22
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de celle-ci, Puisque cette derniére droite est dans le plan d'une section
principale de (E) et qu’elle est partagée, comme N, par N’ et les plans
principaux, elle est, dans le plan (N, N’), la normale de (E) qui est in-
finiment voisine de N (*). Le point de rencontre (1, de ces deux tan-
gentes infiniment voisines, qui est le point ou la parabole touche N,
est alors le centre de courbure principal de la section faite dans (E)
par le plan NN’ (). De méme, on a sur N’ le point de contact p, de
cette droite avec la parabole, qui est le centre de courbure principal de
la section faite dans (H') par le plan (N, N’). Ce que nous venons de
trouver pour la parabole inscrite dans P'angle (N, N’) peut se répéter
pour les deux autres. On voit donc que ces trois paraboles touchent les
droites N, N', N” aux six centres de courbures principaux des surfaces
homofocales (E), (11'), (H").

La méme propriété des tangentes 4 une parabole nous donne aussi

ab adb . s . a'b
e = i etcomme cedernier rapport est egal a Yk nous retrouvons

ce théoréme : Les normales en m aux trois surfaces homojocales qui
passent par ce point sont partagees par les plans principaux en segments
proporiionnels. ‘

En appliquant toujours la propriété des tangentes & une parabole de
déterminer sur deux tangentes fixes des segments proportionnels, on
voit encore que :

Le centre de courbure p.,, situé sur la normale N ¢ (E), est placé, par
rapport auzx points a, b, ¢ ow cette normale rencontre les plans principaux,

(1) Je m’appuie ici surcetle propriété queles normales d'une surface du second
ordre sont partagées par cette surface et par ses plans principaux en segments
proportionnels, propriété qui permet aussi d’arriver directement a la parabole
employée ici. ,

(?) On peut donc énoncer pour I’espace un théoréme analogue a celui-ci : La
parabole tangente aux azes d’une ellipse ainsi qu’a la tangente et & la nor-
male passant par un point donné touche cette normale au centre de courbure
de Uellipse, théoréme que j’ai donné en 1857, dans les Nouvelles Annales de Ma-
thématigues, p. 328.
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comme le point mest placé sur N', par rapport aux pointsa’, b, ¢, oit cette
normale rencontre les plans principaus.

De méme, l'autre centre de courbure principal p., situe' sur N est
placé par rapport aux points a, b, ¢ comme m est place sur N” par rap-

/)

port aux points a’, b', ¢".

D’aprés cela, on peut construire g, et ¢, de bien des maniéres diffé-
rentes. Voici une des constructions donnant ces points :

Par les points a, @', a’, on méne des plans respectivement perpendicu-
laires a N, N’, N"; ces plans se coupent en un point a. De méme, les points
b, b, b conduisent de la méme maniére a un point 3. Les projections de
la droite af sur les plans des sections principales (N, N'), (N, N”) de (E)
rencontrent N aux centres de courbure princtpaux pu,, p. '

Cette méme droite af3 conduit aussi aux centres de courbure prin-
cipaux des surfaces (H'), (H”), ainsi qu'aux axes de courbure des lignes
de courbure suivant lesquelles les trois surfaces homofocales (E),
(I’), (H") se coupent deux a deux.

11 est, en effet, assez facile, d’aprés ce qui précéde, de démontrer la
propriété suivante : .

Trois surfaces homofocales du second ordre se coupent en un point m.
Les normales a ces surfaces en ce point sont N, N', N”. Ces normales
rencontrent les plans principaux des surfaces homofocales, la premiére
en a, b, ¢, la deuxieme en a', b', ¢, et la troisitme en a’, V", ¢". On
eleve respectivement de ces points des plans perpendiculaires & ces nor-
males. Les plans issus des points a, @', a” se coupent en «. On obtient
de méme un point 3 pour b, V', b et un troisiéme point 4 pour ¢, ¢', ¢’
Ces trois points «, 3, 7 appartiennent a une méme droite A.

Les projections de A sur les plans déterminés parles normalesN, N, N”,
prises deux a deux, rencontrent ces normales aux centres de courbure
principaucx des trois surfaces homofocales.

Ces centres de courbure sont alors aussi les projections sur les nor-
males N, N', N” des points o A perce les plans détermines par ces nor-
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males, prises deux a deux. La droite qui joint les projections sur deux de
ces normales du point o& A perce le plan de ces droites est-Uaxe de
courbure de la ligne d’intersection des surfaces homofocales normales
enma ce plan (*). :

(*) Voir une Note que j'ai communiquée & la Société Royale de Londres dans
la séance du 16 mars 1882,

— OG-




