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METHODES GENERALES EN MATITEMATIQUES. 125

Exposé des méthodes en Mathématiques, d’aprés Wronski

(TROISIEME NOTE)}

Pin M. E. WEST.

INTEGRATION DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES.

(suiTe.)

Résumé de la methode d’intégration. — Pour résumer ce que nous
avons dit de I'intégration des équations différentielles qui ne con-
tiennent qu'une variable indépendante x, nous rappellerons qu’en dé-
signant par y la fonction inconnue, nous avons représenté I'équation
différentielle proposée par '

(a) ' 9(y)=0;

de plus, F étant une fonction explicite de y, nous avons trouvé pour
I'expression de cette fonction

F(y) = F(w) — 2020 ¥ (w)

— de(w)
1 do(w) d*F (w) — d?¢(w) dF (w) )
+ 5[?(“’)]2 (do(w)?) _n

ou, en introduisant les dérivées par rapport a x pour 'exécution des
calculs,

o(w) (dF(w)

)=o)~ iy ()
")

dz

e gl () (€0~ €58) (59
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(dt.;o( )
\ dx
tion ¢ (w) considérée seulement comme fonction de .

L'intégration de I'équation proposée est donnée au moyen d’une
fonction w complétement arbitraire en principe; mais dans les apph-
calions, pour que le développement soit convergent, il faut que cette
fonction w soit aussi rapprochée que possible de la fonction in--
connue y. S'il existe plusieurs solutions, I'expression précédente les
donnera en général, pourvu que la fonction w soit convenablement
choisie. Or, on pourra toujours déterminer cette fonction, ou valeur
fondamentale, w, en réduisant I'équation proposée 4 une équation
linéaire & coefficients constants toujours intégrable par les moyens or-
dinaires; a cet effet, on remplacera, dans les coefficients, les quantités
variables par des valeurs moyennes se rapportant aux limites entre les-
quelles on doit prendre les quantités , et par suite y; ’équation ainsi
formée, appelée équation réduite, conduit ordinairement, par sa valeur
fondamentale w, a l'intégrale générale de I'équation proposée, parce
que l'on introduit de cette fagon autant de constantes arbitraires que
Pintégration compléte en comporte. Quant aux intégrales singuliéres,
elles sont déterminées par un choix convenable de 1'équation réduite.

Si le développement obtenu pour y, ou Fy, n’est pas assez conver-
gent, on aura recours 4 des moyens auxiliaires donnant une conver-
gence plus rapide : '

) désigne spécialement la dérivée par rapport & z de la fonc-

1° On peut transformer le développement (b) au moyen des for-
mules (10) et (11) de la génération neutre. Cette opération consiste,
ainsi que nous l'avons dit, & remplacer le développement par une frac-
tion continue équivalente, suivant le procédé indiqué par Wronski, et
a en calculer les réduites successives. Cette fraction continue donnant
toujours lieu 2 un développement convergent, les réduites, ou progres
successifs de la génération neutre, formeront une suite d’expressions
approchant de plus en plus de la fonct'on cherchée. 11 est facile de re-
connaitre, par cette transformation, que V'indétermination qui se pre-
sente, lorsque les coefficients de I'équation proposée sont des fonctions
de y seulement, peut toujours étre levée.

2° On peut appliquer la méthode d’exhaustion; on obtient ainsi une
valeur plus approchée que celle que I'on obtiendrait directement, en
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faisant varier convenablement la quantité auxiliaire & qui sert & former
I’équation transformée et d’ott I'on tire ’équation réduite.

3° En introduisant une fonction arbitraire dans I'équation réduite,
on peut obtenir une valeur fondamentale w, assez rapprochée de I'in-
connue y pour que le développement soit plus convergent que sans
cette fonction arbitraire. Pour faciliter les calculs, il y a avantage & em-
plover la fonction se™, o1 s et r sont des constantes, parce que la so-
lution de I'équation réduite conservé la méme forme que si la fonction
arbitraire n'existait pas.

4°.Enfin, on peut encore remplacer les valeurs moyennes par
d’autres valeurs moyennes calculées au moyen des premiéres, et arriver
ainsi, de proche en proche, & des valeurs aussi éloignées que I'on vou-
dra des valeurs initiales.

En opérant par les moyens que nous venons d’énumérer, on par-
viendra généralement 4 obtenir telles valeurs que 'on voudra dela fonc-
tion inconnue, et un usage régulier des quantités arbitraires w, w, se'”
permettra, dans bien des cas, d’arriver rapidement au résultat cherché;
mais la détermination la plus convenable de ces quantités arbitraires
demande une certaine habileté, un certain art : ¢’est pour cette raison
que Wronski donne le nom de technie i 'ensemble des méthodes du
genre de celles que nous exposons.

Nous allons montrer par quelques exemples numériques comment
les calculs doivent étre conduits ; ces exemples achéveront de faire com-
prendre ce que nous avons dit.

Quatrieme exemple. Caleuls numériques. — Reprenons I'équation que
nous avons traitée dans le deuxiéme exemple, en adoptant pour les
coefficients les valeurs numériques suivantes :

a=o0, p=¢g=o0,0015,
b = jo, m=o,

¢ =10, n =o,0.

La premiére équation (y) du deuxiéme exemple devient

() %-{-p('nx+y—b+c)=o,
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et son équation réduite (¢) est

(@) g+cpw=o,

d’ou la valeur fondamentale
(d)/ . W= be—cp.'l‘;

par sujte, I'inconnue donnée par I'expression précédente ou par celle
du deuxiéme exemple (o) se trouve étre, en faisant usage de la notation
des dérivées, :

(e) y=w+ netw—bo, ! (Q’____’w'*'""_b)a(;v”— 22’3>.

n 2\ n W

Calculons la valeur de I'inconnue pour la valeur x = 5, on a

f) w=37,1097, W =—0,55664, o= o0,00602;

cette derniére valeur est donnée par I'équation () différentiée, savoir
w'=—p[(nx+2w—b+c)w' +nw];

puis la valeur de I'inconnue est

(e v = 37,1096 — 0,1016 — 0, 0002 = 37,0079.

1° Le développement est ici assez convergent, aussi le calcul au
moyen de la formule (%) de la génération neutre ne donne-t-il pas plus
d’approximation, On a, en effet,

nr+w—»b

12\ *
W’n+l(‘x/’—2g)—)(nw+w—— b)
2 w ‘

§) . y=w— W,

ce qui donne, pour x =5,

(g y = 37,1097 — 0,1018 = 37,0078.



METHODES GENERALES EN MATHEMATIQUES. 129

On peut vérifier ici que, pour rn = o, 'expression (e) est essentiel-
lement divergente, puisque les termes deviennent infinis, tandis que,
pour la méme valeur de r, la seconde expression est parfaitement dé-
terminée. ~

2° Pour appliquer la méthode d’exhaustion, on doit partir des va-
leurs fondamentales données par I'équation réduite ; mais si 'on veut
calculer la dérivée seconde et les dérivées supérieures autrement que’
par cette équation réduite, il faut les tirer de I'équation transformée

(/” y’+ cp(ﬂt%?iiﬁ)wy::o,

d’otr

) tep [(w)u)/-r- m<’”’+-}'— b+ c)»-1 n +,)"J,],

¢ ¢ 4

et ainsi de suite pour les autres dérivées. Ce moyen, plus compliqué,
quoique plus exact, est inutile, parce que les valeurs de ces dérivées
sont rectifiées par la'suite du calcul ; ici d’ailleurs, & cause de la con-
vergence de I'expression (e), les valeurs de ces dérivées, calculéesd'une
maniére ou d'une autre, différeraient assez peu; nous adopterons donc
les valeurs déja trouvées (/).

Maintenant nous avons pour une valeur quelconque w, correspon-
dant i w,, '

W=,

+ Wy_((rx +wo_qa— b +c)' =14 pe'~1(nr 4w,y —b+c)wy_y +
Vg PRIV, ‘ g=v T

W =w
g g-1

+ Wo_ (BT +wa_y— b+ )14+ pct~(nz +wo — b+ c)we_, . +
W PILIV), g-r 7

et ainsi de suite pour les autres dérivées.
Pour ¢ = 1, ces expressions se simplifient, elles deviennent

Wy =w — [T+ W — b+¢)'~ — (nx+w—b+c)] LAY

(-), e

i) .

w,=w' — [ (rx +w—b+c)" —(nx +w—b+rc) a“_"’_’ e
' 1

Journ. de Math. (3¢ séric), tome VI, — Aves 1882, . 17
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et ainsi de suite. Pour w,=1, on a

Wy =Y.

En appliquant ces formules, nous obtenons pour :

) j wi= 37,10972 —0,10214 = 37,00758,
J

( w, =-— 0,55664 + 0,00110 =— 0,55554,

et nous conserverons pour ), la valeur précédente de o,

II. Wy = -;-t
'(.), (wi=37,00758+ 0,00004 = 37,00762,
/ | &, = — 0,55554 — 0,0000005=— 0, 55554.

On voit, pour cette seconde valeur de w, que la correction ne porte
pas sur la premiére dérivée.

1. »,=1.
gy = 37,00762 + 0,00011 = 37,00773.

Nous trouvons ainsi, pour I'inconnue, a peu prés le résultat préce-
dent, bien que nous n’ayons pris que deux termes du développement.

3° Pour exécuter le calcul avec la fonction arbitraire se’, nous avons
I'équation transformée

) eIy s~ a)er=o.

.

En faisant w = o, l'intégration donne

S s —cpe S 2
R L e
¢
’ - —cpr sr 2
( W= cp<b+’_+cp>c '__*_cpci",
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et, si I'on représente par « le second terme de I'expression de w, il
vient

‘V=W-+— p(n.z'+w—b)w—(r-}-cp)uw,
() o pnw .
1| plaxe+w—>b)w—(r+cplul®/ , w'?
( + 5[ pnsv w2y )

.

Pour appliquer cette formule avec deux termes seulement, nous
ferons ‘

{m) §=1, r=-— 20,

et nous prendrons r + ¢p = — 20, au lieu de 19,985 ; a cause de la trés
faible valeur de €, les termes qui contiennent u en facteur sont nuls
trés sensiblement. Nous avons donc

1 =
W= </IO 20) g5,
pour x = J, il vient

w = 37,0633,

w=—0,55595;
par suite, l'expression précédente donne, avec deux termes,
(1Y y = 37,0633 — 0,05865 = 37,0047.

Ce. calcul suffit pour montrer comment on doit faire usage d’une
fonction arbitraire pour abréger les calculs; I'emploi de cette fonction
suppose que I'on ait une idée de I'approximation donnée par la valeur
fondamentale, approximation que P'on peut évaluer par un ou deux
rapides titonnements.

4° Enfin on peut effectuer les calculs au moyen d’un changement de
constantes arbitraires. Calculons d’abord lavaleur de y pour x = 2,5;
la formule (c), telle que nous I'avons déja employée, donne avec deux
termes ~

w = 38,5276,

w'=—0,57791,
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d’ou
(n) y=138,5276 — 0,02658 = 38, 50118.

Avec cette valeur, déterminons la nouvelle équation réduite; les va-
leurs moyennes sont maintenant '
.

(p) a=12,5, =38 5018;

nous les prendrons pour nouvelles valeurs initiales, et I'équation ré-
duite devient
w+pna+p5—b+c)w=o,
ou
(9) w' + 0,015002.w =0,
ce qui donne, en intégrant,
w = const, ¢"0!00%,

La constante est déterminée par la coundition

. £ = const, g-00130022
d’ou

const. = 39,9727.
Maintenant, pour £ = 5,ona R

w = 39,9727.€ "3 = 3+ 0810,

w'=— 0,015002.37,0840 =— 0,55633,
et Ja formule (e) donne, avec denx termes,
(r) y = 37,0840 — 0,0778 = 37,0002.

~ Tels sont les divers moyens dont on peut faire usage, ensemble ou
séparément, pour faciliter I'application de la méthode secondaire. En
général, il conviendra de ne pas les employer indifféremment, parce



METHODES GENERALFS EN MATHEMATIQUES. 133

que l'on ne rencontrera pas toujours une convergence aussi rapide que
dans l'exemple précédent; le choix de ces moyens sera facile & déter-
miner : en tous cas, par le changement des constantes arbitraires, on
parviendra toujours & obtenir des valeurs de I'inconnue aussi éloignées .
que 'on voudra des valeurs initiales. :

Rappelons encore que la méthode présente pourra se trouver en dé-
faut dans certains cas, ainsi que Wronski I'a fait voir par un exemple;
on devra recourir 4 une autre méthode. Néanmoins, celle-ci pourra
rendre de grands services et étre presque toujours utilisée.

Nous venons de traiter I'exemple précédent au moyen d’une équation
réduite linéaire 4 coefficients constants; I'intégrale trouvée est ainsi
l'intégrale générale, puisqu’elle comporte une constante -arbitraire.
Mais, dans le second exemple, nousavens indiqué plusieurs maniéres de
former I'équation réduite; il est donc permis de supposer que les ré-
sultats que l'on obtiendrait avec ces diflérentes équations ne seront pas
identiques; voyons ce qu'il en est. Pour cela, reprenons I'équation
proposée et examinons le caractére qu’elle présente.

I’équation (c)

Y+pre —b+c)y+py*=o,

intégrée par les moyens ordinaires, donne

|
= pnat4pb-ox

e -
(s) y=>b ' |
. x _:,,”x:+1)(b-¢‘;r
l+be e = (I‘IJ
0

Cette intégration s’obtient en posant, a priori,

~

uet ¢ étant deux fonctions auxiliaives qui, déterminées d’aprés I'équa-
tion proposée, donnent la solution précédente, ainsi que la solution
y = o. De méme, sil'on avait 'équation

* (1) Y —=Py+pyi=o,
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P’ et p étant deux fonctions quelconques de x, on trouverait pour
équation primitive ‘

() y[petde —e" =o.
Ce résultat est identique au précédent en faisant
(v) P=—p(ne—b+ec).

L'intégrale (s) contient une constante arbitraire, la quantité b qui
se trouve en dehors des exposants. Cette relation semble ainsi donner
I'intégrale générale ; cependant la constante ne peut étre éliminée entre
I'équation (s) et la méme différentiée, ou entre (u) et celle-ci

tu) _y’fpei’ dx + ype® — P'e® = o,

sans que l'exponentielle disparaisse également; cette exponentielle a
donc le caractére d’une fonction singuliére : par suite, I'intégrale trouvée
(s) ou () n’est qu'une intégrale singuliére. Ce fait est vérifié par les
valeurs de 'inconnue calculées au moyen des formules de Wronski et
au moyen de I'expression (s), valeurs qui différent complétement. Il
en résulte que les formules de Wronski contenant une constante arbi-
traire donnent l'intégrale générale, tandis que I'expression (s) ne
donne qu'une intégrale singuliére de I'équation différentielle pro-
posée.

Les intégrales singuliéres exigent que le probléme que l'on traite
présente par lui-méme des conditions telles que les relations qui ont
lieu entre I'équation primitive et ses dérivées, d’aprés I'équation pro-
posée, puissent se traduire par I'élimination de fonctions singuliéres;
autrement, sans cette condition préalable, lgs relations entre I'équation
primitive et ses dérivées ne peuvent étre exprimées que par suite de
I’élimination de constantes, ce qui peut toujours avoir lieu. D'une autre
maniére, nous disons qu'il faut distinguer les conditions relatives au
probléme dont on s'occupe des conditions algorithmiques relatives a
I'équation différentielle du probléme. Ces deux espéces de conditions
sont indépendantes en elles-mémes; mais, quand on attache 2 I'équation
dlfferentlelle le sens que lui donne le probléme que Uon traite, les
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conditions devant concorder, il en résulte certaines solutions, tandis
(ue toutes les autres sont éliminées. Ainsi, les problémes n’admettent
généralement pas par eux-mémes de solutions singuliéres: celles-ci
n’existent qu’exceptionnellement, et, dans ce cas exceptionnel, on est
toujours averti qu'il existe une solution singuliére par le probléme
proposé lui-méme; au contraire, les équations différentielles admettent
le plus souvent des solutions singuliéres (*).

(*) Les ouvrages classiques contiennent peu de détails concernant les solutions
singuliéres; pour cette raison, nous croyons devoir insister sur ce point importani
sans craindre de nous répéter. :

11 faut se rappeler ce que nous avons déji dit de la formation des équations dif-
férentielles. Nous ne considérons expressément que les équations pouvant repré-
senter les énoncés de problémes tels qu'ils se présentent dans la réalité; il est
donc nécessaire de distinguer le probléme en lui-méme de I'équation qui en re-
présente 1'énoncé. Ces deux choses, bien distinctes en elles-mémes, n'en font
qu'une seule au point de vue des applications, et c’est la le cas que nous envisa-
geons exclusivement. Le probléme est la chose donnée, le fond de la question,
tandis que Iexpression algorithmique n’en est que la forme. Une méme forme
peut appartenir a la fois & plusieurs problémes différents, ¢'est-a-dire que l'inter-
prétation d'une équation différentielle prise isolément oflre une certaine indéter-
mination.

Les équations contiennent ordinairement deux espéces de solutions : les solu-
tions ordinaires peuvent satisfaire & un probléme, tandis que les solutions spé-
ciales ou singuliéres satisferont 3 un autre, et ce sont les conditions propres au
probléme qui font accepter ou rejeter une solution. En particulier, les conditions
algorithmiques spéciales qui conduisent aux intégrales singuliéres doivent étre la
traduction de certaines conditions propres au probléme dont il s’agit ; si ces con-
ditions n’existent pas, les solutions singuliéres de I'équation, en tant qu’équation
purement algorithmique, n’ont aucune interprétation, et I'intégrale générale existe
seule, puisqu’elle n'exige aucune condition algorithmique spéciale. .

~ Dans les équations différentielles, il n’y a qu'une seule intégrale générale, celle
qui correspond aux seules constantes arbitraires; toutes les autres, exigeant une
ou plusieurs conditions algorithmiques spéciales, sont comprises sous le nom
d'intégrales singuliéres. Ces conditions n'excluent pas ordinairement les con-
stantes arbitraires des relations algorithmiques qui les expriment, bien que I'on

ait énoncé quelquefois le contraire; l'exemple que nous traitons montre que, si
'on considére I'équation primitive (s), on ne peut éliminer la constante arbi-
traire entre cette équation et sa dérivée, sans éliminer en méme temps une fone-
tion; cette fonction se trouve &tre ainsi une fonction singuliére.

En un mot, il ne faut donner & une équation différentielle que la signification
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Si I'on considére les équations primitives singuliéres comme ne de-
vant pas contenir de constantes arbitraires, on fait une restriction qui
ne doit pasavoir lieu ordinairement, ou une confusion entre 1'équation
primitive générale et les équations primitives singuliéres, car exis-
tence de celles-ci ne dépend que de la possibilité de I'élimination de
“certaines fonctions qui sont quelconques, si Fon considére les équa-
tions différentielles en général; ces fonctions quelconques contiennent
évidemment des constantes qui peuvent, de cette mnaniére, se retrouver
dans les équations primitives singuliéres. L’équation (¢) en est un
exemple.

Dans le probléme que nous examinons, pulsqu il n’existe aucune
condition spéciale, la solution qui convient est celle que nous avons
obtenue par la méthode de Wronski.

l.a méthode ordinaire, qui consiste 4 déduire les intégrales singu-
liéres de I'intégrale générale, pourrait conduire & la relation qui donne
la solution singuliére; mais, ici, nous ne connaissons l'intégrale géné-
rale que sous la forme résolue y = f(x), et f() est un développement
qui se préte difficilement & une comparaison avec I'intégrale singu-
liére trouvée.

Remarquons encore que 'intégration ordinaire d’une équation dif-
férentielle conduit & une équation primitive qu'il faut ensuite ré-.
soudre : ce sont la deux problémes dont on ne peut pas toujours
obtenir la solution. La méthode de Wronski a cela d’avantageux
qu’elle donne I'équation primitive toute résolue, et, comme elle donne
aussi 'expression d’une fonction quelconque F(y) de I'inconnue, on
voit que 'on peut mettre encore I'équation primitive sous un nombre
indéfini de formes différentes.

Profitons de la solution singuliére (s) pour appliquer les formules
que nous avons données dans la digression sur les séries, de (t) & ()

 («B)-

propre au probléme qu'elle représente; cette signification est nécessaire et les
autres interprétations qu'on pourrait en donner sont contingentes; cette distinc-
lion, tout évidente, justifie ce que nous venons de dire. I en résulte que les inter-
prétations géométriques des intégrales, telles qu'on les produit ordinairement, ont
un simple caractére de contingence, & moins que les problémes traités ne se rat~
tachent spécialement a des questions de Géométrie.




METHODES GENERALES EN MATHEMATIQUES, 137

.- Commencons par calculer l'intégrale singuliére par la formule de
Maclaurin : nous avons .

y=-—p
y'==p
(aa) Y= - ' P
p

(nx+y —b-+c)y,

[(rx+ 2y —b+e)y + ny],
[(nw+9y b+c)y’' + 2ny' + 2y"],
[(n® + 2y — b+ ¢)y”+ 30y + 6¥'y" ],

%
!

puis, en faisant x =0, y = b et mettant pour les coefficients leurs
valeurs numériques, il vient

Yo==—0,6,

- ¥, =+ 0,009,
Yo=— 0,0000675,
Y4 =+ 0,000074925.

I.a formule de Maclaurin donne alors

(ab) g.y':llo-—'.’1).0,6+$2.0,00[|5—-_m3.0;000[125

+*.0,000003121875 — ...

el pour 2 = 5 la valeur de y est

y= 4o
-3

37,0000
+ 031125
(ac) ' 37,1125000
— 0,0140625
37,0984375
+ 0,0019511
37,1003886

Journ. de Math. (3¢ série), tome VIIL — AvRiL 188a. 18
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Transformons la série (ab) par les formules (1) & (x); cette série,
identifiée avec la série (t), pour a = o, savoir

(ad) ‘y=ﬂo+wg|+w2az+xsla+un

sera transformée en une autre série équivalente de la forme (¢,

. ' 2 2/ o \3
() y=heh i () ()

"n4z \n+a

dans laquelle n est une quantité arbitraire, et, d’aprés (z), ou a les
relations

[ A, =nA,,
A,=nA,+nA,,
('“fl)” ‘A, =nA + 202 R, + 1" A,
"Asz nA,+3r* X, +3n" Ay + A,y

......................................

1l reste a déterminer une valeur de n telle\que la série, transforméce
ainsi, soit plus éonwergente que la série proposée- (ab).

1l est facile de voir que la valeur de # la plus convenable est com-
prise entre 10 et 100, et le maximum de convergence a lieu a peu
prés pour n = 6o. On a en effet, d’aprés (ad)", pour n = Go

A, =—36=-— 36,

A,=—306+ |6,2Q = — 19,80,

Ay=—306 + 32,40 — 24,30 = 27,90, )
A,= — 36+ 48,60 — 72,00 + 40,46 = — 19,84.

) . "

~ I , s ' . .
Pour x = 5, —— = —, la série transformée est ainst
_ n+x 13 :

, L 36 19,80 27,90 19,84
(ab) ) -40—_1_3_ 169~ 2197 28561
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ce qui donne
[ y= 40,00000
— 2,76923
37,23077
— 0,11716
(acy { 37,1361
— 0,0[270
37,10091
— 0,00000)

37,10022

Pratiquement, il vaudrait mieux prendre » = 50 pour simplifier les

calculs; on aurait
y = 37,10029.

On voit, d’aprés cela, que le développement de Maclaurin (ab),
dans le cas actuel, n'est pas éloigné du maximum de convergence.
Calculons maintenant I'expression (s) qui contient une intégrale
définie, ' '
x
(ae) f e.—;—]mx’-l—p(b-—(-)x (l'x.

“o

En désignant l'exposant par P, la formule de Maclaurin’ donne,
pour z =5,

o ' =3 53
j ede=>5+ ;0—20,045-1—

E 5% y o
_ = 0,000030375
(.2.30’00“25 1.2.3.4(’0 /

— T;'Jg_(rﬁ 0,00000440437 + ...
(af) [ e’dx = 5 + 0,5625 + 0,0234375 — 0,0007910 — 0,0001147
= 5,5850318.

ILa formule de Bernoulli,

f/(x)dx = const + ?f(w) - -l“f%f’(m) dnn,
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est ici plus convergente; elle donne, avee six décimales exacles,

Y
(af) f e’ dx = 5,585000,

par suite,
8
1-+ 0,00 [ ¢"dx =1,33510057,
Yo
et I'expression (s) devient

1,23831

(ag) -y"_*‘/'om = 37,10003

telle est la valeur de l'inconnue avec quatre décimales exactes.
Effectuons maintenant le méme calcul au moyen des formules («z)
¢t (af3) de la méthode primordiale, savoir :

5 F(#) = F(a) + F'(a) [; + (% —a) ﬂ,(—(fv))] (@ — a)

(ak) l - (z—a\® (.zt—a A
L +\=a3("+x> ‘+"-‘4 ”+.Z‘> +...,

\

les coefficients E, calculés d’aprés («f3), sont
CF@F 1
=(n+a)” _;—[—F’((a))] -—-gF (a)],

\ ([F(a)P | 3F(a)F"(a) 5 . .
(n+a)t T i F@r T TP —ZI* (a)] + 3z,

RyY{ -
(a ) l[[:'l/(a)]s -‘-.[:Fll(a)]éF///(a)_‘_ 1 [F"(a)]p

-t
=y

Ixy

I

4

5 = 5 LS L4
E,=(n+a) 3 [Fa)f  [F(2) 4 F(a)
I F”(a)F"(a) 3 . v - . .
| + 5 — 5 (@) ] 45— 0,
Faisons
F(w):/ e"clx,

avec x = Seta = o, il vient

f"’e‘»dx = 5,50625 + 0,00063757" <n is)s

]

(ai) -+ (0,00191 257" — 0,000001266n") (=5 )

3 3 . 5 5 NS .
+ (— 0,0038250n® — 0,000005064 n* — o,ooooooo§b7n )( m) “+ .
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Il reste & déterminer la valeur de » la plus convenable; et I'on aper-
coit aisément que » doit étre compris entre 100 et 1000. Il est méme
indifférent de prendre 'un ou 'autre nombre, car la variation de la con-
vergence est trés faible, dans cet intervalle, pour les autres valeursde n.

En fait, ces deux valeurs conduisent au méme résultat i 5555 preés.

Pour Pour
= 100. n = 1000.
] s '
f edx = 5,506250 f fdr = 5,506250
° + 0,068837 ’ + 0,078503
~ 5,575087 5,584753
(ai) + 0,009183 + 0,000396
5,584270 5,585149
+ 0,000723 — 0,000115
i 5,584993 5,585034

Nous obtenons ainsi la méme approximation qu’avec la formule de
Maclaurin, bien que celle-ci contienne un terme de plus. Cependant
la formule de Wronski a exigé un calcul plus compliqué; il ressort de
la que son emploi n’est réellement avantageux que lorsque I'on peut
négliger la série complémentaire. Daus ce cas, le calcul devient trés
rapide ('). -

Supposons que |'on connaisse la valeur de I'intégrale pour x = 4,5,
sachant que

deP )
<£>5 = 0,0405(e");,

(') On remarquerait méme que souvent la série complémentaire est d’autant
moins convergente que le progrés, donnant la génération de la fonction. repré-
sente mieux cette fonction; aussi Wronski indique-t-il comme avantageux I’em-
ploi de la génération neutre. Il dit (Réforme, t.1, p. Ixxiij) : « Avec les quantités
Ay, Ay, A, ... (quantités qui sont les coefficients du développement de la fonc-
tion et qui comprennent a la fois les premiers termes et ceux de la série com-
plémentaire), les ordres supérieurs de la génération neutre donneront, pour la
fonction problématique F(z), ..., une détermination trés générale, et, comme
telle, de beaucoup supérieure a celle.... que nous avons obtenue par I'application
immédiate de la méthode primordiale. »
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on en déduit la suivante, pour x =5,

8
() .fse"da; = f‘ e"dx + (€"),4(t + 0,25.0,0405)0,5
aj o A » |
= §,97212 + 1,21333. 1,010125.0,5 = 5,584931,

valeur exacte a {55 pres. :
La formule de Taylor conduit & un calcul plus long; on a

d P
(ze;>= 0,042975 (€" )i

d2eP
(ﬁ);sz 0’001756 (ep)b,s’

",

. X} [ X
P — ’ P PyeS » 0,25 / 4 0,[25 )
) S/o e’dx —fo ¢ dx + (e") <o,a + == 0,042975 + —% 0,00175())

= 4,97212 + 1,21333.0,5054084 = 5,585350,

valeur exacte & 3o pres.

Nous venons d'indiquer 'usage du premier progrés de la méthode
primordiale; on pourrait de la méme maniére faire 'application du
second et du troisiéme progrés, qui ont été donnés dans le Tome T de
la Réforme, et le Supplément a U Epttre & I Empereur de Russie, ou dans
le troisitme Volume de I'Encyclopédie mathématique de Montferrier;
les expressions sont alors de plus en plus compliquéés, mais on peut
trouver avantage, dans certains cas, a les utiliser; de méme, par une
certaine combinaison du premier et du second progrés, on pourrait

“intégrer I'équation différentielle qui nous a servi d’exemple (voir la
Réforme, t. 1, p. 352).

Néanmoins, le premier progrés, 4 cause de la simplicité de son
expression, sera souvent d’une application avantageuse. Wronski
donne, au moyen de cette formule, un exemple de calcul de loga-
rithmes a4 10 décimales; il a d’ailleurs construit, ainsi, des Tables
disposées sous forme de canons (').

(') Les canons & 7 décimales contiennent environ 1000 nombres; le premier
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Mais 12 ne se borne pas I'application du premier progrés-de la mé-
thode primordiale : nous pensons qu'il devra servir encore utilement
au calcul des Tables de sinus du second et du troisiéme ordre; ces
Tables seront nécessaires le jour o I'on voudra appliquer les méthodes
d’intégration de Wronski, et principalement la méthode secondaire
systématique. Si 'on songe a la complication et 4 I'étendue des Tables
i double entrée des fonctions elliptiques, ou autres fonctions analo-
gues, on se convaincra facilement que les Tables des sinus devront étre
exécutées avec beaucoup plus de rapidité; elles seront trés pratiques
et d'un usage général, tandis que les premleres ne seront que d’un
usage restreint, :

Nous avons préparé des Tables de sinus de telle sorte que les calculs
puissent étre exécutés immédiatement quand il sera nécessaire. Ajou-
tons que nous avons été précédé dans ce travail par M. Yvon Vil-
larceau. Ce géométre, au moyen de formules qui lui sont propres, a
calculé, avec 12 décimales exactes, une suite de sinus du deuxiéme et
du troisiéme ordre, formant ainsi un cadre pour des Tables plus éten-
dues.

INTEGRATION DES EQUATIONS AUX DIFFERENCES FINIES NE CONTENANT
QU UNE VARIABLE INDEPENDANTE.

Observation. — Avant de continuer I'exposition des méthodes d'in-
tégration, nous devons indiquer I'ordre que nous allons suivre.

On sait, d’aprés ce qui précédé, que Fintégration des équations
linéaires a coefficients constants joue un role imporiant dans les mé-
thodes de Wronski. L’intégration des équations différentielles de cette

logarithme est celui de 100000, et les suivants ceux de‘100125, 100205, eLc.,
nombres qui s’obtiennent alors avec la plus grande facilité.

Dans le systéme de logarithmes a 7 décimales dont la base est 2, le canon a  les
dimensions de 305°® sur 225¢; il est formé de deux Tableaux correspondant aux
deux parties dont est composée la portion décimale d’un logarithme. Ce canon a
une étendue triple de celle des Tables ordinaires, et 'addition des deux parties
du logarithme demande moins de temps que celui que I'on met a feuilleter la
Table.-Un canon de logarithmes vulgaires contient une partie de plus.
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espéce, dans le cas d’une seule variable indépendante, est assez connue
pour que n’ayons eu besoin que d'en rappeler les formules ; mais pour
les autres ¢ quations, les solutions, quoique données depuis’ longtemps,v
ne se trouvant pas dans les Ouvrages classlques, nous serons obhge
de les traiter d’une facon particuliére et méme plus compléte qu’on ne
I'a fait jusqu'ici. D'un autre coté, nous ne pourrions, sans perdre de
vue la méthode de Wronski, donner de suite tout ce qui concerne
I mtégratlon des équations linéaires a coefficients constants, c’est pour-
quoi nous ne présenterons ici que ce qui est absolument nécessaire &
la méthode, en indiquant toutefois comment on pourrait vérifier ou
démontrer certaines formules dont il sera fait usage.

~ Désirant pousser les calculs jusqu’au point ou il ne reste plus qu'a
effectuer des opérations indiquées bien explicitement, nous entrerons
de suite dans le détail des transformations relatives aux racines.des
équations caractéristiques. Nous avons reconnu que, en général, la
transformation doit étre faite au moyen de fonctions symétriques, et
que les transformations faites au moyen de sinus d’ordre quelconque,
ou méme par d'autres procédés, ne sont que des transformations
particuliéres; nous avons étudié le systéme complet de ces transfor-
mations et nous donnons ici, outre les formules d’intégration par les
fonctions symétriques, la formule d'intégration des équations différen-
tielles linéaires 4 coefficients constants, au moyen de sinus d'ordres
supérieurs. Quant aux fonctions symétriques, nous n'avons fait que
compléter et étendre le moyen indiqué par Wronski dans sa Critique
des fonctions genératrices, ce géométre s'étant lui-méme visiblement
inspiré des travaux de Laplace. Néanmoins, nous sommes convaincu
que Wronski avait achevé les calculs que nous avons dt rétablir nous-
méme, ,

Nous réservons pour une Note spéciale, qui paraitra dés que le sujet
présent sera achevé, les questions que nous ne pouvons & présent traiter
'une maniére suffisante. Cette Note comprendra des notions sur les
agrégats et sur leur emploi; ces sommes seront pour nous d'un usage
aussi- fréquent que celui des déterminants. Nous donnerons les for-
mules de différentiation de fonctions de plusieurs variables, puis nous
~reviendrons sur l'intégration des équations linéaires i coefficients
constants, et nous reprendrons, pour ce qu'il nous importe de con-
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éorie des fonctions symétriques pour en faire I apphcatlon
aux sinus.des ordres supérieurs. '

L'étude de ces questions découle tout naturellement de la loi su-
préme de Wronski; d'aprés cela, nous aurions dit commencer par soir
exposition, mais les sujets que nous traiterons auparavant formeront
une introduction trés utile pour Pintelligence compléte de cette loi
remarquable. Nous pouvons dire qu’elle a été I'objet de notre pre-
miére étude; c’est ce qui nous a permis d’entreprendre avec fruit le
rétablissement des diverses méthodes d'intégration sur lesquelles.
Wronski ne nous a laissé que de simples indications.

Equations aux différences finies. — Considérons une équation qui con-
tient une fonction inconnue y d'une variable indépendante x, ainsi:
que les différences des quantités et y ne dépassant pas 'ordre p.; soit

¢(y)=o0

cette équation. Pour effectuer I'intégration, il faut trouver une expres-
sion de la fonction inconnue y qui rende identique I'équation pro-
posée.

Nous avons vu que'l’expressiou (22) (*) remplit cette condition, et
qu’il est méme nécessaire de lui substituer lexpressnon plus génerale
(22), savoir :

dF(«)
F(y)=F(w) —9(w) L)
Y= ¥ (d(p(w)) :
drx _
do(w)\ (d*F (w) dio(w)\ [ dF (w)
(5 (%) - () (5
{?(W)] do(w)\? -
(%)
w est ici une fonction arbitraire, qui néanmoins doit se rapprocher le
plus possible de la fonction inconnue y, et F(y) est une fonction quel-

conque mais donnée de y; cette fonction peut étre une dlfference ou
une denvee dela quantlté cherchée

-+

1
2

(*y Voir le n® deé janvier 1882.
Journ, de Math, (3¢ série), tome VIil, — Mar 1882, : 19
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Sans reprendre les considérations que nous -avons présentées a
propos des équations différentielles, considérations qui se reproduisent
ici, nous rappellerons que I'on doit former an moyen de 1'équation
donnée, en y introduisant une quantité arbitraire », une équation
transformée

y.(,y, m) = 03

de la sorte, pour @ =1, on reproduil I'équation proposée, qui sc
trouve ainsi écrite :

o(y, 1)=o,

et pour » = o, on obtient I'équation réduite

¢(y,0) =o.

Cette équation donne une premiére valeur de l'inconnue que nous
avons désignée sous le nom de valeur fondamentale et que nous avons
dénotée par w.

L’équation réduite peut toujours étre une équation aux différences
finies & coefficients constants intégrable par des moyens connus : la va-
leur fondamentale ainsi obtenue conduit & T'intégrale générale de 1’é-
quation proposée; il est clair que I'on peut former autrement I'équa-
tion réduite,

’

Calcul de Uinconnue. — 1l reste maintenant 4 donner le détail des
calculs que nous venons d’indiquer. Pour cela, mettons I'équation pro-
posée, par hypothése d’ordre g, sous la forme

(28) AfyTL, + A yIL, 4+ Ay H -y = §();

() est une fonction donnée de x, et les coefficients H,, I, ..., H,
peuvent étre des fonctions de « de I'inconnue y et de leurs.-différences
de divers ordres, jusqu’a I'ordre p inclusivement. 1l est ‘évident que
I’équation proposée peut toujours étre mise sous cette forme et méme
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étre écrite de la maniére suivante, -
(28) 3, A% 1, — y(x) =0 ('),

en convenant de faire varier I'indice ¢ de zéro & p.

Considérons les variations de I'inconnue ¥, ouméme de F(y), cor-
respondant & des valeurs de la variable @, comprises entre deux limites
quelconques déterminées p et ¢; soit « la valeur de « correspondant &
une valeur moyenne £ de y dans les limites considérées (nous avons
déja précisé le sens que Wronski attache a cette expression. de valeurs
moyennes), et supposons ces deux valeurs a et 8 provisoirement
connues. Si nous remplacons dans le coefficient général H, les quan-
tités x, y etleurs différences par leurs valeurs moyennes, nous obtien-
drons une quantité A, qui sera le coefficient général de I'équation ré-
duite; nous pouvons alorsintroduire la quantité arbitraire » de maniére
a obtenir I'équation transformée

: . H.\¢
(209) 2‘.9A"yh,,</';> —¢(x)=o.

Pour v =1, cette équation donne I'équation proposée (28), et pour
» = o elle donne I'équation réduite

(30) 2, A%wh,— § ()= o,

en changeant y en w d’'aprés les notations adoptées, Maintenant, si
nous désignons par m,, m,, ..., m, les u racines de I'équation carac-
téristique

(31) hymt by = 4.+ hy= o0,

comme on le sait, on a pour la valeur fondamentale, en dénotant par

(*) Nous avons fait plus haut usage d'une notation différente pour indiquer la
maniére dont les termes varient dans la somme 2; & I'avenir, nous nous confor-
merons 2 la notation de Wronski; l'indice joint & la lettre 2 indique la limite su-
périeure de l'indice variable o.
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la différence Ax,

@

(32)  w=3% +mﬁ[M;+ N2 (@) (557) |

N, a pour valeur

. I . .

( 32 )’ No= Dy (1 ) (Mg— ney) (1g=—Dy). . (1Hg— Mgy ) (1= Mg.()eee(Pe—NN, ) '
M, est l'une des p constantes arbitraires, et la somme entre crochets
est une somme mdeﬁme prlse par rapport a l’accrmssement u, tandis
_ que la somme X 3, se compose de |+ termes en faisant varier l'indice ¢
der ap.

On peut, dans certains cas, trouver utile d’introduire une fonction
arbitraire dans I'équation transformée, ainsi que nous I'avons déja fait
dans le cas des équations différentielles ; la plus simple de ces fonc-

tions est
i

s(r+r)e,

s et r étant deux constantes a déterminer, de sorte que l'équation
‘transformée sera

: H,\© .
(33) EuA“y/z.,(W) — (@)~ (1 -vco)s(l +r)i=
et I'équation réduite devient
(34) 2 AQth-*q:(x)—s([_{_r)%:o_

*

Dé cette maniére, en supposant nulle la fonction ¢ (=) et en négli-
geant les constantes, on a -

— L u 14 M,
v35 W= 2 1+ m,) NE(»—-—H_”%) s(r+r) ZN"%-—'

Aﬁn de pouvou‘ apphquer maintenant la fox‘mule (22), 1l reste & cal-
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culer les différences et les dérivées de I'expression (32); on aura

36) aw=Y (e mfi{mms % Y abio) () |

puis -

(36 T = 3, (1+-maf ["‘”’"”)M =l

et enfin
IR x
‘ dv 2”(' + mg)"

(36)" 1 ” . ; ..
J l—\—m,, - damy O\
= [ M+ N }‘ dm' <1+m,> j

Ces formules ne peuvent étre utilisées que si toultes les racines de
I’équation caractéristique sont réelles, car autrement, s'il existe des
racines imaginaires, il se trouvera dans les expressions précédentes des
parties imaginaires qu’il faudra grouper convenablement afin d'ob-
tenir des valeurs réelles de w. Ces transformations, bien connues dans
le cas d’équations différentielles, le sont moins quand il s’agit d’équa—
tions contenant des différences: aussi nous allons les reprendre rapi-
dement,

Transformations relatives aux quantite's imaginaircs. — Le principe
qui va nous servir de point de départ consiste i substituer dans I'ex-
pression fondamentale (3a), aux racines de l’équation caractéristique,
des fonctions symétriques de ces racines; cette maniére d’opérer aura
I'avantage d’éviter la résolution d’une équation algébrique.

Posons

(37) n=14+m et 'l-l;_—..;,

r equatlon caraclemstxque sera remplacee par I'équation suivante, dont
Ies racines sont m,, m,, ..., augmentées de l'unité,

(38) ’ B 'lcpn“!-i-'k‘&_.n*‘—‘+.'..+lc.,=o.
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en faisant
Che—h by — by (— 1R =k,

hy—ahy+ 3hy—...(— O By =4,

(p—1)

38Y
( ) | ht_p—‘ 3’l3+.-.+(— l)kzy""—.?‘——lly.:k;y

Cette équation caractéfistique (38) correspond a I'équation
(39) k(@ + pu) + k- flw 4+ (. — Du] ...+ ko f(2) = (),

si I’'on pose

Si@)=w.

Wronski, dans sa Critique des fonctions génératrices, part de cette
équation pour effectuer 'intégration de toutes les équations linéaires a
coefficients constants; I'équation (39) donne, si 'on appelle w, la so-
lution sans constantes arbitraires,

o) wi= G (=N Xt ()

en faisant

plp—1)

(40Y. N=o(rn;...nt)=(—1) * I(nrs) [ (ns—ny);

11 indique le produit des quantités entre parenthéses, et I'ordre des
indices v est I'ordre numérique, comme nous l'avons déja indiqué pour
(32)'; de plus, N, est un des déterminants mineurs de N ordonné par

rapport aux puissances . des racines, ce qui donne

" : N, (=t (—q)!
(40) N = " n,. I(n,— n)

Si §() est nul, la somme indéfinie pour une valeur particuliére de 5
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se réduit & une constante arbitraire; en ajoutant cette derniére so-
lution & la solution (40), on retrouverait la solution (33).
L’expression (40) s'établit directement ; on peut aussi vérifier faci-

lement qu’elle satisfait 4 'équation (3»9) Cette expression développée
donne

—_— - ' \'l -
w, =" ;:A Zy(w—%ru)l_\; no - 2n"—l- (=R

@

et comme, d’aprés un théoréme que nous avons énoncé (1} jan-
vier 1881) on a, pour p positif ou négatif,

1,1 p—1 ) ue+p
®(nini.. et ink )’

(4) R (p)= St

il vient, en faisant — g = + u. — p et prenant : et p négatifs,

(42) = - Y @+ ou)R(~g);

3 est une somme indéfinie dans laquelle ¢ varie de zéro a + = , et les
fonctions X sont ici des fonctions aleph négatives.

Il reste a tenir comple des constantes arbitraires, c'est-a~dire de
I'expression

(43) wy=Mn| + M,n’, +...+ Myn;,

qui est aussi comprise dans I'expression (32). D’aprés l'origine des
constantes, ainsi que nous venons dc le dire et d’aprés leurs valéurs

arbitraires, nous devons ecrlre le second membre de (43) sous la
forme

N(A) 9) N
f, n ~ 4 L C
(44) . N O o RO R ol N
en désignant par N le déterminant de (4o), et par N¥, N®, ... des

fonctions de n,, ny, ..., n, telle que l'expression totale soit une
fonction symétrique de ces quantités; de la sorte,.si I'on représente

par Z, D'expression (44) et par P, une nouvelle constante arbitraire,
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P,Z, est unc valeur particulié¢re de (43); par suite, Py, Py, ..., Py, Z,,
Zy, ..., 7, étant p constantes et p. fonctions analogues 4 (44), on pent
écrire (43) de la maniére suivante : :

43y . 7 wy=P L, +PL,+...+PZ,.
11 est évident que, si 'on pose '
(45)  A'=Z,+ e+ m2Ly ... 40T,

en donnant a n successivement les p. valeurs qui satisfont 4 'équa-
tion (38), on obtient p. équations linéaires, lesquelles, par leur réso-
lution, donnent pour 1'une des fonctions Z,,

1,2 L+ n
®(nini...n; ...nm).
N

(46) L=

Le second membre développé par rapport & n}, nj, ... est bien de la
forme (44), et les quantités Z sont, de cette maniére, des fonctions
symétriques des racines de (38). D'aprés un théoréme sur les fonc-
tions aleph, que nous démontrerons plus tard [le théoréme (41) n’en
est qu'un cas particulier], on a

( ®(nlnd.. 0§ .0t
- (46) N

by =R(E—p+1)k
+R(C—p+2)b 4.+ RE=2F 1)k,

N ayant toujours la valeur (40)
Donc, d’aprés (46) et (46), on peut écrire (43)

Wﬁk!l-:' (P‘k‘ +:P2k2+~ . Pp‘/l.p‘)x(c ot p- -+ ])
+(Ply +Pobs 4. 4+ Pp A R(E— p+2) +...+ P ER(E),
ou, en représentant par Q,, Q,, ... les nouvelles constantes; on a

(67) Wby =QR(E — p 1)+ QuR(E = o+ 2) o+ QuN(E)3

par suite, la solution compléte. de I'équation linéaire i coefficients
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constants (30) peut s’écrire, en réunissant les deux quantités w, et w,,

(42) et (47),
(48) w=7z3 Q(5—p+o)+ Y @+au)R(—q)

La premiére somme se compose de . termes, la seconde est une
somme indéfinie, et I'expression entiére ne contient que des fonctions
symétriques des racines de I'équation (38), et par conséquent de
I’équation caractéristique (31). .

Nous sommes obligé de passer rapidement sur ce qui précéde : une
exposition compléte exigerait des développements que nous réservons
pour une Note spéciale. Nous ajouterons cependant quelques re-
marques.

Les transformations précédentes supposent essentiellement que les
racines de I'équation caractéristique soient toutes différentes; il fau-
drait modifier ces transformations dans le cas des racines égales.

Les propositions (41) et (46) peuvent se démontrer de plusieurs
maniéres; la premiére peut étre considérée comme un corollaire de la
relation (de)’ que Wronski donne dans I'Introduction a la philosophie
des Matheématiques, p. 144; (46) peut aussi s’en déduire. Quant au
calcul des fonctions ¥, Wronski donne le moyen de les calculer dans
le Tome 11T de la Réforme, p. 28 a 31; nous indiquerons les diverses
formes que I'on peut donner aux expressions de ces fonctions. Pour+
I'instant, il suffit d’'indiquer les suivantes; on a la relation générale des
fonctions N positives ou négatives, c'est-a-dire quel que soit le nombre
entier p, en considérant les racines d’'une équation algébrique; (31)

par exemple, est

(49) AuR(p)+ hy-R(p—1) + Ay sR(p —2) +... 4 hyR(p —p) = 0;
de plus, en se reportant 4 la relation (41), on trouve les valeurs par-
ticuliéres

(49)1 x(o): 1, ﬂ(—- I):O, x(—-2)=0, ...,‘ x(—p.—l— I):o; .

la relation (49) permet donc de calculer une fonction quelconque ¥ (p)
ou 8(— p), en tenant compte des valeurs particuliéres (49).
Journ, de Math, (3¢ série), tome VIII, — Mar 1882, 20
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Les transformations que nous venons de donner s’appliquent direc-
tement aux équations aux différences ou aux dérivées partielles
linéaires et 4 coefficients constants, comme nous le montrerons; on
pourrait aussi les appliquer aux équations différentielles ordinaires, au
lieu d'employer des sinus pour faire disparaitre les imaginaires, selon
I'usage.

11 est inutile de donmer ici ces formules : on ne trouverait aucun in-
térét & les employer, car, les transformations par les fonctions symé-
triques devant nécessairement conduire 4 des fonctions transcendantes,
on ne pourrait obtenir que des expressions sans forme indéfinie,
tandis que les sinus dont on posséde des tables peuvent toujours étre
utilisés et facilitent considérablement les calculs.

Dans le cas d’équations qui contiennent des différences, équations
linéaires a coefficients constants, on pourrait encore grouper deux a
deux les racines imaginaires de I'équation caractéristique, au lieu de
faire usage de I’expression (48); mais ici I'avantage que nous venons
de signaler pour les sinus n’existe plus; néanmoins, suivant les cas, il
faudra choisir entre le groupement desracines et la transformation preé-
cédente. ) ‘

Au reste, le groupement des racines imaginaires deux a deux n’est
qu'un groupement particulier; M. Yvon Villarceau a montré, dans le
cas d’équations différentielles, comment devaient intervenir les sinus
des ordres supérieurs dans le groupement d’'un nombre quelconque de
racines. Depuis la publication du Mémoire de ce géométre, bien que
des travaux aient été faits sur la question, xious n’avons pas connais-
sance que I'on ait donné la solution générale de ce probléme; pour
cette raison, nous croyons pouvoir l'indiquer ici. A cet effet, les ra-
cines de I'équation caractéristique (1) doivent étre mises sous la
forme.

(50) | m=a,+a,p+a,p+. ..+ a, M,

p étant I'une des racines p'"® de I'unité positive, et a,, a,, ..., a,,,
1 quantités qui sont les mémes pour les . racines de la caractéristique.
On sait former ces quantités a pour I'équation du troisiéme degré, et
Wronski a donné leur formation pour les degrés supérieurs; ces quan-
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tités sont toutes réelles, quand les p racines sont imaginaires. Pour
transformer 1'expression (17)', il suffit maintenant d'introduire les ex-
pressions de chacune des racines sous la forme (50) dans les détermi-

nants, N, N, N,, .... Sans tenir compte des constantes arbitraires, (17)’
est

(51) Wy = (:%;)N"‘i Zy‘(‘_ ')o..fNaem,qu‘(m)e-m,xdx.

Cette somme est composée de p. termes; elle s’obtient en faisant va-
rier l'indice ¢ de 1 4 p. Les déterminants N, N,, N,, ... sont formés
comme ceux de (4o) el (40)", au produit prés des racines.

En effectuant les calculs, on trouve

{ . (—— l)l"’“ et

(52) =<y 3 (—1F®[B .. .BY™,]

XET[(“ YA f 4 () e“’o"‘A',.de ;

3, est la somme de tous les termes qui différent par la valeur de o,
¢ variant de 1 & g — 1, et 2; est la somme de tous ceux qui différent
par la valeur de 7, z variant de zéro & p.— 1; les indices t et 7’ sont
liés par la condition v

(52) T+7=1Ip—0,

équation indéterminée qu'il faut résoudre en nombres entiers positifs.
De plus, on a

(53) A=A, [(—1)*S, a,x S, a.x.. S Bp-1 )5
avec la condition
83y - IPi+ 2P+ + (= 1) Py = g+ 13

g est un nombre entier, et les indices p,, p,, ... peuvent étre ensemble
ou séparément o, 1, 2, ..., (u—1); §, est le p*“® sinus d’ordre
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(p—1) ('); d’aprés cette notation, S, ou S, représente le cosinus, et
dans le cas présent les sinus sont du genre elljptique quand I'indice
de a, dont ils sont fonctions, est impair, et du genre hyperbolique
quand cet indice est pair. Les quantités A’ sont les mémes que les
quantités A, sauf qu'il faut y changer le signe de . Nous avons déja
indiqué la formation des agrégats ; nous ne nous y arrétons pas. Enfin
on a encore

A Pt
ay.ay'.ay...aM

(54) B‘(’\)z 17.I|Agr [(_ l)‘!’- R TARTADTA 1“]’

les indices p devant satisfaire en nombres entiers positifs aux condi-
tions
(5,), {po+pg+P2+ -.+pp,-|:)\,

4

1P+ 2P 4.+ (W —1)py. = U+ o.

Si la fonction ¢( r) est nulle, 'expression (52) devient
(55) W._,: zp,(A'cMr)y

M. étant une des p. constantes arbitraires, et T variant de 1 4 p.

Ces expressions ne sonl, en réalité, que I'indication des calculs &
effectuer; on peut facilement le vérifier sur I'équation du troisiéme
degré. Soit ainsi = 3; ona

® BBy = a,(a}+ 2a,a,) — a,( - a}+ 2a,a,);

pour =1,

®[B,"] =a,;
pour ¢ = 2,

®[B"]=a,

(*) Nous aurions voulu conserver la notation des sinus adoptée par M. Yvon
Villarceau, mais Wronski ayant en partie fait usage de la méme notation pour
représenter d’autres fonctions, nous avons cru devoir désigner les sinus par la
letire majuscule S, avec un indice convenable. Nous représentons ensuite les
sinus du genre elliptique par la lettre de ronde §, et les sinus du genre hyperbo-
lique par la lettre gothique 5. Les cosinus sont alors 8, 8y, §, ou S, 8,, $,, ou
encare C, €, €, quand il devient nécessaire de les distinguer des sinus.
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La relation*(52)" donne

1° c=1{t=1, =0, t=o,
t=2, t=2, =1,
t=0, =2, t=o0,
2° ¢=2(r=1, =1, t=o,

<
|
»
-
i
e
A
fl
2

Enfin, pour les divers indices 7, (53) donne

Aﬂ = Soa‘ r$oa-_)w -+ 8|a4 x$|a2"r + 82a|w$2a2m,
A =§,0,28.0,2 + S,a,x8,a.7v + $;a,28,a,z,
A=8a,28 a2+ S‘a.x&_,az:v -+ Szaaw$0a2x5

pour l'indice 7', il faut changer 2 en — ; d’aprés la remarque que
nous avons faite, le premier sinus dans chaque terme est du genre
elliptique et le second est du genre hyperbolique. Le reste du calcul
s’achéverait sans difficulté.

Les calculs a effectuer directement comme vérification, dans le cas
de I'équation du troisiéme degré, sont identiques a ceux qui condui-
sent 4 l'expression (52); pour cette raison, il est inutile d'insister
davantage : ils se réduisent en définitive & des transformations de
déterminants. Disons cependant que ces calculs portent en partie sur
des fonctions symétriques des racines de 'unité, de la forme

Ser..-

Ces fonctions se rencontrent constamment quand on veut établir la
théorie des sinus d’'un ordre p. : aussi avons-nous déterminé I'expres-
sion générale de ces fonctions; néanmoins elle n’est pas indispensable
ici. Cette expression, insérée dans les Comptes rendus des séances de
U Académie des Sciences, n® 22, du 3o mai 1881, peut étre obtenue de
plusieurs maniéres; nous sommes méme parvenu a I'expression de la
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fonction symétrique plus générale dans laquelle p,, p,, ... représen-
tent les racines d’'une équation algébrique quelconque. On n'ignore
pas que les géométres, depuis plus d’un siécle, ont inutilement cherché
la solution de ce probléme, et qu’ils ont di1 alors se borner a calculer
des tables de coefficients. Nous pourrons donner plus tard cette solu-
tion & titre de curiosité, car 1’énoncé du probléme dont il s’agit
n’est pas conforme au véritable objet de la théorie des fonctions
symétriques ; par cette solution, on aura une fois de plus la preuve
que les principes de Wronski permettent de résoudre les questions ré-
putées les plus difficiles. '

Pour en revenir & 'expression (48), il nous reste 4 calculer ses dif-
férences et ses dérivées par rapport i la variable x. 1l suffit, dans les
termes qui dépendent de ¢(x), de remplacer cette fonction par la
différence A'¢(x) que 'on considére; il en serait de méme de la dé-
rivée. Dans les termes indépendants de {(), comme on a

Ant=nf(n —1),

on voit que chaque terme donne lieu 2 deux nouveaux termes; pour
la seconde différence on aurait trois termes, et ainsi de suite, tous
ces termes provenant du développement des puissances de n —1.
Enfin, pour les dérivées, comme on rencontre le logarithme de n, on
aurait une suite illimitée de termes de méme espéce que les pré-
cédents. Il convient donc d’aprés cela, pour avoir une certaine uni-
formité dans les expressions que nous voulons obtenir, de transfor-
mer les fonctions N, qui sont formées avec les coefficients £ de
I'équation (38), en fonctions X formées avec les coefficients 4 de
I'équation (31).
On a, en remplacant n par 1 + m,

Bt OO m) @ O(my. it

N N 1 N/
a(c+1) ®(m}...my %)
1.3 N/ -

— y o ®(m}.. .m.°)
(=1 =
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Cette somme indéfinie a ses termes formés au moyen de l'indice v,
qui varie dezéro & + o, et N’ est le déterminant N dans lequel » est
remplacé par m.

L’expression (42) donne ainsi, en faisant — ¢ = — . —a,

(56) w,:,—:;zp[?(w—hau)g(-— )’ :—:—:N(-g—v)]

Passons & la seconde expression; on a, pour la fonction Z, ou son
équivalent, en vertu de (46),

®(ni... n: L. n“:) Qe gt ®(mi. .. mitt ., m“) el
N = J-m T n N + e
+32 " » L1 P
><(D(m}...m§ ...mu)+ +(D(m}...ml+...m:-).
N N

Maintenant, en formant les quantités P,Z,, P,Z,, ... et faisant
leur somme, puis remplagant les rapports de déterminants par les
fonctions N, d’aprés (46) (en tenant compte toutefois de ce que
les coefficients £ doivent étre remplacés par les coefficients A, puisque
I'on substitue les racines m aux racines n), on trouve

§|l--l|-—l

(Pi+ P E R S R I o)

‘“lu‘(v Byt Pohy -t ok P R(1)

+[ L (PyhyPohy o+ Py hy) A+ S BB o+ Pk | 8(2)
-1 1] p—1]—1
[&Nl P h Cl‘vu-ul (P ,‘u—"*‘Ps )"’ +C :p—m (Pl,ll +"'+Pul'(l-)]x(f")+

CCI IP ’lu?{(g)

Faisons, pour abréger,

Q,=P,A + Pyhy+ ... +P,hy,
(57) Q.= P4k2+Pahs+~~+Pp.-—t”m

------------------------------------
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I'expression précédente devient

gel-t

C}A 1~1 -
<P'+' + B e ”,)S(o)q——!m— iN(1)

+ (5 @+ L Q)R0) + o+ T Q)

Faisons encore, pour abréger,

Cv-l— el guro—1i—1
5 ulll Qﬂ' s Qd'— e oLl
( 8) zal-t gr—ti=1

4
RO=P|+P2-I-+P3'I—2|T+-~'+PFTFW1—;

on a définitivement

(59) W, = %ﬂ 3R,N(0).

IR}

3 est ici une intégrale définie dont les limites sont zéro et .
L'expression (59) est générale, car si I'indice de Q, dans (58), est
plus grand que y, ce coefficient est nul d’aprés (57); quant a la fac-
torielle £, elle est nulle si p > ¢, car elle contient le facteur (5 —¢),
c’est-a-dire zéro. Si § <y, la valeur de w, se réduit & R,, 4 cause des
factorielles qui sont nulles; si § est négatif, I'intégrale est évidemment
indéfinie, puisque le développement de (1 -+ m ), qui était limité

pour & positif, devient indéfini pour & négatif.

D’aprés ce qui précéde, on passe facilement aux différences de w,.
En effet, la différence de n* est m.a*; par suite, I'expression de AZ, est

.. mi*"'. c.m*y

. G+ ‘A—H
(D[n} ! (m ll+ ) PEN n:]
N
{2t ge—ti~1 (D(m§ - m{*’. . m:) (D(m‘l
= poar + N +ee

En achevant le calcul comme plus haut, on trouverait

R' ge—ti-t Cr\+o—2l—l
= I"““ QG' ro—201 1)
g geait

R’c): P2+P3?+...+Pp~i—m’



METHODES GENERALLES EN MATHEMATIQUES. 161
et par suite
I '
Aw, = 7. 2 RoN(0)3

Pintégrale a pour limites zéro et § -+ 1 pour les valeurs positives des
g, elle est indéfinie pour les valeurs négatives de la variable.
En continuant de la méme maniére, on aurait

‘ RY = Q(v)+ EQM 4 + S
. ¢ T [ 4 I a—1 s Ic—l]l 1

(6o)
I o , gr-1-v—1
| R.o = [y+.+ Pv+2§ -+ “‘+ Ppm’
et la différence est
(61) A, = L 5 RYN(a),
]

P'intégrale s’étendant de zéro a § + v, pour les valeurs positives de &,
ou pouvant étre regardée comme indéfinie pour les valeurs négatives
de cette variable. '

L’expression des coefficients R est générale, par la raison que nous
avons donnée plus haut.

Cette formule (61) permet de passer & I'expression des dérivées.

En effet, on a TZ n'Ln, pour la dérivée de n*; en développant donc le
logarithme, il vient

Ln=m—im*+{im*— ...,

et I'on retombe, par suite, sur des transformations identiques aux
précédentes; il en résulte

de
) Tz

(62

( ={—ll(Awg—éA’wz-l—%A‘wa—....).

Les autres dérivées dépendent du développement des puissances du
logarithme; Wronski a donné des formules permettant d’obtenir les
puissances des polyndmes quel que soit le nombre de leurs termes.
Il est inutile d'insister davantage sur ces transformations, doat on doit
avoir saisi I'esprit.

Journ. de Math. (3¢ série), tome VIIL. — Mar 1882. 21
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Suite du caleul de I'inconnue. Détermination des constantes. — Reve-
nons i la questlon prlnmpale Au moyen des expressions (35) 4 (36)",
ou des mémes expressions transformées comme nous venons dele faire,
il est facile de calculer les divers coefficients H de la fonction ¢(y);
désignant par un accent les valeurs particuliéres que prennent ces
coefficients quand on remplace y par w, on obtient

:
s p(w) =Y AwH, —¢(a)
@ 2H

, (d(y(w)) =Z dacw H + Z A g (d H, )

dx

do(w)) _ dww darew o (P Hx )
‘ ( daz? >— w da? H, + 2 w dz (dw) EA
et ainsi de suite. On doit se rappeler que les dérivées entre paren-
théses ne sont prises que sur les fonctions de w seulement. Si Von
tient compte des dérivées totales de ¢(w), comme nous I'avons déja

fait dans le cas des équations différentielles, les dérivées précédentes
deviennent

o] ()=S0 ),
()= ] (1) ) 3, 42 25,

On calculerait aussi les dérivées de F(w). Les dérivées de p(w) et
de F(w) ('), portées dans I'expression (22), savoir :

(63)

F(y) 5;2:3 ) (dF(w))
(64) NESar. 2 y
z@z;zzgam )(E5)- (5 )

dw dw
dz’ dat’’
peuvent se déduire de la valeur fondamentale (32), mais le moyen le plus conve-
nable, eu égard a la convergence de I'expression (22), consiste a les obtenir par

(*) On introduit de cette maniére les dérivées — ; ces quantités
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donnent Fexpression de la fonction inconnue F(y), cette fonction
pouvant se réduire & y, a une dérivée ou a une différence de y. Nous
rappelons que cette expression se déduit de (3), en remplacant les
différentielles par des dérivées prises par rapport a x, d’aprés les for-
mules (1g), (20) et (21).

On doit remarquer que la valeur moyenne de la fonction y, ou de
F(y), est donnée exactement par I'équation réduite; donc, pour la
valeur moyenne de y, I'expression (64) se réduit a4 son premier terme,
les autres étant nuls. Pour les valeurs voisines de cette valeur moyenne
de I'inconnue, I'expression (64) est trés convergente, et cette conver-
gence diminue & mesure que la fonction inconnue s’éloigne de cette
valeur; aussi la valeur moyenne de y doit-elle étre choisie, autant que
possible, de maniére & représenter la moyenne des valeurs de la fonc-
tion cherchée, dans les limites dont on a besoin.

Si, pour certaines valeurs de la fonction, expression (64) n'était
plus assez convergente pour I'approximation que I'on désire, ou en-
core si elle était divergente, il faudrait transformer 1'expression don-
née au moyen des formules de la génération neutre, ou au moyen de
la méthode d’exhaustion, ou par tout autre moyen que nous avons
déja indiqué. Dans le cas de la méthode d'exhaustion, I'expression

(22), ou (64), prend la forme (27), et les valeurs des quantités Aw,,
dw, d*w diw, dAw ) Py .
By, ooy ot —g w00~ —gty ..., sen déduisent en faisant

la fonction T égale 4 I'une de ces quantités; ainsi I'on aurait, pour
dAw,

dr ’
daw,  diw %) d*Aw
de ~— dx do(w, w)\ dx?
. dx

Il reste encore a déterminer les constantes arbitraires, ainsi que les
valeurs moyennes que nous avons supposées connues. D'aprés ce qui
a déja été dit au sujet de cette détermination, dans le cas d’équations

la différentiation de I'équation proposée. Les différences A%w et leurs dérivées,
provenant des différentiations successives, sont considérées comme des fonc-
tions de 2z données par (32); les opérations que I'on effectue alors introdnisent
au premier degré les dérivées cherchées et permettent de les calculer facilement.
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différentielles, il convient tout d’abord de prendre les valeurs moyennes
égales aux valeurs initiales qui permettent de déterminer les constantes
d'intégration; on obtient alors ces constantes au moyen d’un systéme
de p. équations linéaires simultanées. S'il convient ensuite de prendre
les valeurs moyennes différentes des valeurs initiales avec les expres-
sions données pour l'intégration, expressions qui seront complétement
déterminées, on calculera la valeur moyenne {3 de y au moyen de celle
de « de 2, comme on le ferait pour des valeurs particuliéres quel-
conques; puis, substituant ces quantités « et 8 dans l'expression de la
valeur fondamentale, on les considérera comme de nouvelles valeurs
initiales, de telle sorte que les nouvelles constantes d'intégration seront
déterminées par un systéme d’équations linéaires simultanées. Ce sys-
téme sera évidemment le méme que le précédent, il n'en différera que
par les valeurs numériques des variables; les formules de résolution
ayant servi a la premiére détermination des constantes serviront aussi
4 la seconde, en y substituant les nouvelles valeurs initiales, qui sont
les valeurs moyennes adoptées.

Ce que nous avons dit au sujet de I'intégration des équations diffe-
rentielles a donc lieu aussi pour les équations contenant des diffé-
rences; cela nous dispense d’entrer dans plus de détails : un exemple
saffira pour achever d’élucider la question.

Cinquiéme exemple. — Les équations différentielles que nous avons
traitées comme second exemple d’application de la méthode secondaire
représentent la-marche de certains phénoménes; en supposant que les
conditions de ces phénoménes viennent a changer périodiquement, la
loi restant la méme, les équations différentielles dont nous parlons con-
duisent 4 former deux équations nouvelles qui contiennent des diffé-
rences au lieu de différentielles, L'une de ces équations, qu’il suffit
d’écrire, est

(@) Ay —Huy —ru=o,
en faisant
H=[tx+q(y —b)+cp]

(@) xjf_;[tx+q(2y—b)+"l’_tw+q(;ﬁ-b)"“°)’]_li.
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nous proposons d’intégrer.

Formons I'équation réduite; pour cela, substituons a x ety, dans le
coefficient H, leurs valeurs moyennes o et 8, que nous prendrons

165
b, ¢, n, p, q, t et r sonl des constantes, b est la valeur que prend y
pour = o, et u est la différence Ax. Telle est ’équation que nous

égales respectivement aux valeurs initiales zéro et b; H devient

(

W

) /1,=(‘p|:§</1q+cp——g)—l];
par suite, 1'équation réduite est
(8) Aw — huw — ru=o,

d’ou 'on tire

LA
w=M(1 +hu)— .
La constante M, déterminée par les valeurs initiales, est
,
(3
ce qui donne, pour la valeur fondamentale,
r :
(7) w_<b+z>(x+ku)—z,

on en déduit les quantités suivantes :

4 z

?1%: = (1)+ 7:)':2(1 + hu)L(1 + hu),
(Y Aw = u(bh +r)(1 + hu)*,

D — (Bh4r) (1 + A} L{y + hu).

Nous pouvons maintenant calculer les fonctions ¢(w), (

do(w)
dzx

),
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pour avoir l'expression de I'inconnue, d'aprés (64), c’est-a-dire
—p— AW dw
y=w dow\ dx +
dx
Or, d’aprés (63) et (63 ), en mettant H' pour H quand on substitue w

o ( o(w)=ulh—H)w,

(3) | (de(w)) _  [all _ (dHN]
%)=z~ & g
et, si Von écrit la dérivée de w sous la forme
dz

dv 1 (W-I- %) L(] —|—/l£t),

on obtient pour I'inconnue, avec deux termes seulement,

h—H 1 r
() y=w— g -‘-‘<w+7l>L(1+hu).
‘ﬂ“(“dz)

Aux quantités £, H et w qui entrent dans (¢) et qui sont données
par (a), (B) et (7), il faut joindre la suivante :

- dHi dH
dzr =~ \dz

() =t"—é[zw—i—q(zy—b)-’rcp—m+q(;)i(,)+cp]”"g

pn g
[tz +q(y—b)+cp]?

~+—%f[tx—|—q(y—-b)+cp] 1+

L'expression (¢) donne généralement les valeurs de I'inconnue, mais
si, pour certaines valeurs de x, (¢) ne donnait pas une approximation
suffisante, il conviendrait de recourir 4 divers moyens de transfor-
mation, tels que la méthode d’exhaustion ou le changement de valeurs
moyennes, comme on le sait déja.




