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Recherches sur la théorie mathématique de la capillarité,

Par M. H. RESAL.

1. On s’occupe peu actuellement de la théorie mathématique de la
capillarité, fondée réellement par Laplace et développée par Poisson,
dont'Ouvrage, publié en 1831, est un véritable monument.

La lecture de la nouvelle théorie de I'action capillaire de Poisson est
pénible; on ne retrouve pas dans ce travail la régularité didactique et
la coordination remarquable qui caractérisent les autres publications
de l'illustre géométre (*). 11 établit d'ailleurs 'équation de la surface
capillaire et la constance de I’angle que forme cette surface avec une
paroi d’'une nature donnée d’'une maniére telle, que I'étude de sa
solution de ce double probléme exige un travail considérable. Enfin,
lorsqu'il traite les questions soulevées par les physiciens de son époque,
parmi lesquels Gay-Lussac joue le premier role, il emploie constam-
ment les mémes variables, an lieu d’approprier le choix des variables &
la nature de chaque probléme, en vue d’arriver plus rapidement et
plus nettement & la solution.

Depuis 1831, le domaine physique de la capillarité s’est considéra-
blement agrandi. Les travaux de M. Plateau sur la forme naturelle des

(") Ce qui tendrait a faire supposer que 'ouvrage dout il s'agit est la réunion
de Mémoires successifs sans que 'auteur ait eu d’avance un plan bien arrvété
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liquides et des bulles creuses de liquides visqueux, les expériences de
M. Boutigny surles globules liquides formés sur des plaques portées a
une température telle que le contact n’ait pas lien, etc., font époque
dans I'histoire de la Physique.

Il m’a semblé qu'il ne serait pas sans intérét de mettre la théorie des
phénomeénes capillaires au courant des progrés réalisés, en la rendant,
par sa simplicité, trés accessible aux jeunes géomeétres, et c’est & ce
point de vue que je vais me placer.

1. — Formules fondamentales.

2. Forme de la surface capillaire. — Soient (fig. 1)

AmB une section normale faite en un point 7, dont la masse est repré-
sentée par la méme lettre, de la surface de séparation de deux
fluides (L,) et (L), la concavité étant tournée vers (L,);

abla trace du plan tangent en m; A

1, IT les poids spécifiques des deux fluides.

Nous ne considérerons que le cas ou les forces extérieures agissant

Fig. 1.
(Ly) /,

A dlcl / I
¢ = -
de Py —

(L

sur chaque point m de (L) et (L, ) dérivent d’un potentiel m , § étant
une fonction des coordonnées de ce point.

Le point m est en équilibre sous U'action des forces extérieures et des
actions qu'il recoit des molécules de (L,) et (L).

"On peut considérer la résultante des actions moléculaires de (L,)
sur m comme étant due a celle Q, de ce fluide, dans I'hiypothéseou ab
serait la surface de séparation, et & la résultante prise en sens con-
traire — Q| des actions provenant des molécules du ménisque. -

Si nous désignons pour (L) par Q et Q’ les équivalents de Q, et Q’,
P'action exercée par ce fluide sur 7 sera de méme la résultante de Q
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et Q'; de sorte que les forces Q, Q’, Q,, — Q, et les forces extérieures
doivent se faire équilibre sur le point m.

Nous supposerons, avec Laplace, Gauss et Lamé, que (L), (L, ) sont
homogénes dans toute leur masse, tandis que, par des considérations
trés contestables, Poisson est conduit & admettre que la densité des
deux fluides subit une altération dans le voisinage de la surface de
séparation. Les forces Q et Q, seront ainsi considérées comme nor-
males & AmB.

Il faut donc, pour l'équilibre, que la résultante de Q', — Q,
et de la force extérieure agissant sur m soit aussi normalea la surface,
ou que letravail élémentaire de ces trois forces soit nul pour un dépla-
cement de m sur cette surface ou encore que la somme de m# et du po-
tentiel des actions du ménisque de (L) sur m et de celles du ménisque
de (L,) prises en sens contraire soit constante pour tout point de la
surface.

Le potentiel de I'action de la molécule m’ du ménisque de (T.) sur 7
est de la forme mm/f(r), f(r) étant une certaine fonction de la distance
r de ces deux molécules. ,

Considérons un élément de volume de ce ménisque, limité par deux
plans normaux en m faisant entre eux un angle infiniment petit 4§ et
par deux cylindres concentriques ; soient ¢, d les intersections avec ab
et ¢/, d les intersections avec AB des génératrices de ces cylindres com-
prises dans le plan de la figure et situées d'un méme coté de m. Si
’on remarque que le rayon y 7 de la sphére d’activité est extrémement
petit, on peut supposer r = me, et par suite ¢d = dr; le potentiel di1
l'action de la masse déterminée par I'élément de volume est, par suite,

m2 f(r)ec'rdé dr,

et, pour toute la portion du ménisque limitée par les deux plans nor-
maux,

mds [ f(r)edrdr.

0

. L
Mais comme, en appelant ¢ le rayon de courbure de 'une dessections
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norinales, on a

I'expression ci-dessus devient

1 ! b
mem, f(r)rtdr=m—k,

n ! 2 —_—
Hzgfo flr)rdr=#,

k étant une constante spécifique.

Soient R, R’ les rayons de courbure principaux en m de la surface ;
I'angle ¢ étant censé mesuré 4 partir de la trace sur le plan tangent du
plan normal correspondant au premier de ces rayons, on a

en posaut

cos?H sin26
i e U

< | m-

et le potentiel pour tout le ménisque est

k (" [costd  sin®0 1 1
m—ﬁ—fo‘ (T+T>de—Mk(—ﬁ+W)
Le potentiel du ménisque de (L, ) pourra se représenter de la méme
maniére par
1 I
mk, R <+ W)
Si donc on appelle mC une constante, nous aurons -

mk( R’) —mlc.( R,>+m§+mC-o.
d’ou
K (g+ ) =5#+C)
en posant

1
‘é';(/"“kl):

L’équation ci-dessus est celle de la surface AmB ou de ce que I'on
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w
o=~
(%2 4

appelle la surface capillaire. En la mettant sous la forme
n 11
§5— K (ﬁ + W) = const.,

on reconnait sans peine que I'influence du ménisque se traduit parune
diminution de pression positive ou négative au point m de la surface,

représentée par
I 1

En attribuant des signes 4 R et R’ en raison du sens de la courbure
de 'une et de l'autre des sections normales, I'équation de la surface
peut se mettre sous la forme suivante,

(1) §+ﬁ=g%9’
g étant une constante positive dépendant de la nature de (L) et (L,),
que I'expérience seule peut faire connaitre, et C une constante arbi-
traire dont on déterminera la valeur dans chaque probléme par les con-
ditions aux limites.

Dans le cas ou la force extérieure est la pesanteur, I'équation (1)

. o 1
devient, en posant -[‘;— =

a’
I I (y +2
(2) 'R'+r{,=—a3 ’

y¢tant la distance du pointm a un plan horizontal déterming, et ). une
constante remplacant C.

3. Influence d’une paroi sur la surface de contact. — Prenons pour
plan de la figure le plan normal au point m de I'intersection de la
paroi et de la surface.

Soient :

mn, aa, (fig. 2) les tangentes en m aux deux sections faites respecti-
vement dans ces deux surfaces par le plan de la figure ;
¢ 'inclinaison de mn sur ma dans (L);
max la normale a la paroi, dont la substance est censée homogéne.
Journ. de Math, (3* série), tome Vil. — Ocroune 1881. 44
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Si la paroi était un plan indéfini, son action m.N sur m serait dirigée
suivant Qx, et N serait une constante.
Quelle que soit la forme de la paroi, on peut également considérer N

Fig. 6.
0‘

Ly)

comme constant, car il est clair que les actions sur m exercées par les
molécules du ménisque de la paroi ne peuvent donner, suivant Ou,
que des composantes de l'ordre de quantités que I'on peut négliger.

Nous négligerons également I'influence des ménisques de (L) et (L,),
qui est relativement faible, dans la détermination de la composante
suivant mx de I'action qu’exercent les deux fluides sur m.

Soient mm'f(r) I'action exercée par une molécule 72’ de (L) sur m,
r étant la distance des deux molécules.

Concevons dans (L)un cone ayant m pour sommet, d’'une ouverture
infiniment petite dw, dont les génératrices fassent i un infiniment petit

. a4 .
présl'angle @ avec mn.La masse élémentaire — r* dw dr de ce cone donne
. o .

suivant ma la composante
n o,
m - ri*dwdr f(r) cosa,
b}
et I'on a pour tout le cone
I ' .
m=dwcos« | f(r)r*dr=mqdm» cosa,
o 0

¢ €tant une constante dépendant de la nature de (L).
Il vient, par suite, pour la composante normale totale due i 'action
de ce fluide,
mq [ cosz do,

Vintégrale se rapportant au fuseau sphérique de centre 7 d’un rayon
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autre chose que la projection du fuseau sur un plan perpendiculaire &

. . ki T . . . .
mu, c'est-i-dire - — ~cosi. L'expression ci-dessus devient donc

Eu appelant g, I'équivalent de ¢ pour (L, ), ce fluide donne de méme

mqg(l —~ cosi).

la composante normale

On a donc, en faisant abstraction des forces extérieures, dont I'in-

T .
myq (1 + cosi).

fluence est relativement trés faible,

d’ou

mN +mq§(x — cosi) + mq,—g(l + cosi) =

aN -+ (7 +q1)

YT

Cosi = —
(7 —q)

et angle ¢ est ainsi constant.

4. Rappel des résultats de I expérience. — Dans tout ce qui suit, nous

prendrons le millimétre pour unité linéaire.
D'aprés Vexpérience, on a

a.

, mm
Pour leau............ e 2,826
Pour une dissolution saturée de sel marin.... 2,369
Pour P'acide azotique. ............ e 2, 366
Pour I'acide chlorhydrique................. 2,201
Pour le mercure.........cocovivenninn.. 1,811
Pourlaleool......cooovvii it 1,732

0 7
Pour I'huile de lavande. ................... 1,693
?

= 0,

I
I

aa’.

5,5861
3,20

11,20
10,50

6,528
6,00
5,60

Si nous désignons par « 'angle aigu de raccordement que forme un
liquide avec une paroi, on a

Pour le verre ordinaire et le mercure (surface convexe)
Pour le verre privé d’air et le mercure »
Pour l'acier et I’alcool _ »
Pour le verre et 'ean (surface concave)..............

......

......

s
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Nous dirons qu'un liquide mouille ou ne mouille pas une paroi,
selon que sa surface sera concave ou convexe dans la région du contact
avecla paroi.

§ 1I. — Phénomenes c;apillaires relatifs aux liquides pesants.

d. Forme que prend la surface d’un liquide au contact d’une lame ver-
ticale.— Nous supposerons que la lame est suffisamment longue, dans
le sens horizontal, pour que ses exirémités n'influent pas d'une ma-
niére sensible sur Ja forme de la partie moyenne de la surface que I'on
peut dés lors regarder comme cylindrique.

Le tout se réduil donc 4 considérer une section faite dans la surface
par un plan perpendiculaire & l'intersection de la lame avec le nivean
statique du liquide. ~

Dans ce qui suit, nous supposerons que la surface est convexe; les

Fig. 3.

14

formules obtenues s’appliqueront i la concavité en changeant le sens
positif de Paxe des y.

Soient (fig. 3)
Oz et Oy I'borizontale et la verticale du point d’intersection O de la

lame et du niveau;
x, y les coordonnées d’un point quelconque m de la courbe ;
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¢ l'angle que forme la tangente en ce point avec Ox;
a l'intersection de la courbe avec Oy;

s l'arc am ;

« I'angle de raccordement en a.

On a évidemment

dy = — dssing, dr = — dscosg, ﬁ::——:

349

On doit supposer, dans la formule (2),R'= @ et, en raison de I'in-
terprétation donnée a la courbure i la surface, ). = o, d'ou successi-

vement
d 2
ds — a*
d*e sino
ds? @’
1do? 1
5 7 = g1+ cosg),
en remarquant que %E est nul avec y, c’est-a-dire pour 3 = 180°. On
tire de la
. _a dy
d’ ——— ; —; ‘
Cos —
2
dy = — asin Edep,

et, comme y est nul pour ¢ = 180°, il vient

= 2.
(@) y=2acos;

Nous avons maintenant

a coso d i
dr=—->22¥2 — _qfcosf — dyp,
by 2 ?
COS; QCOS-Z‘
d’ou
L4~ umg2
x=—a| 2sin g — log ———= ] + const.

11— tang%
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Mais on doit avoir 2 = o pour ¢ =gz, et par suite
-4
I-+tang5; 1—lang
4

. ] L QP
(b) xr=a s(sm;———am;)-blog S X
l—tangz 1+ tang

N R F=N"

i

Comme  est infini pour ¢ = 180° on voit qu'au point de vue géo-
métrique la courbe est asymptotique au niveau; cette courbe est d'ail-
leurs complétement définie par les équations (a) et (b).

Si nous désignons par y, I'abaissement du liquide au contact de la
lame, nous avons

c) Yo = 28 COS=,
( Y :

s0it y, = 3™, 23 pour le mercure et une lame de verre.
L’élévation de I'eau au contact d'une lame de verre est

¥y = 50 G5,

6. Forme de la surface d’un liquide entre deux lames verticales paral-
leles, dont'une est mowillee et I’autre non mouillée par le liquide.

Soient ( fig. 4)

xx’ le profil du niveau;

a0a’ celui de la surface du liquide entre les deux lames, la partie Oa de
ce profil correspondant a la direction de Oz se trouvant au-dessus
du niveau;

Oy, Oy les portions de la verticale du point O situées respectivement
au-dessus et au-dessous du niveau.

Nous rapporterons respectivement les courbes Oa, Oa’ aux axes Oy,
Ox et Oy', O/, en conservant les notations du numéro précédent.

Nous avons, pour Oa,

dy

== sin dz _ COSQ
as =SB I :

et
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\

d'ot
de _ sing
s = @

b tdgt _ cosy _

(0) S = — —a- + const.

Si nous désignons par ¢, la valeur de p correspondant au point O

Fig. 4.

o pour y= o, la formule (&)

(]
ke

comme, d’aprés la formule (a), ona -

se réduit &
1 de?
S 25 = z(cosg— LOS‘P)
d'onr
ds=2 B
V2 {/cosgo— cosg
dp— & €059 de
) VCOS%-—-GOSco
dy— & __singdy
Y V2 y/cosp,— cos
ot
' ?

_ cosp dy
r=— | —=—
Ve \/cos'o,,-——cosqa
S
COS@q ~ COSY (l:p),

(c) | (cos?o/ m .»K\/

=ay/2 \/cosq),, — cosp.
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Soit x, la distance du point O 4 la lame considérée ; nous aurons

T do R
f) &= ¢ cos%f —_—_—t — / Vcosg, — cosyp dp
v; Vo %o

n n
2
V/cosg,— cose

En accentuant les lettres a, , et a pour I'autre lame, nous aurons
de méme

4]

n__.
’ ;—ﬂ ]
z =2 coso.,f 5 f ycosg, — cosp dp
V2 S, Ycosg—cosg o

Enfin, si nous désignons par 2¢ la distance x,+ x, des deux lames,
]
I'angle g, sera déterminé par I'équation

n n
- —a ——a

2 T
@\ cosg, / . S f yeosg, — cosy dy
ﬁ Fo

y/cosg,— cose o

o, n o,
;—u ;—u
a4’ dy 08 057 d >
+ @'\ cosp, ot — Veosy, — cosp dy | = 2ey 2,
@  Veosg—cosg .

quidépend généralement de s fonctions elliptiques, et dont la solution
ne peut se trouver que dans chaque cas particulier.

Supposons que les deux liquides soient I'eau-et le mercure et que
les deux lames soient en verre; nous aurons a=o0 et, & 3o’ prés,

’

k19 .
o' = -, dou
2

(2 logtang% +4 cosg —2 Iogtanggz2 — 4 cos %)

Ve
A d %o B

—n8rr(cosg, [ ottae — [ losg, —cosp dp )= 2043,
’ ( %fo V/€0sg, — cos ¢ [’ 08¢ — COSY &Y 2¢\/2

équation dont il nous paraitrait superflu de fuire des applications nu-
mériques.
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7. Forme d’un liguide entre deux lames paralléles de méme nature. —
Prenons pour origine des coordonnées le point maximum O du profil
de la surface, et soient Ox la tangente en ce point et Oy la verticale

Fig. 5.

x!

du méme point. Conservons d'ailleurs les notations précédentes. L'é-
quation (2) nous donne

d
(a) %= Liy+),

A désignant ici la hauteur du point O en contre-bas du niveau.
On déduit de 1a

¢ 1 .
; ~ & = e,
( ) I C_i(?ﬂ _ I

s = h(C—cosy),

C étant une constante au moyen de laquelle ) s'exprimera, en remar-
quant que les formules (@), (b) doivent donner la méme valeur pour
d‘? d’ )
75 en Y supposant y =o et ¢ =0, d'ou

-

(¢) A=ay2(C—1).

Journ. de Math, (3¢ série), t. VII. — Ocrosre 1881, 45
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De I'équation (4) on déduit successivement

dy

\/C—cow’

sing dyp

ds

fl

%«l& Sil=

Il

=)

C—cosgp

ay/2(yC—=cosp +C—1),
a cosedy

T Va VC—cosy
(fm*fo (=Cooss ),

et  s’exprime au moyen de fonctions elliptiques. Si 2 e désigne la lar-
geur des lames, on a, pour déterminer C et par suite 3, 'équation

a R, S N
_Q(C[m /o' C cosq>d<p),

que l'on ne pourra résoudre que par titonnements.

Mais, lorsque les lames sont trés rapprochées I'une de ’autre, on
peut éluder Yemploi des fonctions elhpnques en opél ant par approxi-
mation, comme nous allons le faire voir.

dy
. (Y

I

[CHE

l)

8. Deux lames paralléles et verticales sont trés rapprochées l'une de
I'autre. — L'ordonnée y étant trés petite par rapport & e, le profil de
la surface est peu différent d'un arc de cercle, dont le centre Cest situé
sur Oy, et dont nous déterminerons le rayon v par la double condition
que Yarc de cercle passe par le point O et les points de raccor-
dement,

Soient

Oy’ le prolongement de Oy au delade O;

Cz' I'horizontale du centre C;

r=1(1 +u) le rayon vecteur mené de ce centre au pomt m;
6 angle formé par ce rayon avec Cy’.
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Nous supposerons que u et ses dérivées sont assez petits pour que
P’on puisse s’en tenir aux termes du premier ordre.

Si A continue  désigner la hauteur du niveau au-dessus dusommet O,
la hauteur au-dessus du point m est, & trés peu de chose prés,

A 4+1¢ —tcosf.
Nous avons ainsi

1 1 d*u A+ ¢—~zcosh
----- (G ) Mg

Si nous posons, pour abréger,

v(h 1) __ B
(a) —I=—

a

nous aurons
du

e (ﬁwcose)

d'on
) ‘ u=Z;(—ﬁ+£sin6+Acos9+Bsin9),
) l fg i [ cosf + 51n9(— - A)+Bcos€] |

A et B étant deux constantes arbitraires.
Mais pour § = o nous devons avoir =0 par hypothése, et de

plus %-: = o0, pour exprimer que la tangente en O est horizontale.

Les formules (b) se réduisent alors aux suivantes :

B(cosf — 1)+ esme] |
%—- ﬁ [ cosf +-sinf (- — @)]

L'angle {, formé par la tangente en m avec Cy', est donné par la
formule

H

(%) %

b du
(C) ‘~P=; d0+6
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§i ¢’ est la valeur'de 6 correspondant au raccordement pour lequel
on a Y == — g, NOUS aurons

= g (T
§ = ;—a+ ( de>¢v,
ou, aux termes du second ordre prés,

T
6’=;—‘a+€,

¢ étant la valeur de 22 pour0= = —a.

. T
Désignons par v’ la valeur de u pour § = - — @; comme u est nul
au point de raccordement, nous aurons

U+e=o0
ou

, B (sine— 1)+ - (—— )cosa

+ :;z [(3 — a) sina + cosa (- — p)] o.

Une premiére approximation donne

/7 cosa
@: - - s
2\2 1—S1nae

et, en tenant compte des termes du premier ordre et remarquant que

e e cosa
sn® - cosa

2¢ étant la distance des lames,

cosa et L 1 cosa cosa |*
p= -(—_ ) 1—sina +a’cosa[(_z_ )(sma—§ 1—sxna>+ 2 ] '

L’équation (@) donne alors

d) A= cosa+ -

aux termes du second ordre preés.
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Pour I'eau et le verre on trouve, pour la hauteur du sommet du mé-

nisque au-dessus du niveau, Y

= el _ 7,79
)‘_'e-+—4—_ . + 0,78e.

Pour le mercure et le verre on trouve, pour la hauteur du sommet
du ménisque en contre-bas du niveau,

a? 2,3
)\=o,7or—e-+1,zle =463 +1,21€.

9. De la surface capillaire dans un tube circulaire d’un faible dia-
meétre. — La forme du ménisque étant trés sensiblement sphérique,
nous rapporterons sa surfice & celle d’une sphére tangente dont la po-
sition du centre et la grandeur du rayon peuvent étre, dans certaines
limites, considérées comme indéterminées, et que nous fixerons en
raison des circonstances qui se produiront.

Considérons une section faite par un plan passant par 'axe, et con-
servons les notations du numéro précédent; nous aurons toujours

1 1 diie du
R=v~ '(de* “‘") y=0+90°— 5"

La surface étant de révolution, R’ est la portion de la normale dé-
terminée par I'axe Cy’, et nous avons

L sing 1 du
R ™ o(1+u)cost ( Ut m tang9+|)

La hauteur du point 7 en contre-bas du niveau étant

A+t —vcosf,
nous aurons

A+ ¢(1— cosb)
—

9 1/d*u du
PR at

o + 5 tangl + au)
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d’ou

(a) 030 tang9 4 2u+ M +°’r(l—a‘:oso) —29) _,.
Posant ’

(b) Ardv—ad VB

a’

I'équation (@) devient

(e) d’u tange + 2u—+ (ﬁ~—cos6)
Plus générﬁlemént; considérons 1'équation
(3) ‘zlf tang@du +2u+F(6) o,

F(9) étant une fonction quelconque de 6, en raison de ce qu'elle se
présentera plusieurs fois dans ce qui suit, et proposons-nous d’en
trouver l'intégrale générale.

Posant
u=Using,

I'équation (3) se transforme dansla suivante,

o +'Z{Q'(

0 _ _...‘_—[A—fF(e)sinecqsade],

F(o
sinf

N

2 cotf — tangf) + =o,
d’ou
~dd T sin?bcosh
0
o H—tang;
U=B+A( — o~ +log——

snB
l—tang-

~ [ e [ F6)simbeost e,

A et B étant deux constantes arbitraires.
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On a enfin, pour 'intégrale cherchée,

>

1+ tang —

»

#=Bsind +A{ —1 + sinflog—
(4) 1—tang -

—sing [ Ty [F(0) sind cosf db.

Revenons maintenant 3 l’equatlon (¢); comme elle est satisfaite par

JB

U= — 3> son intégrale s'obtiendra en ajoutant & cette valeur l'ex-

LA K-

pression (4), en y supposant

F(6)=— L;cos6,

ce qui donne
® 2 0
1B . . t+tang o
u=-—m+Bsm0+A ~ 1+sin6 log _
x—tang; .

+ 3"—;5 (6sinf + cosb).

I faut que A soit nul, carauntrement z deviendrait infini pour6 =90°;
il nous reste donc

(d) u=— 2% 1 Beind.-+ 5o5(6sind + cost),
dou
(e) dg'g =Bcosf + g;—,ecose.

Or cette derniére valeur doit étre nulle pour § = o, puisqu'au point
correspondant la tangente est horizontale, ce qui exige que B soit nul.
Nous avons donc finalement

(@) u="Y (_ B M)’
2

@ 3

(e') ' . d“ 6 cosO
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Soit ¢’ la valeur de § correspondant au point de raccordement par
lequel il nous est permis de faire passer le cercle de comparaison;

nous aurons
o' sin 6’4+ cosd’ -

()

' L - »
6 ;—a—i—wocose,

équations qui feront connaitre 6’ et B. Mais comme, dans la formule (d),

est multiplié par le facteur 3-’- supposé trés petit, nous I'obtiendrons
plic p PP p

avec une approximation sufﬁsante en supposant §' = ; — o dans la
premiére des formules (f), ce qui donne

2 © .
ﬁzg[(;-—- )cosa+s1nac]. .

En appelant 2¢ le diamétre du tube, on a

—_ ¢ ___¢
U= Snb T cose
et la formule (b) donne
) 2 L -
A= ———cosaz + o ; §[(; —_ )cosaz+s1na]— 1}

pour la distance du sommet du ménisque au niveau.

10. Ezpression du volume d’un liguide compris entre sa surface libre
et un plan horizontal determiné, quelle que soit la forme de la section du
tube. — Nous supposerons que la surface libre (S) présente sa con-
vexité vers le plan, et nous désignerons par A la section du tube et par
P le périmétre du contour de la surface (S).
En nous reportant au n° 1, nous pourrons écrire

(a) K(I;-i— R’) My —C,



Concevons que l'on décompose la surface capillaire en éléments
par des lignes de courbure infiniment voisines dans chacune des deux
séries, et soient do un de ces éléments et x I'angle que forme sa nor-
male avec la verticale. Nous aurons pour le volume cherché, en ayant
égard 4 la formule (a),

(b) —fycosxdw— f(fl{ + R,)cosxdw+ ZA.

Considérons maintenant une surface (§') paralléle 4 (S) et qui en soit
distante d’une quantité infiniment petite ¢. Les normales aux sommets
de do détermineront dans ($') un élément dw’ dont les cotés seront

!

R—e R—c¢
dans les rapports —~, —g— avec ceux de dw.

On a donc '
do'  (R—z)(R'—2) 1 1
de = RR 1T (R + PT') &

et la formule () peut s’écrire ainsi :
—-—f dw — do')oy + & Ca.

Or l'intégrale représente la différence des projections horizontales
des aires de (8) et (8'), ou la projection de la zone déterminéedans (S)
par les normales menées aux points du contour de (S’), qui est égale a
Pe cosa. On a donc

KP

| C
(5) V= cosee + ;A.

Si le tube est cu'culan‘e etsile plan sécant est le niveau extérieur du
liquide, on a
C=o0, P=2any,

K 2
et, en posant comme plus haut = =a?, ona

V=a® X 2recosa.
Journ. de Math. (3¢ séric), tome VII, — Novemsre 1881, 46
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En désignant par A la hauteur moyenne de (S) au-dessus du niveau,
on aura ' :
V =1Ie%),
d’ou
aa’ cosa
A= e

)

ce qui est conforme aurésultat obtenu au numéro précédent, aux
termes en e prés.

Dans le cas de deux lames paralléles on a
V= a*llecosq,
d’ot1 ), qui est moitié moindre que dans le cas d’un tube.

A1. Liquides superposes dans un tube circulaire capillaire. — Considé-
*rons un tube plongé dans un liquide (A, ) dont la portion comprise dans
ce tube soit surmontée d’un volume déterminé d'un autre liquide (A)
de moindre densité.

- Nous supposerons que (A) mouille et que (A,) ne mouille pas la
paroi intérieure du tube. Le méme raisonnement s’appliquera i toute
autre hypothése.

Considérons une section faite par un plan passant par I'axe du
tube.
Soient

a0a, a,0,a, les profils des ménisques supérieur et inférieur;
00, l'axe du tube;
11 I'intersection, avec sa paroi intérieure, du plan de niveau extérieur;
¥, ¥4 les distances de deux points m, m, de ¢0a, a,0,a, situés sur la
méme verticale a la droite 1I;
n l'intersection de mm, avec II;
. Cla pression censée constante exercée sur la section II.

Nous admettrons pour (A) les notations qui précédent, en les affec-
tant de l'indice 1 pour (A,). :

Concevons un cylindre vertical d’'une section infiniment petite dont
mm, serait 'axe.
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L’action du ménisque aOa s’ajoute 4 la réaction G en n pour faire
équilibre au poids de ce cylindre, d’ot la relation

(a) K (g+q)=Hr—C
On a de méme
(d) " KI( R’) oy, —

Le volume compris entre les surfaces aOa et a,0,a, est donné et
peut étre représenté par

(¢) Me*H,

H étant la portion de la longueurdu tube qu'occuperait le liquide dans
le tube sans les effets de la capillarité. D'aprés le numéro précédent,
les volumes 1aOal, 1,2,0,4a,1, ont respectivement pour expressions

~
e C-et

i cosa + T

K.ame cose, - Crne?
“' 1{ nl )

en égalant leur somme i I'expression (c), on trouve

H—? (Kcosz 4 K, cosz,)
n I
(d) C= —
ata

En portant cette valeur dans la formule (), on obtiendra une
équation analogue a celle que nous avons intégrée par approximation
aun® 9.

Si par approximation on prend R, =R/ = ecosa,, la formule (b)
donne, pour la valeur moyenne de la distance du ménisque inférieur au

niveau, ] )
_ 3( cosKax . I:cosz,)
__2Kcosz, e n 1,
| B e + 1 1 b
ntm
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ou encore
' 2 .
. H — = (a?cosx + a? cosa,)
= e.
V=% . m,
o

La méme méthode s’applique au cas ot plusieurs liquides se super-
poseraient dans un tube.

12. Forme d'une tres petite goutte d’un liquide reposant sur un plan
horizontal qu’elle ne mouille pas. — Nous aurons dans ce cas

a’(l—;—l-ﬁa::y%}-)\,

) étant une conslante dont la valeur résultera de la solution du pro-
bléme. Si les dimensions de la goutte sont trés petites, il en sera de
méme de y et en dehors de sa zone de contact avec le plan.

En nous reportant au n°9, on voit que la forme de la goutte est

donnée par I'équation (c), dans laquelle £ remplace I'inconnue 4. On
en déduit de la méme maniére

al

s — »_’(__ E + Osinflj-coso)’
2 3
(a)

du W
( 36 = %EGCOSG.

Si V désigne 'angle que forme la tangente avec le rayon vecteur,

- ona

Soit ¢’ 1a valeur de 6 correspondant au raccordement avec le plan;
on a

V=0§— go°+ a,
d'ou

(b) | ¢ =180"— « ~ g"—;e’cose,
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2
et, en négligeant le carré de %;,

2
¢'=180"— a + ;%—5;(71’ — a)sine.

Nous supposerons que I'on prenne pour ¢ le rayon de la sphére équi-
valente 4 la goutte, et qui est par conséquent une donnée de la
question.

Nous devrons exprimer que l'excés de I'aire de la section méridienne
sur celle d'un grand cercle est nulle, ou que I'ona

g,fwude (1 u')sinbcost! %(n - §)=
0

2 ’

u' étant la valeurde correspondant 4 § = §'.

On déduit de 1a
: - in2ll  w—¢
'E (= 6+ sinf' cos§’) — st _= -
2 9 sin0/—0' o . ] ’
:;5 [EL—{B'(E“ - %(6’ sing’ -+ cos@’) sind cose'] =o,

B’

équation d'ou I'on déduira = qui, commeon devait s'y attendre, n’est

pas une (uantité trés petite, puisque c’est devant son équivalent A que
nous avons négligé des termes.

13. Goutte trés large. — L'équation de la section méridienne de la
surface capillaire de révolution peut se mettre sous la forme

dy smcp y+2
(a) 7{”*" T "‘_—52‘

¢ étant 'angle que forme la tangente avec I'axe des x; cette équation
ne parait pas pouvoir s'intégrer, et, dans ce qui suit, nous devrons nous
contenter d’approximations.

Nous placerons I'origine au sommet de la courbe, en prenant pour
origine lhonzontale de ce point.
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Si une étendue assez grande ¢ reste suffisamment petite pour que
I'on puisse négliger le carré de cet angle, ce qui permet de supposer
: A Pacuati
ds = dz, g = sinp = tangp = —=, I'équation (@) prend alors la forme
suivante,
- dy rdy (r+})
dz* =z dzx at

équation dont I'intégrale est

y+A= A.f*( R )dw
4 Azfn(ez““’,‘_ e‘§°°’“)log(wsin’w)dw,

A, et A, étant deux constantes arbitraires. Mais A, est nul, car autre-
ment y serait infini pour x = o, et, comme y est nul pour x = o, il
vient

(b) + l —_ _f -eow -—-c 0) dm (l),
d’ou .
(0) d)’ __)\_ ¥ (e‘f‘cosa_ e_;;cos”>COS&) d&),

dy

et I'on voit que = est nul pour 2= o, ce qui devait étre.

Supposons que la goutte soit assez large pour qu’une valeur de o,
de ¢, inférieure 4 20°, corresponde a une valeur [ relativement grande
de z, et soit y, la valeur correspondante de y. Nous aurons

y._*__l — _f '-GOSN -——'006 0) df;)
lwsm —-‘1- Cco8w
(e“ +e @ )cosw dw.

(4)

tangg, = Sea

() Poisson (p. 213) pose une formule tout autre, sans faire connaitre de
quelle maniére il y est arrivé; mais elle est inexacte, car elle ne satisfait pas &
I'équation différentielle.



THEORIE MATAEMATIQUE DE LA CAPILLARITE. 367
Mais, comme ) est inconnue, la valeur de / ne peur pas étre fixée
a priori et est subordonnée a la solution du probléme.
I.’équation (a) donne alors, par approximation,

. d. 1 + A .
(e) smq:(z} + 7) = ya, .

Quoique sous une forme plus simple, elle ne parait pas pouvoir s’in-
tégrer. Nous sommes ainsi réduit & déterminer des valeurs approchées

de ¢ et dex en fonction de y, en négligeant le carré de —;—

Si nous posons ¢ = u -+ f; » etsi nous identifions aprés la substitution

dans (c) les termes indépendants et dépendants de ;, nous trouvons

. du _ y+ A
) %sinu—i— vcosu;l-; = o.

Si C’ est une constante arbitraire, la derniére de ces équations
donne

et I'on a, par suite,

(&) sing = sinu + gl—cotu.

Mais z déduit de (f) renfermera une constante arbitraire C, et I'on
sera libre d’établir entre C et C' telle relation que I'on jugera conve-
nable, pourvu quey =y, I'équation (g) donne ¢ = ¢,. Tl nous est donc
permis de supposer C' = o, et, en intégrant I'équation (f), on trouve

COSU = COSP == OS¢, — ;;?[(y +AP2 = (y +2)?,
d’ou

, T oosp— 5[+ = (k)]
x_l:f coto dp = 1 = dy,
n V1 feosei— s+ = G

i

intégrales réductibles en fonctions elliptiques.
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Soient /4 la hauteur de la goutte ou 'ordonnée du point de raccor-
dement correspondant a cosg = — cosa. Nous aurons

(@) cospy— = [(A+A) — (¥ + a)*] =— cosa,

et 'équation (4) fera connaitre la valeur x' de « du point de raccor-
dement,

On congoit que I'on puisse exprimer que le volume de la goutte est
donné, ce qui établira entre ) et /une relation qui, jointe 4 la seconde
des formules (2), permettra de déterminer ces constantes. Il faudra
s’assurer ultérieurement que / est relativement grand, comme on I'a
supposé.

. 44. Liquides soustraits a l'action de la pesanteur. — Dans ce qui suit,

nous considérerons avec M. Plateau une masse liquide en suspemsion
dans un autre liquide de méme densité avec laquelle elle ne peut se
mélanger.

Si la masse considérée est en repos, elle affectera la forme sphé-
rique. Mais si on lui imprime un mouvement de rotation, selon que la
vitesse sera au-dessous ou au-dessus d’une certaine limite, elle de-
viendra un sphéroide aplati, ou elle se décomposera en sphéroide et
un anneau tournant autour de ce sphéroide.

Soient # la vitesse de rotation; « la distance d’un point quelconque

. : . nla?

de la surface & l'axe, le potentiel de la force centrifuge sera ——; si
Pon attribue 4 a la méme signification que ci-dessus, et si I'on pose

2
b = 3%2_)’, I’équation de la surface sera
(1) L (x*+ )
R R ’

A étant une constante.
Elle peut se mettre sous la forme suivante :

dy . sing 1 .
&+ =F@ TN
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ou, en multipliant par x,

drsing

dux

= (@ + ).

On déduit de la, en appelant C une constante arbitraire,

. t [ dx G
(2) sing = F(Z—-'—T"\_ ;>
et
gf rz G
F etz

y::ftangydx: 7)’—,

. 1 .L“ )\.Z‘ (‘)
'Y +1)°

your l'intégrale de I'équation proposée.
4 q

5. La surface différe pew d’une sphére. — Clest ce qui a lieu quand
la vitesse angulaire est suffisamment faible, et alors P'équation-de la
surface pourra se mettre sous la forme

d*u

du
T tangu + 21 +

“(sm“ §+N=o,

et a pour intégrale

’ .8
|+tang-2-
w=BsinG — b* Al —r+ sinf log
l—tang;
0
l+tang‘;
- ,_Nmne log Rl ’b‘ X sin?0.
I —tang '2-

Pour que u ne soit pas infini pour §==qo®, il faut que les termes

0
[ tang ~
2 3. . , .
log ———— disparaissent ou que 'on ait
6
1—tang 5

5
, 46
Journ. de Math. (3¢ série), tome VI. — Novewsrr 1851, [V]

A=
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‘ 3
et alors, en comprenant la constante de - 4 = dansl’mdetermmee-— ——%—
il vient

R 3 ba 2.9
u=Bsinf — b3+Z555m §
et ‘

d 3
B =Bcosf — —7)—,sm0 cosf.

Pour que la tangente au sommet soit perpendiculaire 4 l'axe de
rotation, il faut que B soit nul ou que 'on ait B = o, et par suite

M3 18

Py A 5 sin®f.

U=-—

Si nous prenons pourt le rayon de la sphére équivalent au sphé-

n
roide, il faut que f u? df soit nul, ce qui donne

[

et

En coordonnées rectangulaires, nous aurons pour I'équation de la
surface,
o+ Yy = (1+u) = (1 + 2u)
ou

SR ST (UL WL
Tty =v (I [|b3)+ b x’—{-y”
ou encore, aux termes prés du second ordre,
3 :
@+ yP =1 (r — 7:77’) + 5

ce qui est I'équation d’un ellipsoide en révolution aplati dont il est
facile de trouver les axes.
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16. La surface différe d’un tore. — Nous supposerons qu’il est ainsi,
sauf vérification ultérieure, lorsque la distance de la masse 4 I'axe de

rotation est trés grande par rapport aux dimensions transversales de
I'anneau.

Soient ¢ le centre du cercle générateur; / sa distance a l'axe, nous
avons

r=1I+tsin6;

en désignant par C une constante

I sind il
K= Trosmb t[“‘“e Y iChy cos26) |
Par suite,
2 2
dmf: + U+ < - ;) sing — t° X cos26— —C=o0;

d’ou
v=0C+ - (25: .})60056 8[,(,0526+Acos6+Bsm6

lu 2
((—;; = ;(35:— — 1) (cosf—0sinG) + ,—[f,smzﬁ —~ Asing + B cosf.

. . du )
On doit avoir — = o pour § = go°, d’out

db
2l 3 T
A_—Z(_-.-m _7).

Par suite,

1 fal v . T,
_— 22 o =
”"‘2([,3 l)(cow §sing 251116) Sl,coszﬁ—l—BsmG-t-(‘

B et Crestent indéterminés, en raison méme de l'origine qui n’a pas

été fixée. Si nous la plagons au milieu du diamétre horizontal, u devra
avoir la méme valeur pour § = go°® et § =— go°, d’olt

. _1f2b 13
G=o, BT‘E(T"?)“""S—II'
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§ 1. — Des liquides uniquement soumis & leurs actions mutuelles.

Si l'on introduit une masse déterminée M d’un liquide A dans un
milieu formé d'un autre liquide B de méme densité que le précédent,
mais avec lequel il ne peut pas se mélanger, A se trouve dans les
conditions d’un liquide uniquement soumis i ses actions mutuelles, et
c'est ainsi que M. Plateau a obtenu expérimentalement, suivant les
conditions qu'il imposait 4 M, les différentes formes que peut affecter
un solide de révolution dont la moyenne courbure est constante. Nous
avons ainsi & nous poser un probléme résolu déja depuis longtemps
par bien des savants, mais en nous efforcant & en simplifier la solu-
tion.

17. Equation générale des surfaces de revolution dont la moyenne
courbure est constante. — L'équation (1) du n°2 nous donnera I'équa-

Fig. 6.
)
-\\\
N
\,\\
m
AW
\
0 7 = :
// ’
4
1

tion différentielle de la surface de révolution que peut affecter une
masse liquide soustraite & I'action des forces extérieures en y supposant

’ C
§=o, et, en representant la constante ; par 2A, nous aurons

J 1
'ﬁ+-ﬁ-;=2A.-
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Soient ( fig. 6)

373
O}' 'axe de révolution;

/

Owx la perpendiculaire en un point quelconque déterminant avec O«
une section méridienne que nous allons considérer ;

v l'angle que forme avec Ox la tangente en un point 72 dont les coor-
données sont z et y;

m1 la normale en m limitée & Ox;
s 'arc de la courbe mesurée a partir de Oy.

Nous avons
t d cosede 1 t siny
= — d —_— 0 — _‘?. —_— ——tt — = — )
dz; TC0S%. R s dz ' R-ml— 7'
d’ou
cosods  sin
. = — = 2A
dx z
ou
drsino
L= 2Ax.
dx

/

En intégrant et désignant par B une constante arbitraire, on trouve
()

. Ar:+B

Remarque. — Si la surface est fermée, on a g =o pour z =o0, par
suite B=o et
siny = Ax.

On (éduit de la, en désignant par C une constante,

9 — tangy = —2=
_— = 3
de 8 Vi—Alx?
Y+ C=-— %\/1-—-A’.7c2
et enfin

(J -+ C)2 + 2t = —A—i”
équation d’un cercle. D’ou il suit que la sphére est la seule surface de
révolution & courbure moyenne constante qui sott fermee.

Revenons maintenant & I'équation (1), et désignons par z, et x, les
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valeurs de # qui correspondent & ¢ = go°, ¢ =— go°. Nous aurons

=Ax}+B,
. —x,=Ax}+ B,
d’out
1 Dg
A=——, B=—~ 2172
&y — Ly &Iy — L

et, en substituant x, et x, aux constantes A el B, nous aurons

. 2% — 1y
sy = —————
(2 —ap)
cosp == — x*) x:
? a‘(a’l—‘lq){w x )'
at— &
tangy = £ =L

V(@i—z) (2 —a})
Si nous posons
o=’ cos*§ + x;sin* Y,

¢ étant un angle auxiliaire, ce qui est permis puisque x, et x, sont les
valeurs extrémes des z, nous aurons

tangy =+ w} cosa(l'_{—‘t; Sin’q;—xlg-i — (_i_{

D1 (z}—23) siny cos dz
d = (.»z'f—w’)sinq;coswpdq;
Vet cosd + x? sin?y

3

d’ou

T Ty (1¢

dy = %= \/z} cos®Y + ] sin§ dL .
b zy A v f+\/x’,’cosfqa+x§sin*qa

Si nous plagons Porigine des coordonnées de maniére que 1'on ait
¥ = 0 pour Z =0, NOUS aurons

) ’*‘y“-’”%L[\/‘i—;"] [\/(xr—d’,)w]
R e L (= e (V=

Nous aurons ainsi deux systémes de courbes selon que x, sera de
méme signe que x, ou sera de signe contraire. -




