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MÉMOIRE SUR L'EMPLOI DE L'ÉPAISSEUR 
DAMS LA 

THÉORIE DES SURFACES ÉLASTIQUES, 
PAR Ml,e SOPHIE GERMAIN. 

L'influence de l'étendue plus ou moins grande des surfaces élas-
tiques est parfaitement déterminée; mais les opinions se partagent à 
l'égard des effets produits par les différences de leur épaisseur. Si on 
se borne, comme on l'a fait jusqu'à présent, à considérer le cas où 
l'épaisseur est supposée constante, il s'agit de savoir quelle puissance 
de cette dimension doit entrer comme facteur dans un certain coeffi-
cient, dont un autre facteur dépend de l'élasticité naturelle des surfaces. 
La marche du calcul n'exige pas absolument alors qu'on connaisse 
la valeur propre de chacun des facteurs, et c'est probablement à la faci-
lité d'éluder leur séparation qu'il faut attribuer le peu d'importance 
que les géomètres semblent avoir mis à établir quel exposant il con-
vient de donner à l'épaisseur. Quoi qu'il en soit, la théorie des sur-
faces élastiques renferme essentiellement celle des effets dus à leur 
épaisseur ; et la connaissance de ces effets devient même indispensable 
lorsqu'on cesse de supposer l'épaisseur égale dans tous les points de la 
surface 

Je me propose aujourd'hui d'examiner et de résoudre cette question. 
Après avoir présenté quelques considérations générales sur l'emploi de 

l'épaisseur, discuté l'opinion des auteurs et rappelé les idées théoriques 
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que j'ai déjà publiées, idées qui m'ont conduite au choix d'un expo-
sant différent de ceux qui avaient été adoptés, je prouverai que, par 
rapport au cas où l'épaisseur est supposée constante, mon exposant 
fournit la juste mesure des phénomènes. 

Envisageant ensuite la question sous un point de vue plus étendu, je 
chercherai, dans la supposition d'une épaisseur variable, quel doit être 
l'exposant de cette dimension, non plus seulement pour que les for-
mules représentent, dans leur quantité, les effets dus aux changements 
possibles de la dimension, mais encore pour que la nature même de 
ces effets puisse être exprimée par l'analyse. J'arriverai enfin à ce 
résultat, que le cas d'une'épaisseur constante est le seul où l'incon-
vénient d'un choix différent se réduise à induire en erreur sur la 
mesure des phénomènes; mais que dans le cas plus général où on 
supposerait l'épaisseur variant en raison des distances de chacun des 
points de la surface aux extrémités, alors l'emploi de tout autre expo-
sant mettrait la théorie dans une telle contradiction, que la première 
exprimerait l'impossibilité des phénomènes observés. 

1. Lorsqu'on suppose l'épaisseur constante, son introduction dans 
le calcul n'entraîne aucune difficulté de plus, par rapport aux surfaces 
élastiques, que par rapport aux simples lames; rien n'empêche donc 
de choisir ici le cas linéaire pour exemple; il en résultera même ce 
double avantage, d'éviter la complication des formules et d'avoir sous 
les yeux l'objet direct des Mémoires qui ont précédé ces derniers temps. 

Le coefficient du second terme de l'équation différentielle de la 
lame élastique est une quantité constante ; sa valeur dépend nécessai-
rement du choix de la matière dont se composent les pièces auxquelles 
on l'applique. 

On a coutume de prendre une des extrémités pour origine; l'or-
donnée x représente alors la distance à cette extrémité. L'intégrale, 
quelle que soit sa forme, donne les valeurs de ζ pour chacun des points 
de la lame; ces valeurs sont exprimées par une fonction de x. L étant 
la longueur totale de la laine, les valeurs absolues de x, et par consé-
quent aussi les valeurs de z, dépendent évidemment de celles de L, 
dont les premières sont de simples fractions; il s'ensuit que dans la 
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fonction qui exprime les valeurs de ζ on doit écrire ^ . Il n'est pas 

moins évident que les mêmes valeurs de ζ dépendent aussi de l'épais-
seur e qu'on attribue à la lame élastique; fêtant un nombre positif 

quelconque, entier ou fractionnaire, on peut donc écrire dans l'in-
tégrale. 

En supposant toujours l'épaisseur constante, la fonction quatrième 
de l'intégrale, prise par rapport à χ et divisée par dx*, se trouve mul-

tipliée par e"; il devient indifférent alors d'écrire ̂  ou ^ dans l'inté-

grale, pourvu que, dans ce dernier cas, le coefficient constant du 
ζ 

terme ait la puissance (4f)'"De de l'épaisseur pour facteur; ce fac-

teur se trouvant ainsi confondu avec celui qui dépend de l'élasticité 
naturelle de la lame, le coefficient constant en exprime l'élasticité 
absolue. La question a toujours été présentée sous ce dernier point de 
vue. 

Euler a tenté plusieurs fois de déterminer la valeur de l'élasticité 
absolue. On trouve à la fin du Traité de maximis minimisve. (') un 
Chapitre consacré à la recherche de la courbe élastique ("). L'auteur, 
après avoir parlé dans un paragraphe précédent de la force des 
colonnes, cherche, dans le §40, quels sont les facteurs qui doivent com-
poser la valeur de l'élasticité absolue de la lame élastique. Le premier 
dépend du choix de la matière, ou, ce qui est la même chose, de 
l'élasticité naturelle de la pièce; le second est comme sa largeur, et 
le troisième est le carré de son épaisseur. 

On a lieu de s'étonner de ce que cet illustre auteur a cru devoir 
faire entrer ici la largeur de la lame en considération; peut-être 
expliquera-t-on cette singularité en pensant que, dans une matière 
encore nouvelle, on n'avait pas suffisamment distingué le cas des 
colonnes de celui des simples lames. 

(') Methodtis inveniendi lineas en/vas maximi minimise proprietate gaudentes, 
sive solulioproblematis isoperimetrici latissimo sensu accepti. Auctore Leonhardo Eulero. 
Lausannae et Genevae, MDCCXLIV; in-4°. 

(*) Additamentum I: De curvis elasticis, p. ?.45 de l'Ouvrage précité. 
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Dans le Mémoire sur la force des colonnes (Berlin, 1757)0, Euler 
parait être fort indécis à l'égard du choix de la puissance de 'l'épais-
seur qu'il convient de faire entrer dans l'expression du moment de 
roideur; car il termine ainsi le § Y consacré à cette recherche : 

« Pour celle-ci (la largeur) il est assez évident que ce moment (de la roi-
deur) lui est proportionnel; mais pour l'épaisseur, puisqu'elle s'oppose davan-
tage à l'inflexion, il semble que le moment de la roideur en suive la raison 
doublée ou même triplée·, d'où l'on pourrait conclure que, si la colonne est 
un cylindre, son moment de roideur sera proportionnel au cube ou peut-
être au carré-carré du diamètre de la base. » 

Plus loin, § LUI du même Mémoire, on lit le passage suivant : 

« .... la matière étant la même, tant la théorie que quelques expériences 
faites sur la roideur des corps, nous assurent que le moment de la roideur en 
chaque endroit est assez exactement proportionnel au carré-carré du dia-
mètre de l'épaisseur, ou au carré de la section faite au même endroit. » 

La force des colonnes n'est pas l'objet direct des recherches que je 
me suis proposées; cependant je ne puis me dispenser de faire remar-
querqu'ilfautdistinguer deux cas essentiellement différents, selon que 
la colonne est dans une position verticale ou horizontale. Par rapport 
au premier, l'effort est égal suivant la direction de chacun des diamètres; 
il n'y a donc aucune raison de croire que l'épaisseur s'oppose plus à 
l'inflexion que la largeur. Le second est le seul qui présente de l'ana-
logie avec la question des lames élastiques; mais, si l'on admet, t étant 
un nombre quelconque, que le moment de la roideur soit proportionnel 
à la puissance !'irae du diamètre, je ne vois pas comment on en con-
clurait que le même moment doive être proportionnel à la puissance 
(t — 1 yvœe q

e
 l'épaisseur proprement dite. En effet, puisqu'il s'agit ici 

d'un cylindre dont un des diamètres représente la largeur, tandis que 
le diamètre perpendiculaire au premier est pris pour l'épaisseur, on voit 
que les différentes parties de la largeur correspondent à des épaisseurs 

(') Sur la force des colonnes, par M. Euler, p. 1S1 de X Histoire de l'Académie 
royale des Sciences et Belles-Lettres, année MDCCLVII. Berlin, 195g; in-4°. 
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différentes. Les tranches d'égale largeur dans lesquelles on peut con-
cevoir que la colonne soit divisée ne peuvent donc être douées de 
forces égales; cependant cette condition semble nécessaire pour que, 
en regardant la force due à l'épaisseur comme proportionnelle à la 
puissance (t — Q'eme du diamètre, la force totale de la colonne soit pro-
portionnelle à la puissance l"me du même diamètre. 

Quoi qu'il en soit, la seule conclusion qu'on puisse tirer des passages 
que je viens de rapporter est que l'auteur n'était pas encore parvenu 
à fixer son opinion sur la question qui nous occupe. 

En suivant l'ordre des dates, j'ai consulté le Mémoire de Lagrange 
sur les ressorts plies (Berlin, 1769) (' ). L'auteur emploie le coefficient 
dépendant de l'élasticité absolue de la lame, sans s'arrêter à l'examen 
des facteurs qui le composent (voir § II) ; plus loin, § VI, il renvoie, à 
la vérité, au Mémoire d'Euler dont nous venons de parler; mais cette 
citation est entièrement étrangère à la question des facteurs qui entrent 
dans la valeur de l'élasticité absolue. 

La Mécanique analytique (3) ne contient non plus aucune détermi-
nation à cet égard. 

Euler est encore revenu sur le même sujet dans le beau Mémoire 
où il examine les différents cas de vibration dont la lame élastique est 
susceptible (Acta. P. 1779) (a). On peut voir (p. 107, § IV) que l'auteur 
y regarde l'élasticité de la lame comme proportionnelle au carré de 
son épaisseur. Par une singularité remarquable, cette dimension y est 
représentée, comme dans la suite du Mémoire, par la double lettre cc. 
Si l'on rapproche cette notation de l'expression carré-carré du diamètre 
de l'épaisseur, employée par le même auteur dans un des passages 
qu'on vient de lire, on sera porté à croire que le mot épaisseur n'a 
pas toujours désigné, dans ses recherches, une quantité linéaire. 

On trouve, dans le Recueil des Mémoires de la Société italienne pour 

(1 ) Sur la force des ressorts plies, par M. de la Grange, p. 167 de Y Histoire de Y Aca-
démie royale des Sciences cl Belles-Lettres, année MDCCLXIX. Berlin, 1771 ; in-4". 

(*) Mécanique analytique, par J.-L. Lagrange. Nouvelle édition, revue etaugmentée 
par l'auteur. Paris, Mme V" Courcier, 1811- >8i5; 2 vol. in-4". 

(3) Ineestigatio motuum, quibus lamince et virgœ elasticœ contremiscunt, auctore 
L. Eulero, p, io3 de Acta Academiœ Scientiarum imperialis Petropolitanœpro anno 
MDCCLXXIX. Pars prior, Petropoli, 1782; in-4"· 

3 1 
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l'année 178a, un mémoire de Giordano Ricati, intitulé Delle vibrazioni 
sonore dei cilindri (') ; l'auteur, en comparant entre eux deux cylindres 
différents, établit la proportion directe de leur longueur et inverse de 
leur rigidité naturelle multipliée par le carré de leur diamètre. Ce 
Mémoire semble avoir été inspiré par la lecture de celui d'Euler, dont 
il développe toutes les conséquences avec une exactitude scrupuleuse; 
cependant la proportion dont on vient de parler ne serait pas d'accord 
avec le sens d'Euler si on regardait l'épaisseur ce comme une quan-
tité linéaire. 

M. Chladni, dans son Traité d'Acoustique (2) (p. 99, § 75) a cru se 
conformer au véritable sens d'Euler en adoptant, pour les formules qui 
expriment les sons, les conséquences de la supposition de la proportion-
nalité de l'élasticité absolue au carré de l'épaisseur de la lame élastique. 

J' avais d'abord admis moi-même cette supposition ; elle m'avait paru 
conforme à l'opinion d'Euler, et je pensais alors que l'assentiment 
général l'avait confirmée. 

Dans le § 22 de son Mémoire sur les surfaces élastiques (3 ), M. Pois-
son a soin de remarquer que le coefficient /12, qui n'est autre chose 
que la quantité nommée précédemment élasticité absolue, est propor-
tionnelle à l'épaisseur de la surface. Une telle détermination de l'ex-
posant dont il est question résulte en effet des suppositions admises 
par cet habile géomètre. 

Dans la suite, lorsque j'ai cherché à démontrer l'hypothèse qui, 
pour la première fois, a conduit à trouver l'équation Je s surfaces élas-
tiques ( '), j'ai reconnu, comme je le dirai plus bas, que ce n'est ni la 
première ni la seconde, mais plutôt la quatrième puissance de l'épais-
seur, qui doit entrer dans la valeur du coefficient constant. 

(1 ) Delle vibrazioni sonore dei cilindri del sig. conte Giordano Riccati, p. 444 de 
Memorie di Matematica e Ftsica délia Società italiana. Tomo I. Verona, MDCCLXXXII ; 
pet. in-fol. 

(') Traité d'Acoustique, par F. -F.-F. Chladni. Paris, chez Courcier, 1809; in-8°. 
(') Mémoire sur les surfaces élastiques, par M. Poisson, p. 167 des Mémoires de la 

Classe des Sciences mathématiques et physiques de l'Institut de France, année 1812, 
II* Partie. Paris, F. Didot, MDCCCXVI; in-4°. 

(4 ) Recherches sur la théorie des surfaces élastiques, par Mu* Sophie Germain. Paris, 
M™* V™ Courcier, 1821 ; in-4". 
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Vers la même époque, M. Navier choisissait, dans son Mémoire sur 
la flexion des plans élastiques (1 ), la troisième puissance de l'épaisseur. 
Les Bulletins de la Société philomathique (livraisons de juin et juil-
let i8a3) contiennent l'extrait d'un Mémoire de ce savant auteur sur le 
même sujet (a); il y persiste dans le choix de la puissance troisième. 
L'extrait est terminé par l'observation suivante : 

« Les personnes qui se sont occupées de cette matière ne s'accordent pas 
toutes sur la puissance de l'épaisseur qui entre comme facteur dans le der-
nier terme de l'équation différentielle. Mais le résultat obtenu ici est conforme 
à ceux qui ont été admis par Euler et Lagrange dans leurs recherches sur la 
flexion des lames élastiques et des colonnes, etc. « 

(1 ) Mémoire sur la flexion des plans élastiques. 
Ce Mémoire, lu par Navier à l'Académie des Sciences, dans la séance du lundi 

4 août 182.0, fut renvoyé à l'examen d'une Commission composée de MM. de Prony, 
Poisson, Fourier, Cauchy. Navier y ajouta ensuite une Note explicative, manuscrite, 
qu'il remit, quelques mois après, aux commissaires. 

Le Mémoire de Navier n'a été l'objet d'aucun Rapport. 
Navier distribua quelques copies lithographiées de son Mémoire; Fourier en reçut 

un exemplaire et en donna connaissance ίι M"' Sophie Germain, ainsi que le montre la 
Lettre suivante ; 

« Mardi soir [i5 août 1820]. 
» J'ai l'honneur d'adresser à M1,e Germain le dernier numéro des Annales de Phy-

sique où se trouve le Mémoire de M. Savart sur les vibrations des lames élastiques (* ). 
J'ai pensé que la lecture de cet écrit pourrait l'intéresser. J'espère lui envoyer demain 
un Mémoire qui est présenté à l'Académie par M. Navier, et qui a pour objet l'analyse 
des flexions des plans élastiques. L'auteur a fait copier ce manuscrit par les presses 
lithographiques et m'en a remis un exemplaire. 

» Je prie M,Je Germain d'agréer l'hommage de mon respect et de vouloir bien l'offrir 
de ma part à madame sa mère. » Foubier (

2

). » 

(*) Extrait des recherches sur la flexion des plans élastiques; par M. Navier, 
p. 92 du Bulletin des Sciences, par la Société philomathique de Paris. Année 1823. 
Paris, in-4°. 

(1) Mémoire sur la Communication des mouvements vibratoires entre les corps solides, par 
M. Félix Savart, docteur en Médecine, etc. (Lu à l'Académie des Sciences le i5 novembre 1819); 
page ιι3 des Annales de Chimie et de Physique, par MM. Gay-Lussac et Arago (2® série), t. XIV, 
i8ao, in-8°. 

(*) L'original de cette Lettre se trouve à la Bibliothèque nationale, dans le Manuscrit français 
nouveau 4073 (Libri). Elle a éLé publiée par M. C. Henry dans le numéro de décembre 1879 de 
la Revue philosophique dirigée par Th. Ribot. 

S. 5 
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Ainsi la première, la seconde, la troisième et enfin la quatrième 
puissance de l'épaisseur ont été successivement proposées comme fac-
teur de l'élasticité absolue des surfaces. 

Il résulte de l'examen auquel nous venons de nous livrer qu'il 
n'existe encore aucune doctrine solidement établie relativement à 
l'influence de l'épaisseur sur les phénomènes qui appartiennent aux 
surfaces élastiques ; si je ne me fais illusion, celle que je vais exposer 
sera désormais à l'abri de toute objection. 

2. En appliquant au cas des surfaces les principes émis par 
Jacques Bernoulli à l'égard des lames élastiques, j'ai eu occasion de 
remarquer que le carré de leur épaisseur entre dans l'expression de la 
puissance qui détermine leur changement de figure. J'ai vu en même 
temps que la force élastique, qui a pour mesure le même changement 
de figure qu'elle tend à détruire, introduit nécessairement aussi le 
carré de l'épaisseur dans l'équation différentielle. J'en ai conclu que 
les termes qui expriment l'action de la force élastique doivent, dans le 
cas où l'épaisseur est supposée constante, être multipliés par la qua-
trième puissance de la même dimensioh. 

Cette remarque a été développée dans le § 8 de mon Mémoire sur la 
théorie des surfaces élastiques (' ) ; je me contenterai de rappeler ici le 
procédé qui introduit le carré de l'épaisseur dans l'expression du chan-
gement de figure de la lame élastique. 

Un tel changement ne peut s'effectuer sans qu'il en résulte à la fois 
une dilatation et une contraction dans les forces opposées de chacun 
des éléments de la lame. Ces deux effets sont égaux entre eux, et ils 
peuvent également fournir la mesure de la force qui les a produits. 

Pour plus de simplicité, bornons-nous à considérer l'effet de la dila-
tation d'une lame droite. 

L'épaisseur et la longueur de l'élément de cette lame sont les côtés 
du parallélogramme que présente sa figure naturelle. La lame a acquis 
un certain degré de courbure, lorsque, par l'action d'une force quel-
conque, l'élément a été dilaté dans sa partie supérieure; les deux 
rayons de courbure qui appartiennent aux extrémités de l'élément se 

( ' ) Recherches sur la théorie des surfaces élastiques, § 8, ρ- 13. 
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rencontrent alors, et l'angle qu'ils comprennent appartient au triangle 
dont les mêmes rayons et la longueur de l'élément dilaté sont les côtés. 
En même temps, l'un des rayons de courbure, pénétrant dans l'épais-
seur de la lame, coupe, au milieu de cette épaisseur, la ligne qui lui 
sert de mesure; il en résulte un second triangle, semblable au premier; 
deux de ses côtés sont la demi-épaisseur et la quantité linéaire dont 
la partie supérieure de l'élément a été dilatée. On conclut, de la pro-
portion établie entre les côtés des triangles semblables, que la valeur 
de la quantité linéaire dont on vient de parler a la demi-épaisseur 
pour facteur. 

Nous avons dit que l'action de la force qui a déterminé le change-
ment de figure de la lame est proportionnelle à la dilatation qu'a 
éprouvée la partie supérieure de l'élément de cette lame. Il est évident 
que cette dilatation elle-même est représentée par la surface du petit 
triangle compris dans la demi-épaisseur de la lame. Pour avoir cette 
surface, il faut multiplier celui des côtés, du triangle qui, suivant ce 
qu'on vient de voir, a la demi-épaisseur pour facteur, par le second 
côté du même triangle, qui n'est autre chose que la demi-épaisseur 
elle-même : la surface du triangle et par conséquent aussi la dilatation de 
la lame sont donc proportionnelles au carré de l'épaisseur de cette lame. 

Pour arriver à conclure que l'action de la force d'élasticité est pro-
portionnelle à la quatrième puissance de l'épaisseur de la lame élas-
tique, il suffit à présent de rappeler que la force d'élasticité est propor-
tionnelle à l'effet qu'elle tend à produire, c'est-à-dire à la dilatation 
de l'élément de la lame qu'elle tend à ramènera sa figure naturelle,et 
que son action a pour mesure le produit de la force elle-même par la 
quantité sur laquelle elle agit. 

Ce qu'on vient de dire relativement à la mesure de l'action des forces 
d'élasticité est indépendant de la supposition particulière d'une épais-
seur constante ; car cette mesure appartient à chacun des éléments cle 
la lame considérés isolément; seulement, lorsque l'épaisseur varie 
d'un point à l'autre des surfaces, elle ne doit plus fournir de facteur 
au coefficient constant qui multiplie les termes de l'équation différen-
tielle relatifs à l'action de la force élastique. 

3. Le cas d'une épaisseur constante est le seul dont on se soit 



S. 20 SOPHIE GERMAIN. 

occupé jusqu'à présent ; après avoir montré quelles sont, dans cette 
supposition, les conséquences du choix de l'exposant, je les comparerai 
aux données de l'expérience. 

Selon qu'on fait entrer les puissances première, seconde, troi-
sième ou quatrième de l'épaisseur dans le coefficient ri1 des termes 

^4-2 ^ de l'équation des plaques élastiques, on trouve que 

les sons doivent être en raison directe des puissances lto"j première, 

/ -1 ou seconde de la même épaisseur. En général, ereprésentant la 

valeur de cette dimension .par rapport à la surface, si eAt est facteur 
de τ»2, lessons seront proportionnels à e2t; on sait d'ailleurs, en prenant 
pour exemple la plaque carrée dont le côté est L, que les mêmes sons 

doivent être proportionnels à ̂  : l'expérience peut donc nous faire con-

naître quelle est la valeur d et dans la formule —· 

La manière la plus simple de procéder est de comparer des pièces 
qui, différentes par leur épaisseur, sont, sous tout autre rapport, sem-
blables entre elles. Il est facile de remplir cette condition à l'égard de 
la forme et de l'étendue des surfaces ; mais on a toujours à craindre 
l'influence des différences d'élasticité naturelle de la matière employée. 

Dans la vue d'écarter, autant que possible, cette cause d'erreur, j'ai 
voulu que les plaques comparées fussent coupées dans un même mor-
ceau de verre, mais à des distances assez grandes pour que l'épaisseur, 
quoique sensiblement égale dans l'étendue de chacune des surfaces, 
fût pourtant notablement différente de l'une à l'autre. 

J'ai successivement employé plusieurs moyens pour mesurer ces 
épaisseurs. J'avais d'abord eu recours à l'application, sur la tranche 
des surfaces, d'un tissu dont je comptais les fils, et j'avais déjà obtenu 
des résultats favorables à la théorie que je veux établir; cependant, 
malgré la précaution que j'avais prise de répéter les mêmes opérations 
et de varier les tissus dont je me servais, j'ai craint que le plus ou le 
moins de tension dont ils étaient susceptibles ne pût occasionner 
quelque erreur dans des mesures aussi délicates. 

Afin d'obtenir une exactitude plus grande, j'ai fait exécuter en cuivre 
des rapporteurs de ι°, 20,... et io°. Lorsque les épaisseurs de 
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deux surfaces étaient exactement recouvertes par les cordes de deux 
angles appartenant au même rayon, j'obtenais immédiatement le rap-
port cherché. Je le vérifiais ensuite en appliquant, sur les mêmes 
épaisseurs, les cordes d'un même angle dont le rayon variait en raison 
des différences de ces épaisseurs. Les rayons étaient mesurés en milli-
mètres et présentaient une sorte de multiplication des différences 
qu'ils servaient à faire reconnaître. Ce dernier moyen a été employé 
seul dans les cas où les épaisseurs étaient peu différentes ; mais je me 
suis alors servi successivement de différents angles, de manière qu'il 
ne me restât plus aucun doute sur l'exactitude des mesures que je sou-
mettais au calcul. 

J'ai fait un assez grand nombre d'épreuves; comme elles ont toutes 
fourni des résultats analogues, je me contenterai d'en rapporter quel-
ques-unes. 

Nous avons vu plus haut que le son est proportionnel à la quantité 

Iji par conséquent, si l'on compare deux pièces égales d'ailleurs, dont 

les épaisseurs soient représentées par e et e', la formule exprimera 

la différence des sons correspondant, dans chacune d'elles, aux mêmes 
cas de vibration. Suivant la théorie que je cherche à établir, il faut 

prendre t = ι ; il s'agit donc de vérifier la formule 1^1 ' 

Deux pièces pour lesquelles on avait e : e' : : 7 : 6, et par consé-

quent ̂  = ||
 s
 ont donné l'intervalle A'ut à fa égal à | La différence 

entre et | est|g> quantité inappréciable. 

Deux autres pièces pour lesquelles on avait e : e' ; : 6 : 5, et par 

conséquent , ont donné l'intervalle de mi à si qui ne diffère 

de que de la distance entre un demi-ton majeur et un demi-ton 

mineur. 
Cinq pièces de même forme et de même grandeur, taillées dans le 

même morceau de verre, ont donné, toujours pour le même cas de vibra-
tion, les sons suivants : ut, ut*, fa, fa* et sol*. Dans la première et 
la dernière, on ne reconnaissait pas la moindre différence d'épaisseur 
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entre les différents points du contour. On avait, powr ces deux pièces, 

e : e' : : 5 : 4, et par conséquent ί-, I = -^· L'intervalle à'ut à sol * est, 

en effet, très exactement représenté par la fraction ̂ · 

A l'égard des autres pièces, l'épaisseur était moyenne entre celles 
dont on vient de parler, et elle n'était pas la même pour leurs différents 
côtés. C'est ce qui explique, comme nous le verrons plus bas, la dif-
férence observée entre les sons. 

Les expériences dont on vient de rendre compte prouvent évidem-
ment, ainsi que je l'ai supposé, qu'on doit prendre t — ι dans la for-
mule (£)

2
'· 

On peut encore soumettre la théorie à un autre genre d'épreuve : on 
peut comparer les sons de deux pièces de même forme dont à la fois 
la grandeur et l'épaisseur soient différentes. En continuant de désigner 
les deux épaisseurs par e et e', et en représentant par L et L' les lon-

gueurs des côtés homologues, on aura à vérifier la formule , qui 

exprime alors l'intervalle entre les sons correspondant aux mêmes cas 
de vibration des deux surfaces. 

Les expériences faites de cette manière ont offert des résultats égale-
ment satisfaisants ; je prendrai pour exemple la plus simple d'entre elles. 

S'il s'agit de deux pièces dont l'épaisseur et la grandeur des côtés 
homologues soient proportionnelles, par exemple si l'une d'elles 
est en même temps deux fois plus épaisse et deux fois plus longue que 

l'autre, la formule deviendra ; par conséquent elle se 

réduira à l'unité ; or l'unité représente l'unisson : les deux pièces 
devront donc, dans les mêmes cas de vibration, faire entendre les 
mêmes sons. 

L'impossibilité de tirer d'un même morceau de verre deux surfaces 
de même étendue dont les épaisseurs différassent dans la proportion 
de ι à a m'a forcée d'avoir recours à l'emploi de pièces de cuivre. 
J'ai mis tous mes soins à obtenir, autant que possible, le même degré 
d'élasticité naturelle. 

Deux plaques carrées dont les côtés et les épaisseurs étaient égale-
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ment dans le rapport de 2 à ι ont été comparées, et, pour les différents 
cas de vibration dont les pièces étaient susceptibles, on a en effet 
toujours obtenu l'unisson. 

Peut-être me serait-il permis de regarder déjà comme suffisamment 
justifié le choix de l'exposant que j'ai adopté. Les paragraphes suivants 
seront consacrés à l'examen du cas plus général où l'épaisseur est sup-
posée varier d'un point à l'autre de la surface élastique; j'aurai occa-
sion de faire remarquer qu'il en résulte une nouvelle confirmation de 
la théorie qui vient d'être exposée. 

4. Afin d'arriver à connaître les effets de la variabilité de l'épais-
seur, nous choisirons d'abord pour exemple le cas où l'épaisseur 
d'une lame droite, différente à ses deux extrémités, varie d'un pointa 
l'autre en raison des distances aux mêmes extrémités. Nous commen-
cerons par déterminer, dans cette supposition, l'épaisseur pour cha-
cun des points de la lame et les épaisseurs moyennes des différentes 
parties comprises entre les mêmes points. Après avoir introduit ces 
quantités dans les formules, nous comparerons leurs résultats à ceux 
le l'expérience. 

Des opérations du même genre, mais nécessairement beaucoup plus 
compliquées, nous feront connaître, dans des suppositions analogues, 
l'épaisseur pour chacun des points d'une plaque carrée et les épais-
seurs moyennes des parties comprises entre les mêmes points. Les for-
mules qui en résulteront seront également comparées à l'expérience. 
Si l'on supposait toute autre forme à la surface inégalement épaisse, on 
parviendrait sans doute à connaître et l'épaisseur dans chacun de ses 
points et l'épaisseur moyenne des espaces circonscrits, pris sur la même 
surface ; mais on se trouverait alors forcé de faire entrer en considéra-
tion un plus grand nombre de conditions, dépendantes toutes des 
distances aux points dont les épaisseurs seraient regardées comme 
données; il en résulterait une multiplicité de formules qui rendrait 
peut-être la théorie plus difficile à saisir. Les deux exemples auxquels 
j'ai cru devoir me borner sont certainement les plus simples qu'on 
puisse choisir; ils m'ont paru suffisants pour mettre la question dans 
tout son jour et pour faire pressentir les applications dont elle est sus-
ceptible. 5 2 
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5. Représentons par m et η les épaisseurs aux deux extrémités 
d'une lame droite dont Ja longueur est L; prenons pour origine le 
point auquel appartient l'épaisseur m, et supposons que l'épaisseur, 
dans tous les points dont se compose la lame, dépende uniquement de 
leurs distances à chacune des extrémités, en sorte que ces épaisseurs 
soient proportionnelles aux mêmes distances. 

Les différentes valeurs que l'ordonnée s peut recevoir expriment les 
distances à l'origine des points auxquels elles appartiennent. Soient s et 
s deux de ces valeurs, les formules — - et —5 —■ don-

neront les épaisseurs correspondantes. Dans les mêmes suppositions, la 

formule — ? représentera 1 épaisseur moyenne de 
partie comprise entre les deux points. Ces diverses formules sont évi-
dentes d'elles-mêmes, et les conséquences qu'on en peut tirer ne le 
sont pas moins. 

En effet, si on prend s = ~ L, la première devient > et telle est 

réellement, dans les suppositions présentes, l'épaisseur du milieu de la 
lame. Si on fait dans la dernière s' ~ L — s, elle représente l'épaisseur 
moyenne d'une partie, de longueur L — a s, prise à égale distance des 

deux extrémités de la même lame, et elle se réduit encore à m + . j| 

est facile de voir la raison de cette identité : quelle que soit la distance 
aux extrémités d'une portion de la lame située au milieu de cette lame, 
son épaisseur moyenne doit toujours être égale à l'épaisseur moyenne 
de la lame entière; l'épaisseur dans le point de milieu correspond au 

cas où on prendrait à la fois s' = L — s et s = ^ L, et alors la portion 

dont la formule exprimerait l'épaisseur moyenne se réduirait, comme 
on le voit, à un seul point. 

En prenant s —■ o, la même formule, qui devient m(2L~*ï'+ ns, 

donne l'épaisseur moyenne de la portion de la lame comprise entre 
l'origine et le point auquel l'ordonnée s appartient. 

6. Avant d'entrer dans la discussion des effets dus à la variabilité 
de ^épaisseur, nous pourrions établir, d'après l'expérience, la propo-
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sition suivante : Deux lames élastiques d'ailleurs semblables, dont l'épais-
seur moyenne, égale de part et d'autre, est variable dans l'une et constante 
dans l'autre, donnent l'unisson pour tous les cas de vibration dont elles 
sont susceptibles. En remontant plus haut, nous allons voir qu'une lame 
élastique dont l'épaisseur varierait suivant la loi que nous venons d'é-
tablir ne serait susceptible d'aucune vibration régulière, si la variabilité 
supposée avait sur les sons que cette lame peut rendre une influence 
propre, c'est-à-dire qui ne dépendit pas uniquement, de l'épaisseur 
moyenne des différentes parties dans lesquelles on peut concevoir que 
la même lame soit divisée. 

L'Analyse montre, comme j'ai eu occasion de le dire ailleurs, que, 
dans tous les cas de vibration qui appartiennent à la lame élastique, il 
existe un ou plusieurs points de limite qui permettent de séparer la 
même lame en plusieurs portions, sans que le son et la figure dont 
chacune de ces portions sont susceptibles cessent d'être les mêmes que 
lorsqu'elles faisaient partie de la lame entière. 

Cela posé, afin de rendre notre raisonnement plus simple, considé-
rons le cas où il n'y aurait, sur la lame d'épaisseur variable, qu'un seul 
point de limite analytique, et fixons la position de ce point d'après la 
supposition que les parties d'inégales épaisseurs qu'il sépare sont 
équivalentes à des parties de même étendue et d'épaisseurs constantes 
égales aux épaisseurs moyennes des mêmes parties. En admettant en-
suite que l'inégalité d'épaisseur entre les divers points de la lame déter-
mine le déplacement du point de limite, nous arriverons à ce résultat 
contradictoire que, entre deux portions de la même lame assujetties à 
rendre le même son, la variabilité d'épaisseur exigera d'un côté une 
diminution et de l'autre une augmentation d'étendue dans les parties 
vibrantes. 

7. Cherchons maintenant quel rôle l'épaisseur considérée comme 
variable doit jouer dans les formules relatives à la lame élastique. Nous 
avons remarqué ( § 1 ) qu'en supposant l'épaisseur constante il est indif-
férent d'écrire, dans la fonction de χ qui donne les valeurs de l'or-

donnée z, ou -£-> ou simplementpourvu que, dans ce dernier cas, on 

prenne e" pour facteur du coefficient constant qui appartient au der-
nier terme de l'équation différentielle. 

S./, 
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Quand l'épaisseur varie d'un, point à l'autre, il faut considérer isolé-
ment chacun des points de la lame, et la première manière d'envisager 
la question est la seule qui convienne, ζ et f étant les coordonnées 
d'un point donné, on doit multiplier, dans la fonction qui donne la 
valeur de z, la puissance de l'épaisseur par la différentielle de s. 
Suivant les formules données § 5, le produit de cette multiplication 

Est m ( L — s ) — ns ds. 

Si l'on mettait dans l'intégrale, au lieu de e'x, comme lorsqu'il est 
question d'une lame d'épaisseur constante, la quantité différentielle 
que nous venons de trouver, alors la fonction qui exprime les valeurs 
de 2 ne serait applicable qu'à un seul point; pour étendre cette fonc-
tion à tous les points qui composent la lame, on doit donc écrire 

Fl m ( L — s ) -4- ns V ds. 

Nous avons vu (§ 6) que le point de limite qui existe dans tous les 
cas de vibrations régulières est placé, sur la lame d'épaisseur variable, 
en raison des épaisseurs moyennes des parties qu'il sépare; la valeur 
correspondante de l'ordonnée ζ est donc la même que si la lame était 
formée de la réunion de deux parties d'épaisseurs constantes, respecti-
vement égales aux épaisseurs moyennes des parties de même longueur, 
prises sur la lame d'épaisseur variable. Prenons toujours pour exemple 
le cas où il n'existe qu'un seul point de limite analytique sur la lame 
vibrante, et ne considérons, pour plus de simplicité, que la partie 
d'épaisseur variable comprise entre l'origine et le point de limite. L'or-
donnée ζ qui appartient à ce point aura la même valeur que s'il était 
pris au milieu d'une lame d'épaisseur constante égale à l'épaisseur 
moyenne de la partie dont il s'agit, et d'une longueur double de celle 
de cette partie. Une telle compensation entre l'épaisseur variable et 
l'épaisseur moyenne ne peut avoir lieu pour un des points de la lame 
sans qu'il existe des compensations semblables par rapport à tous les 
autres points de la même lame. Et, en effet, quel que soit le point de la 
lame qu'on veuille considérer, si s représente la distance à l'origine, 
la valeur correspondante de l'ordonnée ζ sera égale à celle qui appar-
tiendrait au point semblablement situé sur une lame d'épaisseur con-
stante égale à l'épaisseur moyenne de la partie dont il s'agit. 
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Il est sans doute inutile de dire que l'épaisseur et la longueur de la 
lame d'épaisseur constante qui entre ici en comparaison sont diffé-
rentes relativement à chacune des valeurs de s. 

Suivant ce que l'on vient de lire, l'épaisseur moyenne de la partie 
comprise entre l'origine et le point auquel appartient l'ordonnée s étant 

, on obtiendra les mêmes valeurs de z, soit qu'on écrive, 

dans l'intégrale, ou j^
m
 '—^ J ds, ou ^

 +
 -* j s. Par 

conséquent, ces deux formules doivent être regardées comme deux ex-
pressions différentes d'une seule et même quantité. Elles doivent donc 
satisfaire à l'équation suivante : 

— ■>') + "vs)+ 

La differentiation donne 

¡"/h (L — s) -h ns~\* TT ds 

t[n — m) Γm(2L — ,ç) +«ίΊ'-1 ^ rm(2L — .Γ)+«ίΊ'^ 

Après avoir multiplié par (2 L)' et divisé par ds, cette dernière équation 
se réduit à 

|2[m(L—i)-t-«i]j' 

= [m(2L — s) ■+ ni]1-11 [m(aL — (t i)ij + n(t + i)î). 

Si on effectue alors les développements et les réductions convenables, 
on trouve 

(amL)'-h f (îmL)' 1 .2[l(« — m)| 

-h -^-(smL)' — m)Y 

+'(f :x; ,)·ί"·ι·)'''·»'·['("-'·))' 
-+ 

, t(e — r)(t — 2) , ïXl_3 , , y,, 

(lwL),-+-2.f(2mL)' 1 [s(n—m)] 

-4-3.— -(îfflL)' 3-[s(« — ™)]3 

~t"4· —-3 -(^L) . [i (n — m)] 

2.3«..V mL 
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Cette équation doit avoir lieu pour toutes les valeurs possibles de 
l'ordonnée î ; chacun des termes du premier membre est donc respec-
tivement égal à celui qui, dans le second, contient la même puissance 
de cette ordonnée. Prenons pour exemple les (V -t- 1 )'êm" termes des 
mêmes développements ; toutes les fois qu'on ne fera pas η — m — o, 
c'est-à-dire toutes les fois qu'on ne reviendra pas à supposer l'épais-
seur constante, l'équation 2T = Y -t-1 devra être "satisfaite. Cette équa-
tion ne peut se vérifier que pour deux valeurs de V, savoir zéro et 
l'unité. Les développements entre lesquels s'établit notre équation ne 
peuvent donc avoir que deux termes, et, par conséquent, l'unité est la 
seule valeur qui puisse êtrè attribuée à l'exposant t. 

Pour trouver cette valeur de l'exposant, il n'était pas même indis-
pensable d'étendre l'équivalence entre les épaisseurs variables et les 
épaisseurs moyennes à toutes les parties comprises entre l'origine et 
chacun des points de la lame vibrante; il aurait pu suffire de remar-
quer que les développements de l'un et l'autre membre de l'équation 
ci-dessus sont composés d'un égal nombre de termes, et que chacun ne 
diffère de son correspondant que par le changement de 2Ten V -t- 1. 
L'équation 2T= γ + 1 résulterait alors de l'existence de l'équation 
entre les mêmes développements pour une seule des valeurs de l'or-
donnée 5; et, d'après ce que nous avons dit plus haut, cette existence, 
par rapport aux points de limite analytiques, a été reconnue néces-
saire afin que la lame puisse exécuter des mouvements réguliers. 

En prenant t = 1, on a 

a[m(L — f) -+- ns] = m\2 L — (1+ i)s] + n(i + i)î> 

équation identique. Ainsi, les conditions nécessaires à l'existence des 
vibrations régulières de la lame élastique d'épaisseur variable auront 
lieu d'elles-mêmes, si on attribue à l'exposant de l'épaisseur la valeur 
que la simple considération de la nature des forces d'élasticité nous a 
fait connaître d'avance (voir § 2). 

Chacune des valeurs de ζ relative à la lame d'épaisseur variable est, 
suivant ce qu'on vient de lire, égale à la valeur correspondante de la 
même ordonnée prise par rapport à une lame dont l'épaisseur constante 

serait representee par la formule — 
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Si I/ est la longueur de cette lame fictive, différente pour chacune 

des valeurs de s, on devra mettre dans l'intégrale, au lieu dey, qui se 

rapporterait au cas où la lame de longueur L aurait une épaisseur con-

stante, la quantité
 L ^ "'j q

U
[ ]

u
i
 es

t, comme on le voit, 

entièrement analogue. 

8. Kous avons déjà eu occasion de faire observer (§ 3), en examinant 
les conséquences du choix de la puissance de l'épaisseur qui doit entrer 
comme facteur dans le coefficient du second terme de l'équation de la 
lame élastique d'épaisseur constante, que, si e" représente cette puis-
sance et que L soit la longueur de la lame, les sons correspondant aux 

différents genres de vibrations seront proportionnels à la quantité γ · 

En faisant, comme on le doit, t = i, cette quantité devient —; ainsi, 

dans tous les cas de vibration, deux lames dont les épaisseurs e et: e', 
aussi bien que les longueurs respectives L et L', satisferont à l'équa-

tion rï —rr;' devront faire entendre les mêmes sons. 

La proportion —-—; ' ::L:L exprime, conformé-

ment à ce que nous avons déjà établi, que les longueurs de nos lames 
fictives sont entre, elles comme les épaisseurs correspondantes ; il en 

résulte que l'équation γ— = h y, a lieu pour cha-

cune d'elles. 
Dans tous les cas de vibration, ces différentes lames rendent donc 

les mêmes sons que la lame d'épaisseur constante et de lon-

gueur L. Remarquons à présent que les sons donnés par les divers 
points d'un corps sonore doivent être semblables entre eux et que, à 
défaut de cette condition, le corps dont il s'agit ne pourrait faire en-
tendre qu'un bruit confus; nous en conclurons que, chacun des points 
d'une lame d'épaisseur variable dont l'épaisseur moyenne est exprimée 

par et dont la longueur est L ayant, durant le mouvement, ces 
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deux coordonnées égales à celles d'un point pris,«sur une des lames 
fictives que nous avons considérées, et ne pouvant, par conséquent, 
donner un son différent de celui qui convient à la même lame, la lame 
entière d'épaisseur variable rendra les mêmes sons qu'une autre lame 
de même longueur dont l'épaisseur constante serait égale à l'épais-
seur moyenne de la première. 

9. S'il ne s'agissait que de justifier le choix du coefficient que nous 
avons adopté, le seul fait à établir, par rapport aux lames d'inégale 
épaisseur, serait l'existence des vibrations régulières. En effet, nous 
venons de voir qu'en admettant tout autre coefficient l'analyse ex-
primerait l'impossibilité de semblables phénomènes ; mais, les consé-
quences de cette régularité de mouvements dans les lames élastiques 
d'épaisseur variable nous ayant fait connaître jusqu'aux moindres cir-
constances des mêmes mouvements, nous nous proposons aussi de 
comparer, avec quelques détails, les résultats de la théorie à ceux de 
l'expérience. 

Les premiers sont, en adoptant l'exposant convenable, que la lame 
élastique d'épaisseur variable est susceptible de tous les genres de 
vibrations qui appartiennent à la lame d'épaisseur constante; que 
l'inégalité d'épaisseur entre les différents points de la lame vibrante 
donne lieu au changement de la figure que cette lame affecte durant 
son mouvement ; en sorte que, par rapport à tous les cas de vibrations, 
la figure dont il s'agit ne peut appartenir à aucune lame uniformément 
épaisse, quelle que soit d'ailleurs l'épaisseur qu'on veuille lui attribuer. 
Une telle conclusion paraîtra évidente si l'on se rappelle qu'aucune des 
lames fictives à la considération desquelles on a eu recours ne peut 
avoir deux valeurs de l'ordonnée s égales à celles qui, sur la lame 
d'épaisseur variable, se rapportent à deux points consécutifs. Enfin la 
théorie annonce encore que l'inégale répartition d'une même épaisseur 
variable entre les différents points de la lame élastique n'a aucune 
influence sur les sons correspondant à chaque cas de vibration. Ainsi, 
tandis que les différences d'épaisseurs moyennes, constantes ou va-
riables, déterminent le changement des sons, sans que les figures cor-
respondantes éprouvent la moindre altération, au contraire, selon 
qu'on répartit entre les points de la lame une épaisseur moyenne 
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donnée, il arrive que la production d'un son identique se trouve 
accompagnée de figures différentes. 

Voyons maintenant quels sont les faits observés. 
Les divers cas de vibrations que présente la lame élastique d'épais-

seur constante ont également lieu sur la lame d'épaisseur variable. De 
part et d'autre, l'intervalle des sons est le même, et chacun d'eux se 
trouve accompagné de figures nodales composées d'un égal nombre 
de points de repos. Si, dans chaque cas de vibration, on compare la 
position des nœuds sur la lame d'épaisseur constante à celle des mêmes 
nœuds sur la lame d'épaisseur variable, on observe des différences 
d'intervalles d'autant plus sensibles que celle des épaisseurs extrêmes 
est plus considérable. 

La disposition des lignes de repos sur les pièces dont l'épaisseur varie 
d'un point à l'autre avait depuis longtemps fixé mon attention; elle 
m'avait donné lieu de remarquer {voir la note, p. 35 de mes Recherches 
sur la théorie des surfaces élastiques) que l'exposant attribué jusqu'à 
présent à l'épaisseur ne semblait pas devoir fournir, à cet égard, une 
explication suffisante. J'étais loin de soupçonner alors que le choix de 
cet exposant dut entraîner d'autres conséquences qu'une inégalité de 
compensation entre des changements d'épaisseurs moyennes, propor-
tionnels à ceux des longueurs respectives. J'ai fait un grand nombre 
d'expériences pour vérifier la parfaite égalité de cette compensation, et 
j'ai mis d'autant plus de soin à mesurer, sur les lames d'épaisseur va-
riable, les distances des lignes nodales, qu'elles étaient d'abord le seul 
moyen de vérification que j'eusse imaginé. 

L'accord le plus satisfaisant entre la théorie et l'expérience s'est 
constamment manifesté. En effet, les lignes nodales étaient toujours 
plus distantes de l'extrémité où l'épaisseur était plus considérable que 
de l'autre extrémité, et dans une telle proportion qu'elle aurait pu 
suffire pour faire rejeter tout autre exposant que celui que j'avais 
déjà adopté. Il est sans doute inutile d'ajouter que la position du point 
de limite, dont l'existence nécessaire nous a conduits à la connaissance 
des effets de la variabilité de l'épaisseur, était aussi plus distante de 
celle des extrémités où l'épaisseur se trouvait la plus grande. Plusieurs 
lames de verre ont été coupées en ce point; les parties séparées ont 
continué de rendre les mêmes sons, et elles se sont prêtées à tous les 
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cas de vibration qui ont lieu dans les deux moitiés d'une lame d'épais-
seur constante. 

Non seulement les lames d'épaisseur variable se prêtent à tous les 
cas de vibration qui appartiennent proprement à la lame d'épaisseur 
constante, mais aussi, lorsqu'elles ont une largeur suffisante, elles sont 
susceptibles, comme ces dernières, de vibrer à la manière des plaques. 
Alors les figures nodales présentent, de part et d'autre, une ligne lon-
gitudinale au milieu de sa largeur et un nombre de lignes transver-
sales plus ou moins grand, suivant que les sons correspondants sont 
plus ou moins aigus. Dans ce genre de vibrations, la position des lignes 
nodales sur la lame d'épaisseur constante est facile à reconnaître, car 
l'intervalle entre deux de ces lignes est toujours exactement double 
de celui qu'on observe entre une des extrémités de la ligne la plus 
voisine. Dans les autres cas de vibration, la disposition des nœuds est 
sans doute conforme à la théorie, mais on ne pourrait plus s'en assurer 
sans recourir à la discussion des formules. Je me suis convaincue qu'à 
l'aide d'une analyse semblable à celle qui détermine alors la position 
des lignes nodales sur la lame d'épaisseur constante, on obtiendrait en 
effet la mesure du déplacement des mêmes lignes sur la lame d'épais-
seur variable. Afin d'éviter des longueurs inutiles, je me bornerai à 
rapporter un seul exemple. Je choisirai l'expérience où, en même temps 
que la figure nodale composée du plus petit nombre possible de lignes 
offrait, sur la lame d'épaisseur constante, une disposition dont le 
moindre dérangement fût devenu sensible, la différence entre les 
épaisseurs extrêmes donnait lieu, sur la lame d'épaisseur variable, à 
un déplacement considérable. 

Une lame de cuivre, dont la longueur était de om,245 et la largeur 
de o^oae, les épaisseurs extrêmes comme ι et 2, a présenté la figure 
composée d'une ligne longitudinale et de deux lignes transversales ; les 
distances entre les lignes voisines des extrém ités et les mêmes extrémités 
étaient de om,o45 et om,075 ; l'intervalle entre les deux lignes s'est 
donc trouvé sensiblement égal à ce qu'il eût été sur la lame d'épaisseur 
constante. 

Il est donc facile de se rendre compte de cette dernière circonstance, 
car nous avons vu (§ 5) que, quelle que soit l'étendue d'une partie 
prise au milieu de notre lame, son épaisseur moyenne est toujours 
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égale à celle de la lame entière ; il en résulte que la longueur des parties 
vibrantes ainsi situées doit être la même que sur la lame d'épais-
seur constante. A la vérité, ce résultat exigerait, pour être parfai-
tement exact, que le milieu de la partie vibrante fût en même temps 
celui de la lame; mais, sous l'influence des causes d'erreur impossibles 
à éviter, il est difficile que des différences aussi petites deviennent 
sensibles. 

Pour expliquer la position de nos deux lignes nodales par rapport 
aux extrémités voisines respectives, nous ne pouvons éviter l'emploi 

des formules. Suivant ce qu'on a vu § 5, la quantité L + m est 

l'épaisseur moyenne d'une partie de longueur s, comprise entre l'ex-
trémité d'épaisseur m, d'une lame dont la longueur totale est L, et le 
point dont s est l'ordonnée, l'épaisseur de l'autre extrémité étant n. 
Nous avons ici m = 2, n — ι, L = 245, s — 75 : l'épaisseur moyenne 

devient donc 2 ^9° ~ 75) + 1 ·> _ 22®, \f
ln

 d'appliquer la même formule 

à l'intervalle compris entre l'autre extrémité de la ligne nodale voisine, 
nous changerons m en n, et réciproquement, et nous mettrons 45 à la 

place de 75. Nous aurons ainsi — pour 1 épaisseur 

moyenne correspondante.· 
Les épaisseurs moyennes des deux parties que nous avons à com-

parer sont donc entre elles comme 905 est à 535 ou comme 181 est 
à 107. Suivant la théorie, les épaisseurs doivent être proportion-
nelles aux longueurs respectives ; il en résulterait ici la proportion 
181 ; 107 : : 75:45 ; : 5 ;3, et l'on serait conduit à la condition 535 = 543-
La différence entre les deux membres de cette équation paraîtra bien 
petite si l'on tient compte de toutes les causes d'erreur inévitables dans 
de telles expériences. En effet, le moindre changement dans la loi de 
la variation d'épaisseur influe sur les distances des lignes voisines, et, 
pour que des différences d'élasticité naturelle viennent compliquer les 
effets dus à la variation de l'épaisseur, il peut même suffire qu'un des 
points de la lame ait reçu un coup de marteau plus fort que ceux qui 
auraient frappé les points voisins. 

Dans les nombreuses expériences que j'ai faites, les différences que 
j'ai observées se sont trouvées tantôt en plus, tantôt en moins; en 
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sorte que, à défaut de l'exactitude parfaite que l'expérience ne peut tou-
jours atteindre, et dont cependant j'ai remarqué quelques exemples, 
ces différences mêmes peuvent servir à confirmer la théorie. Au sur-
plus, la même chose a lieu par rapport à la position des lignes nodales 
sur les lames d'épaisseur constante, et les petites irrégularités qu'on 
aperçoit alors sont du même ordre que celles que nous trouvons ici. 

Lorsque, à l'exemple de M. Wheatstone, on fait vibrer une lame cou-
verte d'eau, les ondes dont l'amplitude est égale sur la lame d'épais-
seur constante manifestent, sur la lame d'épaisseur variable, l'inégalité 
que nous avons reconnue entre les différentes valeurs de l'ordonnée ζ. 
Deux ondes voisines sont sensiblement égales; mais on remarque une 
dégradation évidente lorsqu'on observe, comparativement, les plus 
proches et les plus éloignées de l'extrémité où l'épaisseur est la plus 
grande. Ainsi que je l'ai expliqué ailleurs (4), les expériences de ce 
genre doivent être regardées comme une contre-épreuve de celles de 
M. Chladni; elles prouvent également que la figure d'aucune lame vi-
brante d'épaisseur constante ne peut être semblable à celle qui appar-
tient, dans les mêmes circonstances, à la laine d'épaisseur variable. 

Il nous reste à faire connaître les résultats de l'expérience à l'égard 
de l'influence qu'a sur les sons l'inégale répartition de l'épaisseur entre 
les différents points de la lame vibrante. 

Un grand nombre de faits analogues m'ont prouvé que l'épaisseur 
moyenne détermine, seule, l'inégalité des sons entre deux lames égales 
d'ailleurs : je n'ai jamais remarqué la plus petite exception à cette loi. 
Pour rendre l'expérience plus concluante, je me suis procuré une lame 
de cuivre fabriquée en même temps que celle dont j'ai parlé plus haut 
et avec les plus grands soins pour que la différence de ces deux pièces 
fût uniquement, d'une part, l'égalité d'épaisseur et, de l'autre, la va-
riation de la même épaisseur dans la proportion de ι à 2, pour les points 
extrêmes. 

Dans tous les cas possibles de vibration, la différence des sons s'est 
trouvée au-dessous d'un demi-ton : elle était, par conséquent, au-des-
sous de la limite des erreurs qui ont été regardées comme inévitables, 
dans les cas même où la possibilité d'employer des pièces de verre 

(1 ) Voir la Note A, à la fin du Mémoire. 
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prises dans le même morceau permet d'écarter l'influence des diffé-
rences d'élasticité naturelle. 

Je ferai observer que ce dernier résultat suffirait seul pour justifier 
la théorie qui vient d'être exposée, qu'il ne saurait exister dans toute 
autre supposition et qu'il est une conséquence immédiate de la con-
sidération des épaisseurs moyennes. 

Nous verrons, dans les paragraphes suivants, qu'une théorie sem-
blable s'applique également aux surfaces d'épaisseur variable. 

10. Par rapport aux surfaces, le cas le plus simple qu'on puisse 
imaginer est celui d'une plaque carrée dont l'épaisseur varierait d'un 
point à l'autre en raison des distances aux quatre angles de la même 
plaque, qui présenteraient tous des épaisseurs différentes. 

Nous commencerons par déterminer, dans cette hypothèse, l'épais-
seur pour chacun des points de la plaque et les épai sseurs moyennes des 
espaces carrés dont quatre des mêmes points termineraient les angles. 

Désignons à la fois par les lettres m, τη', η et ri les quatre épaisseurs 
extrêmes et les angles auxquels elles appartiennent. Soit Ala grandeur 
du côté de la plaque; prenons le point m pour origine; la position des 
différents points de la surface sera déterminée par leur distance aux 
deux côtés adjacents mn et mm!, qui seront les axes des coordonnées; 
désignons-les par les lettres s et r. 

En opérant ici comme nous l'avons fait § 5, à l'occasion de la lame 

d épaisseur variable, les formules —- —- , — ^ repré-

senteront les épaisseurs de la plaque dans deux points; le premier 
placé sur l'axe des 5 à la distance s de l'origine, le second appartenant 
au côté parallèle m'ri et distant de la quantité î de l'angle m'. 

Quelle que soit la position d'un point pris sur la surface, on peut 
toujours trouver une valeur de s telle que le point dont on cherche 
l'épaisseur appartienne à la ligne qui joint les deux points dont les for-
mules précédentes font connaître les épaisseurs. 

Supposons qu'il s'agisse d'un point placé aux distances r et s des 
côtés mn et mm' ; l'épaisseur correspondante sera donnée par la for-

Vmlk — s I -H nf , , . Vm' ( A — s) + n's 1 
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On voit en eflet que les épaisseurs extrêmes de la ligne à laquelle apparu 
tient le point dont il est question sont employées ici de la même manière 
que l'ont été les quantités analogues dans les formules précédentes. 

En effectuant les développements convenables, nous aurons 

rm(k — i) -f- ns~] , Tm'ÎA — s] + 

m A2 — mkr — m A.s'-h msr -\-nks — nsr-4- m'Ar — m'sr-+-n'sr 

m A8 — m h. (r-|- j) -4- A ( ns -j-m'r) -h ( m — η — m' -h λ') ne 

Supposons ensuite que l'épaisseur 

m A* — mA(r + f) + A(w + i»'f) + (w — η — /»' + «') rs 

appartienne au point de la surface situé à l'un des angles d'un espace 
carré pris sur la même surface; si t est le côté de ce carré, les épais-
seurs correspondantes aux trois autres angles seront 

m A'— ®Ajr+t + ') + A[s(f+i)+»iV]4-(« — η — m' + n')[s + t)r 

m A® — mA(c-(-i+j)-t-A[«f+ m'(r+i)] + |™ — " — m'-4-n')i (r+ f) 

et 

m A®— i»A(r + i + ! + i]+A[»(j + ij + Bi'(r+(]]+im — η — bi'h-/j')(î + / )(r-t-i) 

Cherchons à présent quelle est l'épaisseur moyenne de l'espace 
carré terminé par les lignes qui joignent les quatre angles. 

Soit qu'il s'agisse d'une ligne ou d'une surface matérielle d'épais-
seur variable, il est clair qu'on trouverait l'épaisseur moyenne con-
venable à chaque cas si, après avoir pris la somme des épaisseurs de 
tous les points qui appartiennent soit à la lame, soit à la surface, on 
divisait cette somme par le nombre des mêmes points. 

A l'égard de la lame, les épaisseurs des différents points qu'on par-
court en allant d'une extrémité à l'autre étant en progression arithmé-
tique, si l'on prend la somme des épaisseurs de deux d'entre eux, sem-
blablement placés par rapport aux extrémités respectives, cette somme, 
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divisée par 2, donnera également l'épaisseur moyenne de la ligne 
entière, et c'est ce que nous avons pratiqué § 5. On voit, au reste, que 
la première opération n'est autre chose que la somme de celles qu'on 
peut lui substituer ; car on épuiserait toute la ligne en prenant succes-
sivement, deux à deux, tous les points qui la composent. 

Des remarques semblables peuvent s'appliquer à la plaque carrée 
d'épaisseur variable. Conformément à ce que nous avons établi plus 
haut, les épaisseurs des différents points qu'on parcourt en allant d'une 
extrémité à l'autre des côtés sont en progression arithmétique, et les 
épaisseurs extrêmes appartiennent aux quatre angles. Il en résulte 
qu'on aura l'épaisseur moyenne de la plaque entière si, après avoir 
pris la somme des épaisseurs qui conviennent à quatre points placés 
semblablement par rapport aux quatre angles, on divise cette somme 
par 4 · La même opération, répétée successivement à toutes les distan ces 
possibles des angles, prises sur les côtés, épuisera les lignes matérielles 
qui appartiennent au contour. La surface restante sera terminée par 
de nouveaux côtés plus petits que les premiers; on n'aura plus qu'à 
continuer des opérations du même genre pour arriver enfin au centre 
de la plaque, et l'épaisseur en ce point sera aussi exprimée par la même 
formule. 

Ce qu'on vient de lire est également applicable à tout espace de 
même forme pris sur la plaque carrée. Il est évident en effet, d'après 
la loi de variation à laquelle sont assujettis les différents points de 
cette surface, qu'il est permis de la diviser par un nombre égal de 
lignes parallèles à chacun des côtés sans que les résultats précédents 
reçoivent la moindre modification. 

Nous venons de voir que chacune des opérations indiquées condui-
rait à la même formule et que cette formule exprimerait l'épaisseur 
moyenne de la surface carrée. On peut en conclure que les différents 
espaces de même forme, dont le centre se confond avec celui de la 
plaque et dont les côtés sont plus ou moins distants de ce point, ont 
tous la même épaisseur moyenne, et que cette épaisseur est égale à 
celle du centre même qui sert ici de limite. 

Observons que cette conclusion est parfaitement analogue à ce que 
nous avons trouvé § 5, relativement à la lame d'épaisseur variable. 

L'expression de l'épaisseur moyenne soit de la plaque entière, soit 
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d'une de ses parties carrées, se présentera sous la forme la plus simple 
qu'elle puisse recevoir si les quatre épaisseurs qui doivent y entrer 
sont prises aux angles mêmes de la surface. 

En faisant usage des formules ci-dessus, nous aurons ainsi, pour 
l'épaisseur moyenne de la petite surface carrée dont le côté est t, 

W 

+ +î+0"l"r + i+3i] 1 
f -+-A(rz|2iH-2(jH-i)-f-/re'[2r-f-2(rH-i)]J)-|-(»w — n — m'-1- n')\$t +(i + i)r + (r-|-i)î + (i -+- 0(r + 0] 1 

4 m A4 — 3mA(2r-i-i + îi-i-i)+2A[/t(5i4-i) + '»'(?r + i i|-|-(wt — n — w'-+- n')("2r f)( 2s -f- t) 

Si la surface dont nous parlons a un angle commun avec la plaque 
entière, la formule (A) deviendra elle-même beaucoup plus simple. En 
effet, quand 011 prend successivement r = o, s — o; r — o, s — A; r — A, 
s = o, et r = A, s = A, en ayant toutefois soin d'écrire 2 A — t au lieu 
de 2 A -t- t, pour satisfaire aux changements supposés dans les situa-
tions relatives à l'origine, cette formule donne, après les réductions 
convenables, 

(B) 

4<w A2 — 4 w A ί -4- îA(«/ + i»'i) -f- ( m — n — m' -f- n') t1 

4 π A2 — 4 " A t -H -I- ri t) -f- ( n — m — ri -h m') Ρ 

4'n'A5 — -I- 2 A ( mt -+- rit ) -t- ( tri — ri — m -t- n) C 

4«'A! — 4»Άί -4- 2 A (ni -4- m't ) -t- (m — n — m' A-ri) t* 

Les formules (B) expriment les épaisseurs moyennes de quatre 
espaces carrés de grandeurs égales, pris aux angles de la surface. 

Lorsque l'on fait t ~ A, les quatre petites surfaces se réduisent à 
une seule, qui n'est autre chose que celle de la plaque entière. Les 

formules (B) deviennentalors identiques, etellesdonnent m + m + * 

pour l'expression de l'épaisseur moyenne de cette surface. Indépen-
damment de toute supposition particulière sur la valeur de t, on ârrive-
rait, comme il est facile de le voir, au même résultat en prenant la 
somme des quatre formules (B) et en divisant cette formule par 4· 

Pour se rendre raison de cette identité de résultats, il suffira, après 
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ce que nous avons vu plus haut, de remarquer que les quatre espaces 
dont les épaisseurs moyennes servent en dernier lieu à trouver celle 
de la plaque entière sont occupés par autant de groupes composés d'un 
égal nombre de points matériels semblablement placés par rapport aux 
angles respectifs de cette surface. 

Les épaisseurs moyennes de deux côtés opposés étant et j 

leur somme, divisée par 2, donnera aussi la même formule : ces deux 
côtés peuvent en effet être considérés aussi comme deux groupes com-
posés d'un égal nombre de points matériels également situés par rap-
port au centre de la plaque. Cette dernière opération, comparée à celles 
qui nous ont donné les épaisseurs moyennes des simples lignes maté-
rielles, montrent que les côtés remplacent ici les points extrêmes rela-
tifs au cas linéaire. La même opération peut donc être regardée comme 
la somme de celles qui seraient pratiquées sur toutes les lignes maté-
rielles perpendiculaires aux côtés dont il s'agit. 

Sous ce point de vue, il devient clair que le rapport, entre la gran-
deur des côtés et leur distance ne peut entraîner aucun changement 
dans le procédé qui doit faire connaître l'épaisseur moyenne du paral-
lélogramme auquel ils appartiennent. 

Il ne l'est pas moins que les épaisseurs aux quatre angles entrent 
toutes également dans la formule qu'on obtient. Nous en conclurons que, 
quel que soit le rapport entre les différents côtés d'un espace parallélo-
gramme pris sur notre surface carrée, des formules analogues aux précé-
dentes nous feront connaître les épaisseurs moyennes correspondantes. 

Soient l et t' les grandeurs des côtés adjacents à l'angle du parallé-
logramme dont les coordonnées sont r eti; les épaisseurs aux quatre 
angles seront exprimées par les formules suivantes : 

m A2 — m A f r -h s ) -h A ( us -f- m'r) -h ( m — η — m' + η' ) rx 

(C) 
m A8 —- m À (r s H- t} -J- A [ η ( s H- t ) m'r] -4- ( m — η — m' -±- n')[s + /)r 

m A* — m A [r -f- t' H- .vï -4- A [ nx -4- mr ( r -4- i)] -h (m — η — m' -4- n' ) [r -I- t' ).ç 

m A*—mAfr+i' -t-i-hiJ-f-Afraf.ç-4- —η—/) 
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Leur somme, divisée par 4, se réduit à 

1 4 Λ» A* — 2 m A ( 2 ί'-f- 9.t -f- f) -+- 2 A [« i) -4- /»'( îr+f')]+( m — n — m' +«')(îr·+- f*] (2* ·+· i) 

Cette formule représente l'épaisseur moyenne dans l'espace parallé-
logramme, et, pour la rendre identique à la formule (B), il suffira de 
faire t = ï. 

Lorsqu'on prend successivement r — ο, ί — o; r — A, s —- ο ; r — ο, 
s ~ A et r = A, s = A, en ayant soin d'écrire 2 A — t, 2 A — t'au lieu 
de 2 A + /, 2 A + t', cette formule donne, après les réductions conve-
nables, 

(E) 

4/nAs — 2 mk(t -h /') + 2 À (nt -4- m't) -4-(m — n — m* -h n')tt' 

4 «A2 — îflAjf + f'l + sA [mtf -4- n' t) -+- (« — m — -f- m' ) tt' 

4 m'A2 — 2/n' A (t -4- *') 4- 2 A (mt' -4- n' t) -4- (m' — /1' — m -+- «) */' 

4 «'A8 — 2«'A(f -4- t*) -f- 2 A(/?f -4- to'*') -4- (λ'— m' — n 4- m)tl' 

Celles-ci expriment les épaisseurs moyennes de quatre surfaces 
parallélogrammes, prises aux angles de la plaque et égales entre elles. 

Si l'on voulait avoir les épaisseurs moyennes des deux diagonales du 
parallélogramme à l'un des angles duquel appartiennent les coordonnées 
r et s, il faudrait prendre les sommes de celles des formules (D) qui se 
rapportent aux angles opposés et les diviser par 2 ; il en résulterait les 
formules suivantes : 

y m A® — mk{·}.r+1' + ■}.s +1) ■+- A fnfs* -4-f) -I- m'(i r-(- ] -+- (m — n — m' -I- n')\rs -+- (r-ht1) f.i-t-i)] 

9.m A® — mA(2r-t- f -t- 9.t + i) -4-k\n (?..«■-4- f) -t- m' (2 r+ί')] -h [m — n — m' -t- n')(V(.r-+-1) -h slr+ f1)] 

Il existe un cas fort remarquable dans lequel les différentes formules 
auxquelles on vient d'être conduit reçoivent une grande simplification ; 
c'est celui où les épaisseurs extrêmes m, n, m'et n' sont en progression 
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arithmétique. En prenant alors τη = -t- 3 δ, n = <2 -t- 2 d, m' = <2 -t- δ 
et n! =e d, il est visible que les termes dont m — η — m! n' est 
facteur disparaissent d'eux-mêmes. Les deux formules (F) sont donc 
semblables entre elles, et la formule (D) leur est identique. Dans 
les suppositions présentes, les épaisseurs moyennes des deux lignes 
matérielles diagonales d'un parallélogramme quelconque pris sur la 
surface carrée sont, par conséquent, égales entre elles, et elles sont 
aussi égales à l'épaisseur moyenne du même parallélogramme. 

Si l'épaisseur variait dans un seul sens, c'est-à-dire si l'on avait 
m — m', n — n', le facteur m — n — m! + n' se réduirait encore à zéro ; 
et, par conséquent, les épaisseurs moyennes des deux diagonales et du 
parallélogramme auquel elles appartiennent seraient aussi égales entre 
elles. 

Les formules précédentes vont nous servir à trouver les conditions 
du mouvement régulier par rapport à la plaque élastique d'épaisseur 
variable. 

11. En traitant du cas linéaire, nous avons déterminé, par la consi-
dération des conditions nécessaires à l'existence des mouvements régu-
liers, l'exposant de la puissance de l'épaisseur qui multiplie la variable 
dans l'intégrale. Il serait facile de suivre ici la même marche, mais 
elle entraînerait de longs calculs; il sera plus simple de regarder 
d'abord l'exposant de l'épaisseur comme étant connu et de montrer 
ensuite que les résultats obtenus ne pourraient avoir lieu dans aucune 
autre supposition. Observons que cette manière de procéder est d'au-
tant plus naturelle, qu'on ne saurait admettre que la puissance de 
l'épaisseur soit différente par rapport aux surfaces de ce qu'on l'a 
trouvée par rapport aux simples lames. 

Lorsqu'il s'agit d'une surface d'épaisseur constante, l'intégrale qui 
fournit les différentes valeurs de l'ordonnée ζ est fonction des deux 
autres coordonnées χ et γ. 

Par rapport à la plaque carrée dont le côté et l'épaisseur sont À et e, 

on peut indifféremment écrire, dans l'intégrale, ou ou —> 
pourvu que, dans ce dernier cas, la quantité e" se retrouve comme 
facteur dans le coefficient des derniers termes de l'équation différen-

S. 6 
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tielle. Lorsque l'épaisseur varie d'un point à l'autre de la surface, 
celte dernière manière d'envisager la question cesse d'être applicable. 
Nous allons chercher quelles sont alors les formules qui doivent rem-

placer les quantités dans la fonction qui exprime les différentes 
valeurs de s. 

Il règne la plus grande analogie entre le cas présent et celui que 
nous avons déjà examiné. Quand il était question d'une simple lame, 
l'épaisseur variait d'un point à l'autre, en raison seulement des chan-
gements des distances aux extrémités linéaires. 

Par rapport à un point donné, il a suffi de multiplier, sous le signe 
intégral, la différentielle de l'ordonnée qui mesurait 1a. distance de ce 
point à l'extrémité prise pour origine, par l'épaisseur de la lame au 
même point. En prenant ensuite la somme de ce produit, on a obtenu 
une formule applicable à tous les points de la lame, formule parfaite-
ment analogue à celle qu'on peut employer lorsque l'épaisseur est 
supposée constante. 

Nous allons nous occuper, non plus seulement d'une ligne matérielle 
élastique, mais d'une surface carrée. Chacun des points qui la composent 
appartient également aux deux lignes matérielles parallèles aux côtés, 
qui se croisent au même point, et l'épaisseur varie en raison des dis-
tances aux deux axes des coordonnées, axes que nous avons déjà 
désignés par les lettres s et r, pour les distinguer de ceux qui appar-
tiennent à la plaque d'épaisseur constante. 

Si e' représente l'épaisseur d'un des points, en le considérant d'abord 
comme appartenant à une ligne parallèle à l'axe des r, on aura la for-
mule Je'dr, semblable à celle qui convient au cas linéaire. Le même 
point appartient en même temps à une ligne parallèle à l'axe des i; en 
le prenant isolément, on doit multiplier l'épaisseur qui lui convient 
par la différentielle de s. Observons que la formule fe'dr remplace ici 
le produit ey de l'épaisseur par l'ordonnée et que ce produit, divisé par 
y, donne l'épaisseur e : nous verrons alors que la formule /e'dr, divisée 
par r, donnera l'épaisseur du point dont il s'agit, en tant qu'il est regardé 
comme appartenant déjà à la ligne parallèle à l'axe des r, que la for-

mule '~^
r
 ds conviendra au même point et que la somme J ^ ^ ds, 

applicable à tous les points de la plaque d'épaisseur variable, rempla-
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cera la quantité ex, qui convient à la plaque d'épaisseur constante. 

Par des raisonnements semblables on trouvera que, dans l'intégrale 

relative à la plaque d'épaisseur variable, la formule Jj dr doit 

remplacer la quantité ey, qui appartient au cas où l'épaisseur de la sur-
face est supposée constante. 

Le point auquel nous avons attribué l'épaisseur e' est celui dont les 
coordonnées sont r et s; par conséquent, les formules (C) donnent 

, m A2 — mAjc+ij+Ajro + iii'rj+fm — « — m' -t- n') r.v 

On en conclut 

fe'dr τη A2 — i«A({r+j) + A(sj + ni'jrj + (m — n — m' -+- n' j~rs 

2mA? — m A [r +2ί) + A ( 2 ni -t- m'r) -4- [m — n — m' + n')rs 

2. m A1 — m A (r 4- ί) -+- A (ni + m'r) -f- [m — n — m + n'\ — 

4 m A} — 1m Α(/· + ί ) -4- 2 A [ns -+- '^m— n — m'-f- n')rs 

On conclut également de la même valeur de e' 

Je' ds 2 mA5 — mÀ(îr + t)+A(« + 2»i'r)4 (m — n — m' -t- n')r.i 

Ci Je' ^s\(Jr 4 "JA-Î — îmA(r + j) + îA(» + ffl'r) + [»i — n — m' + n')rs 

Suivant les formules (E), la valeur qu'on vient de trouver pour les 

deux quantités j j ds, J'dr, divisées respectivement par s 

et par r, exprime l'épaisseur moyenne de l'espace parallélogramme 
dont un des angles est commun avec l'angle m de la surface et' dont les 
côtés s et r sont les coordonnées de l'angle opposé au premier. 

Il est clair qu'à chaque nouvelle valeur de r et de λ· correspond un 
parallélogramme différent, et par conséquent aussi une épaisseur 
moyenne différente. En continuant de désigner par e et A l'épaisseur et 
le côté de la plaque carrée dont l'épaisseur constante est égale à 
l'épaisseur moyenne de la surface qui fait l'objet de nos recherches, 
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nous nommerons Ε l'épaisseur moyenne correspondant à une valeur 
donnée de s et r ; la longueur A', qui sera le quatrième terme de la pro-
portion e : A : : E : A'; appartiendra au côté d'une plaque carrée dont 
l'épaisseur constante serait E. 

Dans la fonction qui donne les valeurs de s relatives à la plaque 

d'épaisseur variable, on devra écrire Chacune de ces valeurs 

appartiendra en même temps à autant de plaques fictives dont les côtés 
et les épaisseurs seront A' et E. 

De ce que nous avons dit plus haut il résulte que les sons correspon-
dant à chacun des cas de vibration dont une plaque carrée est suscep-
tible sont en raison directe de l'épaisseur et en raison inverse du carré 
du côté de la même plaque. 

La proportion e : A : : E : A' donne lieu à l'équation —
s
 = ; dans 

tous les cas de vibration, les sons rendus par chacune des plaques fic-
tives dont nous venons de parler sont donc les mêmes que ceux qui 
appartiennent, sous les mêmes conditions, à la plaque carrée dont 
l'épaisseur et le côté sont e et A. 

Lorsqu'un corps sonore est susceptible de vibrations régulières, le 
son rendu par chacun de ses points ne saurait être différent de celui 
que fait entendre le corps entier; chacun des points de la plaque 
d'épaisseur variable qui exécute les mêmes mouvements que s'il appar-
tenait à une de nos plaques fictives doit donc rendre les mêmes sons 
que ces plaques, et par conséquent aussi les mêmes sons que la plaque 
dont l'épaisseur constante et le côté sont e et A. Il s'ensuit que deux 
plaques carrées dont les côtés sont égaux et dont les épaisseurs moyennes 
sont égales aussi donnent, dans les mêmes cas de vibration, des sons 
semblables, quoique l'épaisseur soit constante dans l'une et variable 
dans l'autre. 

De ce qu'on vient de voir on peut encore conclure que, si l'inégale 
distribution de l'épaisseur entre les différents points d'une plaque carrée 
ne donne lieu à aucun changement par rapport aux phénomènes 
sonores, elle change au contraire tellement les figures que la surface 
affecte durant ses divers mouvements, qu'aucune plaque d'épaisseur 
constante ne pourrait se ployer aux mêmes figures. 



THÉORIE DES SURFACES ÉLASTIQUES. S. 45 

12. En se bornant à la loi de variation qui sert de base aux recherches 
précédentes, les résultats que nous venons d'exposer renferment la 
théorie de la plaque d'épaisseur variable. 

Dans les formules Jj (^r~j ds, J- "j dr, nous avons pris, comme 

on le doit, t = i, et cette valeur, dont l'exactitude nous était déjà 
connue, nous a conduits à la considération des épaisseurs moyennes. 

Ainsi que nous avons déjà eu occasion de le dire, la compensation 
qui s'établit, durant le mouvement de la plaque d'épaisseur variable, 
entre les épaisseurs moyennes des parties qui la composent et l'étendue 
des mêmes parties, aurait pu être présentée comme une condition indis-
pensable de la possibilité des mouvements réguliers de la surface, et 
nous serions également parvenus à en conclure la nécessité de l'équa-
tion t = ι. 

En effet, l'existence des lignes de limite, dans tous les cas de vibra-
tions régulières, aurait servi à prouvér la compensation entre l'épais-
seur moyenne et l'étendue des parties que ces lignes séparent. 

Si on eût voulu remonter plus haut, il eût été facile de se passer de 
la considération des lignes de limite : il eût suffi d'admettre qu'un 
même cas de vibration, considéré dans deux surfaces d'épaisseur et 
d'étendue différentes, donne lieu à l'existence du même nombre de 
valeurs homologues de l'ordonnée z ; chacune de ces valeurs aurait pu 
alors être employée avec autant d'avantage que les lignes de limite 
pour déterminer, dans le cas d'une épaisseur variable, quel est le point 
de la surface auquel elles appartiennent, et la compensation que nous 
avons en vue n'aurait pas semblé moins nécessaire. 

Remarquons que les expériences imaginées par M. Wheatstone 
rendent sensible l'existence des valeurs homologues de l'ordonnée z. 
Le nombre des ondes qui se manifestent dépend de celui de ces valeurs, 
et l'amplitude des mêmes ondes fait connaître la distance des points 
auxquels elles appartiennent. 

Cette manière d'envisager la question est donc appuyée sur la nature 
intime des mouvements de vibration, et, en ayant recours à la considé-
ration des lignes de limites, on ne fait autre chose que de choisir pour 
exemple des valeurs particulières de l'ordonnée z. 

Les compensations nécessaires à l'existence des mouvements réguliers 
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de la plaque d'épaisseur variable une fois admises conduiraient ensuite 

à déterminer la valeur de t dans les formules J" (y"
 dr

^j ds, J' ^e^s\dr. 

En se contentant même d'observer que de telles compensations 
exigent qu'on puisse satisfaire aux équations suivantes, 

ί*ί Γ Γ m A2 — m A (r -f- s ) -h A («s H- mf r) -4- [m — η — m' n'') ryl' ^ \ 

[4^A2— 9.mK{r s) -f- 2 A{ns -f m'Λ -f- (m — η — m -+- η) ri]' 

f*i f — mA.lr -+- ί) -+- Afns -+■ m'r) -I- (m — η — m' -+- ri ) rs~\' , ) 

— 2mA(r + i) + 2A(jH + /nV] + (m — η — m' + n'jrs]' 

on verra clairement que l'unité est la seule valeur qui puisse être 
attribuée à l'exposant t. On conclura donc ici, comme on l'a fait dans 
le cas linéaire, que, en adoptant toute autre valeur, l'analyse exprime-
rait, à l'égard des plaques d'épaisseur variable, l'impossibilité des phé-
nomènes sonores. 

Quand l'épaisseur varie seulement dans le sens d'un des axes, c'est-
à-dire quand on a à la fois m = m', η = η', les formules qui sont 
propres à la surface deviennent applicables soit à la lame d'épaisseur 
constante, soit à la lame d'épaisseur variable, selon qu'on regarde 
comme constante l'une ou l'autre des ordonnées s et r. Ce qui arrive 
alors est entièrement analogue à ce qui a lieu entre les plaques et les 
lames d'épaisseur constante. Aucun rapport semblable ne saurait exister 
entre les formules qui appartiennent à la surface dont l'épaisseur varie 
en raison des distances de chacun de ses points aux quatre angles sup-
posés d'épaisseurs différentes et celles des lames auxquelles la même 
surface se trouverait réduite si l'on faisait abstraction d'une de ses 
dimensions. En effet, la loi de la variation suppose alors l'existence des 
quatre angles de la surface; il y aurait donc; une contradiction, mani-
feste si l'on voulait ensuite faire abstraction de deux d'entre eux. 

Les conséquences de la théorie que nous venons d'établir sont : 
Que les plaques d'épaisseur variable doivent être susceptibles de 
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tous les genres de vibrations qui appartiennent aux plaques d'épais-
seur constante; 

Que deux plaques, d'ailleurs semblables, dont l'épaisseur moyenne, 
égale de part et d'autre, est constante dans l'une et variable dans l'autre, 
doivent, dans les mêmes cas de vibration, faire entendre les mêmes 
sons | 

Enfin que les figures correspondantes qu'affectent les deux surfaces, 
et par conséquent aussi les figures nodales qui servent à faire distinguer 
les premières, doivent présenter des différences propres à faire recon-
naître la compensation qui s'établit, pendant le mouvement, entre les 
épaisseurs moyennes des différentes parties de la plaque d'épaisseur 
variable et l'étendue des mêmes parties. 

Il reste à rendre compte des résultats de l'expérience. 

13. Il m'a été très difficile de me procurer des plaques où l'épaisseur 
fût répartie selon la loi qui fait l'objet de mes recherches; et, quoique 
j'aie borné ma demande au cas le plus simple qui y est compris, l'exé-
cution en paraissait impossible. Je dois à l'obligeance de M. d'Arcet (( ) 

(1 ) D'Arcet était très lié avec la famille de Sophie Germain. Il nous a semblé à pro-
pos de reproduire ici la Lettre suivante : 

A Monsieur d'Arcet 
y
 à la Monnaie, Paris, 

» MONSIEUR, 

» J'ai lu avec intérêt le petit Mémoire que vous avez joint au joli échantillon que 
vous avez eu la bonté de m'envoyer (1 ), J'admire toujours avec quelle sagacité vous 
faites servir vos nombreuses connaissances à tous les genres d'utilités. Combien sont 
rares et précieux les hommes qui savent faire de leur talent un bienfait pour la société î 

* Je prends la liberté de vous adresser un exemplaire de mon petit Mémoire. Je 
n'espère guère qu'il puisse vous intéresser; aussi trouverai-je fort bon que vous le 
mettiez derrière le feu s'il vous embarrasse. 

» J'aurai peut-être recours à votre complaisance pour savoir si je pourrais trouver 
quelque ouvrier qui sût donner au verre les différentes courbures qui seraient néces-
saires aux expériences que je veux faire. J'ai dépensé ioofr l'année dernière sans pou-

(l) 11 s'agit du Mémoire de MM. d'Arcet et Thenard, intitulé De Vemploi des corps gras comme 
hydrofuge dans la peinture sur pierre et sur plâtre et dans l'assainissement des lieux bas et humides. 
Ce Mémoire, publié pour la première fois dans les Annales de Chimie et de Physique, t. XXX.1I. 
p. 24 (1826), a depuis été réimprimé plusieurs fois. 

55 
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de m'avoir fait connaître un mécanicien habile, M. Moulfarine, qui a 
bien voiilu se charger de ce travail. 

Après une attente de trois mois, j'ai obtenu dix pièces dans lesquelles 
la même épaisseur moyenne était répartie de trois manières différentes. 
Dans les premières l'épaisseur aux quatre angles était comme 4, a, 2 et 
1 ; l'épaisseur moyenne était donc comme |· Dans les secondes, l'épais-

seur aux quatre angles était comme 2, 2,1 et 1. Enfin, dans les troi-

sièmes, l'épaisseur constante était aussi comme 
Toutes ces pièces ont été usées à la lime, pour être amenées aux 

épaisseurs exigées. Malgré l'exactitude sur laquelle je comptais, j'avais 
prévu l'impossibilité de reconnaître, par rapport aux points intérieurs, 
si la loi était scrupuleusement observée, et, comme je ne doutais pas 
que les moindres différences n'amenassent des distorsions dans les 
figures nodales, j'ai désiré avoir un nombre plus grand de plaques 
d'épaisseur constante que de plaques d'épaisseur variable. 

Par cette précaution, les chances d'imperfection étant égales entre 
toutes les surfaces, soit d'épaisseur constante, soit d'épaisseur variable, 
j'ai acquis le moyen de distinguer les effets dus à la loi qui est l'objet 
de nos expériences de ceux que pouvait produire le défaut des pièces. 

Dans les dix plaques, la grandeur du côté était très exactement de 
om,ioo; je n'ai remarqué que de faibles différences entre leurs poids, 
et les épaisseurs aux quatre angles étaient aussi telles que je les avais 
demandées. 

Les expériences dont je vais rendre compte ont été faites sur trois 
pièces dont les poids étaient parfaitement égaux et où les épaisseurs 
étaient réparties suivant les trois modes que je viens d'appliquer. 
Ainsi, dans la première, l'épaisseur variait suivant deux directions; 
dans la seconde, suivant une seule ; et dans la troisième ce genre de 
variation était nul. Ces pièces seront désignées à l'avenir par les trois 
lettres W, V et C. 

voir obtenir antre chose que des fragments informes et d'un verre tellement recuit, 
qu'il était devenu impossible de le couper au diamant sans le casser en d'autres endroits. 

» Agréez, Monsieur, mes remercîments et mes très humbles compliments. 
> S. GERMAIN. 

» Ce 19 juillet. » 
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La théorie veut que les plaques d'épaisseur variable soient suscep-

tibles de tous les genres de vibrations qui appartiennent aux plaques 
d'épaisseur constante. 

L'expérience n'a présenté aucune exception à ce fait ; les in tervalles 
entre les sons correspondant à chaque cas de vibration des plaques 
d'épaisseur variable ont toujours été les mêmes qu'avec les plaques 
d'épaisseur constante, et, si les figures nodales ont montré des distor-
sions sur les premières, des distorsions analogues ont été observées 
sur les secondes. 

Non seulement les plaques d'épaisseur variable doivent se prêter aux 
différents genres de vibrations qui ont lieu par rapport à celles dont 

.l'épaisseur est constante, mais même, toutes les fois que l'épaisseur 
moyenne est égale de part et d'autre, les sons produits par ces vibra-
tions doivent être les mêmes. 

Celte indication de la théorie a été également confirmée par l'expé-
rience. 

Dans tous les cas de vibration auxquels elles se sont prêtées, les 
plaques W et C ont fait entendre exactement les mêmes sons. Il n'y a 
eu qu'une seule exception correspondant à la fig. 67 de Chladni : 
alors le son rendu par la plaque W était d'un demi-ton plus bas que 
celui qui appartenait aux deux autres plaques. Dans les deux premiers 
cas de vibration, la plaque Y, comparée aux précédentes, a donné un 
ton et demi et un ton d'intervalle ; ces deux sons étaient alors plus 
élevés qu'avec les pièces W et C. Dans les cas suivants, les trois pièces 
étaient à l'unisson. 

J'ai comparé sous le même rapport trois plaques d'épaisseur con-
stante, choisies parmi celles qui avaient exactement le même poids. 
Deux de ces pièces ont donné, dans le premier cas de vibration, l'in-
tervalle d'un demi-ton; la troisième a présenté, toujours dans les 
deux premiers cas de vibration, la différence de deux tons et demi et 
deux tons. Dans les cas suivants, les sons se sont rapprochés ; mais 
j'ai observé plusieurs fois des différences qui n'avaient pas eu lieu 
avec les pièces où l'épaisseur était diversement répartie. A la vérité, 
l'inspection des figures nodales m'a donné lieu de penser que, parmi 
les pièces qui étaient à ma disposition, celles que j'ai désignées par les 
lettres W, V et C étaient les plus parfaites. 

S. 7 
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Malgré cette raison de préférence, ces pièces ont encore montré, 
dans presque tous les cas de vibration, des distorsions très sensibles; 
aussi n'espérais-je pas d'abord obtenir des résultats aussi satisfaisants 
par leur constance et par leur exactitude. 

Après avoir prouvé que l'inégale répartition de l'épaisseur n'a aucune 
influence sur les sons, il nous reste à examiner si, conformément à la 
théorie, les figures nodales qui accompagnent les mêmes sons sur la 
plaque d'épaisseur variable et sur celle d'épaisseur constante présentent 
en effet des différences propres à faire reconnaître la compensation 
qui s'établit, pendant le mouvement, entre les épaisseurs moyennes des 
différentes parties de la plaque d'épaisseur variable et l'étendue des 
mêmes parties. . 

Nous avons vu dans le paragraphe précédent que les valeurs des 
coordonnées z, s et r et les sons correspondants, considérés sur la 
plaque d'épaisseur variable dont l'épaisseur moyenne et le côté sont 
e et A, se trouvent nécessairement les mêmes que s'ils appartenaient à 
une plaque fictive dont l'épaisseur constante et le côté seraient Ε et A. 

Il s'ensuit que les grandeurs réelles de deux valeurs homologues, 
l'une de χ et l'autre de s, sont entre elles comme celles des côtés A et A'. 

Cela posé, l'épaisseur en un point de la plaque d'épaisseur variable 
pouvant être considérée comme constante, rien n'empêche de déter-
miner toutes les circonstances du mouvement de ce point en lui appli-
quant les formules qui conviennent à la plaque fictive dont l'épaisseur 
constante et le côté sont Ε et A. 

Prenons pour exemple les figures nodales qui appartiennent aux 
premiers cas de vibration contenus dans les formules 

ζ = COS COS 2-7-5 

ζ — COS —COS 2-7, · 

En faisant ρ — ι, q = ι, les figures se réduisent à deux lignes 
nodales perpendiculaires entre elles et parallèles aux côtés. 

Sur la plaque d'épaisseur constante, les deux lignes se croisent au 
centre de la surface, et chacune d'elles est terminée, aux côtés de la 
même surface, à égale distance des deux angles opposés. 
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Afin d'éviter l'emploi des formules plus compliquées, nous nous 
contenterons, dans ce premier exemple, de déterminer, par la considé-
ration des points qui appartiennent aux côtés de la même plaque, la 
position des deux lignes nodales sur la plaque d'épaisseur variable. 

Les valeurs homologues de s et χ sont entre elles comme les côtés 
des plaques auxquelles ces valeurs se rapportent. On a donc la propor-
tion χ : s : :e : E. 

Sur la plaque d'épaisseur constante, la valeur de» est ^ = ora,o5o·, 

l'épaisseur moyenne du côté qui joint sur la plaque W les angles 4 et 
2 est comme 3 ; et l'épaisseur E est donnée ici par la formule linéaire 

m ( 2 A — s) -+- ns 4·20° — 2 s 
On a donc 

Ρ Ο 4oo — ,t 4θΟ — s ioo - I 

Par conséquent, la ligne qui se termine au côté de la plaque W, 
dont les angles 4 et 2 sont les points extrêmes, doit être à la distance 
de o,n,o57 de l'angle 4 et de o,n,o43 de l'angle 2. 

Cette figure a été très irrégulière sur la plaque W et sur presque 
toutes les autres pièces tant d'épaisseur constante que d'épaisseur 
variable ; cependant une seconde plaque, dont les épaisseurs extrêmes 
étaient comme sur la plaque W, a montré des distorsions moins grandes ; 
les lignes nodales se sont formées à om,o55 de l'angle 4, sur les deux 
côtés 4, 2. 

La différence qu'on remarque ici entre la position indiquée par 
l'expérience et celle qui a été observée doit, quoique peu considérable, 
être attribuée à l'imperfection des pièces. Pour s'en convaincre, il suffit 
d'appliquer la même analyse au cas déjà pris pour exemple à l'occa-
sion de la simple lame 

On avait 

A = 240, x — -, m — 2, η = 1, e ~~
t 

m[iA — i) ns 2(2.245— î) + î 980 — s 
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la proportion 

245 . 3 980 — s 
aurait donné 

3,= ̂ . = Ç=o-o
7
5
+
£ 

En changeant m en η et réciproquement dans la formule 

m ( 2 A — s)η s 

cette formule aurait servi à faire connaître la position de la ligne voi-
sine de l'extrémité dont l'épaisseur est comme 1 ; elle serait devenue 

2.245 — s -+- IS 

On aurait donc eu la proportion 

4 " * ' * 3 2.245 ' 
d'où résulte 

3,
 =

 &+1, ,
 =

 & =
 O

»,o44 + 1. 

On peut voir, § 9, que la position des deux lignes nodales s'est trouvée 
exactement conforme à celles que les formules viennent de nous 
indiquer. 

Observons qu'on peut employer, dans les expériences relatives aux 
simples lames, des pièces dont la longueur est plus grande que le côté 
des plaques qui rendent des sons perceptibles et que, par conséquent, 
le fait dont il s'agit est plus propre qu'aucun autre à mettre la théorie 
à l'épreuve. Le procédé qu'on vient d'employer est plus rigoureux que 
celui dont on a fait usage dans le paragraphe cité, aussi rend-il plus 
frappant l'accord de l'expérience. 

Pour le second cas de vibration renfermé dans les formules 

ζ = COS—. - COS -—τ— » 

ζ = COSCOS -Α ·- Î 
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on a ρ = ι, q = n; par conséquent, la figure nodale est composée 
d'une seule ligne parallèle à deux des côtés de la plaque et de deux 
autres lignes perpendiculaires à la première. 

Sur la plaque d'épaisseur constante, la distance des lignes parallèles 
entre elles devant être double de celle qui sépare de l'extrémité voi-
sine chacune de ces lignes, elles se forment à om,o25 des mêmes extré-
mités, c'est-à-dire àom,025 et om,075 de celle des extrémités qui a été 
prise pour origine. 

Les proportions 

25:s::3;4(a-10°-') + ", 

75 : s : : 3 : — ' — > 

d'où l'on tire 3s = -°^—s> s — ̂  — om,o3o -!- d'une part et 

s = \ s = ~ = om,o8o de l'autre, nous apprennent que, sur 

la plaque W, les deux lignes nodales parallèles entre elles doivent 

se former aux distances de om,o3o -t- ^ et de om,020 des côtés voisins. 

La position de la ligne perpendiculaire à celles-ci est la même que 
dans le premier cas de vibration; par conséquent, elle doit être placée, 

sur la plaque W, à om,o57 -+- ^ et om,o43 — ~ des côtés f\, 2 et 

2,1 de la même plaque. 
Par un hasard heureux, cette figure, qui a présenté des distorsions 

considérables sur presque toutes mes plaques, a été moins irrégulière 
sur la plaque W. La ligne du milieu était fort peu oblique ; la distance 
entre elle et le côté 4, 2 s'est trouvée de om,o58 à l'extrémité et de 
om,o57 dans les points intérieurs. La ligne perpendiculaire à celle-ci et 

voisine du côté 4)2 n'était qu'à om,028, au lieu de om,o3o + mais 

la distance entre la seconde ligne et le côté 2,1 était très exactement 
de om,o2o. 

L'inspection d'un grand nombre de figures nodales m'a porté à 
croire que, dans toutes les pièces fabriquées de la même manière, 
l'épaisseur ou l'élasticité naturelle était proportionnellement trop forte 
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vers les points du milieu. Pour expliquer cette dernière cause d'irrégu-
larité, il suffirait de supposer que la main de l'ouvrier ait pesé plus 
fortement au centre que dans le voisinage des angles; au reste, sur les 
trois lignes dont se compose notre figure, une seule s'est écartée de la 
position que les formules lui assignent, et je puis assurer que, dans le 
nombre de mes plaques, plusieurs dont l'épaisseur était constante ont 
présenté des figures nodales moins conformes à la théorie. 

Le troisième cas de vibration contenu dans les formules qui ont 
fourni les deux premiers exemples a lieu lorsqu'on prend à la fois 
ρ = a, q — 2. La figure nodale correspondante est composée de quatre 
lignes nodales dont deux sont parallèles à cha cun des côtés de la surface. 

Sur la plaque d'épaisseur constante, ces lignes se coupent à om,oi5 de 
chacun des angles, et leurs parties intérieures, en deçà des points d'in-
tersection, forment les cotés d'un espace carré égal en étendue aux 
quatre espaces pareillement carrés situés aux angles de la plaque. 

La disposition des mêmes lignes sur la plaque W est déterminée 
d'avance par les formules relatives au second cas de vibration que nous 
venons d'examiner. En effet, la seule différence qui ait lieu entre les 
figures nodales correspondant aux valeurs ρ — i,q = s et p = 2, q = z 
est que la ligne perpendiculaire, dans le premier cas de vibration, aux 
lignes parallèles entre elles, situées aux distances de om,o3o + et de 
om,02o des côtés voisins de chacune des mêmes lignes, est remplacée, 
dans le second cas, par deux autres lignes semblables aux premières et 
également distantes des côtés voisins de om,o3o -f- ^ et de o,n,02o. 

La figure se trouve ainsi composée de deux espaces carrés situés aux 
angles 4 et 2 et dont les côtés sont de o"',o3o + y'^et de om,o2o: 

tandis que deux parallélogrammes de ora,o3o + ^ sur om, 020 oc-

cupent, sur la même surface, les espaces compris entre les deux 
angles 2 et le point d'intersection des deux lignes nodales qui se ter-
minent de part et d'autre des mêmes angles. 

Afin de donner un exemple de l'emploi des formules qui appar-
tiennent spécialement aux surfaces, nous allons chercher directement 
la position, sur la plaque W, du point d'intersection des deux lignes 
nodales situées de part et d'autre de l'angle 4· 
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La première des formules (B) donne l'épaisseur moyenne de l'espace 
carré qui a un de ses angles commun avec l'angle m de la surface. 
Quelles que soient les valeurs particulières des épaisseurs m, n, rrï, w 
et e, on parviendra donc à connaître la valeur t du côté de la petite 
surface carrée, et par conséquent aussi la position de celui des angles 
de cette surface qui est opposé à l'angle m, en faisant usage de la pro-
portion suivante : 

2 π „ 4 mA'—^mkt-k- 2 kt{m' -t- n) -t- (m — n— m' + n')t" 

Nous avons ici χ2 -- (a5)2e = | : 

4mA1 — ^mkt + ikt[m' + η) 4-(ιη ■— n — m' + n')!1 

4·4(ιοο)? — 4·4· ιοοί + a. ιοοί.44-12 16(ioo)! — 8. iool ■+-Is 

La proportion devient 

^ ' * 4" 4(1°°)2 ' 

n ,2 (4°° — f i' 
elle donne 

d'où l'on tire 

13t — 4oo, t ~ 3o + * ° · 

Cette valeur de t est celle que nous avons trouvée, dans le second 
'exemple, en nous servant des simples formules linéaires·, elle mène, 
par conséquent, à conclure que le point de rencontre des lignes nodales 

situées de part et d'autre de l'angle 4 est en effet placé à om,o3o -f ^ 

des côtés auxquels elles se terminent. 
Il est évident que ce résultat suppose la parfaite régularité de la 

pièce; car, si l'épaisseur moyenne de la petite surface carrée dont le 

côté est t se trouvait plus ou moins grande que la quantité les 

3 6 
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figures nodales cesseraient de se rencontrer dans le point que nous 
venons de fixer, et il y aurait distorsion dans la figure nodale. 

En général, si l'imperfection de la plaque se trouve dans le voisinage 
des points qui devraient appartenir aux lignes de repos, il ne peut 
manquer d'exister de l'irrégularité dans la figure nodale; si le défaut 
correspond à un point assez éloigné pour que ce défaut puisse être 
compensé par un autre égal dans un point placé en sens inverse par 
rapport à la ligne nodale, le défaut supposé ne nuira pas toujours à la 
régularité de la figure. 

Cette remarque explique comment il a pu arriver que des pièces où 
de certaines figures étaient à peu près régulières ont pourtant montré, 
dans d'autres cas de vibration, de fortes distorsions; pourquoi l'irré-
gularité n'existait pas sur toutes les plaques dans les figures analogues ; 
et comment les distorsions se sont multipliées en raison de l'augmen-
tation du nombre des lignes de repos. 

La figure qui est l'objet de notre troisième exemple n'a été régulière 
sur aucune des dix pièces ; mais la plaque W a montré des distorsions 
moins grandes que celles qui ont été observées sur plusieurs des plaques 
d'épaisseur constante. 

I.es lignes qui devaient se croiser dans le voisinage de l'angle t 
s'écartaient au contraire l'une de l'autre; mais elles se terminaient, 
comme la théorie l'exige, à om,02o de part et d'autre du même angle. 
Les côtés des deux parallélogrammes situés aux deux angles 2 devaient 

être de om,o3o + et de om, 020; ils se sont trouvés l'un de o1", 029 

et de om,020, l'autre de ο™,θ28 et de om,o:»i. 

Enfin le côté du carré voisin de l'angle 4 devait être de om, o3o -t- ^· 

Vers le point où devait exister l'angle commun au carré dont nous 
parlons et au parallélogramme intérieur, la figure a montré une dis-
torsion considérable : le parallélogramme s'est terminé par un angle 
arrondi ; au delà de cet angle les points de repos ont disparu, et les 
lignes qui devaient se terminer de part et d'autre de l'angle 4, aux 
côtés 4, 2, ont été remplacés par une ligne courbe, qui a atteint les 
mêmes côtés à om, 028 de l'angle 4. 

La même figure, observée sur une autre pièce qui devait être sem-
blable à la plaque W, était tellement contournée, qu'il était difficile de 
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la reconnaître. Les plaques d'épaisseur constante m'ont fourni l'occasion 
d'observer des changements entièrement analogues : l'une d'entre elles 
a montré la singulière distorsion dont je viens de parler avec les seules 
différences que la théorie aurait pu prévoir. 

J'ai constamment remarqué que, lorsqu'une simple ligne courbe rem-
plaçait les deux lignes nodales qui devaient se terminer de part et d'autre 
d'un des angles de la surface, l'intervalle entre les extrémités de la ligne 
courbe et l'angle dont il s'agit était plus petit que lorsque la figure était 
régulière. Ainsi, dans le cas de vibration qui nous occupe, quand sur les 
plaques d'épaisseur constante on a observé une semblable irrégularité, 
la ligne courbe était terminée à om, 022, tandis que les lignes droites 
montraient l'intervalle de om,oa5 exigé par la théorie. Or la différence 

de om,o 22 à om, oa5 est égale à celle de om,028 à om,o3o H- ̂  que 

nous avons notée par rapport à la plaque W. 
Les exemples qui ont été choisis appartiennent tous au cas où l'épais-

seur varie à la fois suivant deux directions; chacun d'eux renferme 
donc une épreuve double. 

A l'égard des expériences faites sur les surfaces où l'épaisseur varie 
suivant une seule direction, des faits analogues ayant été mentionnés 
par rapport au cas linéaire, je me contenterai d'ajouter que les obser-
vations faites en dernier lieu ont été également favorables à la théorie. 

Malgré les irrégularités et les distorsions dont j'ai fait mention, nous 
conclurons que la dernière des conditions relatives à la vérification 
de la théorie n'est pas moins remplie que les précédentes, c'est-à-dire 
que les différences entre les figures nodales observées comparativement 
sur les plaques d'épaisseur constante et sur les plaques d'épaisseur va-
riable peuvent servir à faire reconnaître l'égale compensation qui s'é-
tablit, pendant le mouvement, entre les épaisseurs moyennes des diffé-
rentes parties de la plaque d'épaisseur variable et l'étendue des mêmes 
parties. 

Le choix du coefficient, déjà justifié par les faits relatifs aux surfaces 
d'épaisseur constante, se trouve donc encore appuyé par l'existence 
même des phénomènes qui appartiennent aux surfaces planes d'épaisseur 
variable; et l'observation des circonstances qui accompagnent les mêmes 
phénomènes prouve l'exactitude des mesures qu'en donne la théorie. 

S. 8 
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La doctrine que je soumets au jugement de l'Académie semble devoir 
se prêter à plusieurs applications importantes. En expliquant l'influence 
propre de l'épaisseur sur les faits des surfaces élastiques, elle permet 
d'apprécier séparément les changements dus, et aux différences rela-
tives à cette dimension, et aux différences qui appartiennent spéciale-
ment à l'élasticité naturelle. Sous ce rapport elle ne sera peut-être pas 
moins utile a l'art des constructions qu'à celui de la fabrication des 
instruments. 

La détermination des circonstances du mouvement des plaques 
d'épaisseur variable, assimilées aux plaques fictives d'épaisseur con-
stante, montre que les valeurs de l'ordonnée Z, et par conséquent aussi 
celle de la flèche dans les plans élastiques, dépend des épaisseurs 
moyennes des parties comprises entre les points d'appui et celui qu'on 
veut considérer. Sans vouloir entrer dans une théorie qui n'est pas de 
mon ressort, je ferai cependant observer qu'une conséquence des effets 
produits par les épaisseurs moyennes serait: la possibilité, en établis-
sant un surcroît d'épaisseur dans une partie seulement d'un plan élas-
tique, d'augmenter, par rapport à tous les points qui composent ce plan, 
la résistance dont il est susceptible. Les formules feraient connaître alors, 
pour tous les points qui appartiennent à ce plan, la quantité de cette 
augmentation. Le savant auteur qui a consacré ses recherches aux 
questions de ce genre appréciera, mieux que je ne pourrais le faire, la 
justesse plus ou moins grande de cette observation. 

Dans l'emploi des lames et des plaques élastiques envisagées comme 
corps sonores, on sera désormais en état de prévoir les différences que 
devront amener les changements d'épaisseur. 

Deux surfaces élastiques où la longueur des côtés et les épaisseurs 
sont proportionnelles donnent, il est vrai, les mêmes tons; mais la qualité 
du son peut y être fort différente. Toutes conditions égales d'ailleurs, 
les sons seront d'autant plus beaux que les pièces auront à la fois plus 
d'étendue et plus d'épaisseur. Si on se rappelle qu'il existe nécessaire-
ment des lignes de limite sur tous ces corps sonores, on concevra la 
possibilité d'obtenir de la lame d'épaisseur variable un son plus plein 
que lorsque l'épaisseur de cette lame est constante. La qualité du son 
serait alors déterminée par la partie de la lame prise du côté où 
l'épaisseur moyenne se montrerait la plus grande; cette partie se trou-
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verait comprise entre l'extrémité et la ligne de limite la plus voisine. 
Le son, beaucoup plus faible, de la partie restante ne pourrait avoir 
d'autre effet que de renforcer le premier. 

La doctrine des épaisseurs moyennes explique au inoins comment il 
est possible d'obtenir des sons purs dans les cas oii les figures nodales 
accusent des inégalités d'épaisseur entre les différents points du corps 
sonore. 

A la vérité, toute cette théorie n'est démontrée que par rapport aux 
suppositions qui servent de fondement à nos formules ; mais néanmoins 
la similitude des sons, qui ne cesse pas de se manifester malgré le défaut 
des pièces, donne lieu de penser que les compensations que nous avons 
établies sont indépendantes de la loi de distribution qui nous a servi à 
les reconnaître. 
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NOTE A. 
( Voir p. S. 3i·) 

Sophie Germain fait ici allusion à une Lettre dans laquelle elle avait exposé 
ses observations relatives aux expériences de M. Wheatstone, en les compa-
rant aux expériences de Chladni. Cette Lettre avait été lue à l'Académie des 
Sciences dans la séance du IER septembre I8Ï3. Le procès-verbal en fait la 
mention suivante : 

α On donne lecture d'une Lettre de M"e Sophie Germain, concernant les 
expériences de M. Wheatstone sur les vibrations des plaques métalliques. 

» MM. Fourier et Arago prendront une connaissance spéciale de l'objet de 
cette Lettre et en rendront eompte à l'Académie!. » 

. La Lettre de Sophie Germain n'est pas aux Archives de l'Institut. Il est 
vraisemblable qu'elle a été adressée à Fourier; après la lecture, clic a dû être 
remise à Arago, qui l'aura gardée. 

Quoi qu'il en soit, nous la reproduisons ici d'après la minute qui se 
trouve à la bibliothèque du British Museum, à Londres (Imprimés, Press 
mark 8534, ce) : 

[1823]. 
MONSIEUR, 

Je vous prierai, si vous le jugez convenable, de commuuiquer à l'Académie 
les observations suivantes : elles sont relatives aux expériences de M. Wheat-
stone, dont M. Arago a rendu compte dans la dernière séance de juin et dont 
je lis pour la première fois l'exposé dans le numéro des Annales de Chimie 
qui vient de paraître (1 ). L'article le plus important concerne ce que le savant 

(*) Nouvelles expériences sur le son, par M. Wheatstone, p. 3i3 du Tome XXIII 
(2e série, i8a3 ) des Annales de Chimie et de Physique, par MM. Gay-I,ussac et 
Arago, 
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anglais nomme vibrations moléculaires des corps. Les expériences par les-
quelles il est parvenu à rendre ces petits mouvements sensibles sont sans 
doute fort ingénieuses ; cependant je vois avec étonnemcnt que les physiciens 
semblent croire qu'elles révèlent, dans les vibrations sonores, quelques nou-
velles propriétés qui n'auraient pu être reconnues par les moyens qu'a 
employés M. Cliladni. 

Je crois pouvoir affirmer que non seulement les expériences de cet habile 
physicien, lorsqu'elles sont faites avec soin, indiquent les principaux faits 
observés par M. Wheatstone, mais encore que les formules à l'aide desquelles 
j ai expliqué la correspondance entre les sons et les figures nodales ren-
ferment également l'explication des expériences nouvelles. 

L'existence des centres de vibration, l'augmentation de leur nombre et en 
même temps la diminution de leur amplitude lorsque la pièce, qui rendait d'abord 
un son donné, fait entendre un son plus aigu, se manifestent dans les expé-
riences de M. Chladni par le mouvement de la poussière dont il recouvre les 
plaques vibrantes. Avant que cette poussière se soit accumulée sur les lignes 
de repos, elle est souvent lancée à une distance sensible de la surface. Ce 
phénomène a lieu dans les points où M. Wlieatstone reconnaît l'existence des 
centres de vibration. J'avais emplové depuis longtemps, comme l'a fait 
M. Olirsted, la poussière de lycopode au lieu du sablon dont je me sers plus 
ordinairement; j'avais également remarqué la tuméfaction de cette poussière, 
cl j'avais vu en même temps que les points où elle est fort apparente sont ceux 
qui, suivant la théorie, doivent s'éloigner beaucoup, durant le mouvement 
de la surface, de leur situation initiale. 

Les expériences de M. Wlieatstone sont plus délicates, et elles ont l'avantage 
de rendre sensibles des différences fort petites. Je me suis empressée de les 
répéter; seulement j'ai substitué à l'eau dont ce plijTsicien recouvre les surfaces 
vibrantes l'eau-de-vic, qui, à cause de sa moindre pesanteur spécifique, se prête 
plus facilement encore aux mouvements que lui communiquent les différents 
points des surfaces sur lesquelles elle s'appuie. Toutes les expériences du 
même genre présentent des phénomènes analogues; je me bornerai donc à 
décrire et à expliquer une seule d'entre elles. 

Si l'on couvre d'eau-de-vie une plaque carrée et qu'on en tire le son corres-
pondant à la formation de deux lignes nodales perpendiculaires entre elles et 
parallèles aux côtés, le liquide présente aux quatre angles la surface réticulée 
qu'a observée M. Wlieatstone; en même temps, dans les points sensiblement 
éloignés des angles et suivant la direction des côtés, le même liquide ne 
présente plus qu'une surface côtelée, comparable à un ruban à graine; les 
petites proémiuenccs sont perpendiculaires au côté; elles vont en diminuant 
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d'élévation jusqu'aux points sur lesquels se formeraient les lignes nodales si 
la plaque, était recouverte de poussière. 

Lorsqu'on tire ensuite de la même plaque le son correspondant à la forma-
tion de quatre lignes nodales dont deux seraient parallèles à chacun des côtés, 
l'apparence réticulée se manifeste non plus seulement aux quatre angles de la 
surface, mais encore dans quatre espaces semi-circulaires situés au milieu 
de chacun des côtés et aussi dans un espace circulaire placé au centre de la 
plaque. La figure que présente alors le liquide est formée, comme dans le cas 
des figures nodales, de la réunion de quatre figures semblables à celle qui s'est 
montrée, sur la même plaque, dans la première partie de l'expérience. Ainsi, 
conformément à l'observation faite par M. Wheatstone à l'occasion d'une 
expérience analogue à celle que je viens de rapporter, la surface réticulée 
angulaire occupe un espace quatre fois moindre que quand la plaque rendait 
un son plus grave. 

Pour parvenir à expliquer ! es faits précédents, je serai forcée d'avoir recours 
à l'emploi des formules. Celle qui appartient au cas présent se réduit, en 
supprimant le facteur, inutile ici, à 

π représente la demi-circonférence, m le nombre des lignes nodales paral-
lèles à chacun des côtés, A la longueur des mêmes côtés, χ et y les deux 
coordonnées horizontales dont l'origine est à un des angles de la surface, et Λ 
une constante arbitraire. 

Dans la premiere partie de 1 experience, on a m = ι, ζ = A>sm — sin — ■ 
Les plus grandes valeurs de l'ordonnée z, ou, ce qui est la même chose, la plus 
grande étendue du mouvement vibratoire a donc lieu aux quatre angles de la 
plaque, pour lesquels les valeurs z = o,j=o; r = o, j = A; z = A,j = o 
etx = A,_y = A, correspondant à chacun de ces points, donnent également 

cos — cos^ = ι. A partir de ces points, les valeurs de coset celles de 

COS^T" diminuent, et le croisement de ces différentes valeurs donne lieu à 

l'apparence réticulée du liquide. A une distance sensible des angles, lieu où 
ne se prolonge pas le double mouvement, et en suivant la direction d'un des 
côtés de la plaque, les valeurs de l'ordonnée ζ ne varient plus qu'à raison des 
changements de valeur d'une seule des ordonnées χ et y, car l'une d'elles 
demeure constante pour tous les points situés dans une ligne parallèle aux 

>=*»»[—Μίγ)· 
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côtés; de là l'apparence côtelée qu'affecte le liquide. Enfin ces petites ondes 
s'abaissent à mesure qu'elles approchent du lieu qu'occuperaient les lignes 
nodales, et la théorie indique, en effet, qu'elles doivent alors disparaître entiè-
rement. 

Ce premier point éclairci, on verra aisément ce qui doit arriver dans la 
seconde partie de l'expérience, c'est-à-dire quand on a 

z= Λ cos —— cos 

J'ai prouvé ailleurs (dans le premier Mémoire présenté à l'Académie) (' ) qu'il 
existe alors sur la plaque carrée deux lignes de limite analytiques qui se 
croisent au centre de cette surface et que, si la même surface était réellement 
séparée, par des sections opérées suivant les lignes de limite, en quatre 
plaques carrées plus petites, chacune d'elles continuerait à rendre le même 
son et à présenter la même figure nodale que lorsqu'elle faisait partie de la 
plaque entière. Il résulte de là qu'au centre de cette plaque la réunion de 
quatre centres angulaires de vibration doit donner lieu à la formation de la 
surface circulaire réticulée qu'on y observe, et qu'au milieu de chacun des 
côtés de la surface, la réunion de deux centres angulaires de vibration doit 
présenter, comme elle le présente en effet, un espace semi-circulaire réticulé. 

Ce qui me semble le plus curieux dans les expériences de M. Wheatstone 
est qu'elles peuvent servir à déterminer quelle est la fraction de A, c'est-à-dire 
de la longueur du côté de la plaque, dont le plus ou le moins influe d'une 
manière sensible sur la grandeur de l'ordonnée z. Cette fraction représente 
une quantité d'autant plus petite que l'entier A est lui-même plus petit. 

Suivant la manière dont s'exprime le physicien anglais, lorqu'il a réduit la 
plaque rectangulaire à la moitié de sa longueur, quatre corpuscules vibrants 
occupaient l'espace, qui, sur la plaque entière, était recouvert par un seul. Les 
cas de vibration que j'ai choisis pour exemple ont l'avantage de montrer la 

(1) Mémoire sur cette question, proposée par la première Classe de l'Institut (Con-
cours deι8ιι) : 

Donner la théorie mathématique des vibrations des surfaces élastiques, et la compa-
rer à l'expérience. 

Ce Mémoire, reçu au secrétariat de l'Institut le 21 septembre 1811, porte pour épi-
graphe : Effectuum naturalium ejusdem generis eœdem sunt causée. (NEWTON, Philos, 
nat. princ. mathem. Régula phllosophandi, régula II). 

Il a été le seul présenté à ce Concours. 

Β 7 



S. 64 SOPHIE GERMAIN — THÉORIE DES SURFACES ÉLASTIQUES. 

raison de cette différence, car dans le premier la surface vibrante est composée 
d'éléments qui dans le second se montrent quatre fois sur Ja même surface. 

Il résulte des remarques précédentes, auxquelles on pourrait ajouter beau-
coup d'autres, que les expériences de M. Wheatstone doivent être considérées 
comme une contre-épreuve de cel les de M. [Chladni. De part et d'autre on parvient 
à distinguer sur les surfaces vibrantes les points où s'exécutent les mouvements 
les plus étendus et ceux où le repos est absolu; mais, tandis que les premières 
portent particulièrement l'attention sur les points qui, durant le mouvement 
général, s'écartent davantage de leur situation naturelle, les secondes, au 
contraire, fixent surtout les yeux sur les points qui, durant le même mouve-
ment, conservent leur position initiale. 

J'ose espérer que l'Académie accueillera favorablement les explications 
dans lesquelles je viens d'entrer, et qui tiennent de bien près à celles qui ont 
déjà obtenu son approbation (' ). 

(') Ce document a passé dans une des ventes faites par Libri à Londres. 
Dans le Catalogue of the mathematical, historical

y
 bibliographical and miscel-

laneous portion of the celebrated Library of M. Guglitlmo Libri (London, 2 parties 
gr. in-8°, 1861) on lit : « N° 3343. GERMAIS' (M"® SOPHIE), Remarques sur la nature, 
les bornes et l'étendue de la question des surfaces élastiques, et équation générale de 
ces surfaces. Paris, 1826; in-4" '· « An important work by this celebrated lady-mathe-
» matician, who was crowned by the Institut in i8i5 for successfully answering a 
·■ question on vibrations, which had been thrice proposed for competition without 
» obtaining a reply. This copy belonged to the authoress herself, and besides her nu-
» ruerons manuscript additions, contains the draft of a long scientific Letter respecting 
» M. Wheatstone's experiments on vibrations, entirely in her autograph. » 

Ce n° 3343 est aujourd'hui au British Museum. A la suite d'un exemplaire des 
Remarques, sur les marges duquel Sophie Germain a écrit des additions, se trouvent, 
reliés sous la même couverture, d'abord la minute de la Lettre ci-dessus reproduite 
(6 pages in-4°), puis sept feuillets de notes manuscrites, dont les unes sont des brouil-
lons relatifs à des passages du Mémoire et de la Lettre présentement publiés, et les 
autres concernent la courbure des surfaces. 


