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Sur la réduction en fractions continues de €'

F (x) désignant un polynome entier;

)
?

Par M. LAGUERRE.

1'étude du développement en fractions continues d’une fonction
d’'une variable conduit, dans un trés grand nombre de cas, 4 la
considération d’équations différentielles linéaires et du second
ordre. Elles ont pour solutions les polyndémes qui formeunt les déno-
minateurs des diverses réduites.

Dans deux Notes précédemment publiées ('), j'ai déterminé la forme
de ces équations; pour résoudre complétement le probléme, il reste
a déterminer les coefficients des polyndmes qui entrent dans leur
expression.

Ce probléme présente d’assez grandes difficultés et {’ai essayé de le
résoudre dans la Note qui suit; j'y traite seulement le développement
de la fonction €™, ou F(x) désigne un polyndme entier d’'un degré
quelconque, et je fais I'application de la théorie générale au cas ot
F(x) est du second degré.

{*} Sur {'approximation des fonctions d'une variable au mayen des fractions ration-
nelles ( Bulletin de la Société mathématique de France, t. V, p. 78).

Sur l’approzimation de diverses transcendantes qui renferment comme cas particu-
lier les intégrales hyperelliptiques (Comptes rendus des séances de ! Académie des
Sciences ).
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1.

1. Soit F(x) un polynéme entier du degré m; posons

~—

P :}:"{:) t- (.r2n+4) "),

Pn(x) et f,(x) désignant des polyndmes du degré n.
On en déduit

F(x) = logpy () — log fu(ix) + (1),

uis, en prenant les dérivées des denx membres,
puils,

et
F(x)o,(x) fa( ) — gu(®)fa(®) + gul2) [(2) = 270,(x),

0,(x) désignant un polynéme du degré (m -—1), qui généralement ne
sera pas divisible par .

Si, dans cetle relation, on considére f,(x) et 8,(x) comme connus,
on a, pour déterminer ¢,(x), une équation linéaire et du premier
ordre. En I'intégrant d’abord, en négligeant le second membre, on
aura

(1) pu(x) = €' fo(x)z,

et z sera, comme on le sait, déterminé par la relation
_ [ Fogm O x)da

(2) — o= [

En désignant par « ... les diverses racines de l'éguation
P y % q

{*) Dans tout ce qui suit, je désigne généralement par (F) une série ordonnée sui-
vant les puissances croissantes de = et commengant par un terme en z*, sans avoir
égard aux valeurs des coefficients de cette série.
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Jr(x) = o0, posous 'identité

-Z‘m@,, i q
Ji ( P+Z r—a r—a

ou P est un polyu(‘)me du degré (m — 1) en x.
On en déduit

e Fix) d.t et d.r
— = —l‘r, P q
Jorrde w3 [0S L3 [

ou encore, en intégrant par parties le deuxiéme terme du second
membre de la relation précédente,

——z:fe—F"’de——-z p +2f’”’q:1_7_[:;( )d.r,

ou encore

—z= [C—F"’Pd.r — e Zf emrn 2 — Flell g

O — N — X
—F(x) q pF’(a)
-+ 2 fe T dzx.

Or la valeur de z ne peut, comme cela résulte de I'équation (1),
renfermer d’autre transcendante que la fonction €™; on a done, pour
toutes les racines de I’é équation f,(x) = o,

7—pF(a)=o0.
Un calcul facile donne

q
NEEEE RO

d’ou il suit que le polyndme f; () satisfait 4 une équation linéaire et
du second ordre de la forme

7

NP [N ) P .

ou H, () gésigne un polynéme entier en x du degré 2 (m 1),
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2. L’équation (3) peut se mettre sous la forme suivante :

d [ ey’
z[‘z_——-———,nen(m)] —_ K(.:r)]' = Q.

On en conclut qu'une seconde solution de cette équalion est donnée

par la formule
e Flgpmg, ( x ] dx

fzf"(x)f 7i=)

ou, en vertu des relations (1) et { 2),

7 = ga(x)e

3. C'est sur celte importante propriété que je m’appuierai pour dé-
terminer les coefficients des polynémes 0,(x) et H,(x).

A cet effet, je remarque que f,_,(x) satisfait a I'équation

(4) o — [2(”: 1) 4 9;;:(27)') . F’(x)] -y — :(’;:’—f(rj) =0,

donl une seconde solution est

u= g, ,(x)e ™.

Formons I’équation linéaire et du quatriéme ordre Q = o, 4 laquelle
" satisfait Pexpression

z=uy;

la solution la plus générale de cette équation est, en désignant par
A, B, C et D quatre constantes arbitraires,

A‘/"(x)f"—‘ (.Z‘) + Bf" (.1‘) Pr—s (x)e—f(’)
+ Cfus () pulx) e + Do, (X) pu ()

—F ()

En particulier, elle est satistaite par I'expression

€ fale) s () = fara (#) 2l 0) ]
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dont il est facile d'obtenir la valeur en se servant d’une des propriétés
les plus élémentaires des fractions continues.
Ayant en effet
¥ o) 2
(?E x) C!iw ! (x_n«)-l )

AT
el
¥(x) eni (7] 2n—1
eV = (x
n—1 (1.‘) ( ),
on en déduit
[ i
Yn—1 i & | ?”\'z) 20 -
TN T —= X
S !‘.r) ,fn (&) ( ),

d’ou

fn(x) P (r) -—f,_i {x) ?)l(_r) = M=,

M désignant une quantité constante.

4. De la résulte que I'équation Q =o est identiquement satisfaite

quand on y fait
2 = g F gns

ce qui ne peut avoir lieu qu’en établissant certaines relations entre
les coefficients des polyndmes inconnus O,(x), Hy(x), 8,_,(x) et
Hu—{ (.1‘). .

Mais, pour obtenir ces relations, il est plus commode de transformer
d’abord les équalions (3) et (4). A cet effet, je poserai

Fie
y=ano,(xje Y
et

— . -Fﬂl')

zt::.x"’\,"E)_n_,(.z')e * U.

En faisant, pour abréger,

P - 7 P ‘
x? 2 dr 2 @, {x} e, a;

R“Irn .1 0,(x) F'(z}]" n F*{x) d 1@,/ x) H(r
= +e—

et

S_:[n —1 Y @;'_I(I)_F’(I)]n_i,t‘ F”(.z”, ’(1 19’1'(1' N H, 'xj

= i : o
x 28, (x) 2 x? 2 dr 20, |z} ' 8,  (x)’
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les équations (3) et (4) deviennent respectivement

(5) Y'=RY,
et
(6) . U=SY.

Formons maintenant ’équation linéaire et du quatriéme ordre a la-
quelle satisfait Pexpression

(7) Z=YU;
ayant identiquement
yu = x" €TI0, (x) Bpny () Zy

et 2"'¢~F étant une valeur de yu, on voit que I'équation différen-

tielle en Z a pour solution
I

Vou (%) 8rl2)

5. Faisant, dans ce qui suit,

1

T Vou(z) 0 (2)

on obtiendra facilement une relation linéaire entre Z et ses trois pre-
miéres dérivées. '
De 'équation (7) on déduit en effet

(8) 7= YU +UY,
puis, en vertu des équations (5) et (6),

{9) Z’—(R+8)Z=2Y'U';
puis, en dérivant une troisiéme [ois,

(10) — (R+8)Z — (R'+8') Z=2RYU'+28UY,



REDUCTION EN FRACTIONS CONTINUES DE '™, 105

et enfin

" {Z"—a(R+8)Z —2(R'+8)Z
{ +[(R—8)?—R"—8"]Z=2R'YU' + 2SUY".

Si maintenant, entre les équations (8), (10) et {11), nous éliminons
les quantités YU’ et UY', nous obtiendrons la relation cherchée

VA T [l
2'—(R+8)Z — (R -+8)Z 2R 28 |=o,
27— 2(R+8)2"—2(R'+8)Z' + [R—S*—R"—S"]Z 2R’ 2%

ou encore, si lon pose, pour abréger,

R+8=G et R-S=K,
r K’ ” 7" K’ AN 74 / 2 G'K/ ”\“ e 2N
(r2) 27— X2 — 26z + <2G-K—-3G)L + (K2 5 6] z=o.
6. Larelation précédente peut, comme il est facile de le vérifier, se
mettre sous la forme suivante :

(13) £ <Gz2 — 227+ 2%) = K2 (KL .
dr 2 / y

Je remarquerai d’abord que, le premier membre de cette identité
étant une fonction rationnelle de ., Pintégrale {KZ dx ne doit ren-
fermer aucune partie transcendante, et de la découlent immédiatement
un certain nombre de relations entre les coefficients des poly-
ndmes 0, (x), H,(x), 0,_, (x) et H,_,(a). En second lieu, cette inté-
grale ne doit renfermer ancune quantité constante; en effet, le produit
de cette constante par KZ dounerait une quantité irrationnelle qui ne

. . d , o
peut exister dans I’expression P (GZ2 — ZL" 4 §7% .
7
En intégrant la relation (13}, il vient, en désignant par 3 une con-
stante convenablement choisie,

28+ GL* — ZZ' + 17 = L( [ KZlx)?,
et encore

3 VA Z’;
(14) éL[KZd1'=V%§+2G—%+-?-

Journ, de Math. (3° série), tome VI. — Mairs 1880 14
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Le premier membre de cette identité étant une fonction rationnelle
de x, il en résulte que I'expression rationnelle
4ﬂ 2ZII Z/'j
7zt 26—+
est un carré parfait.

’ 1I.

7. Comme application des résultats obtenus, je ferai

) F(x)=x*+ 2ax,
@ désignant une constante arbitraire.

On voit que, dans ce cas, f,(x) satisfait 4 une équation différentielle
de la forme

QII

T — a,

” on 1 , P,
7——(——1— —2.r~za))’—<2n+;+

x xr— o,

)J‘ = 0;
on a

0, (x)=ax — a,,

et le probléme & résoudre consiste a déterminer les coefficients «,, P,

et Q.
8. 0na

2 n 1 1 P, Q,
—X—da) t+2n+1+ =+ -+ — +
x 2 (2—ay) > T —u,
:a:”—f—zax—i—a*—l—(P,l— ana — ﬁ)l—i-'i(—nx—_:h—l—)

%
n
+(Q,,+;—a,,—-a>

13 I

l{———(;—l—

\

2x—a,

I 1

3
.r——a,,+-_/; (,7:__1’1):

et

S— 2?4 2ax -+ a“—!—[l’,,_. —a(n—1)a— ’;_IJE; + "\”.:l[
I 3 1
-+ (Qn—a -+ — Up_y — a) +

X o, 4 fr — &gy )?

n—1

Xp—y
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On en déduit, en posant, pour abréger 1'écriture,

n n—1I
Po+Po—2(an—1)a— - -T2 =],
2n An—i
R
Qu+ - —a,—a=B,
n—1
Qn—l+ —tp ,—a=_
Rn—i
et
n n—1
pn_‘ Pn—l - Za—-;"-{— P =D,
les formules suivantes :
A 2
G:zx’—i—[;a.r—f-za”—i—;-i—gr—';
- B C - 3 1 + 3 1
T, + ot Gl —wf | f (= e
et
K__D 2n+ ,,B G +3 1 3 P
=Lt T— oy T — an, § (2 — a,) 4 (2 — oy
9. On a
¥
L= -
\/\‘l—an)la"*xn_ﬁ
Posons
. a, —+ ey
lr —a,) (@ — a,_,) = 4, ——-2—-' =Py Unlp = Ot O, g ==
il viendra
* 7 dr L.
/Kde:Df”:_—i—zn R Y L
o o .r\/A A Joix =iy
-G dx‘ __*_g"‘ dr —__g"’ dr _,
(.1:-a,,_.)\/.3 4:., (.l’———a,‘)z\/A 4 (X — u,‘_,,’\/A

ou, en effectuant les intégrations,

['Kde:<D+zg+_i) ’«d_;_m/&

" Ay X \/A. 9%

2B 2C

— = (T — ) — = (2 — %)
m\/A( et ) “’V/A( n/
¥ VA I va R 1 — o,
20 (F—a)' 20 (T—oe ) o \Va T va )
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Comme cette intégrale ne doit pas contenir de partie transcendante,

on a
1 1
(15) D=——n<a—" + )
d’ou
(16) P,,:P,,_,—+—;m——2::,;}1
et
(17) A = 2P, —/;na—n(a—-—a'—>‘
10. On a
fl&de._'zM.r—zN-i—— ST U
2T — &g 2 T %y

relation ou j’ai posé, pour abréger,

% Oy ® o, &pem o
puis
4? Z// Z'2
7 + 2G — —/— + Z7
A 5 A7

=[|ﬁ(.7c’— 2px +q) + 4x*+ 8ax + 4a*

n? 2B 20 3 1 2
+ 7 4 +x_a,+x_an_.+;<z_.a,)
3 1 5 1 5 1 1 ‘ 1
2r—a ) @ —w)  f@—aa)  20(f—as) | 20(T—an)
( +ﬁ)x + 8(a— pB)x + 4(a*+ qB)
n? L 1
4 (QB T 3e)ila

+

<2C+ >z——la,._. 4(m’—zn)’+4(-"’—“lan_,)"
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I’identité (14) donne alors les relations suivantes:

(18) M2=— +ﬁ7
(19) MN =pf —a,
(20) N 2nM = a?+ gf3,
(21) A+4”N+”(Z[,,”‘;,,[j\}:°-
puis

B=Mu,— N+ 2
et &a

C=—Map +N— =

Tp—y

Ces deux derniéres sont, comme il est facile de le voir, identique-
ment satisfaites.

Des équations (21) et (1) on déduit
(22) N:n( +h1__)+Ba,._.+Ca..=af‘£,._'
En Xp— ] 2R

On a ensuite
2
B=(Ma,— N+ =) ;
%p

d’otu, en développant le carré et en remplagant M2, MN, N2 et N par
leurs valeurs tirées des relations (18), (19), (20) et (22),

Bz, C N A
(23) Brpa 2ttty 22 (g gyt (L 2 )::o-

an(an— “n——l) Ay — Gp—y \ &, Zn%u—t
On a de méme
) R
Ot (= M, + N = ),

G-y

d’ou, en développant et en remplagant M2, MN, N?et N par leurs
valeurs tirées des relations (18), (19), (20) et (22),

(24) Gy 2nCa, + 2nB

- P (an“‘ un—-l) Up— Cp_y

;o .
— (g +a)?+ n?(a: =4 ’)‘—) =a,
1

n—t Zpp—
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10. La solution compléte du probléme est maintenant ramenée a
une question d’Algébre élémentaire.

Si en effet, entre les équations (23) et (24), on élimine successive-
ment G et B, on obtiendra deux équations du quatrieme degré aux-
quelies satisfont respectivement ces deux quantités, et qui sont de
la forme

(25) ® (B, ty, tpyy 2)= 0
et
(26) CD’ (C, 8py Cpeyy n): O.

Si maintenant on observe que B se déduil de C par le changement
de nen (n + 1), de I'équation (26) on déduira une nouvelle équation

(27) D, (B, Cpiry &gy # + 1) ==

Ces deux équations(25) et(27), auzquelles satisfait B, sont d’ailleurs
distinctes, puisqu’elles ne renferment pas les mémes lettres; en écri-
vant la condition nécessaire et suffisante pour qu’elles aient une
racine commune, on obtiendra la relation qui lie ensemble trois
quantités consécutives

Qnsyr Oy CL Oy

et cette relation permnettra d'obtenir ces diverses quantités par voie
récurrente.

La valeur de la racine commune donnera B, et par conséquent Q,;
enfin, la valeur de C se déduisant de celle de B par le changement
de 2 en n — 1, la formule {22) donnera la valeur de P,,.



