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THEORIE DES NOMBRES COMPLEXES. 51

Sur la théorie des nombres complexes;

Par M. G. ZOLOTAREFF.

Dans le Mémoire Sur la méthode d’intégration de M. Tchebychef (1),
j’ai donné la démonstration des théorémes énoncés par ce géometre
pour I'intégration de la différentielle

(z+A)de
B L
Vi 4ax® + Br'+yr +6

a, B, 7, ¢ étant des nombres rationnels. Depuis, en me fondant sur la
théorie des nombres complexes, je suis parvenu & résoudre la méme
question dans le cas ot a, 3, ¥, 0 ont des valeurs réelles quelconques.
Dans le Mémoire qu'on va lire, jexpose cette théorie des nombres
complexes qui dépendent des racines de I'équation quelconque irré-
ductible a coefficients entiers. Avant d’aborder cette théorie, je crois
devoir signaler ici deux Mémoires qui ont pour sujet la généralisation
de la théorie connue de M. Kummer. L’un d’eux appartient & M. Sel-
ling () et I'autre & M. Dedekind (*).

('} Mathematische Annalen, Band V, série 560; Journal de Mathématiques,
2¢ série, t. XIX; 1874,

(?) Zeitschrift fiir Mathematik und Physik, 1865.

(*) Leseune-Dinicursr, Zakhlen Theorie, wweite Auflage, 1871,
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Mais, si je ne me trompe, jusqu’ici il n'y a pas de théorie des nombres
complexes pour le cas des éqnations quelconques aussi satisfaisante
que la théorie de M. Kummer pour le cas des équations hindmes.

1. Soient
(1) Flx)=ax"+a,x"" +a,x™*+ ... +a,,r+a,=o

une équalion irréductible de degré quelconque n 4 coefficients en-
tiers, et x,, &,,..., L,_, S€8 N Tacines.

Nous nommerons nombre complexe entier par rapport a I'équa-
tion (1) tonte fonction entiére 4 coeffictents entiers d’une racine de
cette équation. Il est clair que tous ces nombres peuvent étre présentés
sous la forme

plaxy) =0y + by + .. + b, ,x*",

bey b,y ...y b,_, étant des nombres entiers ordivaires.

Dans la suite, nous donnerons une définition desnombres complexes
plus générale, mais a présent nous nous bornons i la définition donnée
ci-dessus,

Soient

Plxe)y $(x0), x(xo)s ---

des nombres complexes donnés. D'abord je vais faire voir comment
on peut reconnaitre, sans effectuer les multiplications, si le produit

p(xe) $() x(20) - -

est divisible par un nombre premier p non complexe. Dans ce but, je
décompose la fonction F{x) en facteurs irréductibles(*) suivant le mo-
dule p. Soit

(2) F(x)=V"V™... V% (mod. p),

(') Gauss Werke, Il Band, série 212. — Szarwr, Cours d’Algébre supéricure,
t. 11, chap. III.



THEORIE DES NOMBRES COMPLEXES. 53

V,V,,..., V, étant des fonctions irréductibles suivant le module p.
Maintenant, si le nombre ¢(a,) ¢ (x,) x(x,) ... est divisible par p, la
fouction ¢(x) ¢ () y(x) ..., étant divisée par F (x), donnera le reste du
degré inférieur & n, dont tous les coefficients seront divisibles par p.

En désignant donc par = () le quotient de cette division, nous aurons

o(x)§(x) g(x)... — m(x)F(x) =0 (mod. p).

Lafonction F (x) étant divisible suivant le module p par V® v . Vo |
la congruence ci-dessus montre que le produit ¢(x) () y(x).. . doit
contenir comme facteur la fonction V™ V™, . V™ suivant le module p-

Réciproquement, lorsque le produit ¢ (x) ¢(x) x(x)... est divisible
par V7V, Vi suivant le module p, le nombre complexe

(0) blx)x(x0). -
sera divisible par p. En effet, nous avons par hypothése la congruence
p(x)¢(x) x(x)...=A2)V"V" ... VP (mod. p),

A(x) étant une fonction entiére a coefticients entiers, ou, ce qui est le
méme, la congruence

2 () 4(2) g(). .. =)(@)F(x) (mod. p),
d’ot I'on voit que les coefficients de tous les termes de la différence
o) 4 x() . ~ M) Fla),
seront divisibles par p; par conséquent, le nombre complexe
el g (e ) x(xy). ..

est divisible par p.
D’apres cela, pour reconnaitre si le nombre complexe

o(Fo) §(x0) (). ..
est ou non divisible par p, il faut décomposer les fonctions
?(x), d(x)) x(x), ...

en facteurs irréductibles suivant le module p-
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Cela fait, nous verrons tout de suite si la fonction V*V}“. . Vi
entrecomme facteur suivantlemodule pdansleproduit  (x) () x(x)...

2. Le produit
p(xo)p(x)). .. 9(x0y) =No (o),

o(x,) étant un nombre complexe entier, sera dit la norme du nombre
complexe g(x,). Ce produit est évidemment un nombre entier ordi-
naire.

Faisons voir maintenant qu’au moyen de la décomposition d’une
fonction entiére quelconque ¢ (x) i coefficients entiers en facteurs irré-
ductibles suivant le module p, on reconnaitra facilement si la norme
N ¢(x,) du nombre ¢(x,) est divisible par p. Supposons que les fonc-
tions

V, Vi, Vi ooy Yy

qui figurent dans la congruence (2) du n® 1 aient respectivement pour
degrés les nombres v, v,,vs,. .., V. '

On voit aisément que les coefficients des plus hautes puissances de x
dans V, V,,..., V, peuvent étre faits égaux a I'nnité.

Je vais démontrer en premier lieu que les normes des nombres com-

plexes ‘
V(xo)y Vi(xo)y -y Valxy)

sont respectivement divisibles par p, p,,..., p}.
11 suffit pour cela de considérer une des fonctions V, V,, ..., par
-exemple V. Soient
Lyy Uoy oeey Oy
les racines de I'équation
V=o0;
il s’ensuit
V(x) = (x,— “c)(‘ro —ttg) .. (Xp— av)’

Ainsi 'on aura

NV(x,) = (oxr,—a)(xy—a)e..(Xe— )

X {2y — &) (= ag)e. (X — @)

(3) S i et berieeteanenaarnaanane
X {Xpmy — al)(xn—c — a,) e (g — @)
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D’ailleurs, la congruence (a) peut étre écrite comme il suit : A
F(x)=V"V7...Vir+ pd(x),

¢ («) étant un polygone i coefficients entiers.
Remplacant ici x successivement par

Uiy Kay 100y Ay,

on aura, en multipliant les résultats,

Fla ) F(as)... Floy) =p 4 (o) dlay). .. (e}

Par conséqueant, en vertu de I'équation (3), il viendra

(4) VN = (= 15 () § () . ().

Le produit _
$la) dlan) ... ¢(ay)

étant un nombre entier, on en conclut que la norme NV est divisible
par p'. Pareillement, on prouvera que les normes NV,, NV,,..., NV,
sont divisibles respectivement par p¥, p*z, ..., p'a

Je vais établir, en second lieu, que la norme du nombre complexe
quelconque W(x,) n’est divisible par p que dans le cas ot la fonction
W () contient comme facteurs une ou plusienrs des fonctions V, V,,
V2, L. N ‘r/,-

En effet, en supposant que W(x) et F(x) n’ont point de facteurs
communs suivant le module p, on peut trouver deux polynémes A et B
tels, qu’on aura

AW — BF(x)=1 (mod. p).
1 s’ensnit
NA.NW=1 (mod. p),

et, par conséquent, la norme NW n’est pas divisible par I

Dong la fonction W(ar) doit étre nécessairement divisible par 'une
des fonciions V,V,, ..., V, suivant ce module p pour que la norme
NW(x,) soit divisible par p.
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Démontrons maintenant que cette condition est suffisante. Sup-
posons, en effet, que W () soit divisible suivant le module p par'une
des fonctions V,V,, ..., V,, par exemple par V. On aura alors

W(x)=9¢(x)V+pf(x), .

¢(x) et f(x)étant des polyndmes a coefficients entiers. Remplagant ici

X successivement par
Loy Lyy o -0y Lp_y

et multipliant les résultats, il viendra
NW(x,)=No(x)NV(x,)=0 (mod.p),
car NV (x,) est divisible par p, comme il a été démontré ci-dessus.

3. En s’appuyant sur les propositions précédentes, on prouvera
que I'exposant de la plus haute puissance de p qui divise la norme
NV{x,) est un multiple de v.

En effet, on voit d’aprés I'équation (4) que l'exposant avec lequel p
entre comme facteur dans NV ne peut surpasser v que dans le cas ou
Gloe ) §(eta). . . () sera divisible par p.

Le nombre ¢(a,)§(e;)...¢(,) étant la norme du nombre com-
plexe ¢ («,) relativement a I'équation

V =o,
et V étant irréductible suivant le module p, il s’ensuit que

- $le)d(an . p(a)

w’est divisible par p que dans le cas ou ¢ () est divisible par V suivaut
le module p.

Posons donc )
$(x) = 4 (x)V + pa(x),

$,(x) et m(x) étant des polyndmes a coefficients entiers. Remplacant
ici x successivement par
Qps Uay ooy By
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nous aurons facilement

Yadd(a). . p(a) = p'a(a)o(a). .. @(a),
d’ou il vient
NV = (—1)"p"s(a,)e(a,).. .5(a,),

¢'est-a-dire que, lorsque lanorme V contient comme facteur le nombre p
avec 'exposant supérieur i v, elle est divisible par p*.
Par la méme analyse, on démontrera la proposition générale.

4. On peut toujours aisément déterminer, comme on va le voir, les

modules suivant lesquels la fonction F( x) admet des facteurs mul-
tiples.

Soit A le discriminant de I’équation
(1) F(x)=o,

savoir :
A= (xy— 2, ) (X — L) . (Xpn— Xpy )2

L’équation (1), étant irréductible, n’a pas de racines égales, et, par
conséquent, A est différent de zéro. Posons

A=q% 95 0r g7,

915 929 - - -, 45 étant des nombres premiers différents.

Nous allons démontrer que la fonction F(x) n’admet des facteurs
multiples que suivant les modules Grs Gas o e vy G

Considérons, en premier lieu, le nombre premier p, ditférent de g¢,,
UETEREFE'FD

Supposant que suivant ce module F(x) a un facteur multiple V4, il
viendra

Flx) = ¢(x)V*+pw(x),
cp(..r) et w(x) étant des polyndmes i coefficients entiers.
La dérivée
F(x) = ¢/() V+ ko (@) V"' V' 4 p ()

Yourn. de Math, (3% série), tome VI. — Fevaigr 1880. 8
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sera divisible suivantlemodule p par V, et, par suite, la norme NF/(x, ),
ou, en d’autres termes, le produit

, F(a)F(x,). . . F(x,_,)
sera divisible par p.

Cette norme étant égale au signe prés au discriminant A, p doit
diviser ce discriminant, ce qui est contraire & la supposition. Il nous
reste maintenant a démontrer que F(x) a eflectivement des facteurs
multiples suivant chacun des nombres ¢,y ¢y ..., ¢,

En effet, supposant que le contraire ait lieu par rapport au mo-

dule ¢;, on aura
Flx)=VV,... V;+ ¢;5(x)

V,V,,..., Vs désignant des polyndmes irréductibles et distincts sui-
vant le module g;, et = () une fonction entiére a coefficients entiers.
Ccla étant, la dérivée F'(a) n'est divisible suivant le module ¢; par
aucupe des fonctions V,V,, ..., V..

D'aprés cela, la norme de nombre complexe F'(x,), on, en d’autres
termes, le discriminant A, ne sera pas divisible par ¢, 2), contrai-
rement a la supposition. '

5. Je reprends maintenant la congruence

(2) F(x)=V"V...Vi»  (mod. p).
Elle peut étre écrite comme il suit,

(3) Flx)= VV7 ... Vi* +po(x),

p(a) désignant un polyndme & coefficients entiers. Les fonctions
V,V,,...,V, ne sont pas déterminées complétement, car leurs coeffi-
cients peuvent étre remplacés par les nombres congrus 4 eux suivaut
le module p. En faisant usage de cetle remarque, il est facile de dé-

montrer que, si 'un des exposants
M, My 4.y My,

par exemple m, est I'unité, la fonction ¢(a) peut étre supposée non
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divisible suivant le module p par un polynéme V correspondant i cet
exposant.
En effet, soit m =1 et soit g(x) divisible par Vsuivant le module p.
Cela étant, on peut prendre au lieu de V un polynéme

W =Y+ pi(x),

(x) désignant une fonction entiére a coefficients entiers de degré infé-
rienr & celui de V; W sera aussi nne fonction irréductible suivant le
module p, et son premier coefficient est égal a I'unité. Remplagant
maintenant dans I'équation (3) la fonction V par W et ayant égard 4
ce que m =1, nous avous

F(a,) = VVVT’V’;’- LVt P& (.Z'),
gi(x)=g(x) — $(x) Vi VR Vi

La fonction ¢(ax) est divisible, d’aprés I'hypothese, par V ou, ce qui
est le méme, par W suivant le module p; quanta ¢(x), qui reste arbi-
traire, on peut supposer qu’elle n’est pas divisible par p, et par consé-
quent, étant du degré inférieur 3 W, elle ne sera pas divisible par W
suivant le module p. Alors la fonction g,(x) ne sera pas divisible parWw,
De la méme maniére on démontrera que, si plusieurs des exposanls
My, My, My, ... 0 sout égaux a Vunité, la fonction ¢(x) de Véqua-
tion (3) peut étre supposée non divisible par drs polynomes de la
suite V, V,, ..., 'V, correspondant a ces exposants.

Tobserve maintenant que dans le cas ol ¢(x) est divisible suivant le
module p par I'une des fonctions V, dont I'exposant m surpasse l'unité,
la transformation que nous avons employée ci-dessus n'améne pas a
la fonction ¢,(2) non divisible suivant le module p par V. Alors, la
fonction F (x) ayant des factenrs multiples suivant le module Py ce
dernier doit étre un des nombres

9isy G2y o5 G5

D’abord, pour plus de simplicité, nous excluous ces cas de notre re-
cherche, puis nous les considérons a part.
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6. En étudiant des nombres complexes qui dépendent des racines
d’une équation
F(x)=o,

nous posons les définitions suivantes :

1. Nous classsrons parmi les nombres premiers complexes le nombre
premier réel ordinaire p, si F(x)est une fonction irréductible sui-
vant le module p. Tous les autres nombres entiers ordinaires seront
dits les nombres complexes composés.

La division des nombres complexes en deux classes, celledes nombres
premiers et celle des nombres composés, que j'expose dans ce qui va
suivre, n’est point basée sur la décomposition ordinaire des nombres
en facteurs premiers. _

Néanmoins, il est facile de démontrer que les nombres premiers
ordinaires, que nous convenons de classer parmi les nombres premiers
complexes, ne sont en effet divisibles par aucun nombre complexe
distinct de p et des unités complexes.

En effet, supposons que p soit le produit de deux nombres com-
plexes ¢ (x,) et ¢ (x,). Le produit ¢(xr,) ¢ (x,) étaut divisible par p et
F(x) une fonction irréductible suivant ce module, on en conclut (1)
qu’une des fonctions ¢ (x) et §(x) est divisible par F(x) suivant le mo-
dule p. En ayant égard i ce que les degrés de ces fonctions peuvent
étre supposés inférieurs 4 celui de F(x), on voit que tous les coeffi-
cients de I'une d'elles sont divisibles par p. Ainsil'on aura

¢(x) =po,(x),

¢i () étant un polyndme a coefficients entiers, d’ot1, en vertu de
Véquation '
. \p=q>(.r,)cp(.r.,),
il viendra
v Pu(xo) d(xe) =15

par conséquent, g,(a,) et ¢ (x,) sont des unités complexes.

Le méme raisonnement nous conduit au théoréme en vertu duquel
nous comptons le nombre p parmi les nombres premiers complexes.
Voici ce théoréme : Si le produit de deux ou plusieurs nombres com-
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plexes est divisible par un nombre premier ordinaire p suivant lequel
F(x) est une fonction irreductible, un des facteurs est divisible par p.

II. Examinons maintenant les nombres premiers ordinaires p suivant
lesquels F(xx) n’est plus irréductible. Dans ce cas, F(x) est décompo-
sable suivant p en facteurs irréductibles. Soit

(1) Flx)=V"Vr. . . Vii+po(x),
V, Vi, ..., Vi étant ces facleurs, dont les degrés sont respectivement
Vy Vg o oey Yy

et p(x) un polynéme a coefficients entiers non divisible suivant le
module p par aucune des fonctions V, V,, ..., V,. Nous classerons ce
nombre p parmi les nombres complexes composés et nous dirons qu'il
contient m factenrs premiers idéaux égaux correspondant a V,
m, facteurs premiers idéaux égaux correspondant 4 V,.Soit f (xx,) un
nombre complexe ; nous dirons que f(x,) est divisible par un facteur

du nombre p appartenant 4 V, si f(x) est divisible par V suivant le
module p.

7. Maintenant nous allons donner le critérium au moyen duquel on
peul toujours reconnaitre quels facteurs du nombre p et combien de
fois ces facteurs entrent dans un nombre donné f(a, ). Désignons,
pour abréger, par W, W,, ..., W, respectivement les produits

ViVeL LV, VIVRLLVE, L, VYL Ve

et soit A un nombre entier ordinaire quelconque.
Posons

A=4km+r,
& étant le quotient et r le reste de la division de A par m. Cela posé,

nous dirons que le nombre complexe f(x,) contient un facteur idéal,
appartenant a V, A fois si la congruence

(@) f(@) V=W =0 [mod.p", F(a)]
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est satisfaite, mais la congruence
(8) fl@)VmT-tWia—=o  [mod. p*, F(ix)]

n’ayant pas lieu.

De la méme maniére on détermine les degrés de multiplicité des
autres facteurs idéaux contenus daus f(x,). Maintenant nous allous
établir quelques théorémes qui feront ressortir toute la portée des fac-
tears idéaux dans la théorie des nombres complexes.

8. TakorEME. — Si le nombre f(x,) contient le facteur idéal dep,
appartenant a V, ) fois et que le nombre complexe §(x,) ne le con-
tienne point, le produit f(x,)¢(x,) le contient ) fois.

Soit, comme précédemment,
A=4km—+r.
On aura, d’aprés I’hypothése,
(1) J @)V Wit = i f (2) 4 () F (),
f{x) et m(x) étant deux polyndmes a coefficients entiers. On voit

facilement que f, () n’est pas divisible par V suivant le module p. En
effet, dans le cas contraire, le produit

P A(x)VPIW = f(x) VT W2 — B(x) w () V' W

serait divisible par p***, en faisant abstraction des multiples de F(x),
savoir : f(a,) contiendrait le facteur de p appartenant & V plus de
2 fois, ce qni est contraire a la supposition.

En multipliant Péquation (1) par (), on aura

Y(x)f () VWt = phU f, () ¢ (@) + o (x) § () F(a).

Cela fait voir que le nombre complexe ¢ (:xy) f(x,) contient le facteur
de p appartenant 2 V an moins X fois. D'ailleurs, en remarguant que
la fonction f,(a) ¢(a) n'est pas divisible par V suivant le module p,
on voit que la fonction

Pfix)y(x) VW,
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ou, ce qui estle néme produit,
f(x) LP(‘I‘)VML—'—' WIH-B’

n’est pas divisible par p**?, en faisant abstraction des multiples de
Donc le nombre f(x,) ¢ (x,) contient le facteur idéal de p apparte-
nant a V précisément X fois.

9. Tatkorime. — Le produit f(x,) §(x,) de deux nombres com-
plexes contient le facteur idéal de p appartenant a V autant de fois que
les deux nombres f(x,) et §(x,) ensemble.

Supposons que f{x,) contienne ce facteur A fois et ¢(x,) ) fois.
Soient, pour abréger,
A=km-r,

Y=Km-+7r;

£, K, r, r' sont respectivement les quotients et les restes des divisions
de X et X’ par m. '
On a, par hypothese,

(1) [V Wit = pt! f, (x0) + = (x)F (),
(2) Pa) VT W =ty (2) + 7 () F (),

Ji(x), 4, (x), m(x) et m, () étant des polyndmes a coefficients entiers;
chacune des fonctions f, (x) et ¢,(x) n’est pas divisible par V suivant
le module p. :

Les égalités (1) et (2) nous donnent la suivante,

(3) j(x) q’(x)v2rn—r-r’wk+k’+2 — Pk+k’+2_fl (1‘) q)‘ (.Z) 4+ G(.x')F(.r),

G{x) étant encore un polyndme a coefficients entiers.

Maintenant nous avons deux cas a distinguer :

1° r + ' <m. En substituant dans ’équation (3) au lieu de V" W sa
valeur

—po(x)+ F(x)
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déduite de I’équation

Flx)=V"VP.. . Vii+ pe(x),
il vient

;o(x)f(x)q;(x)V”'—""W"f"*' — p‘“‘"*‘f.(x) q:,(x)+G.(x) F(x),

G, () désignant aussi un polynéme 4 coefficients entiers. 11 s’ensuit
que le produit f(ar, )¢ (x,) ¢(x,) contient le facteur de p appartenant
a 'V un nombre de fois qui est précisément

(k+EYm+r+r=>%1+;

p{x,) n'étant pas divisible par ce factenr (n® 6, II), on voit que le
produit f (xy)¢(x,) contient le facteur de p, appartenant & V, X 4-%
fois.

2°r -+ r'Zm; d’ailleurs, bien entendu, r+ v < 2m. Supposant

r+r=m+p,
on peut écrire I'égalité (3) comme il suit:
J(x) () Ve Wheksd = phebiea f, () ¢, () + G () F (),

d’ou I'on voit que le nombre f(x,)y(x,) contient le facteur de p
appartenant 3 V un nombre de fois qui est

(k+H+1)m+p=2+).

10. TugoriMe. — Si le nombre complexe f(x,} contient le facteur
idéal de p appartenant a V au moins sm jois, s étunt un nombre entier,
le facteur de p appartenant a V, aw moins sm, fois et ainsi de suite,
S (xs) est divisible par p*.

On a, d’aprés 'hypothése,
J(z)VrWt = pri(x) + o (x)F (),

w(x) étant un polynome i coefficients entiers.
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Remarquant que
VW = — po(x) + F(ax),
il vient

S(x) o)W = p* ¢ (x) + », () F (),

=, & étant encore un polyudme a coefficients entiers.
Pareillement, il viendra

S (x)g (@)W = — p*y,(a) + =, () Fr,
S o)Wy = — p'ls(#) + =, (@) F,

(xX)p(x) Wi = — p'¢e(20) + m,p () F ).

Par conséquent, le nombre complexe
J(x0) @ (20) [Wo{ay) + WS (a00) 4.+ Wi (2, )]
est divisible par p’. La fonction

P} W+ Wi+ .+ W)

/

w’est divisible suivant le module p par aucune des fonctions
Vo Vi, ooy Vg
donc (1) le nombre f(x,) doit étre divisible par p. Soit

Slxo) = p filay).

Par le méme raisonnement, nous ferons voir que f,(x,) est aussi di-
visible par p, savoir f(x,) divisible par p®. Ainsi 'on démontrera, en
définitive, que f(ax, ) est divisible par p.

11. Supposons que lenombre complexe f(x,)contienne le facteur
de p, apparlenant & V, X fois; le facteur de p, appartenant a V,,
2, fois, etc. Nous allonsdémontrer que, dans ce cas, lanorme du nombre
complexe f(x,) contient p précisément dv + X, v, + ... + My, fois,
Y, ¥y, ..oy V; tant des degrés des fonctions V, V,,..., V,.

Journ. de Math. (3¢ série), tome VI. — Fevrier 1880. 9
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Dans ce but, considérons le nombre complexe
Jag) V=2 (o Y VA2 o)LL Visk=h( ),
k désignant un entier positif satisfaisant aux inégalités
mk >k, mkT>0, ..., Mpk > 0.

Ce nombre complexe contient le facteur idéal de p, appartenant a V,
mk fois; le facteur idéal de p, appartenanta V,,m, & fois, etc.; par con-
séquenl, il sera de la forme

P fi(xe)y

le nombre complexe f,(xr,) n’étant divisible par aucun des facteurs
idéaux de p, ou, ce qui est le méme, f,(x) n’est divisible suivant
le module p par aucune des fonctions V, V,,..., V;. Cela posé, on
aura
Nf 2o J(NV)™=2 (NV, ymi-h L (NV, )™
Aan’ xo Pkanv-wn L +m‘v‘)Nf'(x°).

Remarquant que les normes
NV, NV,, ..., NV,
contiennent le facteur p respectivement avec les exposants (2)
Yy Yys eeey Vi

et que la norme N f,(x, ) n’est pas divisible par p, on voit que Nf(x,)
contient le facteur p avec 'exposant

v+ ).V”—i- I +1/,V;,.

Il suit de la que tout nombre complexe contieat les facteurs idéaux
de nombres premiers ordinaires qui divisent sa norme, chaque fac-
teur un nombre fini de fois, et il ne contient point d’autres facteurs
idéaus.



THEORIE DES NOMBRES COMPLEXES. 67

Décomposition des nombres complexes en facteurs premiers idéaux.
12. Les résultats du numéro précédent permeltent toujours de re-
counnaitre les nombres ordinaires dont les facteurs idéaux entrent dans
le nombre complexe quelconque ¢(x,).
On peut les reconnaitre encore en opérant comme il suit.
Faisons avec les deux fonctions ¢ () et F(x) les divisions successives
pour trouver leur plus grand commun diviseur. Comme J’équation

F(rx)=o0

est irréductible, nous allons parvenir au reste constant égal a une frac-
tion rationnelle, car les coefficients de ¢(x) et F(x) sont des nombres
entiers. Il est connu comment on obtient de cette maniére deux
fonctions entiéres, 4 coefficients entiers A et B, telles que la différence

AF(x)—Bg(x)
est égale 4 un nombre entier. En désignant ce nombre par M, on aura
AF(x)—Bolx)=M.

8i ¢(x) est divisible par un facteur idéal du nombre premier ordinaire
P, les fonctions o () et F(x) ont un diviseur commun suivant ce mo-
dule (6). Ce diviseur doit diviser M. Or, comme M est un nombre
entier ordinaire, il doit étre divisible par p. Tl résulte de li que, pour
trouver les facteurs idéaux du nombre complexe ¢ (x,), nous décom-
posons d’abord F(x) en facteurs premiers suivant tous les nombres
premiers p qui divisent M. Ensuite, en ayant ces décompositions, au
moyen du critérium (7), nous trouverons quels facteurs idéaux
et combien de fois ces facteurs sont contenus dans ¢(x,). Soient
d,, d,, ..., d, les différents facteurs premiers idéaux du nombre ¢(x,),
et Xy, Agy...y $X, leurs degrés de multiplicité. Nous écrirons

{r) p(xo) = dydy...dyrp, (),

9,(x,) étant une upité complexe quelconque.
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Cette équation est, bien entendu, symbolique, car d,, d,, ..., d, n’ont
pas de valeurs.

L’équation (1) exprime la composition intérieure du nombre com -
plexe ¢(x,) et dans la théorie de ces nombres elle représente la géné-
ralisation de la décomposition ordinaire des nombres de la forme
a -+ bl. en facteurs premiers. !

13. Dela décomposition des nombres complexes en factewrs idéaux
on peut déduire une régle par laquelle on reconnaitra la divisibilité
d’un nombre complexe ¢(x,) par un autre §(x,). Supposons que ces
nombres, étant décomposés en facteurs idéaux, aient la forme

pae)=dpdy ... dyeg,(x,),
b(x,)=eley...erd, (a,),
@ (e} et ¢, (xr,) désignant deux unités complexes.

Nous allons démontrer que pour la divisibilité de ¢(x,) par ¢(x,)
il faut et il suffit que les facteurs

Cry Cgy «.vy €4
soient contenus parmi les facteurs

dy, dy, ..., d,

et qu’ils entrent dans ¢(ac,) avec des exposants non inférieurs respecti-
vement a

P’H Peas o ees g

Eun effet, si ¢(x,) est divisible par ¢(z,), on aura

p(xo) = $(x,) (),

= () étant un nombre entier complexe.
11 est évident que, dans ce cas, ¢(ar,) contient tous les facteurs pre-
miers idéaux de ¢ (x,), :
: €, Cay ey Cry
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avec les exposanls non inférieurs 4

Pers 2y ooer i (9
Réciproguement, si ¢{x,) contient tous les facteurs
Ciy €2y -0y €

etsi leurs degrés de multiplicité ne sont pas inférienrs respectivement a

gy Moy ooy Mgy

¢ () est divisible par ¢ (o).
En effet, on a _
pla) _ ol=)¥(x)
HEI I N

¥{(x,) étant un nombre complémentaire de ¢(x,), savoir

W (@) = (o) () - g (s,

En outre, tout facteur idéal de N¢(x,) entre dans le produit
9 (xo) ¥ (ar,) avec un exposant plus grand que dans N ¢(x,). Tl ré-
12?; est un nombre entier complexe (10),

Corollaire I. — Si le rapport de deux nombres complexes%%%

. . © g™ (a,
n’est pas un nombre enlier (complexe), aucune puissance 1”‘2-2-.; ne peut
-0

étre un tel nombre. En effet, dans ce cas, {(z,) contient au moins un
facteur premier idéal avec un exposant supérieur & celui du méme
facteur dans ¢(x,). La méme circonstance aura lieu par rapport aux

salte de 1a que

nombres ¢™(x,) et ¢"(a,), et, par conséquent, 1:5::% nest point un
nombre entier complexe.
On peut établir une propriété des nombres complexes entiers plus
générale.
Soit
(Xo) =g+ 8, Xg+ A XE +. ..+ Ay X5
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un nombre complexe entier quelconque. Les nombres

2(x0)y (T4)y ooy O(Tni)s

Xgy Ly ... X,y élant 1 racines d'une équation fondamentale
F(x)=o,

satisfont évidemment a I'équation de la forme

(1) g, .+ g, =0,

7is G2y - - > §n étant des nombres entiers ordinaires.

Maintenant il est facile de démontrer que, si le rapport (%) de deux

V()

nombres complexes entiers n'est pas un nombre enlier, il ne peut sa-
tisfaire 4 aucune équation de la forme (1). En effet, désignons par d un
des facteurs idéaux de ¢(x,) qui entrent dans ¢(x,) avec exposant
supérieur 4 celui du méme facteur dans ¢{x,).
? (%)
b(x)

™ (&)= — q, @™ (&) $(Xo) — 29" (Xo) P (o) — . - . — G (X0)

Le premier terme de cette équation contient le facteur d moins de fois
que le second, ce qui est évidemment impossible.

Corollaire I1. — 1l suit de la proposition établie dans ce numéro
" que chaque nombre cowplexe n’est décomposable que d’une seule
maniére en facteurs premiers idéaux. Supposons, en effet, qu’il existe
pour un nombre complexe ¢(x,) deux décompositions en facteurs pre-
miers idéaux :

En supposant que la quantité satisfasse a I’équation (1), il vient

e o (o
(o) =y dy ... deg, ),

(xo)=e% ey ... etrg,(x,),

-3 O

0,(xo) et py(a, ) étant des unités complexes.
On voit que les rapports

d";'d‘;ﬂ...d:*f’ Y. S
e, e ddv...d
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sont des unités complexes. Il en résulte que tous les facteurs idéaux
€1y g ...y O

sout renfermés parmi les facteurs
d, dy, ..., d

et vice versa. Par conséquent, deux suites de facteurs

€y Cay vy Cpy

diy ey ..., d

€
doivent étre identiques. Donc on peut supposer
dy=e, dy=e€y ..., dy=r;, e=k.

Cela étant, les exposants
iy ey ey 2o

ne sont pas inférieurs respectivement i

Pas Pay coey Mgy

parce que le nombre
A A

[3

et L etk

est un nombre entier.
Réciproquement, les exposants

1—"“ P'21 LIS} p'k

ne sont pas inférieurs respectivement 4

) VU VR W
car le nombre
chrelr et

divdl: . dre
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est aussi un nombre entier. Ainsi, nous aurons

M=y A=l ...

et les deux décompositions ne différent entre elles ni par les facteurs
idéaux ni par leurs exposants,

14. On déduit de la décomposition des nombres en facteurs pre-
miers idéaux des théorémes complétement analogues a ceux qui oot
lieu pour les nombres entiers ordinaires.

Nous les indiquerons seulement, car leurs démounstrations ne pré-
seatent aucune difficnlté. Deux nombres complexes sont nommés
premiers entre eux s’ils n’ont point de facteurs idéaux communs.

 Treorkmr. — 8ile nombre complexe y(x,) premier a o(x,) divise
le produit o (x,) ¢,(x,), il divise le nombre ¢, (x,).

TatkoriME. — Sile nombre complexe §(x,) est premier par rapport
& chacun des nombres complexes ¢ (x,), ¢,(x°), 93(2,), ..., il est pre-
mier par rapport & leur produit.

Il est nécessaire maintenant de définir comment on doit concevoir
le produit de deux ou de plusieurs facteurs idéaux. Nous avons vu
que tout nombre premier idéal tient lieu d’une certaine congruence.
I.’ensemble des congruences qui se rapportent 4 deux nombres pre-
miers idéaux est remplacé par un nouvean nombre idéal qui s'appelle
le produit de ces deux nombres. Le produit de tous les facteurs pre-
miers idéaux communs 3 deux nombres sappelle lewr plus grand com-
mun diviseur.

Quelques cas particuliers des nombres complexes.

15. Dans les numéros précédents, nous avons considéré lesnombres
complexes qui dépendent d'une racine de I'équation irréductible

a coefficients entiers, Dans la théorie de ces nombres, sont contenus,
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comme cas particuliers, la théorie de Gauss pour les nombres de la
forme a + bi et celle de M. Kummer pour les nombres complexes qui
dépendent des racines d'un degré quelconque de 'anité. Nous allons
nous arréter un peu sur ces cas.

Considérons séparément ces deux cas particuliers.

Soient d’abord

Fla)=a®+1,

et p un nombre premier ordinaire quelconque.

La fonction x* -+ 1 peut étre irréductible suivant le module P, ou
elle est le produit des deux fonctions irréductibles du premier degré.

Dans le dernier cas, la congruence x4 r:==o(mod.p) aura
deux racines, et, par conséquent, p doit étre égal a 2 ou étre de la
forme 4n 4+ 1.

Les nombres premiers de la forme 47 +- 3 sont donc encore pre-
miers dans la suite des nombres a + bi.

De plus, en remarquant que 2 = (1 + i) (1 — i), et que tout nombre
premier 47z + 1 se représente dans la forme

a*+ b= (a + bi){a — bi),

on voit que ces nombres sont composés dans I'ensemble des nombres
complexes de la forme a + bi.

Dans le cas de ces nombres il 0’y a point de facteurs idéaux; tous
les facteurs premiers sont réels.

16. Avant de considérer les nombres complexes qui dépendent des
racines de I'équation

nous démontrons quelques théorémes qui se rapportent a la fonc-

. =1 . . .
tion » prise suivant le module premier p.
& — 1

Si n est divisible par p, on aura, en supposant n = p¥v,

v #
" —ai={x"— 1) (mod.p);
Journ. de Math. (3¢ série), tome Vi, — Mars 1880. 10
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par conséquent, il suffit d’examiner la fonction 2" — 1 dans la suppo-
sition 72 non divisible par p.
Sin= p, il vient -
xP—1=(x — 1) (wod.p).

Donc la fonction &” — 1 est c‘ongrue suivant le module p 4 la puis-
sance p du facteur x — 1. ’

Maintenant, supposant 7 non divisible par p, nous allons établir les
propositions suivantes.’

Remarquons, en premier lieu, que la fonction 2" — 1 n’a pas de fac-
teurs mulitiples suivant le module p.

Tutortme 1. — Tout facteur irréductible suivant le module p de la
Jonction x™ — 1 divise aussi la_fonction x*— 1, ) étant un nombre
entier positif.

En elfet, la fonction x"— 1 divise algébriquement la fonction
&M — 1, et, par conséquent, tous les facteurs suivant le module quel-
conque de la fonction x” — 1 divisent aussi la fonction 2™ — 1.

¥

s . . Lxt—y a1
Turorime I1. — Chaque diviseur commun des fonctions — et —
)
. . n . . ' —1 ,
suivant le module p. divise aussi la fonction ———, o étant le plus grand

commun diviseur des nombres n et ).
Soient s et £ deux nombres entiers positifs satisfaisant & I'équation
sn—th=2.

-1 2

I .
s suivant le module p
x —1 Z — I

Le diviseur commun des fonctions

1 a1y
el

iy . . Z—
divisera encore, snivant ce module, les fonctions s et

r—1
par conséquent lear différence

et a1
X —1 xr — 1

£

s __
Donc il divisera, suivant le module p, la fonction ——.
- I
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Tutorime III. — Sin est un nombre premier et si p appartient ¢
lexpasant h suivant le module n, k étant, comme on sait, ur diviseur
P

1 . .
est congrue suivant le module p au produit

xr—1

de n—1, la fonction

de” ; ! Jonctions irréductibles de degré h.

: . . at—1 .
Remarquons en premier lieu que la fonction — ne peut avoir

aucun diviseur suivant le module p qui ne serait pas du degré % ou
de degré multiple de A.

En effet, supposons que la fonction soit divisible suivant le mo-
dule p par une fonction irréductible de degré v. Cette fonction di-
visera aussi suivant le module p la fonction (*)

aF —x=x(xF —1),
et, par conséquent, p’— 1 est divisible par n, ou, en d’autres termes,
p'=1 (mod. n).

Mais p appartienl a P’exposant %; donc v est divisible par 2.

. . L ateey
En second lieu, nous allons démontrer que la fonction ne ren-
x

—1

ferme point comme facteur suivant le module p des fonctions irréduc-

tibles dont les degrés sont multiples de % et non égaux a k.
b

1 .. , .
divise algébriquement

A cet effet, remarquous que la fonction =
L -1

. ] ' N . . . .
la fonction a?” — & = ax(x” ' — 1). D’aprés cela, siunefonction de
degré v = 1k, X > 1, divise suivant le module p la fonction a” — 1,

. . . . ' . . . . 3
elle divisera aussi la fonction a?” — x. Mais, % étant inférieur 4 v, cela
est impossible.
17. On peut, comme nous allons le voir, par un procédé trés simple,
. . ’ . . aR—1 .
obtenir des facteurs irréductibles de la fouction ——— stiivant le mo-
z

dulep. D2uzx fonctions entiéres A et B, i coefficicnts entiers, seront dites

(') Searer, Cours d’Aigébre supéricure, t. 11, p. 139.
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congrues suivant la fonction entiére U, dont les coefficients sont aussi
des nombres entiers, si la différence A — B est divisible algébrique-
ment par U. Pour exprimer cette congruence, nous écrivons

\ .

A=B(U)

Cela posé, soit
-1
U =——7

7t étant un nombre premier.
Nous allons démontrer que dans la suite de fonctions

(1) 1, x, 2% ..., X", &t a"t,

les 12 premiers termes sont incongrus entre eux suivant la fonction U.

En effet, la différence
" — x,

m et v élant inférieurs a n, n’est pas divisible algébriquement par U.

De plus, chaque tlerme de la suite (1) est congru suivantla fonction U
a une des fonctions 1, x, 22, ..., 2",

En effet, soit x™ un terme de la suite (1), m élant supérieur a 7 — 1.

Désignant par s le quotient et par r le reste de la division de m
par , on aura

m=sn-+r.
La différence
X" — "= " (2" — 1)

est évidemment divisible par U. Donc
x"=uax"(U).
Les fonctions z, x?, ..., " peuvent étre distribuées en périodes (')

comme il suit, Soit
ne—1=¢f,

e et fétant deux diviseurs de n — 1, et désignons par g une racine pri-
mitive de nombre n.

(') Gauss FFerke, Band 11, Solutio congruentioe 2™ — 1=o0.
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Comme nous avons a considérerles congruences suivantlafonction U,
on peut prendre, au lieu des fonclions

x, x, ..., 2",
les fonctions

(2) x8, x5, .., X8,
car les deux suites se sont composées de termes congrus suivant la
fonction U. Désignons maintenant par

E} E—I’ e vy E.,E—I
les fonctions suivantes :

1)e
?

2e-+1

E ==a+x8+axf 4 s’
-
<

, ==xf 4 a8 8 sV T,

(U)

=t a8 a8 e as
Ces fonctions seront dites les périodes. Les fonctions &, £,, ..., &,_, ne
sont pas tout & fait déterminées, parce qu’on les obtient au moyen des
congruences snivant le module U.
Par rapport aux périodes nous ferons les remarques suivantes :
1° Les périodes
E.., EI’ re E.,e—‘

se déduisent 'une de I'autre par changement de x en a5 ; si I’on fait la
méme substitution dans la période £, _,, on aura £, = £(U). Puis, en ap-
pliquantla méme substitution, on reproduira les périodes &, , £,,...,&,_,.
En général, on aura
Eresn=2Es (U)

Il suit de la que si Fon remplace x par a¥, u satisfaisant a Ia
congruence
p==g* (mod.n),

les périodes restent invariables, et, si p satisfait & la congruence

p=g*+* (mod. n),
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les périodes £,&,, ..., &_, se transforment respectivement en
y
Eis Ehvrs «ovr Ehremr

En remplacant enfin, dans la période &, & par &™, X élant un nombre
entier positif, on aura la fonction A :

(U) A=V 278 4
La fonction x** — 1 étant divisible par U, il vient
A=f(U).
Donc, en désignant par [ £,1] la somme

PR g TR

on aura
(U) gE[-f;']’ 'E‘E[f' g]’ Tty E<?—|E[f’g(—']‘

2° La somme de périodes
(U) £'_*_‘5'4'—‘EQ—'_"'_'_&e—yEB’t—‘l—-z'z-*--..—i'- artt=—.

3° Si fest le produit de deux nombres entiers & et ¢, chacune des
périodes [ f, 1], [ f, g],... contenant f termes se compose de ¢ pé-
riodes dont chacune contient b termes, savoir :

[ 1) = [y x] + [5,8°] -+ [b, %] ... [, 5°<],

.................................................

4° Maintenant il est aisé de voir que I’ensemble des périodes ne dé-
pend pas de la racine primitive g, choisie arbitrairement.

En effet, soit G une autre racine primitive du nombre n.

Cela posé¢, nous aurons, comme on sait,

G==g* (mod.n),

- étant un nombre premier avecn — 1.
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11 suit de la que les résidus minima des nombres 1,8%,8%, ...

5
g(f—‘)e

suivant le module 7 ne sont distinclts que par 'ordre des rési-
dus minima des nombres 1, G¢, G**, ..., GU="2. De plus, les nombres

8% 87" 8%, ..., g7V sont congrus suivant le module 7z, en fai-

sant abstraction de ’ordre, aux nombres Gf, Ge+8, G2+B, | . | GU+1esB,
lorsque g*= GFf (mod. n).
De tout cela il résulte que, si 'on change dans les péricdes

s 58] ooy [ i8]

g en G, on ne variera que leur ordre.

18. Démontrons maintenant le théoréme fondamental par rapport
aux périodes.

TaEoREME. — Le produit de deux périodes [ f,)] et [ f, 1| égales ou
distinctes est congru, suivant la fonction (U), a une Jonction linéaire
des périodes [ f, 1], [ f.81s ..., [ f, §'], & coefficients entiers.

En multipliant chaque terme de la période [ f, p] par la période

(U) (.f’)‘]E[fa)‘ge]E[fy)\gqu

on aura

LA u)= 2] a®+ [ f,hgf o + ...
+ [ f; AgU-11e] ave¥™
== e oM -+ x)g(/-l)‘ b
Ot et et
o pOrwglT L ggleiugtue
4 2T D espge
et par conséquent

(1) LML BI=LA0 + p]+ [ Age ]+ oo [y 270 4 ]

Quelques-unes des périodes [ f, A + p.],[ f, 2g°+ ], ... peuvent étre
congrues entre elles suivant la fonction U; en outre, si

Agh + p=0 (mod.n),
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il vient
(w - [fr2g"+ p]=Ff.

Donc, en général, on aura

(2) (U) [fix] [ fip]l=af+ bE+ cE +...+ &,

a,b,c,...,1létant des nombres entiers.
En multipliant maintenant les deux termes de la congruence ( 2) par
[f, »], on aura, 4 cause de la méme formule (a),

(u) (LML) fiv]=af+bE+E +. ...+ E_,,

a,b,c,... étant des nombres entiers.
Par conséquent, si V désigne une fonction entiére & coefficients en-
liers des périodes &,£,,....&,_,, on peul toujours supposer

(0) V==A+BE+ CE& +...+L&,_,,

A, B, C, ... étant des nombres enliers.
En attribuaut dans la congruence (2) aux nombres A et u les diffé-
rentes valeurs, on aura les congruences qui suivent :

g =sf <+ mk “+mE, .o m i,
— (1 )3 n
(3) ( 7) E_El = )f +m JE +'n1'€l ‘*l—‘..-l—"le_rxé.c—l
EE, =8+ m*VE 4- m{TVE, ...+ mETVE,
s, m, my, ceny My,
¢ 1 1) 1
§ )$ m' )7 "’g D ) m(e—)n

PPN BRI caee emeg  eess

s, mEeY me L, me

étant des nombres entiers égaux respectivement i ceux qui figurent
dans les formules analogues pour les équations binémes.
De ces congruences on déduit la suivante,

(4) (U) B p B 4 Pt - po=o0,

P11P2 -+ 5 Pe €tant des nombres entiers.
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Cette congruence, étant convertie en équation, sera idenlique a
celle dont on se sert pour obtenir les périodes 4 f termes formées

e

" ' . 1 .
avec des racines de I’équation —— = 0. La congruence (4) est satis-

faite par toutes les périodes £,%,, . .., &,.,.
De plus, en procédant comme dans la théorie des équations bindémes,
on aura la congruence

() NE=a®+ alf + aVE* +.. . +al &',
N, a®,a'”, ... étant des entiers.

19. Maintenant, soient p un nombre premier appartenant a I'expo-
sant A snivant le module », et f'un nombre entier divisible par % ou,
en d’autres termes, tel qu'on ait p’==1 (mod. 1). Nous allons étudier
les propriétés des périodes par rapport au module p et une fonction
P irréductible et divisant la fonction U suivant ce module.

Il est clair que toutes les congruences précédentes suivantla fone-
tion U auront lien aussi suivant le module p et la fonction P, car U
est divisible snivant ce module par P.

Cela posé, on aura le théoréme suivant :

TntoremE. — Les périodes £, £,, ..., %, , sont congrues aux nom-
bres entiers suivant le module p et la fonction P.

En effet, d’aprés ce qui précede, on aura

E==x + x5 4 28" + ... (mod.p,P),
d’ou il résulie

Ere= (x4 208 4+ a8 4 W=l 4 2B a8 (mod. p, P).

Drailleurs, il suit de la congruence p/==1(mod. 1) que p est congr:
suivant le module z au nombre g’¢, X désignant un nombre entier, et,
par conséquent
(U) ==l 4 387 - . ==,

Donc il viendra

=% {mod.p,P),
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-ou, en d’autres termes, le produit £(£ —1)...(£ — p + 1) estdivisible
par P suivant le module p.

Mais, P étant une fonction irréductible, I'un des facteurs de ce pro-
duit est divisible par P suivantle module p, savoir : £ est congru 4 I'un
des nombres o, 1, 2,...,p — 1 suivant le module p et la fonction P.

Cela aura lieu encore par rapport aux autres périodes&,, &,, ..., &,_,.

Soient u,u,,..., u,_, des nombres entiers cougrus aux périodes
£,8,, ...,&,_, suivaut le module p et la fonction P.

Ces nombres peuvent étre déterminés comme il suit.

Nous avons déduit dans le numéro précédent la congruence

(U) E4+p -+ pE e+ Pe=0.

Les nombres entiers p,, p, ..., p. tatisfont aux congruences

(U) pe=?

Ces congruences nous donnent les suivantes :

— P T AUy Uy,
Po==ul, MUy ..+ U Uy,

b gty + (mod. p)
Y 4 R 14 LR

Ti résulte de la que la congruence
W+ pu' 4. +p==0 (mod.p)

est satisfaite par tous les nombre u, #&,,..., u,_,.
Ainsi, nous sommes parvenu au théoréme de M. Kummer : ’équa-
tion de degré e au moyende laquelle se trouvent les périodes & f termes

. . fo e T ,
Jormées avec des racines de U'équation — = o, n étant un nombre
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premier, a e racines égales ou inégales, si on la considére comme une
congruence suivant le module p tel qu'on ait p’= (mod. n).

Des congruences {3) du numéro précédent on déduit les suivantes :

w o o=sf -+ mu 4 mny o M U, .
we, =5 +mY%% +mle o+ - mu,, (mod. p)
1ty =50+ me Ny - T, L MmN,

Ti suit de la définition des nombres u, u,, ..., u,_, que toute fonc-
tion entiére o(&,2,,...,5,_,) des périodes £, &,, ..., E,_,, a coefficients
entiers, satisfait 4 la congruence

o(E &y B )=g(uyny, ... ) (wmod.p, P).
Done 9(E,&,, .. ,%._,) sera divisible par P suivant le module psi
I'on a
P(y Uy, oo U )==0 (mod. p).

20. Maintenant nous allons voir comment on obtient les facteurs
irréductibles de la fonction U suivaut le module premier p.

Supposons que p appartienne a Pexposant & par rapport au module n,
et soit n — 1 = kh. Désignons par

i 2k A1)k
Thy1] =n =x 4+af a8 . pas®”
o oA+ =3 glA—1)}k -1
(1) (U) [hg] =0 =x% +x5 +x85 4+ .. . F+xf
oh- . gk Q-
[]2, g"*’_]:n,‘ﬂ,:——;:rb R Ry T

les périodes a & termes. Soit encore P un des facteurs irréductibles de
la fonction U suivant le module p.

D’aprés ce qui précede, les périodes n,7,,. .., n,, sont congrues
suivant la fonction P et le module p aux nowbres entiers

Oy Viy ooy Py

satisfaisant 4 la congruence
Vi g " b gt o=z 0 (mod. g),

Gi> G2y + - -1 G étant des nombres entiers.
Maintenant nous allons former la congruence de degré ik suivant le
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. . . - k
module p et la fonction P qui aura pour ses racines les fonctions x, x¢',

-2k h—1)k
as™, L a8

. Cette congruence peut étre représentée sous la forme
(2) (X — ) (X — a8")(X — 25™)... (X — 25" "™ =0 (mod. P, P).

Afin de déterminer les coefficients de cette congruence, on cherche
d’abord les sommes de puissances semblables des racines.
En vertu des formules (1) on aura

& k h—13k
x 4+ 28 - a8 4 st =|h, 1]

a4 228 2% 2 =, 2]
......................................... (mod. p, P).
2 okt kst o ke [, k)

Les périodes (%, 1], [%, 2], ..., comme nous avons vu plus haut,
sont congrues suivant le module p et la fonction P aux nombres
Y, V5.0 ¥4 Comme nous avons désigné par P un facteur irréduc-
tible quelconque de U, le nombre ¢, congru 4 la premiére période
[£, 1], peut étre choisi arbitrairement dans la suite v, 0,,..., v,_,. Le
nombre ¢ étant déterminé, on cherche le nombre ¢; congra i la pé-
riode [%, g’] au moyen de la laison qui existe entre les périodes;
v; dépend de v tout a fait de la méme maniére, comme [%, g'] de [A, 1].

Ainsi on pourra toujours déterminer les sommes de puissances sem-
blables de racines de la congruence (2). Soit

XA L X% .+ =0 (mod. p, P)

cette congruence, I,, I,, ..., I, étant des nombres entiers. En remar-
quant que celle congruence est satisfaite par la fonction X = «, on
voit que la fonction 2* + 1, =" + T, x%-2 . 4 [, est divisible par P
suivant le module p.

P étant unefonctionirréductible de degré A, on peut toujours prendre

P=ua’+ fa®t + Lot 4+ 1,

En remplacant ¢ par d’autres valeurs v,, ¢,, ..., ¢,_,, on aura les autres
fonctions P. (A suivre.)



