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VALEUR NUMÉRIQUE D'ÛHE INTÉGRALE DÉFINIE. 283 

Etude sur les formules d'approximation qui servent à calculer 
la valeur numérique d'une intégrale définie; 

PAR M. R. RADAU. 

Les méthodes d'approximation qui permettent d'obtenir la valeur 
d'une intégrale définie qu'on ne peut déterminer directement mérite-
raientd'être mieux connues et plussouvent appliquéesqu'elles ne le sont 
encore. Les cas sont assez nombreux où les « formules de quadrature « 
peuvent être substituées avec avantage aux développements fondés sur 
la nature particulière de la fonction à intégrer, qui ne laissent pas que 
d'entraîner parfois des calculs fatigants. J'ai donc pensé qu'il pouvait 
y avoir quelque intérêt à présenter une étude d'ensemble sur une 
classe de formules de ce genre, en m'attachant surtout à simplifier les 
démonstrations, à marquer le degré de précision que comportent les 
diverses formules et à réunir toutes les constantes dont on a besoin 
pour les appliquer. 

1. La plupart des formules dont il sera question ici sont comprises 
dans la suivante : 

Elles fournissent la valeur de l'intégrale cherchée par une sorte de 
moyenne (1 ) où les poids A, B, C, ... sont attribués à η valeurs particu-
lières de l'ordonnée φ (jr), qui correspondent aux abscisses n, b,c, .... 

(.) j <p(.T)dx = lA<p[a). 

(1 ) Je dis moyenne, en supposant qu'on divise par ΣΑ = β — χ. 
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Les coefficients A, Β, C, comme les quantités a,b,c,... (qui doivent 
être comprises entre les limites a, β), sont, par hypothèse, des nombres 
indépendants de la nature de la fonction <p et qui se déterminent à 
l'avance, une fois pour toutes. On suppose seulement qu'entre les 
limites de l'intégration φ (λ-) soit développable en série convergente : 

φ(χ) — ί0 + λ", a? H- k^x^-l·-

Les mêmes remarques s'appliquent à la formule plus générale 

(2) £ <p(x)f(x)dx = Σλψ(α), 

où f(x) est une fonction donnée. 
Nous dirons qu'une formule de quadrature possède le degré de pré-

cision ρ — ι, pour exprimer qu'elle est rigoureusement exacte toutes les 
fois que φ(x) est une fonction entière d'un degré inférieur à p. Il faut 
pour cela que les 2 η constantes a, b, ..., A, B, ... satisfassent aux re-
lations 

(3) ^Αα
Λ
 = jfVr/a? (Λ = ο,i.a,.1) 

s'il s'agit de la formule (1), et aux suivantes, 

(ibis) ^ArtA= J xhf(x)dx (h = ο, 1, 2,..., ρ — ι), 

s'il s'agit d'une formule du type (2). Le maximum de précision s'ob-
tiendra donc, en général, quand le nombre des équations de condition 
sera égal à celui des constantes (p= 2η). 

Les relations (3) supposent évidemment que les limites oc, β soient 
finies. On voit aussi que les coefficients A sont liés aux abscisses a par 
des relations linéaires qui les déterminent d'une seule manière. Enfin, 
il est clair qu'une substitution linéaire ne change pas le degré de ψ(χ), 
ni par conséquent le degré de précision de la formule. Or, en posant 

χ = <ζ + (β-α)χ
0
, α — « + (!β-«)α

0
, Α—(β-<χ)Α

<ι
, φ(α?) = ψ(α·

0
), 
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la formule (i) devient 

f ψ(.τ
0
)ίίτ

0
= ΣΑ

0
ψ(α

0
), 

et les coefficients A
0
 sont proportionnels aux coefficients A. Comme les 

uns et les autres se déterminent d'une seule manière par les relations! 3), 
on peut conclure de là que les valeurs relatives des coefficients sont 
indépendantes des limites. 

Dans ce qui suit, il sera toujours entendu que les limites auront été 
ramenées aux valeurs fixes ο et i, ou bien — ι et 1. Pour passer du 
premier casjau second, il suffit de poser 

2a70 = ι x, 2ii0=i-t-a
f 2 A0 — A, 

où les lettres affectées de l'indice ο se rapportent aux limites ο et 1. 
On trouvera donc les coefficients pour les limites ± 1 en doublant les 
nombres calculés pour les limites ο et 1. 

Remarquons maintenant que, si l'on applique la formule (1) à l'ex-
pression ψ (a?) = k

0
 -+- k, χ + ..., le résultat sera évidemment le même 

que si on l'avait appliquée successivement à chacun des termes de 
cette série, pour ajouter ensuite les résultats partiels, et, si le dévelop-
pement de <p[ac) dépasse le degré de précision de la formule, l'erreur 
sera la somme des erreurs commises dans l'évaluation des termes qui 
suivent . Soit —l'erreur commise dans l'évaluation de χ?, de 
sorte que 

4) J" afdx = ΣΑαρ -h î
p

, 

et ainsi de suite; la formule corrigée sera 

(5) J ΐ>(Λ·)ώ = ΣΑ î(a) + E,+ f
p+l

£
p+1

 -h.... 

Le système d'équations (3), que complètent les équations (4), peut 
être remplacé par l'équation unique qu'on obtient en posant 

— ΓΖ-χ -- ï + -.-+-^ + ···» 
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où z est une quantité arbitraire. On aura donc, pour le degré de pré-
cision ρ — ι, 

(6 ) Χ 

et, en écrivantf[x)dx à la place de dx, on aura l'équation analogue 
qui représente le système (3 bis). 

Ajoutons que, si la substitution linéaire employée plus haut est com-
plétée en posant ζ = α + (/3 — a)z

0
, les corrections ε° pour les limites ο 

et ι seront les coefficients de —, ··· dans (6), c'est-à-dire 

ρ (ρ — a y+' ' P+l (p — α)Ρ+' ' 

par conséquent, pour α = — ι, β = -+- τ, 

ο _ Jr_ 0 V-H+ (p ')sp 

En modifiant ainsi les valeurs des s, on ne diminue point l'erreur de 
la formule, car le coefficient k

p
 augmente dans le même rapport que &

p 
diminue. Mais on peut (sans modi6er, il est vrai, le degré de pré-
cision ρ — ι) diminuer sensiblement l'erreur du résultat en divisant 
l'intégration. 

Supposons que l'on partage l'intervalle ι — ο en ρ parties égales, en 
posant 

f\(x)dx = Γ+ Γ+...+ f , 

et qu'ensuite on applique la formule (i) à chacune de ces intégrales 
partielles, en faisant 

ar ='-=—! (i=o,i, ...,μ —j). 
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On aura d'abord 

f/*Wdx = U 

- ;SA
° ? \~^r)

+ k
0<

+
 ί

ι
ρ
+

< + (/» + ') "Λ -+-■■■ · 

en désignant toujours par ε
ρ

, t
p+{

, ... les corrections ordinaires de la 
formule pour les limites ο et ι ; puis, en ajoutant les résultats partiels 
et remarquant que Σ ι = μ, ̂  i= , ■. ·, 

Pr '1 f h^= \s; a. ? +iÿ+ík r*~+t=i (p+1 ) j 

de sorte que l'erreur se trouve diminuée, à peu près, dans le rapport 
de 1 à —· 

C'est de celte manière, par exemple, que la règle de Simpson est dé-
rivée de la formule de Cotes, fondée sur l'emploi d'ordonnées équidis-
tautes. Les limites ο et ι étant ici comprises parmi les abscisses a, 
b, ..., et la dernière ordonnée de chaque intégrale partielle coïncidant 
avec la première de l'intégrale suivante, le nombre des termes à cal-
culer n'est plus η μ, mais seulement (η — ι)ρ. -H ι. 

2, Lorsque les η abscisses sont choisies arbitrairement, il reste à 
déterminer « coefficients par autant d'équations de condition (p — n), 
et l'on peut ainsi atteindre le degré de précision η — ι. Si l'on se 
donne, au contraire, les coefficients, il faut tenir compte de la con-
dition que fournissent les relatious (3) ou (3 bis) pour h= o, à 
savoir, 

^A = /3-a ou ]^A= £ j{x)dx, 

et, en ajoutant ρ — \ — η relations qui déterminent les abscisses, on 
peut atteindre le degré n. 

Il y a, en général, avantage à employer des ordonnées symétriques, 
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prises deux à deux à égale distance des extrêmes. On a dans ce cas, 
pour les limites ο et r, 

O t H- Cln — 1 :— · * - — 1 

et pour les limites ± i,-

a Kan— a.2 -t- π„_, — . . = o, 

et, si « est un nombre impair, l'abscisse moyenne est respectivement 
égale à ^ ou à o. 

En adoptant les limites ±i, on aura donc les systèmes suivants 
d'abscisses symétriques : 

Pour η =2i ±«ι> rt a2, .± a,·, 
Pour « = 2 / 4-! ο, ±a,, ·· > ^«f· 

Les relations (3) donnent alors, en y écrivant 2Λ + j à la place de h, 

(7) 2Aa!A+, = o, 

ou bien, en désignant par A
p

, A_
p
 les coefficients des ordonnées con-

juguées ψ(αρ),ψ(~αρ), 

{η bis) Σ(Α
ρ

— Α_
ρ

)α*Λ+,= ο, 

et ces équations sont satisfaites en prenant A
()
 = A_p. L'égalité des coef-

ficients conjugués est d'ailleurs nécessaire si l'on veut atteindre le 
degré de précision n — 1, car le nombre des équations (7 bis) est alors 
au moins égal à i, et elles exigent que les / différences A

p
— k_

p s'an-
nulent. Ainsi, lorsqu'on fait usage d'ordonnées symétriques, ilfautque, 
dans la formule (t),les coefficients conjugués soient égaux si la formule 
doit atteindre le degré de précision n — 1, et cette règle s'applique aussi 
aux limites o et 1, puisque les valeurs relatives des coefficients sont 
indépendantes des limites. 

Pour les limites ± 1, les relations (3) se réduisent dès lors aux sui-
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vantes, qui ne renferment que les puissances paires des abscisses : 

(8) 

B=2î + l, η ~ li. 

•jAo + A, -+-... 4- A,· — i, A, A; = ι, 
A, -H ... -t- Atcif = -j, A, &\ H- . ·. -+- A,-a,2 = -j, 
............................. 

A, a\k-+- ... m- hiCiu= —-i—, A, a\k-f-... -+- A,-af = —~— > 

et le degré de précision devient ak + r, puisque l'équation lAaik+l = ο 
est encore satisfaite. On voit aisément qu'il ne peut dépasser an — ι. 
On voit aussi qu'en choisissant arbitrairement les abscisses a,, ..., «, 
on atteindra le degré ai-h ι avec 2i-t- ι ou ai -t- a ordonnées symé-
triques, tandis qu'on l'atteindra avec ai ou ai-t-i ordonnées en se 
donnant tous les coefficients. Dans les deux cas, le degré de précision 
est égal à n, si η est un nombre impair ; mais, si η est un nombre pair, il 
devient dans le premier cas η — ι et dans le second η -+-1. 

Les formules du type (2) donnent lieu à des remarques analogues, 
si f{x) est une fonction paire, c'est-à-dire de la forme J(x2), car alors 
on a encore 2AaaftH"' = o. Mais siJ{oc) est une fonction impaire, de la 
forme xf(x*), on aura ΣΑa2h= ο ou bien, pour des ordonnées symé-
triques, 

Σ(ΑΡ+ A_p)ay=o, 

et il faudra faire A_p = — Ap, c'est-à-dire donner aux ordonnées con-
juguées des coefficients égaux, mais de signes contraires. En même 
temps, A

0
 = o; 011 ne pourra donc prendre qu'un nombre pair d'or-

données symétriques. 

3. Les équations (3), ou le système (8) qui en découle, offrent souvent 
le moyen le plus simple de déterminer les constantes qui entrent dans 
la formule de quadrature (1), surtout lorsque l'on connaît d'avance un 
certain nombre de ces constantes. M. Scheibner a donné, en 1856,une 
méthode pour les résoudre dans le cas où toutes les constantes sont à 
déterminer (p = an) ; il nous suffira d'en indiquer le principe. Soit 

F(.r) =(x—.a,)(x — a3). ..(oc— a
n

)·. 
Journ. de Math. série), lome VI. — Seftebibîîe 1880. -'7 
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les abscisses a seront les racines de l'équation 

F (a?) = c„ -t- ctx -4- c^x* -+-. . + xn=o. 

Le degré de précision de la formule (1) étant maintenant 2« — 1, 
on pourra faire = a;AF(a;), en donnant à h les valeurs 0,1,..., 
π — ι, et la formule (1) donnera, dans ces cas, 

f x*F(x)dx — o. 

On aura ainsi η relations linéaires de la forme 

A + l ^"/1 + 2"^'" Λ + ΑΗ-Ι °' 

qui suffiront pour déterminer les η coefficients c
0
, c,, .... Mais nous 

n'aurons pas à faire usage de cette méthode. 

4. Soit encore F(a;) = (x — a)(x — b){x — c)..., et considérons la 
fonction entière du degré η — ι 

γ
α
(
χ

) = !&_. 

Je supposerai désormais que la formule (1) atteint au moins le degré 
η — ι. Dans ce cas, elle reste exacte en posant y(x) == F„(;r), et il 
vient 

f F
a

[x)dx = ÀF
e

(a), 

puisque les autres termes s'annulent. En même temps, F
a
(a) = F'(«); 

par suite, 

(9) A = F"r~ï f Va[x)dx = f dx. 

On arrive au même résultat en partant de la formule d'interpo-
lation 

(10) = q(x)= Z q(a) 
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qui se trouve exacte toutes les fois que le degré de φ (a?) ne dépasse 
pas η — i. L'intégration donne, en effet, 

J tp(x)dx ΣΑ<ρ(α), 

où les coefficients A sont définis par les relations (9). Le résultai; est 
exact si le degré de <p(x) ne dépasse pas η — ι. Soit maintenant 

ψ [χ) — k
0
 + h, χ -+- ... -t- k

n+m
xn+m. 

En divisant <p(x) par F(ir), on aura d'abord un quotient Q du 
degré ni, puis un reste du degré η — ι au plus, qui, devant coïncider 
avec φ (χ) pour χ = a, χ = b, ..., se trouve par là même déterminé et 
pourra être représenté par le côté droit de l'équation (10), de sorte 

.que 

?(*)=2 ?(«) j^rj + Q fO). 

L'intégration donne 

(11) J" φ(χ)dx=^A<p(a) ■+■ J' QF(x)dx, 

où la dernière intégrale représente évidemment les termes de correc-
tion kptp, ... de la formule (5). En posant ρ = η + m, le degré de 
précision devient τι ■+■ τη — ι, et il faut pour cela que l'on ait 

y QF(;r)r/£C = 0 

toutes les fois que, ψ{χ) étant d'un degré inférieur à« + m, le degré 
du polynôme Q ne dépasse pas m — i. Il faut donc qu'on ait 

(12) y x*F(x)dx = ο [h = ο, 1, .., m — 1 ), 

ce qu'on démontre aussi en faisant y(x) — xtF(x
/

. Les relations (12) 
représentent m conditions auxquelles doivent satisfaire les abscisses a, 
b, ... si l'on veut atteindre le degré de précision η -h m — 1. 
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Remarquons en passant qu'avec un nombre impair d'ordonnées 
symétriques la condition fF(x)dx — ο est toujours remplie; cela saute 
aux yeux quand les limites sont ± 1, puisque F(x) est alors une fonc-
tion impaire, et il est facile de voir que le résultat sera le même pour 
d'autres limites, une substitution linéaire ne pouvant changer la forme 
des facteurs (χ — a), (χ — b), ... dont se compose F(#). Le degré de 
précision sera donc égal à n, comme nous l'avons déjà vu plus haut. 
En considérant la forme des expressions (9), on pourrait aussi démon-
trer directement l'égalité des coefficients des ordonnées symétriques 
conjuguées. 

S. Soient toujours 

ψ(χ) = -+- k,x -+-... et F(a;) = + c„^xn~' -t- c
n
_2x"~s + .... 

En désignant par le symbole Ε la partie entière d'une fonction ou le 
quotient d'une division, nous aurons 

(i3) Q — H- £
B+t

E
F

(
x

j -+- · -
ou bien 

(,4) Q = + · · · = kn + {X - cn^kn^ + . . , 

et, eu substituant cette expression dans (n), on obtient les termes 
kpip, kp+i ερ+,, · ■ ■ qui figurent dans l'équation (5). On suppose ici ρ au 
moins égal à n. Le coefficient de k

n+s
 devient 

F(a?)ifcE , 

OÙ 
E WJ7] — X'~ ·+" (C'_! - Cn-^X*-- - .... 

Or cette expression est le coefficient de — dans le développement de 

E(î — x)F(*) (* —*)F(a)' 
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et il s'ensuit que s
n+t

 sera le coefficient de ̂  dans 

F{*)J ζ-χαΧ· 

La formule (6) devient ainsi 

Λ 2 ~ x Li* — " F(a)Je s —a: 

et le dernier terme représente ce qu'on peut appeler la Jonction gé-
nératrice des ε, car t

n+s
 est le coefficient de dans le développement 

de ce terme. 
Lorsqu'on a ρ = η -+- m, le degré de précision devient η ■+- m — ι 

et les ε s'annulent depuis ε„ jusqu'à ε
η+Μ

_,. Dès lors, les équations (i5) 
et (16) peuvent être remplacées par les suivantes, 

XP -JM-J 

et 

( = ?ï(Ï)X'T^
 d

*> 

en supprimant les termes qui s'annulent en vertu de (12)· Pour des or-
données symétriques et les limites ± 1, on aura ι

ρ
— ο toutes les fois 

que ρ sera impair. 

6. La fonction entière 

J._a =c,-h c2(x-l· a) -ι- Cjfr' + flœ + a1) 4-. · -

peut s'exprimer par 

Ε = E-^·, 
OU 

x — a χ χ a — χ a a. 
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et, si a est une racine de F (a;) = o, cette fonction s'identifie avec 

F^) = -^· 
On aura donc 

£ F
a
(x)dx = EF(e)£ =EF(a) log ̂ -~· 

Or cette intégrale, que nous désignerons par R(a), n'est autre chose 
que le numérateur du rapport par lequel nous avons exprimé le coef-
ficient A. On aura donc, pour les limites ± ;r, 

<"'7) A = FfÎT) = FfT)E FW lo6 ' 

où i) faut faire 
1θ8^Γ7- 2[a+ 3P+ S~a'+ · Τ 

Cette expression des coefficients A, qui est due à Gauss, suppose 
que la formule (1) possède au moins le degré de précision η— ι, 
comme nous l'avons admis au n° 4. Si elle atteint le degré 2τι — 3, on 
peut obtenir une autre expression des coefficients A en posant 

φ(χ) = aF
a
(x)F

a
(x). 

En effet, l'intégration donne alors 

Fi(j3)-F
a
*(a)=2AF

fl
(«)F>), 

les autres termes de la somme étant nuls. En différentiant l'équa-
tion (x — a)F

a
(;r) = F(a;), on trouve encore 

F
e
(*) = F'(*), aFl(e) = F "(«), 

par conséquent, les limites étant ± 1, 

e») (Sr.-r^. =
 ir

M
F
"M· 
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Pour des ordonnées symétriques, F2(i) = F2(— i), et l'équation (i8) 
devient 

fiai A — F'(,) 

Si la racine a coïncide avec l'une des limites (α = i), on aura 

F
e
(0 = F'(i), 

par conséquent, en désignant son coefficient par K, 

(20) F'2(,)-iF2(-i) = RF(i)F"(.), 

et une formule analogue pour a = — ι. 

7. Le système d'équations (12), qui exprime les conditions à remplir 
si la formule (1) doit atteindre le degré de précision n +■ m — 1, peut 
être présenté sous une autre forme. F(a;) étant du degré n, posons 

F (a;) = D™ V, où V = aaf -+- b xm+< -t- ... -+- x"+m. 

En supposant, pour simplifier, que les limites sont ο et 1, on aura 
d'abord 

£ F(x)dx = | D"_1V = o, 
puis 

£ xF(x)âx = -~ j DrV = o, 

et ainsi de suite ; en d'autres termes, V et ses m — 1 premières dérivées 
devront s'annuler pour χ = ι, comme elles s'annulent déjà pour χ = ο. 
Par conséquent, 

V = xm(x — i)m(ir"~m), 

où (x" '") signifie un polynôme du degré n — m, dont les coefficients 

restent arbitraires. En écrivant maintenant x 1 à la place de x, on 
trouve, pour les limites ± 1, 

(21) F(a?) = — i)m(x"~m)\. 
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C'est la forme que doit avoir F(ît) pour que le degré de précision de-
vienne η + ηι — i. Avec τη = η on atteint le degré an — i, et l'on a 

(22) F(.r) = D£(a?2 — 1)"== o. 

C'est l'équation qui fournit les racines a, b, ... dans la méthode de 
Gauss (on sait que c'est Jacobi qui lui a donné cette forme). Ces racines 
sont toutes réelles et comprises entre ο et ± t. 

En nous contentant d'un degré de précision moindre, nous pouvons 
disposer à volonté des constantes que renferme (x"~m). Prenant, par 
exemple, m — η — τ, nous pourrons faire 

(a3) F(a;) = Di '[(^3 ~ O"-' (^7 — 01 — °) 

en comprenant parmi les abscisses (qui seront asymétriques) l'une des 
deux limites de l'intégrale (± 1). Pour avoir des abscisses symétriques, 
il faudrait ici faire (x"-P) = χ, et l'on retomberait sur la méthode de 
Gauss. Prenant ensuite m — η — 2, nous pourrons utiliser les deux 
limites en faisant 

(24) F(a?) = D"-S(.r2 — ι)"-1 = o. 

Afin d'exprimer ces résultats à l'aide des polynômes de Legendre, 
posons 

D"(a;2 — 1)" = 1.2.. 2Β.Ρ„(λ;) et D
X
P„:=P

N
. 

Les équations (22), (a3) et (24) deviendront: 

(22 bis) ?«(«) = 0 (degré de préc., 2η — ι), 

(230/α) (x ± i)P„_, +· ^(^2 — 0P'»-i = o (degré de préc., 2» — 2), 

(24 bis) (a;! — i)P'„_, = o (degré de préc., 2η — 3). 

On voit que l'équation (24 bis) fournit le degré de précision 2η — \ 
avec η -t- 1 ordonnées, parmi lesquelles sont comprises φ (-t-1) et y (~ 1), 
et, dans le cas où ψ (χ) s'annule pour χ =± 1, on n'aura à calculer que 
η — ι ordonnées, c'est-à-dire une de moins que dans la méthode de 
Gauss. 
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8. .Pour revenir au cas général, soient a, b, c, ρ les π — m ra-
cines arbitrairement choisies. Nous aurons d'une part 

F (a;) = D™ [(a;2 — ι )"'(«""")] 

et de l'autre, a élant l'une quelconque des racines données, 

ο = D™[(a2— 

Ce système de η —■ m équations détermine les coefficients du poly-
nôme (x"~m) = a. -+- βχ-\-... -H a?~m , et l'on voit tout de suite que 
F(x) aura pour expression le déterminant 

(a5) 2:±D™D:rDr...[(ar!- i)m(rta- ι)'π(62-ιΠ(«, b, ...,ρ,χ)], 

où Π {a, b,..., ρ, x) signifie le produit des différences 

(b —■ a)(c — a)... (χ — p). 

Cette expression de F(;r) avait été déjà donnée par M. Cbristoffel 
(,Tournai de Crelle, t. LV); mais nous y sommes arrivé par une 
autre voie. 

Quand les racines a, b, ... sont symétriques ( ± a, ± b, ...), le po-
lynôme (x"~m) ne renferme que des puissances de même parité, et 
l'expression deF(«) se simplifie, car le nombre des équations à ré-
soudre se trouve alors réduit de moitié. Soit d'abord η — in — is·, on 
aura s équations de la forme 

Ο = ΡΓ[(β»- !)"(«»)], 
qui donneront 

(26) 
F(«)=2±DrD™Dr-.. 

χ [{x2 — i)m(a2 — i)m(6a — i)m.. . II(n2, ôa, ..x%)]. 

Remarquons maintenant que 

D"[(tra- i)m02i)] = D™~*[(a?2- ι)OT-'(£C2·I^,)], 

où les deux polynômes (xts) et (a:2'"1"' ) ont le même nombre de coef-
Journ. de Math. (3e série), tome VI. — SEPTEMBRE 1880. 
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ficients et peuvent, par conséquent, se déduire l'un de l'autre. En fai-
sant usage de celte transformation, on trouve 

(27) 
F(;r) = Σ ± D™ 1D"'1... 

X [(a;3 — — i)m~' ...a b... χ. Π (Λ
3

, b'1,. ., ÎC2)]. 

Soit, par exemple, η — 3, m — 1, s — 1 (degré de précision, 3). L'é-
quation (26) donnera 

F(a?) = D^D^a;3 — ι)(α3 — ι)(ίτ2 — «2) = 8 ax(x~ — a2), 

et l'équation (27), directement, 

F(a?) = ax{xî — n2). 

9. Il faut maintenant déterminer les coefficients de la formule de 
Gauss. En faisant F (a?) = Pn, et F(rt) = o, l'équation bien connue 

(a;3 — i)P* -4- a#P'„ = n(n -h i)P„ 

fournit la relation 
(1 - «3)F"(a) = aa.F'(fl). 

En même temps, Fa(i) = 1, et (19) donne 

(»B) A = 7^F<W 

En rapprochant (28) de (17), on trouve 

(i-n2)R(a).F'(a)=2, 
d'où enfin 

A _»(")_ '~a'R2/a)= 2· 1 

De ces expressions, les deux premières avaient été données par 
Gauss ; la troisième est due à M. Christoffel, mais elle découle des deux 
premières. La seconde expression est une fonction entière de a, du 
degré 2/1. Gauss fait observer qu'elle peut être remplacée par le reste 
que laisse la division par F(«), puisque F(«) = o. Ce reste sera du 
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degré η — a si η est un nombre pair; dans le cas de η impair, on aura 

Lorsque η est impair, le coefficient qui correspond à la racine zéro 
a pour valeur 

en même temps, le calcul des autres coefficients peut être simplifié 
par cette remarque, qu'en vertu de l'équation P„(n) = ο on a 

Les relations (8) et (28) montrent que les coefficients sont des frac-
tions positives (o < A < 1 ). 

Les formules (i5) et ( 16), ou (15 bis) et ( 16 bis), déterminent les cor-
rections ε. Pour les limites ±1, on a d'abord e

ln+
, = o, s2„h3

 = ο,.. 
puis 

aussi ^F[a) — o, en faisant abstraction delà racine χ = ο, et, en divi-

sant par on trouvera un reste du degré η — 3. 

°"~F"(o) — J \ 3.5...« j ' 

?.(«) = 

( -s) - - r£Sr. Γ ·"*»(dêûb)'· 

En posant 

Q«(s)= Γ 

on voit que ε
ρ
 sera le coefficient de dans le développement de 

§4-]> Par conséquent ε
2η+2Ι

 celui dedans le développement de 

Γ1ηλ _î« + , Q»(*) , 2(2« + 3i 

On trouve ainsi 

£2*4-2 — εϋ"^-+3 2 ' 
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ft Ε
2Λ+2

>£
2
„ à partir de η = 2. Mais en même temps Ε

2
„<Γ—-—J 

Î3^2<
2
«+.3^^' 

En désignant par λ,, λ2, ... les coefficients de ■·· dans la série 

infinie qui forme le numérateur de l'expression (3o), et par —μ,, 
-f- p2, ... les coefficients de la série finie qui figure au dénominateur, 
on aurait aussi 

^2ρ Ρ"! ' ^2ρ—2 p2 ^2p—4 ■ ' · "— ^2η ' ρ-π· 

On a d'ailleurs 

P
(
 = x, |P

2
 = aP — | Ρ s = oc" — |;r, 

— Ρ == ar ar-t-·^ «Ρ5 = ̂  ·» Η «, 

—3-Ρ6 — χ' Χ4 Η χ" 5-, 

4»9F,-a? ι3®+,43* 4^9' 

128 _ . 28 . ιί . a8 - 7 

128 _ . 36 , 126 . 84 , , 63 

On trouve ainsi (limites ± ι) : 

Pour n= 1. a =o, A = 2, ÎJ = ^> «4=P> €«=-> 

« = a. 0 = ̂ 3» ' "-ρ'
 it==

Î8i'
 £, =

 87' 

n = 3. a =0 et 1/ -ι A = - et - J ta = —?, ea=; Ft Si» = gg—it ■·■ > 

»=4· <2·= - zt -1/ t ' A = —"5^ » ε· = r ' «.· = s«> 

« = 5. fl —ο et-±-i j—, A = —= et '——LJ—i «10= /ot-e -■< «n=—- En· 

(') Sur les corrections de la formule de Gauss, voyez : Jacobi {Journalde Crelle, 
t. I") ; Heine, Handbuch derKugelfunctionen, p. 28g, et une Note de M. Callandreau 
( Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, 3 mai 1880). 
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Gauss a donné les valeurs numériques des racines et des coefficients 
jusqu'à η = η', je les ai encore calculées pour n = 8, 9 et 10. Le Ta-
bleau suivant contient : dans les deux premières colonnes, les racines 
conjuguées a et 1 — a pour les limites ο et 1; dans la troisième, les 
coefficients A pour les mêmes limites (en les doublant, on aura les 
coefficients pour les limites ±1); dans la quatrième, les racines a 
pour les limites ± 1. 

a. 1 — a. A. a. 

« = 2.. 0,2113248^ 0,78867613 0,5 ZHO, 57735027 

, t 0,11270167 0,88729833 0,27777778 ±0,77459667 
i 0.5 0,44444444 ο 

L O,O6G43I84 O,G3O568I6 0,17392742 ±O,86II363I 
I O,33OOOG48 O,66GGGO52 0,32607258 ±0,33998104 

Î 0,04691008 0,95308992 O,II846344 ±0)90617985 
0,23076534 0,76923466 o,23g3i434 ±0,53846g3i 

O,5 0,28444444 ο 
Î 0,03376524 0,96623476 Ο,Ο8566225 ±0,93246961 

O,I6G3G53I O,83O6O46G 0,18038079 ±0,66120969 
O,38O6GO4I 0,61930959 O,233g56g7 ±0,23861919 

i 0,02544604 0,97455396 0,064742.48 ±0,94910791 
0,1292344· 0,87076559 o,i3g8527o ±o,74i53iig 

0,29707742 0,70292268 O,I9OGI5O3 ±O,4O5845I5 
O,5 0,20897959 Ο 

I 0,0198550718 0,9801449282 O,o5O6i4268i ±0,9602898565 

j 0,1016667613 o,"8g83332387 0,1111905172 '±0,7966664774 
(0,2372337950 0,7627662050 O,i568533a2g ±O,5255324OG9 
0,4082826788 0,5917173212 0,1813418917 ±0,1834346426 

(0,0169198802 0,9840801198 0,0406371942 ±0,9681602395 
O,O8IG844463 O,gi8)i55537 0,0903240804 ±0,8360311:073 

« = g.. < 0,1933142836 0,8066857164 O,I3O3O53482 ±0,6133714327 
1 0,3378732883 0,6621267117 o,i56i735385 ±0,3242534234 

( O,5 0,1651196775 Ο 

/ 0,0130467357 o,g86g532643 o,0333356722 ±0,9739065285 
t 0,0674683167 o,93253i6833 0,0747256746 ±0,8650633667 

« = 10. { O,i6o2g52i5g 0,8397047841 O,IOG543I8I3 ±6,6794095683 

I 0,2833023029 0,7166976971 o,i3463335g7 ±0,4333953941 

[ o,42556283o5 0,5744371695 0,1477621124 ±0,1488743390 
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Voici les corrections ε2„ pour les mêmes systèmes : 

lim. ο et I. lira. ± t. 

n — 2 «, =-^- =ο,oo555556 01177778 

» = 3 «,=^^^ = 0,00035714 0,045714 

η =4 ',= 7-7-— = 0,00002268 ο,οιιβιο 

η = 5 «„ = ο,οοοοοι431549 0,002932 
« = 6 s„ = 0,000000090098 0,000738 

« = 7 «„= ο,οοοοοοοο566ο ο,οοοιββ 
η = 8 ε,,= ο,οοοοοοοοο355 ο,οοοο47 
«= 9 «„=0,000000000022 Ο,ΟΟΟΟΙ2 
η=ΙΟ «„=ο,οοοοοοοοοοοι ο,οοοοο3 

On voit que, pour les limites ± 1, chaque correction ε est à peu près 

^ de la précédente de la précédente pour les limites ο et 1^· 

10. Lorsqu'on veut se servir de l'équation (a3 bis), en prenant 

F (a?) = {jc -+■ i)P„_
(
 +1 {χ* — i)F„_„ 

on a d'abord 
(χ* — r)F"-t- {x -h 1 )F' = η".F, 

puis 

F(i) = a, F{— 1) = o, (.-e)F*(e)=F(e) = aPL,(o), 

et (18) donne 

(3a) A = —-— .· 

Pour la racine — 1, on a F'3(— t) = ra3, et l'équation (ao) donne 

K=i-

On trouve ainsi, par exemple : 
Pour η = a (degré de précision, 2) : 

e = -i, +3» A = -■» 
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Pour η ~ 3 (degré de précision, 4) 

a — — ι, ———■> A = ~J —— 

Ces constantes se rapportent aux limites ± 1. Pour les limites ο et 
1, on prendrait 

tt — 2, îï — ο, τ) A —■ 75 7) . -.. 

La détermination des coefficients devient lin peu plus difficile lors-
qu'on veut se servir de l'équation (24 bis), en faisant 

F(IF) = (*'-1 )PU, 

de sorte que les racines ±. 1 viennent s'ajouter à celles de P'
n
_, = o. On 

a, dans ce cas, 

F'= n{n — I)P„_i, F" = n(ri — i)P'„_,, (x2
 — I)F"= n(n — i)F, 

puis 
F'( 1 ) = n{n — 1), 2F"(I) = n2[n — 1)% 

et (20) donne, pour les deux racines ± 1, 

K=r . 

Mais (18) donne 0 = 0. Pour obtenir les autres coefficients, nous pose-
rons 

F(ic)r=(a? — 1 )(x — a)f(x). 

Eu prenant φ (χ) = 2/■/', la formule (1) donne 

/S(l)=2A/(n)./'(iï)+ 2K/(l)./'(l), 

les autres termes étant nuls; ensuite 

F'(I) = (1 — N)/(I), lF"(i) =/(I) + (I -a)f'(1), 

F'(α) = (a - 1 )f(a), ο =f{a) -t-(a - 1 )/'(«), 
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et, en substituant, il vient 

/33) A — Κ
 F"(') — — ' · ~ F'*(e) —P2_i(«) 

On peut faciliter le calcul des coefficients A en observant qu'en vertu 
de l'équation ?'„_,(<*) = ο on a 

~ Ρ*-ι(α)=;^Γ7Ρ»-ί(Λ)=ϊ;ΠΓ3 -P„_,(a). 

Lorsque η est impair, le coefficient de la racine zéro a pour valeur 

Ao=r(|4^^V=-^- (%4···"~!)'· υ \3.5...«—2/ ri — ι \ 3.0.../i / 

La relation (33) peut aussi s'obtenir comme il suit. En prenant 
tf(x) =/.¥", la formule (x) donne 

£"/F'
i
& = ̂

T
F'»(fl)+

r
J

;
F'»(.). 

Or la même intégrale peut s'écrire 

ι
J
^PVdx = n{n-i){a+i)J^^dx, 

et l'on a (' ) 
ρ ρ' Ζ*"4"1 ρ 

| —:—dx — V{a) Ι d.r = o, 
J_, x —a v V_i x — ι 

puisque a est une racine de l'équation P'(a) = o. On en conclut que 

AF!fl)-RF"(i)=o. 

Pour « = a et u = 3, cette méthode coïncide avec celle de Cotes. 
Pour η = 4, 5, 6, η, 8, 9, ίο, 11, les abscisses qui s'ajoutent à ± ι se 

(') F. Neumans, Beitr. zur Théorie der Kugelfunctionen, p. i55, n° 25. 
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déterminent par les équations 

5x2—1 = 0, ηχ' — 3x=o, 3»*- ix2+- = o, 

IIXS-IOJ:3 H- ^,r — o, 

ι3χβ — 15x' -+- — χ2 —- ̂  = ο, - χ7 — ^ χ5 + ̂  xJ = x = o, 

— x8 — /| χβ + a χ4 ^ χ2 H—~=o, 

^x2 — — x7 -1- i8x5 — 4x3 4- = χ = o. 

On trouve ainsi : 
Pour « = 4, 

β=±ι· ±
\/l·

 A=ë' δ' 
Pour 11 = 0, 

α = ±ι, ±t/-, ο, A=— ι —j —· 

Pour η = 6, 

α = ±Ι
'
 ±\!\±ι\/γ Α =

 ̂ ' ^
1
^

2
' 

Pour n = 7, 

« = ±», 77±T7 ν 3' °> A = ÏT' 35δ—' 5^r 

Quant aux corrections ε, que nous désignerons ici par (ε), on dé-
montre facilement, en se servant de la formule (16), que (ε^) est le 

coefficient de ̂  dans le développement de Par conséquent, 

si nous écrivons n-i-i à la place de n, (ε
2Η+2Ι

) sera le coefficient de 

^ dans le développement de 

-2«+lQ4i) __ _ . " + ' '''' 2·'?.» 4- 3) 1'^··· 

P'„(A) 2N n (n ■ 1 ) (" 2) 1 
Journ. C/e Math. (3E série), tome VI. — SEPTEMBUE I8SO. 
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où ε

2
„ est la quantité définie par la relation (29). On aura donc 

(,Ê2nJ— — £2711 Ιε2Π4ϋ) — — E2/l+2, ···' 

et l'on voit que les corrections (ιρ) sont du même ordre de grandeur 
que les corrections ε^, de la formule de Gauss, mais de signes con-
traires. Il s'ensuit que, en combinant d'une manière convenable les 
résultats G, F tirés des deux formules, on peut annuler la première 
correction et diminuer fortement les suivantes; il suffit pour cela de 

prendre la moyenne 'J "F· Cette moyenne aura le degré de 

précision aw-t-i, et ses corrections seront 

I ε2»+2 J — - ^7; £2«+2 - - |"2n — 1) (2« -+- 3) £a" 

Ainsi, pour η — 5, ε,
0
 étant prise pour unité, les corrections ε)2, 

ε,,, ... de la formule de Gauss sont fournies par la série 

101 5i 1 117 z* a835 z' 86^51 ζ6 + ' ' ' ' 

et les corrections de la nouvelle formule (en laissant de côté le fac-
teur —|) par la série 

I+ ι3 ζ'·"'- i3 z* 221 z« + " " 110 1 3191 23848 1 

Les valeurs relatives des corrections ε,,, ε
)2

, ..., (ε:,0), (ει2), ... 
s'expriment donc par les nombres 

G -Hi, -t- 2,7265, -+- 4,7298, ·+ 6,6967, ..., 

F — |» —^2,8205, — | 5,o635, —g 7,4223, .. , 

et les corrections de la moyenne deviennent 

6G ■+ 5F ^ ^ ^ ^ _ o,o5i3, — 0,1820, — o,3g58, .... 
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On voit que ε
10

 disparaît et que e,
a
 se trouve réduite à ^7) ε;

4
 à ^ 

de sa valeur, etc. 
Voici les valeurs des constantes pour la formule (24 bis)·, les ra-

cines a, 1 — a et les coefficients A sont donnés pour les limites ο et 1. 

a. 1—a. A. a. 

1 ο ι o,o8333333 ± 1 
n 4·· j 0,27639320 0,72360680 0,41666667 * ±ο,44"2136o 

Îo ι ο, o5 ± 1 
0,17267316 0,82732684 0,2" 222222 ± 0,65465367 

0,5 ο,35555556 ο 
ίο ι ο,ο3333333 ±ι 

η —6.· I ο,1174?0,88252766 0,18923748 ±ο,765ο5532 
( 0,357384^4 0,64261576 ο,277429'9 ±Ο,28523Ι52 
ίο ι 0,02380962 ± ι 
ο,ο84888ο5 o,9'5in95 ο,ι384ι3ο2 ±0,83022390 

0,26557660 ο,73442440 0,21687269 ±0,46884879 
ο,5 0,24380962 ο 

Ιο ι 0,01785714 ± 1 
0,06412998 0,93587007 ο.ιο5352ΐι ±ο,87ΐ74°'5 

ο,2ο4ι499' 0,79585009 Ο,Ι7Ο56Ι35 ±0,59170018 
ο, 39535o3g 0,60464961 0,20622940 ±0,20929922 

/ ο ι ο,ο 138888889 ± ι 
1 ο,ο5οΐ2ΐοο23 0,9498789977 0,0827476808 ±0,8997579954 

n
 — Q.. ' 0,1614068602 o,8385g3i3g8 0,1372693563 ±0,6771862795 

i 0,3184412681 0,6815587319 0,1732142555 ±- ο,36311-;4638 
1 ο,5 0,1857596372 ο 

ΙΟ I 0,01 I 1 I I I I 1 1 ± I 
Ο,Ο4Ο233Ο459 0,9597669541 0,0666529954 ±0,9195389082 

«"ίο. ' Ο,Ι3Ο6ι3Ο674 0,8693869326 0,11244467'° ±0,7887738651 
( 0,2610875251 0,7381)624749 0,146021.3418 ±Ο,4779'149496 
0,4173605212 0,5826394766 0,1637698806 ±0,1652789677 

Ι Ο I 0,0090909091 ± 1 
I 0,0329992848 0,9670007162 ο,ο548ο6ι366 ±ο,934οοι43ο4 
] 0,1077582631 0,8922417869 o,og35849Î°9 ±0,78.44834737 

η ιι. 0,2,7 382.3365 0,7826176635 ο,ΐ24°24ο52ΐ ±ο,565235327ο 
I o,352i2og322 ο,647879°678 0,1434391624 ± ο,2957681356 
\ ο,5 0,1601087977 0 
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Voici les corrections (ε) pour les mêmes systèmes : 

lim. ο et i. lira. rfci. 

N — L €Β———L_ = —O.OOOLNÔIQ —O,O6OQ52 
/? = 5 Ε

8
 ——0,00002834 --O,OI45I2 

n = 6 Ε
ΙΟ
 —— 0,00000172 —O,OO35I8 

/7 — 7 S,, —- — Ο,000000IO5 -- O, 000861 
/7 — 8 * Ε

Μ
 — — O,OOOOOOOO65 - 0,000212 

N — G . Ε,
Β
 =—Ο, OOOOOOOOO4^ —O,OOOO53 

n— 10 Ε,
8
— — 0,000000000025 —O,OOOOI3 

Λ — II Ε
2Β

——Ο,ΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΙ5 —O,OOOOO3 

11. La méthode de Cotes est fondée sur l'emploi d'ordonnées équi-
distantes, qui correspondent aux abscisses 

ο, ? j ·■·> —. 1 (lim ο et il 
ou bien 

±I, ± , ± . lim±i . 

Les coefficients conjugués sont égaux, et le degré de précision sera 
n — ι ou n, selon que n sera pair ou impair. Voici les valeurs des 
coefficients pour les limites ο et ι ; ces coefficients correspondent aux 
abscisses conjuguées 

π — ι n — 1 

n — 2 n — 3 

auxquelles s'ajoute l'abscisse moyenne^ si n est impair. 

" = " A=I (a = i)' 

/7 = 2 A = - (a = o, 1). 

" = 3 As=S't (a = 0'î' ')■ 
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"=4 A=r l r ·)■ 

ir = 5 A (
A
 =

 0
,l

7
, l, Λ. 

« = 6 288 A =19, 75, 5o. 
n=7 84OA = 4i> 2I6> 27> 272· 
«=8 i728oA=75i, 3577, i323, 298g. 
«=9 2835οA = 989, 5888, —928, 10496, —4^4°· 
η =10 .... 8g6ooA = 2857, 15-j4■ 3 1080, 1 g344> 5778. 
n = 11 598752 A = 16067, >o63oo, — 46525, 272400, — 26o55o, 427368. 

Voici encore les corrections pour les limites ±1 et pour les 
limites ο et 1 (celles-ci se déduisent des premières en divisant par 2P+'). 

(lim ±1.) (Itm ο et i.) 

« = 1 —-T-I +— = -+-Ο,O833333 

«r=2... c, —— 4 — ~=— 0,1666667 

« = 3 I, = 4; — 0,ΟΘ83333 

" = 4 s' ~ 735
 ~ —="°.oo37«3

7 

Λ —5 E
c
 = — — — =— 0,0003720 

Π = o εύ — — ——Ρ— =— 0,00020Q5 

" = 7
 E» = —

 Ï2A5 -38K
=

-°'
0000257 

"=
8

 '«
=

-5§Ϊ5 - TMKRO^-
0

*
0000

'
58 

"=9 ε

"
=

-844» -T^k4 = -°·000002·1 

"^
10 —

 3G4594
9

3 ~ 631351908 — °>OOOOOI4 

Λ = 11....... «12 = 7ΠΓΪΤ—F7T~* ëcë 1— =—0,0000002 

La méthode des trapèzes revient à remplacer la courbe j= y (χ) 
par un polygone inscrit. En faisant usage de η ordonnées équidi-
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sfantes, qui divisent l'aire à évaluer en n — i = m trapèzes, on a 

(34) 
“h . . . -f- (p ( - fn — 2\ j + ïf(0] 

_IV / A \ t(°) + T(') . 

Cette formule devient déjà inexacte pour ip(x) = x3; elle n'a que le 
degré de précision i. Ce qui atténue l'erreur, c'est que les corections ε 

sont proportionnelles à —· En effet, 

1= f3?dx-:±--LX(± 

_ _ ρ p(p — i)[p — a) _ p(p — I)[p —a) (ρ — 3) [ρ — 4) + 

par suite, 

— 6 m1' c* 4/«»' 64 S/n'^Som' 

Au reste, la formule ( 34) représente simplement les premiers termes 
de la formule d'Euler 

S ? (r ) y l °. 2W 

12/W1 720 m' 3o24<>™' 

et les formules de Cotes sont complétées d'une manière analogue par 
d'autres formules qui se déduisent de cette dernière. 

12. On conçoit que, dans des cas particuliers, le degré de précision 
de ces formules puisse être plus élevé que'dans le cas général. Ainsi, 
quand φ(χ) est une fonction paire, Φ(α?)== Ψ(ΛΤ"), on aura, pour un 
nombre pair d'ordonnées symétriques (η = ai), 

j = ψ(^2)(/χ = Α
(
ψ(αΐ)Η-Α

2
ψ(«^) + ...-Η Α,·ψ(β,2), 
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les racines et les coefficients étant calculés pour les limites ± ι. Le 
nombre des termes de la formule se trouve ainsi réduit de moitié, et la 
méthode de Gauss permet d'atteindre, avec i ordonnées, ledegré/Jt— t ; 
l'erreur ne commence qu'au terme xil du développement de ψ [χ). En 
prenant η = ai -t- τ, on atteindrait le degré 4l + ι avec i + ι ordon-

nées, car il faudrait alors ajouter le terme^A
0

iJi(o). 

Soit, d'autre part, φ (χ) = xpψ( xP). En posant xp = z, on aura -

et, en faisant usage de la méthode de Gauss, l'erreur ne commencera 
qu'au terme z2" — xlnp. Dans le cas de ρ = 2 par exemple 
[y(.r)= χ ψ(.τ2) étant une fonction impaire], l'erreur ne commencera 
qu'au terme xin. 

Dans une Thèse présentée en 1868 à la Faculté des Sciences, M. Pujet 
a traité le cas plus général où <p{x)= x,<^{xp). Posant encore 
xp — z, on aura 

et l'intégrale appartient ici au type (a). On pourra la représenter par 
ΣΑψ(α) avec le degré de précision m — ι par rapport à z (mp — ι 
par rapport à x) en faisant 

pÇ <p{x)dx = Ç <5f{z)dz = ΣΑψ(α), 

pf <p(x)dx=f ψ(ζ) dz, 

¥(ζ)=Όηζ[χ^-*ζη-*(ζ- ι)η] 
et 

Α = ΐΐΐί 

ainsi que cela résulte du raisonnement déjà employé aux nos 4 et 7. 
Mais ce cas rentre dans le suivant, qui a été traité par M. Mehler 
{Journal de Crelle,\. 63, 1864). 
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13. La formule du type (2) 

J <p(x)/(x)dx = ΣΑ,φ(α) 

atteindra le degré de précision 2« — 1 si l'on pose 

(35) F(x)J~(x)— D"[y'(a?) (a;2 — >)"], 

puisqu'on satisfait ainsi aux équations de condition 

J odlF{x)f{x)dx — o, (h — ο, t,. . 11 — 1), 

qui sont les analogues des équations (12), pourvu que les produits 
(1 — x%)f{x), (1 — x2yj'{x),... s'annulent pour χ = ± 1. Cette con-
dition sera remplie en prenant 

f{x)^{x - xf(l -I- Vf, 

tant que λ -f- 1 > ο, μ -+- f > o. En même temps, 

A==F(^)X
1

 *a{x)f{x)dx. 

On aura donc, avec le degré de précision 2« — t, 

(36) J + 

en prenant pour abscisses les racines de l'équation F(ac)= o, F(.r) 

étant définie par la relation 

( 37 ) (χ — Ι )*(x + Ι)
Μ

Ρ(;Τ) = DJ[(A; — I)
S+X

(JT + Ι)"
+Μ

]. 

Pour prendre un exemple, soit λ = μ — Β . Nous aurons 

f ψ(χ)(ι ~ xa)dx— \ Αφ(α), 
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et (37) deviendra F(a?) = Pj, + t = o. Pour η ~ a, on trouvera 

Λ==±\/έ'A = r 
Il est très remarquable que les coefficients de la formule de Gauss, 

ainsi généralisée, conservent la forme indiquée par la relation (28). 

Voici comment M. Mehler a démontré cette proposition. 
La fonction F, définie par (37), satisfait à l'équation différentielle 

(38) 
!>,[(.-Z)^(, + z)t-'F'(z)] 

4- n(n 4- λ -h μ 4- i)(i — zf(i 4- ζ)<*Ρ(ζ) = ο. 

Cette équation étant désignée par Φ (F) — o, la fonction L ( a), définie 
par la relation 

(1 —a)x(n-z;'1L(z)=R(z)= J ('-·*)
λ
(ι + xfdx, 

satisfait à l'équation Φ(Ι.)= 2c0F'(z), où 'c
0
 est une certaine constante 

numérique. On tire de là, en intégrant par rapport à z, 

(1 — ζ)λ+,(ι 4- z)^"'(FL'— LF')= ''
0
F2— const., 

et la constante se détermine en faisant ζ = ι. M. Mehler trouve 

(3q) const.--2-+'·+μ+ι ——— ;—— · 

En faisant ζ = a, on a F = o; par suite. 

( 1 — «2)R(a) F'(fl) — const., 
d'où enfin 

F' [a] (1 — a2) F"(a ) ' 

14. On peut arriver au même résultat en suivant une marche ana-
logue à celle qui nous a conduit à la formule (18). Supposons d'abord 
que λ = o. Nous aurons 

(4·) (x 4- i)i*F(.r)'= D°[(a= — i)"(x 4- ι)μ]· 
Journ. de Math. (3E série), tome VI. — OCTOBRE 1880. 'tO 
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En faisant, dans (36), 

φ(Λ·)(ι -+- xf=Ox[{x + 
d ou 

<p{x)=2[x + i)F/„ + (p. + i)F„2, 

l'intégration donne 

(Sjî = AF'(«)[(« + i)F"(«) + (μ + r)F'(a)] = Al" V) ^ 

en tenant compte de l'équation (38) et des; relations déjà employées 
F„(a) = F'(rt), 2F), (a) — F "(a). On aura donc 

' ι — aJ F'2 [a J 

On peut d'ailleurs s'arranger de manière que F (i) soit égale à ι ; il 
suffit pour cela d'écrire, dans l'équation (4')> i· a... na"F(x) à la 
place de F(at). On trouverait une expression analogue du coefficient A 
en faisant μ — ο au lieu de λ = o. 

Dans le cas général, où la formule (36) renferme les deux exposants 
λ, μ, je poserai 

<p(x)(i — x)l(i -H x)^ = F
e
D

x
[(i — .τ)λ+,(ι -+-x)^1 F

4
J 

— F4D
X
 [(( — x)l+' (ι --ι- ·χ)μ+ι F„], 

L'intégration donne alors 

| (ι - x)^'{, -+- x)*«{¥
a
r
t
- F,F„)= o, 

et la somme ΣΑ. φ (α) se réduit aux deux termes A<p(o)-t- By (4). Or, 
en considérant que F„, F4 et D^i — x)x+< (t -+- x)^' F'] s'annulent 
pour χ = a, on voit immédiatement qu'on aura 

*(*)=- 2^^]ϊρί(α)' ?(è)==2(in^F'î(i); 

[>ar conséquent, 

A(i — a2)F'3(a) - B(i - b3) F'3{b)=o. 
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Cette relation montre qu'on doit poser 

(4°) A = (i —a')F"(e~)' 

et il ne reste qu'à déterminer la constante qui figure au numérateur 
et dont l'expression a été donnée plus haut. 

15. En faisant X — μ — — ^ et χ — cos0, l'équation (3^) devient 

F(x) — s/x*— ι D^(a?2 — ι)" *=i.3...(an — i)cosnO 

ou simplement 
F(ar) = cosraS. 

Soit encore cosa; on aura les racines de l'équation F (n)= cos η α—ο 
en prenant 

«-
 3

„ - (*=ο,ι, ...n-i); 

puis, en faisant usage des notations du n° 6, 

AF'(«) = Γ F
4
(i)-~ = Ef^-

7
Î==irliI!4

I 

où il faut remplacer ' par son développement 

ι il ι.3 ι 

On trouve facilement 

Ε ■■ = = - F'(n), 
d'où enfin 

Α = :. 

On voit qu'ici les coefficients sont tous égaux, et que la formule de 
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quadrature 

(43) £%(*);= = ̂ ?M 

ou bien 

(44) f (?{cosO)d$ =^f(cos^
i
^-n), 

dont le degré de précision est m — ι comme celui de la formule de 
Gauss, représente une simple moyenne. M. Hermite en a donné une 
autre démonstration dans son Cours d'Analyse. On peut Γ obtenir plus 
simplement comme il suit. Étant donnée la formule 

j' <p{cos6)d5 — ̂ Aço(cosa), 

si l'on considère que cos h 6 est une fonction entière de cos Q, du degré h, 
les équations de condition (3 bis) peuvent être remplacées par les 
suivantes : 

(45) =n, cos ha = Ç coshôdô — o, (Λ = ι, a,..., an —i). 

On y satisfait en prenant A = ^ et α = π(^ = ο, ι;. . . ,n — ι ), 
car on a 

(46) sin ^^cos(,r -+- ky) = sin -χ cos^.r + ' 

Pour φ = cosanô, la correction ε serait ε2π== π. Pour ψ = cos"Ô, elle 

serait^· 

16. En nous contentant d'atteindre le degré de précision an — t 
avec η -+-1 au lieu de η ordonnées, nous pourrons comprendre parmi 
les racines les limites ο et π. Dans ce cas, 

F(ar) = y4r2 — iD£~'(.r2— 1)" *= — ——- sinôsinnô, 
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ou simplement 

F(.r) = 2 sinS sinrci = cos(« — ι )S — cos(u + i)0, 

et les racines s'obtiennent en prenant 

« = V (/l' = °' T'2' ·"'")· 
Ensuite 

â ϊγ ^,ΐδίηαΜΠΛα Trcos/lasina 
ou bien 

A = ~ pour Α· = ο et k = «, A = ^ pour Λ = ι, 2, — r. 

On trouve ainsi 

(4
7

) £ <p{cos9)d6 =^[·
(

'
)+

3

τ
(—^-

+

-^î
>

(
cos

v)]' 

avec le degré de précision an — 1. Pour ψ — cos2/ιθ, la correction s 
serait ε2„= — π. Cette formule peut aussi se déduire directement des 
équations (45) et (46)· La comparaison de (47) et de (44) donne 

Σ
εοβ,Α

(
(£ί

ϊΓ^)
= ScosaA (v) < "·)» 

les sommes étant prises depuis k = o jusqu'à k = n — 1. 

17. Si, dans la formule (1), on écrit χ φ (te) à la place de ψ (χ), elle 
devient, pour un nombre impair d'ordonnées symétriques (n =; ai + 1), 

J <f>(x)xdx =^\a*«*[>(«*) - φ(-a
k
)], 

où la somme s'étend depuis k = 1 jusqu'à k = i, le terme qui dépend 
de α<,= ο étant nul. En faisant usage de la méthode de Gauss, le degré 
de précision sera f\i +- r pif rapport à χφ(χ) ou bien 4< par rapport 
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à <p(x). C'est comme si l'on obtenait le degré l\i = m avec ai = η 
ordonnées, en faisant dans la formule primitive A = k

k
a

h
 et en 

donnant le signe — au coefficient de l'ordonnée conjuguée rp(— a
k
). 

Le même raisonnement peut s'appliquer aux formules du type (2), 
et en particulier à la formule (44)» qui devient alors 

J" <p(cos$)cosSdO= ^^Tcosaj y(cosa)— g>[cos(a + 7t)] }, 

où il faut prendre n = ii-\-i, et pour α les i premières racines de 

1 equation =0, c est-a-dire α = 2—~^Γ~ l*
=0

'
 r

> ···>
 l

~ ')» 
pour atteindre le degré [\'ι avec ii ordonnées. 

Dans le cas de η — 3, on aurait, avec le degré de précision 4» 

6 I p(cosô)cosGf/5 = f = 

Les deux coefficients ont ici la même valeur numérique, comme 
dans la formule (44); pour un nombre plus grand d'ordonnées, les 
coefficients conjugués sont encore égaux et; de signes contraires, mais 
ils n'ont plus tons la même valeur. 

18. Lorsqu'on se propose de faire tous les coefficients égaux, il 
faut, en général, renoncer à atteindre le degré de précision 2/2 — 1. 
Nous savons déjà (n° 2) que, dans le cas où l'on se donne les coeffi-
cients de la formule (1), ou n'atteiut en général que le degré n, ou 
tout au plus η 4-1 (si η est pair). S'il s'agit d'une formule du type (2), 
et quey(ar) soit une fonction impaire, par exemple J\x)=:x, on po-
sera 

(48) J^ cp(x)xdx = kJ] [?(«)-?(-«)]. 

et les équations (3 bis) se réduiront aux suivantes, 

(49) ASa2A+' = irâ (h = o, 1,... 1), 
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où les sommes s'étendent depuis n, jusqu'à «,·, le nombre des ordon-
nées étant u = 2Ï. Les équations (49) déterminent les inconnues 
A, η,, <7

S
, .... a,·, et le degré de précision sera re-t- 2, puisque l'on a 

encore 
A2(fi"t!-a"+') =0. 

En prenant j(x)= ~-x— ·. et posant toujours χ = cos6, a = cos α, 
la formule devient 

(5o)
 X

 ©(cosô)cosG dO — ^(cosa) — ®[cos(a + 7r)] j, 

et le système (49) est remplacé par le suivant : 

(5.) Α
Σ

α2/

'
+

' = ^4·^Α+1! (A = o, ι,...,ί). 

19. Mais, avant de nous occuper de la résolution des équations 
(49) et (5i), considérons la formule plus générale 

J" φ (cos6)cosX5 dO —^yAy(cosa), 

dont la formule ci-dessus n'est qu'un cas particulier. En posant 

φ (cos6) = cosΙιΟ, 

comme nous l'avons fait précédemment (n° 15), les équations de con-
dition deviennent 

^TacosA« = J coshO cosXS dO — ο (4>λ), 

^ A cos λα (Λ —λ). 

Dans le cas de λ = o, la dernière équation devient Σ A= π, et nous 
retrouvons la formule (44)· supposerai donc ici que λ est un nombre 
entier, différent de zéro. 
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En prenant tous les A égaux, mais avec des signes alternants, nous 
aurons 

(5a) 
2 ±, cos Λ 4 = ο («$λ), 

± cosXo: = 

On peut satisfaire à ces conditions en posant w = 2/λ, et 

Jf + tlr /k — ο, ι, ..., 2λ — Λ 

En effet, quand h n'est pas un multiple de λ, on aura, en vertu de (46), 

Λ cos Λ J jfcos/, = 0> 

quel que soit αρ·, par conséquent 2±cos/i«=opourchacune des racines 
ap, puisque la somme des termes affectés du signe -t- s'évanouit aussi 
bien que celle des termes affectés du signe —. Si h est un multiple pair 
de λ, 2 ± cos h χ s'annule parce que tous les termes ont la même valeur 
numérique. Reste le cas où h est un multiple impair de λ, Λ = λ, 3λ, 
5), .. .. Dans ce cas,2± cosùa devient 2\Σοο$α.ρ, aX2cos3ap, .... et 
l'on a, pour déterminer les inconnues A, «,, α2, ..., a,·, le système 
d'équations 

(53) 
2 cos3 αρ=Σ cos5 ap =.. —2 cos(2t -+- ι )ap — o, 

a£cos«,= J-

Cotnme la dernière valeur de h pour laquelle 2±cosAa s'annule 
encore est h — ( 2/ + 3)λ — ι, le degré de précision de la formule sera 
(at + 3)λ — 1 = η + 3λ — ι. La formule elle-même peut s'écrire 

(54) f ψ (cosé )cos).ô dB = A ^ ^ ( — 1 )*ψ fcos ** V 

M. Tchebychef (') est arrivé à la même formule par une autre mé-

(M Journal de Mathématiques pures et appliquées, i8^3. 
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thode, sur laquelle nous reviendrons plus loin. On voit que les racines 
otp sont indépendantes de λ el qu'elles ne dépendent que du nombre 27, 
qui est le nombre des ordonnées dans le cas le plus simple (λ = ι), où 
la formule coïncide avec (5o). 

Pour i= i, on aura évidemment 

e=g, 
par suite 

5*=-^, A= gv/3 

et la formule (5o) deviendra 

y(cosô) cos0if0 = g ^3 jji ^ i ^3^ J (degré de pr., 4'. 

Pour 7 = 2 (quatre ordonnées ; degré de précision, 6), on aura les 
équations de condition 

cos3a, -+- cos 3 «3 = cos5«, ·+· cos5a
3
 = ο, 

qui admettent les deux solutions 

α2 a, = -> = g a3 — oc, = a2 4- a, = 

«, = 7^, =
 α

>=Τ5
π

· 

Par conséquent, 
«( = ΐ2°, a2 = 48°, 

ou bien 
a, = a4°> oc2 = 84°. 

En meme temps, 

A=u— 5; nubien 5—3—£ =-· 

Pour i= 3 (six ordonnées; degré de précision, 8), on aura les équa-
Joarn. de Math. ("}« série), tome VI. — OCTOBRE 1880. 4 l 
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tions 
Σ cos3α —lcosoa — lcos·] χ — ο, 

qui admettent les quatre solutions 

a , „ Ο t rt ο ι „ υ / ι, 
11.40. ι3,3 n.5g.3i,i 19.40.19,9 22.43.29'° 
«

2
 26.56.11,6 4· .55.4ο, 4 65.261.17,5 46.49·ϊ5,3 

a
3

r-56. 3.22,5 85.40.29,2 9^-48.23,7 142. g- 9*3 
^cosa = 2,429218 1,797581 1,204209 0,81700'. 

ϋΟ. Revenons à nos systèmes d'équations du n° 16. Si d'abord on 
fait A=B = C—... dans la formule (1), l'équation Σ Α. —2 donne 

A =- -, et la formule devient 

J f o{x)dx= 

i.es abscisses sont déterminées par le système d'équations 

.'55) \α2=^, \α4=—, ■·■, \α2ί=~—— i«=ai ou 22'4-iï, 

>u les sommes s'étendent depuis a, jusqu'à et; ; dans le cas de n—xi-r- 1, 
Ί faut ajouter la racine a0 = o. Soient maintenant ρ,, p2, · · · les coef-
ficients de l'équation 

F[jc) — jc" — p
t
 x"-2-i-p

1
xn~> —. .7- o. 

En posant Σα*'" — ί,
η

, on aura les relations connues 

2 p2 = i2- Î2, 2.3pa = A2 — 3Î, Aj-HÎ8. ..., 

et l'élimination donnera 

(56) 
t Ί. txn~2 -4- ( — — \ je*—h / n n , \ η - c 

.^"\3ιιο4 i44o+ 5o4oo 72/ o. 
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On trouve ainsi, pour η = a, 3, 4, 5, 6, 7, 8, g, 

* -3^°' 

X X — o, 

Ο-*— τ; Λ--H -r~ — O, 

Λ·5— η* OC H — OC O. 

,XC- - Λ? -j- -r: J?2 s ~ O, 

* 6 36o 6480 -

RE_ 4 . , « R«_ IIL R2 43 __ 

1-9 ^ ft _1_ »■* ^7 ^ ». 

Pour n= α (degré de précision, 3), on retombe sur la method" de 

Gauss ( a— ±: γ/^· Pour n = 3 (degré de précision, 3), nous avons 

a„ - ο, a, = γ/~> et la formule devient 

/ :î 2 / q(0) + q (V 

Pour τι = 4 et tï = 5, le degré de précision est 5, et les racines sont, 

d'une part —y/ 5 — § γ/g
 et

 de l'autre o et i y/
J
H' ' · 

Voici les valeurs des racines, calculées avec six décimales, depuis 
7i= 1 jusqu'à tî —9. Pour n — 8, elles sont en partie imaginaires. Les 
corrections ε ont été déterminées par la formule 

i„
+K

 = J" xm Έ(χ)ιΙχ (TO = a pour n = 2/, m -i pour n-- a.; 1- 1 
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a. x — a, Α. α. « ( =fc t). t(oeii). 
n = 2... o,2ii325 0,788675 - ±0,577350 e

t
 = 7^ = 0,1778 -^ = o,oo555 

/2 = 3... 0,146447 o,5 o,853553 ^ ±0,707107 et 0 e< = -^- = 0,0667 ^^ = 0,00208 

» = 4... |
0
'
1026

'
3 0,89,3*7 I ±o,

79
4654 L:=2| = O,O33

9

 _±-
 = 0

,00026 

( Ο,4Θ62Θ4 0,598796 ±0,187592 J ^ ^ 

« = 5... < ' 73 ^ 5 7 " > £
β
 = -ΓΤ = 0,0172 —±±=0,000134 

( 0,312729 o,5 0,687271 ±0,374541 el ο ) 

0,066877 o,o33i23 - ±0,866247 ) „ 

u=0...\ 00 , r . , r / ij = ~r~C = Ο,ΟΙΟΙΟ -ρ—ζ = 0,000020 
ο,366682 ο,6333ι3 ±ο, 266635 ) 

!ο,ο58ο69 °>94ι9^1 ~ —ο,88386a ) 8 28 
0,235172 0,764^28 ±0,529657 | 486°° °»00^7® 24883200 °7° 

ο,338ο44 Ο,5 O,66IQ56 ±0,323912 et ο ) 
ίο,o4g253 ο,9007^7 £ ±ο»9ΟΙ494 ) 

0,23971 ±0,024W—i' ±ο,52ο5,±ο,04844,^ l tl-;-I22|-=o,οο365 ττΛτ- = ο,οοοοοι8 

0,,6θ29±0,02422^ — 1 , I 

(0,044205 0,955795 - ±0,911589 1 
' = 9··· ( o,i99Î9i o,8oo5og ±0,601019 ) «<0= =

 0,00221 i5i388i6o
 =

°'
0000

°" | 0,235619 0,764381 ±0,528762 \ 
\ 0,416047 0,5 o,583g53 ±0,167906 / 

Supposons maintenant quela dernièreracinea,-soitdonnée d'avance; 
on aura F(x) = (x2 — af) F,(x), et le degré de précision sera diminué 
de deux unités, car la dernière équation du système (55) ne sera plus 
satisfaite. Mais les coefficients de la nouvelle équation F [χ) = ο seront 
les mêmes que précédemment, sauf le dernier ph puisqu'ils sont déter-
minés par les mêmes relations linéaires; on trouvera donc F,(ar) en 

cherchant le quotient Ε où F(.r) se déduit de (56). 

En prenant fl2= i, on trouverait ainsi, pour η = 4» 

F)

(
I
C) = EÎ-^F^=

JC
» + I

5 

la racine a, serait donc imaginaire. Mais, en prenant, par exemple, 
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a, = on trouverait 

a, = ^ y/a. 

Comme le fait remarquer M. Tchebychef dans le Mémoire déjà cité, 
les formules de quadrature à coefficients égaux offriront un avantage 
marqué dans les cas où les ordonnées <p(œ) sont des données expéri-
mentales affectées d'erreurs inconnues, car la somme des carrés des 
erreurs sera un minimum en prenant tous les coefficients égaux. 

21. Considérons maintenant les formules du type (a) dans lesquelles 
J{x) est une fonction impaire. Elles exigent la résolution des systèmes 
d'équations (49) ou(5i). En désignant par s, s

t
, i

s
, ... les sommes des 

puissances impaires des racines a,, a2, a,·, ces deux systèmes 
peuvent s'écrire 

(57) i = 3Î = 5Î
3
 = 7*5 = ... = («-+- 3) VM 

et 

^ / 4A— 3 3 — 5 5 ~3.5...(«+ip""1' 

Lesquantités α,,.. .,η, seront les racines d'une équation du degré i, 

X' — ptX'-' -+· p^x''1 —.. . = o, 

et nous allons voir que les coefficients de cette équation peuvent être 
exprimés en fonction des sommes s, sz, Î5

, .... En effet, soit 

Am= m(s _s). 
La formule bien connue 

S,η — p, s
rn
-, + P2V2 — ·.. ± rnp

m
 — ο 

conduit aux relations suivantes : 

s =~p<, 
ρ,Ρι— P„ 

^^{pl-p Î)ù
3
+ p,p*-ps, 

&T = {p\ -PsUi-H (/>,/», — p
t
)A

3
-X p,pt-pr, 

— + \ = {pl -ρ,)Δ,-Η(/»,ρ3-ρ»)Δ
5
+(ρ,ρ

2
— ρ

6
)Δ

3
-4-/>

4
ρ

8
-ρ

β
, 

............................. 
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(Le terme — ^ Δ® s'ajoute ici à Δ(,, parce que 9 n'est pas un nombre 

premier; il résulte, en effet, du théorème de Fermât qu'en posant 
η, — flj ==...= r, d'où s = s

3
 = .. .= i, A

m
 ne peut être un nombre 

entier que si m est premier). 
Comme on a encore, en vertu de(5y), 

3A„~s(s2 — 5 A, = s^s
1
 — ^J< 

on voit que les relations ci-dessus permettent d'exprimer les coeffi-
cients p

3
, p

3
, ... en fonction de s. L'élimination donne ensuite une 

équation qui détermine s, et à chaque valeur de s correspond un 
système de racines a,, avec un coefficient A. 

Pour ί = 1 (n — 2), le système (57) devient 

7=3 a — 5 «3, 

■l'or 

.
=v

/j 
t"' ï. 

J
 f

 a{x)xcix I y'| |s (^/f ) - ? ( - ·· idegr. depr..',). 

Pour / — 2(« — 4)» nous aurons d'abord 

Δ, - sp
2

, Δ
5
 -- (îs -- p

3
)A

3
. 

lois 
s— s3 A, ■+ Δ§ ο, 

on bien, en tenant compte des relations 3a — 5s3
 η j

5
, 

s* — 3ja -t- φ — o„ 

9 
X2 — SX -h τ ~ r = Ο. 
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On tire de là ces deux systèmes de valeurs : 

s =1,0299733 1,3925355 
«1 = 0,8490469 0,8922365 
«

2
 = ο,ι 809264 0,5002990 

A =ο,323633ο 0,2893715 

et la formule devient 

j -i(x)xdx — A [ψ(«, ) —<f( — «,) + φ(«
2

) — ?(-■ «
2
)j (degr. de pi. 6 . 

Soit encore η = 6. Nous aurons 

&
3
~sp

2
 ~p

3
, Δ

5
 = (ί2 — p

2
) Δ

3
, Δ, =(î2 — /?

2
)Δ

5
 = sp

3
&. 

( t, en éliminant p
3

, p
3

. 

Δ3Δ" — Δ6 + ί2^3Δ5 — S'-+- S&1 — Ο, 

Ton l'on tire, en tenant compte des relations 3s — 5s
3
 — 7s

5
 q.v-. 

Kn conservant seulement les racines réelles, on aura les deux systèmes 

■S
8
 — 9Î

8
 -t- 27 S" — -g—Ί

2

 -T- -Y O, 

x3 sx* -7- s*χ - î3 — (x — -h Δ, = o. 

S ----- 2,084445 0,711819 

«. = 0,929306 f 0,862970 

«
2
 = o,7 ! 21 55 — O, 763695 

a, = o, 442984 +o,6ia544 
A =0,159915 0,468284 

Pour η = 8, on trouve 

Δ3 Δ0 — Δ,Λ; — , Δ, 2 ΊΔ7 —Ί»Δ;+ Δ,Δ.. 

et l'équation en s est du quatorzième degré. 
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Les constantes du système (58) se déterminent de la même manière , 
il n'y a de changé que les coefficients numériques des équations. Pour 
η = a, on a 

w 4 s 
d ou 

<1 = ̂ 3 = 00830°, A = g^3, 

comme plus haut (n° 19). Pour η = 4, on trouve 

s ~JS Ï6 °' 

X2 — SX 4- -5 S2 — y = O, 
d'où 

e = |(5
±V

5), 4 = J
V

/1^, 

puis, en prenant le signe supérieur, 

a=
\ J~

 C0ii f2
°
 et cos48°, 

et, en prenant le signe inférieur, 

a
 = \/^3

2

3 V
 '

 d
=
 = C0Sa4

°
 61 C

°
S84

°' 

comme au n° 19. Pour η = 6, on a 

,» 45 β . 5 63 .4 25.63 « 1.5.189 

x3 — SX2 -+- S2X — s3 — (x — S ) ̂  Δ
3
 == ο, 

et ces équations admettent les quatre solutions déjà indiquées au n° 19. 

22. Voici, en peu de mots, la méthode par laquelle M. Tchebychef 
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détermine les racines a dans le cas des coefficients égaux. En faisant 

A = Β — C = .. = l'équation (6) devient 

»· _1 z — x n z — a 

Multipliée parrfz et intégrée, elle donne 

logs '■ ■■■ — ~- logFI z) - — ; 

par sniïe, 

F (ζ) = — n n.. n 

o\i\ — — tp, et, puisque F(z) est une fonction entière, 
2 p 

(59) F(z)= Ez"e~rxr'""i;ïrr'_ ", 

car les termes qui proviennent des corrections ε ne fourniraient que des 
puissances négatives, ρ étant au moins égal à η -t- r quand on fait 
A = Β = C = L'équation qu'on obtient en développant (09) coïn-
cide avec notre équation (56). 

S'il s'agit d'une formule du type (2), on aura d'abord 

A = B = ... = ijf 'f(x)d* 

puis, en écrivant f[x)dx à la place de dx dans l'équation (6) et en 
intégrant par rapport à z, 

jT '/(*) '°g(
z -x)dx=k\oç, F(z) - I 2 - ..., 

d'où enfin 

(6θ) F(z)=E€AJ~» 
Jour/i, de Math, (3e série), tome VI. — OCTOBRE 1880. 4

A 
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En faisant fix) = ' » on trouve 

F(z) = E(z h-y/z2 — ι )" = 2 cos (η arc cosz), 

et l'on retombe sur lu formule (44)· 
L'équation (6o) cesse (l'être applicable si f(x) est une fonction 

impaire, puisqu'on trouverait alors A = o. Nous savons déjà que, dans 
ce cas, on doit prendre un nombre pair d'ordonnées et donner à la 
moitié des coefficients le signe négatif. 

En posant F, = (z — a, ) ■ ■ ■ (z — af), F
2
 — (z -+- a, ).. .(z -+- at) et 

F(A) = F, F2, l'équation (6) donne ici 

(6o f x)dx= 

où ρ — ii + 3. Par suite, 

(62) pr — e J, 

en laissant de côté les termes qui proviennent des ε. La suppression de 
ces termes se justifie en remarquant que l'équation (62) peut s'écrire 

= A log—-—? + + 

où C,„ — — J j (x)acmdx, et qu'en comparant les coefficients de 4» 

Ji' ^ΓΓι ^ droite et à gauche, on obtient i 4- 1 relations qui déter-

minent les i -+- 1 inconnues A, p,, ..., pt, de sorte que les termes qui 

suivent ̂  peuvent êtrfe omis. 

M. Tchebychef détermine les inconnues en développant le membre 
droit de l'équation (62) eu fraction continue et en égalant à zéro le 

coefficient de ^ dans le quotient complet de la réduite dont les termes 
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sont du degré i, comme F, et Fs. Dans le cas àej{x) — x, on a 

m~ m[m + 2)' 

et il s'agit de développer en fraction continue l'expression 

g A^3 s + ^ 35Z1· ) 

Four η — 2, elle devient 

»··<·-sr. (""Ι)= nm 

en posant 3 A.2 — - = o, d'où A= -y -^ensuite 

Ft—3Az—I, F, — 3AZ+I. 

Pour » = 4j on trouve delà même manière 

5832Aa — 945A2 +■ 35 = ο, i35A2z2 ± 45Az — 27A2 + 5 = 0, 

et ces équations donnent pour le coefficient A et. pour les abscisses 
η,, a

2
 les mêmes nombres que nous avons trouvés par la résolution du 

système (57). 

Dans le cas def{x) = ; — 1 on trouverait, pour η = 2, 

I2U) ~, = °' Vs±, = o' 
et, pour η — 4, 

720(~)'-6°(A)"+
 i = 0> 48

(^)2±ι2^-Ι·,^)'+Ι =0, 

et ces équations donnent les mêmes résultats que notre système (58). 

23. Un moyen très simple de diminuer l'erreur de la formule (1) 
consiste à partager l'intégrale proposée en plusieurs autres, auxquelles 
on l'applique séparément. Comme nous l'avons vu, cette transforma-
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tion ne change pas le degré de précision de la formule, mais la cor-

rection ip est réduite dans le rapport de ι à ■— si l'intervalle ι — ο est 

partagé en μ parties égales. La formule devient alors 

(63) £ ?(*)<** J )' 

La règle de Simpson se déduit ainsi de la formule de Cotes à trois 
ordonnées, dont le degré de précision est 3. On a ici 

a — o, b =-, c— ι, A = C = ^ B=|; 

par suite, au moyen de2p.-l-i ordonnées équidistantes, en faisant 

JTo =?(«),φ = 

(64) f ?dX = g]* f^'0 ■+" ^ + 2 ( J* H" J, + ■ ■ ■ +- μ-
2

 ) 

-+- 4(rn-r»+ ·· ■-+-

et la correction ε. de la formule de Cotes ( e
t
 = — 1 se trouve ainsi 

réduite à —,· 

M. Y. Yillarceau a proposé d'utiliser de la même manière la formule 
de Cotes à cinq ordonnées, dont le degré de précision est 5. On a ici 

les abscisses o, 7,-> 7) ι et les coefficients —par suite, au 
moyen de 4|x~+~ 1 ordonnées équidistantes , 

(65) 

£ v{x)dx= ̂ b{jr
e
+χ*,) + ib[r

t
+r,+ ...+j

4(t
_

4
) 

-t-I2(j
2
+/o+ ...+7·«μ-ί) 

H-3a (/,+·/, + ...+7, ,*_,)] 

et la correction ε, = - est réduite à — 
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11 serait facile fie multiplier le nombre de ces formules mixtes, en re-
nonçant aux ordonnées équidistanles. Remarquons, par exemple, qu'en 
prenant tous les coefficients égaux on obtient le degré de précision 5 
avec quatre ordonnées dont les abscisses diffèrent très peu de ο, i, 0,4, 

0,6, 0,9. Si l'on fait rigoureusement χ = ^ , on n'atteint 

avec A= —, Β = — j; cependant la for-
mule est encore presque exacte pour φ(χ) = χ*. On a, en effet, en po-
sam

?(^W*' 

j f(jr)rfx = i(r. +74 +7· -+-/») -H 7^ (jf - 7, -7.) 

I5OOO 6000 

Si maintenant 011 partage l'intervalle 1 — ο en deux parties égales, 
on trouve, eu posant 

? (ίο)
 =

 ?
h
 '
 M

'
 =

 ? + 7,4 + 7.·)» 

— ^ (7, -t-J'j -Hj'n +7)»). 

(66) 
f'ç(x)dx = i (M, -h M,) H- ^ (M, - MO 

240000 g6ooo 

En parlant de la formule de Gauss pour ri = a, on aurait 

(67) 
[ ïi+ ι — 1 \/3 λ 1 

+ + 78^ + "■■ 

Cette formule donne la valeur approchée de l'intégrale par une 
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simple moyenne; on peut l'écrire 

jf f(x)dx = ~ (jr, + 7, + . . . +/, μ) + k
A

E
t
 +-... 

Voici les valeurs des abscisses pour μ = ι el μ — 5 : 

2fi = 4 
ο, ιo566a 
ο,6O5662 

0,394338 
o,8^4338 

t,_ + 2880' 

I 0,0422650 O,I5^735O 
I 0,^422650 0,3577350 

2(t=IO ' 0,442265o O,557735o 

ι 0,6422650 0,7677350 
' 0,8422650 0,9677350 

11:2 000 

24. Pourmontrerpar unexempleledegréd'approximation qu'on peut 
atteindre avec ces formules, appliquons-les à l'intégrale 

Γ =loga=:o,69314718006.... 

Voici les valeurs approchées de cette intégrale, calculées par les for-
mules suivantes : 

Erreur Degré 
Ordonnées. de la 8e déc. de précision. 

Cotes 8 0,69314773.3 + 55.3 7 

» · 9 0,69314721.5 3-4 9 

10 0,69314720.28 -+- 2 22 9 

» 11 0,69314718.20 -t- 0.14 11 
Simpson 9 o,6g3i5453 + 735 3 avec 4 divis. 
Villarceau.. .. 9 0,69314790 -4- 72 5 avec 2 divis. 

» .... i3 o,6g3i4725.3 -I- 7.2 5 avec 3 divis. 
Form. (66)... 8 o,6g314766.1 + 37.0 3 avec 2 divis. 
Gauss 3 o,6g3i2i6g.3 —2548.7 5 

5 0,69314716.78 — 2.27 g 
Form.(24*"). · 4 o,6g3i8i8i.8 + 3463.8 5 

» ..5 o,6g3i48t4-8 + 96.8 7 
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Erreur Deçré 

Ordonnées. de la 8e déc. de précision. 

Form.(244iiS ■ · ■ 6 0,69314720.81 + 2.76 9 

• ... 7 0,69314718.14 + 0.08 11 

» ... 7 o,6g3i48og.9 + 91.8 5 avec 2 divis. 
» ... 10 0,69314727.4 + g.3 5 avec 3 divis. 

Tcheliychef. . . . 4 0,69312.796.2 —1921.8 5 
» 8 0,69314667.0 — 5i.o 5 avec 2 divis. 

Nous avons déjà vu (11° 10) que l'erreur de la formule de Gauss et 
celle de la formule ( 2/4 bis) étaient à peu près du même ordre, mais de 

signes contraires, et que la moyenne fournissait un ré-

sultat beaucoup plus approché. En effet, nous avons ici : 

Erreur. 
G., 3 ordonnées 0,69312169.3 —2548.7 
G., 4 » 0,69318181.8 +3463.8 

0,0931474ο·1 + 28.1 
G., 5 ordonnées ο,6g314715. 785 — 2.271 

F., 6 » 0,69314720.812 H- 2.756 

^ . 0,09314718.070 + 0.014 

La formule de M. Tchebychef (àcoefficients égaux), qui coïncide 
avec celle de Gauss pour η = ι et η — 2, et la formule de Cotes (àor-
données équidistantes), qui coïncide avec (24 bis) pour η = 2 et η = 3, 
sont dans un rapport analogue, mais moins bien caractérisé. Leurs 
corrections s. ont des signes contraires': 

Tchebychef. Cotes. 

η ... 2 ... . âj — ^ν _____ ι 3 

" :5"·· S' 480 /1.-4. . . .s.)_ 2__o _ „ 

η ζ— A .... - " = 5···· ^ -S688 =-'.4·«. 

Λ ~ 5.... t, — - . H ~ 6... . : — r~y~- =r — I ,56 £, 
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On trouve ainsi : 
Erreur. 

Tcliél)., 4 ordonnées 0,69312796.2 — 1921.8 

Cotes, 5 · .... o,6g3i746o.3 + 2742.3 

^ ^ o,6g3i4739.6 -t- 21.6 


