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Etude sur les formules d’approximation qui servent & calculer
la valeur numérique d’une intégrale définie;

Pae M. R. RADAU.

Les méthodes d’approximation qui permettent d’obtenir la valeur
d’une intégrale définie qu'on ne peut déterminer directement mérite-
raientd’étre mieux connues et plussouvent appliquées qu’elles ne le sont
encore. Les cas sont assez nombreux ou les « formules de quadrature »
peuvent étre substituées avec avantage aux développements fondés sur
la nature particuliére de la fonction 4 intégrer, qui ne laissent pas que
d’entrainer parfois des calculs fatigants. Jai donc pensé qu’il pouvait
y avoir quelque intérét a présenter une étude d'ensemble sur une
classe de formules de ce genre, en m'attachant surtout simplifier les
démonstrations, 2 marquer le degré de précision que comportent les
diverses formules et & réunir toutes les constantes dont on a besoin
pour les appliquer.

1. La plupart des formules dont il sera question ici sont comprises

daus la suivante :
Y

(1) j p{x)dr =ZAgp(a).

Elles fournissent la valeur de !'intégrale cherchée par une sorte de
moyenne (')oi les poids A, B, G, ... sont attribués a n valeurs particu-
liéres de 'ordonnée g (), qui correspondent aux abscisses a, b, c, ...

{') Je dis moyenne, en supposant qu’on divise par SA = — a.
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Les coefficients A, B, C, ..., comme les quantités a, b, c, ...(qui doivent
étre comprises entre les limites a, ), sont, par hypothése, des nombres
indépendants de la nature de la fonction p et qui se déterminent a
P'avance, une fois pour toutes. On suppose seulement qu’entre les
limites de l'intégration ¢ (x) soit développable en série convergente :

() =k, + ko + ke +. ...

Les mémes remarques s’appliquent a la formule plus générale

() [ ot f () doe = 305 (@)

ou f(x)est une fonction donnée.

Nous dirons qu'une formule de quadrature posséde le degré de pre-
cision p — 1, pour exprimer qu’elle estrigoureusement exacte toutes les
fois que ¢(z) est une fonction entiére d’un degré inférieur a p. 1l faut
pour cela que les an constantes a, b, ..., A, B, ... satisfassent aux re-
lations

8
(3) EAahzf atde (h=o,1,2,...,p—)
s’il s’agit de la formule (1), et aux suivantes,

(3 bis) 2Aa"=fpaﬁf(x)dx (k=o0,1,2,...,p—1),

s’il s’agit d’une formule du type (2). Le maximum de précision s’ob-
tiendra done, en général, quand le nombre des équations de condition
sera égal i celui des constantes (p = 2n).

Les relations (3) supposent évidemment que les limites «, {3 soient
Jfinies. On voit aussi que les coefficients A sont liés aux abscisses a par
des relations linéaires qui les déterminent d’une seule maniére. Lnfin,
il est clair qu’une substitution linéaire ne change pas le degré de p(x),
ni par conséquent le degré de précision de la formule. Or, en posant

’x:“"‘(ﬁ““)wo’ a=ou+B-a)a, A=@—a)A, o¢x)={(x,),
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la formule (1) devient
) vl deg=2404(a),

et les coefficients A, sont proportionnels aux coefficients A. Comme les
uns et les autres se déterminent d’'une seule maniére par les relations{3),
on peut conclure de i que les valeurs relatives des coefficients sont
indépendantes des limites.

Dans ce qui suit, il sera toujours entendu que les limites auront été _
ramenées aux valeurs fixes o et 1, ou bien — 1 et -+ 1. Pour passer du
premier cas au second, il suffit de poser

Wy =1+, 24,=1+a, 2aA,=A,

ou les lettres affectées de I'indice o se rapportent aux limites o et 1.
On trouvera donc les coefficients pour les limites == 1 en doublant les
nombres calculés pour les limites o et 1.

Remarquons maintenant que, si I’on applique la formule (1) a I'ex-
pression ¢ (x) =k, + k,x +..., le résultat sera évidemment le méme
que si on l'avait appliquée successivement 4 chacun des termes de
cette série, pour ajouter ensuite les résultats partiels, et, si le dévelop-
pement de ¢(x) dépasse le degré de précision de la formule, I’erreur
sera la somme des erreurs commises dans I'évaluation des termes qui
suivent x#~'. Soit —¢, I'erreur commise dans I'évaluation de x?, de
sorte que

B
(4) f aPdr = SAdP + ¢,
et ainsi de suite; la formule corrigée sera
'
(5) f p(ax)dx = ZA (@) + kytpot kppytprote ...

Le systéme d’équations (3), que complétent les équations (4), peut
étre remplacé par I'équation unique qu’on obtient en posant

I

¢lx)= =

22—z

x x?
+;',+—+...,

za

I
z
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ou z est une quantité arbitraire. On aura donc, pour le degré de pré-
cision p — 1,

¢
dx . A £p [
(6) fzr»z_‘zz'—a—*;l:‘: wa

et, en écrivant f(x)dx i la place de dx, on aura I'équation analogue
qui représente le systéme (3 bis).

Ajoutons que, si la substitution linéaire employée plus haut est com-
plétée en posant z = « +- (3 — a)2z,, les corrections ¢? pour les limites o

et 1 seront les coefficients'de —— » +»+ clans (6), c’est-a-dire

T
E Rrrorars
I z

E -4

o= € o _pm—alptuly
) e
par conséquent, pour a =—1, f =1,
L) & _ it (p1)s,
P 2P+" P+t T op+2 ’

En modifiant ainsi les valeurs dese, on ne diminue point’erreur de
la formule, car le coelficient &, augmente dans le méme rapport que ¢,
diminue. Mais on peut (sans modifier, il est vrai, le degré de pré-
cision p — 1) diminuer sensiblement 'erreur du résultat en divisant
P'intégration.

Supposons que 'on partage l'intervalle 1 — o en p parties égales, en

posant .
1 2
‘/ouqa(w)dxzjom—!—fp+...+

et qu’ensuite on applique la formule (1) a4 chacune de ces intégrales
partielles, en faisant

1
]
p—1
w

i+,

> = (i=o,1,. ., — 1)
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On aura d’abord

‘/‘:L;qa(x)dx :;—‘]0“@(':_:"’>dmo
:

= 2her (5T e e B nig] e

en désignant toujours par e, &,,,, ... les corrections ordinaires de la
formule pour les limites o et 1; puis, en ajoutant les résultats partiels

et remarquant que 31=p, Zi: ’LF;—L),

! 1 : =+ a, ke [y —1
‘foy(x)dxzpzonga( . )+Lyf,—”+y%[sp+,+“—2-(p+1)%]+...,

de sorte que 'erreur se trouve diminuée, 2 peu pres, dans le rapport

dera #

C’est de cette maniére, par exemple, que la régle de Simpson est dé-
rivée de la formule de Cotes, fondée sur Pemploi d’ordonnées équidis-
tautes. Les limites o et 1 étant ici comprises parmi les abscisses a,
b, ..., et la derniére ordonnée de chaque intégrale partielle coincidant

avec la premiére de l'intégrale suivante, le nombre des termes i cal-
culer n’est plus np, mais seulement (n—1)p 1.

2. Lorsque les n abscisses sont choisies arbitrairement, il reste i
déterminer n coefficients par autant d’équations de cendition (p=n),
et I'on peut ainsi atteindre le degré de précision z — 1. Si l'on se
donne, au contraire, les coefficients, il faut tenir compte de la con-
dition que fournissent les relations (3) ou (3 dis) pour h=o, a

Ya=p—a ou EAzfj(x)dx,

el, en ajoutant p — 1 = n relations qui déterminent les abscisses, on
peut atteindre le degré 2.

Il y a, en géuéral, avantage a employer des ordonnées symétrigues,
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prises deux i deux a égale distance des extrémes. On a dans ce cas,
pour les limites o et 1,

a,+a,—=a;+ap_ ;= ... =1
et pour les limites == 1,
a+a,=a,+a, ,=. .=0,

et, si z est un nombre impair, I'abscisse moyenne est respectivement
égalea fona o.

~ En adoptant les limites =1, on aura donc les systémes suivants
d’abscisses symétriques :

Pourn=27......... *a, tdy ..., Fa,

Pourn=2i+1t..... o, xa,, *xa, .., =a.
Les relations (3) donnent alors, en y écrivant 2/ + 1 4 la place de £,
{7) SAa*+ = o,

ou bien, en désignant par A,, A, les coefficients des ordonnées con-
juguées ¢(a,), ¢ (— a,),

{7 bis) 3(A,— A )a) =0,

et ces équations sont satisfaites en prenant A, = A_,. L’égalité des coef-
ficients conjugués est d'ailleurs nécessaire si 'on veut atteindre le
degré de précision n — 1, car le nowbre des équations (7 bis) est alors
au moins égal 4 §, et elles exigent que les i différences A, — A_, s'an-
nulent. Ainsi, lorsqu’on fait usage d’ordonnées symétriques, il fautque,
dans la formule (1), les coefficients conjugués soient égaux si la formule
doit atteindre le degré de précision n — 1, et cette régle s’applique aussi
aux limites o et 1, puisque les valeurs relatives des coefficients sont
indépendantes des limites.

Pour les limites == 1, les relations (3) se réduisent dés lors aux sui-
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vantes, qui ne renferment que les puissances paires des abscisses :

{ n=2i+. n = 2i.
LA+ A, 4+ A =1, A, LA =1,
(8) A,af—l—...-l—A,-a?:»‘g, A|a3 +--~+Aia?:%;
2k P 2k P L
‘ A,a1+...+A,ai_M+la A al +"'+A‘ai—2k+x’

et le degré de précision devient ak + 1, puisque I'équation ZAa***'=o
est encore satisfaite. On voit aisément qu’il ne peut dépasser 2n — 1.
On voit aussi qu’en choisissant arbitrairement les abscisses a,, ..., a;
on atteindra le degré 2/ + 1 avec 27+ 1 ou 27 -+ 2 ordonnées symé-
triques, tandis qu’on latteindra avec 27 ou 2i-+1 ordonnées c¢n se
donnant tous les coefficients. Dans les deux cas, le degré de précision
est égal & n, si 7 est un nombre impair ; mais, si 7 est un nombre pair, il
devient dans Je premier cas n — 1 et daus le second 7+ 1.

Les formules du type (2) donnent lieu 4 des remarques analogues,
si /() est une fonction paire, c’est-a-dire de la forme f(2?), car alors
on a encore ZAa***! = o. Mais si f{x) est une fonctiou impaire, de la
forme x f(x?), on aura ZAa** = o ou bien, pour des ordonnées symé-
triques,

Z(A,+ A_p)ag":: o,

et il faudra faire A_,=—A,, c’est-a-dire donner aux ordonnées con-
juguées des coefficients égaux, mais de signes contraires. En méme
temps, A,=0; on ne pourra donc prendre qu’un nombre pair d’or-
données symétriques.

3. Les équations {3),on le systeme (8) qui en découle, offrent souvent
le moyen le plus simple de déterminer les constantes qui entrent dans
la formule de quadrature {1), surtout lorsque I'on connait d’avance un
certain nombre de ces constantes. M. Scheibner a donné, en 1856,une
méthode pour les résoudre dans le cas ou toutes les constantes sont a
déterminer (p = 2n); il nous suffira d’en indiquer le principe. Soit

F(.’Y)) = (x"".al)(x“ ﬂg)- . .(.17 — (]”;\;

Journ, de Matk. (3¢ série), tome VI, — Sepremerz 1880, S7
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les abscisses a seront les racines de ’équation
Flz)=cy+c,z+Cy8®+. .+ a*=o0.

Le degré de précision de la formule (1) étant maintenant 212 — 1,
on pourra faire () = *F(x), en donnant a % les valeurs o, 1, . ..,
n—1, et la formule (1) donnera, dans ces cas,

flw"F(x)dx = 0.

On aura ainsi 7 relations linéaires de la forme

¢, + ‘e, + + 1 —o
h4+r " hta2 T pr k- 2

qui suffiront pour déterminer les n coefficients ¢,, c,, .... Mais nous
n’aurons pas a faire usage de cette méthode.

4. Soitencore F(w)=(z —a)(x— b)(x—-¢)..., et considérons la
fonction entiére du degré n — i

_ F(=)
Fo(w)= 2=
Je supposerai désormais que la formule (1) atteint au moins le degré
1 —1. Dans ce cas, elle reste exacte en posant g(x)==F,(x), et il
vient’

f’Fa(x)dm; AF,(a),

puisque les autres termes s'annulent. En méime temps, F,(a¢) =F (a);
par suite,

T # 1 »F F(z)
(9) A=m£ F,,(w)dw: F_,(a—)J“ x_adx.

On arrive au méme résultat en partant de la formule d’interpo-
lation

F.

(10) p@)=Y¢(a) s
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qui se trouve exacte toutes les fois que le degré de ¢(x) ne dépasse
pas n ~ 1. L'intégration donne, en effet,

[ #@)do = 345(a)

ol les coefficients A sont définis par les relations (g). Le résultat est
exact si le degré de () ne dépasse pas  — 1. Soit maintenant

o{x) =ky+ kX + ...+ by ™™,

En divisant ¢(x) par F(x), on aura d’abord un quotient Q du
degré m, puis un reste du degré n — 1 au plus, qui, devant coincider
avec p(&) pour x =a,x =24, ..., se trouve par la méme déterminé et
pourra étre représenté par le coté droit de I'équation (10), de sorte

.que

F,(x
ol@) =Y ¢(a) gy + QF(a).
I’intégration donne
? s
(1) [ ele)dw=Y4p(@ + | QF(x)dx,
ou la derniére intégrale représente évidemment les termes de correc-

tion ky¢,, ... de la formule (5). En posant p =7+ m, le degré de
précision devient n+ m — 1, et il faut pour cela que 'on ait

f;sQ F(x)dx =0

toutes les fois que, ¢ (x) étant d’un degré inférieur & 2 + m, le degré
du polynéme Q ne dépasse pas m — 1. 1l faut donc qu’on ait

2
(12) fx"F(x)dx:o (h==0,1, ..,m—1),
ce qu'on démontre aussi en faisant g{x) = 2*F (x;. Les relutions (12)

représentent in conditions auxquelles doivent satisfaire les abscisses a,
b, ... si 'on veut atteindre le degré de précision n + m — 1.
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Remarquons en passant qu’avec un nombre impair d’ordonnées
symétriques la condition [F(x)dx = o est toujours remplie; cela saute
aux yeux quand les limites sont == 1, puisque F(x) est alors une fonc-
tion impaire, et il est facile de voir que le résultat sera le méme pour
d’autres limites, une substitution linéaire ne pouvant changer la forme
des facteurs (x —a), (x — b), ... dont se compose F(x). Le degré de
précision sera donc égal 4 n, comme nous I'avons déja vu plus haut.
En considérant la forme des expressions (g), on pourrait aussi démon-
trer directement I'égalité des coefficients des ordonnées symétriques
conjuguées.

5. Soient toujours
¢(o) =ko+ kix+... et Flo)=a"4+cp @+ € 2™+ .. ..

En désignant par le symbole E la partie entiére d’une fonction ou le

quotient d’une division, nous aurons
zn !
" Yt it

(13) Q= kB gy + kun By
ou bien
, btz kg +. ..
(Iq) Q:_—~—=kn+(x”cn—d)kn+!+"'7

I
I+ ~Coy =+ 0n
x

et, en substituant cette expression dans (11), on obtient les termes

7

kpeps kpriEpiyy - . - qui figurent dans I'équation (5). On suppose ici p au
moins égal 4 n. Le coefficient de &, devient

# A5
(15) amszmmwﬁW
ou
gz% =X Cpy X A (i — Cpg )T — L

1

Or cette expression est le coefficient de —; dans le développement de

x" z"

e ey T R Py P
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. . . 1
etil s’ensuit que ¢,,, sera le coefficient de --- dans

zl+l

F?z)fj%dx ' )

La formule (6) devient ainsi

) [ngz:Z%+F(lz)£g:{%dx’

et le dernier terme représente ce qu’on peut appeler la fonction gé-

1

neratrice des ¢, car ¢,,, est le coefficient de e

dansle développement
de ce terme. .

Lorsqu'on a p = n + m, le degré de précision devient 7 + m — 1
et les ¢ s’annulent depuis ¢, jusqu’a e,,,,_,. Déslors, les equations {15)
et (16) peuvent étre remplacées par les suivantes,

N F mn x””'"
(15 bis) EMM‘H:I & F(w)deﬁx—),

et

.y ! odx A 1 FomF ()
(16 bis) [ z—wzzzwankz‘"l’(z)[_ z—x d,

en supprimant les termes qui s’annulent en vertu de (12). Pour des or-
données symétriques et les limites == 1, on aura ¢,= o toutes les fois
que p sera impair.

6. La fonction entiére

F(z) —F(a)

xr —a

=, 4+ C(x+ a) + ey (2 +ax+a?) +...

peut s’exprimer par

EF(I) —E F(a)’
z—a a—x
ou
1 I a 1
:—+-—;+ .e et :_+—2+ ]
z—a x =z a—x a
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et, si a est une racine de F(x) = o, cette fonction s’identifie avee

On aura donc
8 ’
| F(z)do=FF(a) [ ;2 =EF(a)log 3=

Or cette intégrale, que nous désignerons par R(a), n'est autre chose
que le numérateur du rapport par lequel nous avons exprimé le coef-
ficient A. On aura donc, pour les limites = 1,

y _Rfa) _ 1
(l7) A_—F’(a)—i?—’_(_a_

a—+1
a—it

EF(a)leg

Al

~——

- ou il faut faire

Cette expression des coefficients A, qui est due a Gauss, suppose
que la formule (1) posséde au moins le degré de précision n—1,
comme nous I'avons admis au n° 4. Si elle atteint le degré 2n — 3, on
peut obtenir une autre expression des coefficients A en posant

¢(2) = 2Fu(a) Fo(2).
En effet, 'intégration donne alors
F2(B)—F2{a)= 2AF,(a)F,(a),

les autres termes de la somme étant nuls. En différentiant 'équa-
tion (& — a)¥,(x)=F(x), on trouve encore

F,(a)=F(a), 2F,(a)=Fl(a), ..-;

par conséquent, les limites étant %1,

(18) 2 P = AP (a) P (a).
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Pour des ordonnées symétriques, F?(1) = F?(—1), et I’équation (18)
devient

__da_®n)
(19) A=0aT Fla P

Si la racine a coiucide avec I'une des limites (@ = 1), on aura
Fa(1) =F (1},
par conséquent, en désignant son coefficient par K,
(20) F2(1) — £ B (= ) =KF(1)F"(1),
et une formule analogue pour a = — 1.
7. Le systeme d’équations (12), qui exprime les conditions remplir

si la formule (1) doit atteindre le degré de précision r 4+ m — 1, peut
étre présenté sous une autre forme. F(x) étant du degré n, posons

F(z)=D7V, ou V=aga™+ ba™ + .. . + g*m,

En supposant, pour simplifier, que les limites sont o et 1, on aura
d’abord

1 r=1
[ Fla)de = l DV =o,

puis
1 =t
f xF(x)dr=— I D7V =o,
0

etainsi de suite; en d’autres termes, V et ses m — 1 premiéres dérivées
devront s’annuler pour 2 =1, comme elles s’annulent déja pourxr =n. .
Par conséquent,

V=2"(x —1)"(a""™),

ou (&™) signifie un polynéme du degré n — m, dont les coefficients

x4 1
2

restent arbitraires. En écrivant maintenant

a la place de z, on
trouve, pour les limites = 1,

(21) F(x) =D [(2® — 1) (a"-m)].
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C’est la forme que doit avoir F(x) pour que le degré de précision de-
vienne -+ m — 1. Avec m = n on atteint le degré 2rn — 1, et 'ona

(22) F(x)=D}(x*— 1)*==0.

C'est I'équation qui fournit les racines a, &, ... dans la méthode de
Gauss (on sait que c’est Jacobi qui lui a donné cette forme). Ces racines
sont toutes réelles et comprises entre oet &= 1.

En nous contentant d’un degré de précision moindre, nous pouvons
disposer a volonié des constantes que renferme (x"~™). Prenant, par
exemple, m = n — 1, nous pourrons faire

(33)  F(a)=Dr[(a’— 1) (x=1)]=0o,

en comprenant parmi les abscisses (qui seront asymétriques) Pune des
deux limites de I'intégrale (2= 1). Pour avoir des abscisses symétriques,
il faudrait ici faire (%)= x, et 'on retomberait sur la méthode de
Gauss. Prenant ensuite m = n — 2, nous pourrons utiliser les deux
limites en faisant

(24) F(ax)=Dr*(a*—1)""'=o.

Afin d’exprimer ces résultats & I'aide des polyndémes de Legendre,

posons :
DM a*—1)'=1.2...n.2"P,(x) et D,P,= P.

Les équations {22), (23) et (24) deviendront :

{22 bis) P.(x)=o0 (degréde préc., 2n — 1),

{23 bis) (xx1)Py,+ l;(w“— 1)P,_,=o (degrédepréc., 2n — 2),

(24 bis) (x*—1)P,_, =0 (degréde préc., 2n — 3).
On voit que I'équation (24 bis) fournit le degré de précision 27 — 1

avec n + 1 ordonnées, parmilesquelles sont comprises p(+1)etp(—1),

et, dans le cas ol (z) s'annule pour x ===1, on n’aura i calculer que

n — 1 ordonnées, c’est-a-dire une de moins que dans la méthode de
Gauss.
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8. _Pour revenir au cas général, soient a, b, ¢, ..., ples n — m ra-
cines arbitrairement choisies. Nous aurons d’une part
F(x)= D7 [(a — 1)"(a"™)]
et de Pautre, a étant I'une quelconque des racines données,
o=D7[(a*— 1)"*(a"™)].

Ce systéme de n — m équations détermine les coefficients du poly-
nome (2" ™) =ua+ fr—+. .+ a*™, et 'on voit tout de suite que
F(x) aura pour expression le déterminant

(25) Z=DrDEDy .. [(#*—1)"(a*— 1" (b*—1)"...TI(a, b, ..., p,x)],

oull(a,b,..., p,x) signifie le produit des différences

(b —a)(c —a)...(x—p).

Cette expression de F(x) avait été déji donnée par M. Christoffel
(Journal de Crelle, t. LV); mais nous y sommes arrivé par une
autre voie.

Quand les racines a, b, ... sont symétriques (= a, == b, ...}, le po-
lynéme (2"~} ne reaferme que des puissances de méme parité, et
I'expression de F(a) se simplifie, car le nombre des équations i ré-
soudre se trouve alors réduit de moitié. Soit d’abord # — m == as; on
aura s équations de la forme

o = D2 [(a’—1)"(a*)],
qui donneront

6 F(x)=Z2=x=D7DrDy...
(s6) X [(x2* — )" (a* — (b — 1), I(a% b, ..., 2%,
Remarquons maintenant que

Dr[(a? — 1) (2)] = D [(@? — 1) (2254,

ou les deux polyndmes (x*) et {x**') ont le méme nombre de coef-

Journ. de Matk. (3¢ série), tome V1. — Skpremmne 1880, 38
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ficients et peuvent, par conséquent, se déduire I’un de I'autre. En fai-
sant usage de cette transformation, on trouve

F(z)=3=Dr'Dr...

=3
(27) X [(x? =1y (a*—1)"'...ab...x.T(a® b, . ., &%)

St')it, par exemple, n =3, m =1, s =1 (degré de précision, 3). L'é-
quation (26) donnera
F(x) = D,D,{#* — 1)(a* — 1)(2* — a*) = 8ax(ax® — a*),
et 'équation (27), directement, »
F(x) = ax(x* — a*).

9. 1l faut maintenant déterminer les coefficients de la formule de
Gauss. En faisant F(x) = P,, et F(a} = o, I’équation bien connue

(2 — )P, + 2xP, = n(n-+1)P,

fournit la relation
(1 - @*)F(a) = 2a.F{a).

En méme temps, F*(3) =1, et (19) donne

2 I
(28) A= l——? F'-z‘(—”—)'

En rapprochant (28) de (17), on trouve

(1 —a*)R(a).F(a)=1,
d’ou enfin

R{a) — 1—;a’R2(a)=

2. I
1— at F’”(a).

De ces expressions, les deux premiéres avaient été données par
Gauss; la troisiéme est due & M. Christoffel, mais elle découle des deux
premiéres. La seconde expression est une fonction entiére de a, du
degré an. Gauss fait observer qu’elle peut étre remplacée par le reste
que laisse la division par F(a), puisque F(a)=o. Ce reste sera du
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degré n — 2 si n est un nombre pair; dans le cas de n impair, on aura.
aussi éF((t) = o, en faisant abstraction dela racine x = o, et, en divi-

v .
sant par ;F(a), on trouvera un reste du degré » — 3.

Lorsque 2 est impair, le coefficient qui correspond 4 la racine zéro
a pour valeur

2 2.4, —1\?
A““f‘/n(o)—z( 3.5, )7

en méme temps, le calcul des autres coefficients peut étre simplifié
par cette remarque, qu'en vertu de ’équation P,(a)= o0 on a

P la)= ::Fn—x(a)-

Les relations (8) et (28) montrent que les coefficients sont des frac-
tions positives (0 < A <1).

Les formules (15) et (16), ou (15 bis) et (16 bis), déterminent les cor-
rections e. Pour les limites == 1, on a d’abord ¢,,,, = 0,¢.,.5 =0, ...
puis

’

+1

1.2...10 nt o2 n 2 f 1.2...n 2
= ———— — 1 = .
(29) 2 1.2...22 ) oD (z ydw 27 +1 (1.3...212—1

En posant

Q)= 2,

' Z

. . 1 .
on voit quec, sera le coefficient de _; dans le développement de

Q.(z . : 1 3
ﬁg?%’ par conséquent ¢,,,,; celui de;; dans le développement de

ntr)fnt2) x
{30) 22+ u(2) 2(2n4-3) 2

P,.(z)=€2” I__n(n—l) 1

2(22—1) P

_|_
On trouve ainsi
2n 1 ' 4-n—1

Ezn+2=52n2n+3 on —1
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et E5,.0 > £;, 4 partir de n = 2. Mais en méme temps t2a < 7y
2

52n+2<2,‘+3(‘)'

En désignant par A, 1,, ... les coefficients de .-,iz’ ;:, ... dans la série
infinie qui forme le numérateur de I'expression (3o), et par — p,,
+ W, ... les coefficients de la série finie qui figure au dénominateur,
on aurait aussi

€9p — Ma-Caps + g Eapoy —. -+ = Ean-Ap_n-
On a d’ailleurs
2 12 3
P,=x, 5P2=x’-—§, 5P3=x’—gx,
8 s 6 4 3 8 s 10 4 5
3—5P‘—.Z' —5.1: +-3-5, 63P5 = X¥ — — X +§$,
6, ., 5, 5 , 5
;‘,S—E-PG——-».’L‘ ——::.v +;{I} —';3—‘,
16 g 21 108 35
429P,—m —I—S.Z' +;4—3'x —-‘—4—2—9.1:,
28 . 28 . 14, 28 7
G =% T T BT TIE® oy
128 g 36 ., 126 , 84 , 63
121551)9-—.'12 —_I-';x +ﬁx T +243lx'
On trouve ainsi (limites == 1) ¢
Pour n—1. a =0, A=—2, z,:%; z;:g’ 56___._3,
f] 8 o 16
n—2. a-— %, A==1, 3‘:-4-3, ;sz%, 5,:5, ey
n—3 = t é A—§e[5 ‘—-_8_ — 83 s —_65.6_
— 3. a—o0e¢e 5’ —9 5’ 5—175) E,—«m’ .“—6875’ ’
-3, 2 /6 1830 128 1Ll
=4. at=-==¢\/% =t = ===}
n a 7 7 57 35 LI 71 |l025, £ 77 €3
5 .2, /1o 128 3221370 128 319
J— —_ 4 — —_—— jraneed P 1T T}
n=>5. a*=oet =5 7, A._225 et o0 ’ .'°—443659' '3 A

(') Sur les corrections de la formule de Gauss, voyesz : Jacobi (Journalde Crelle,
t. I¢*) ; Heine, Handbuch der Kugelfunctionen, p. 289, et une Note de M. Callandrean
(Comptes rendus des séanees de 1’ Académie des Sciences, 3 mai 1880).




VALEUR NUMERIQUE D'UNE INTEGRALE DEFINIE.

3o1

Gauss a donné les valeurs numériques des racines et des coefficients
jusqu’a n = 7; je les ai encore calculées pour n = 8, g et 10. e Ta-
bleau suivant contient : dans les deux premiéres colonnes, les racines
conjuguées a et 1 — a pour les limites o et 1; dans la troisiéme, les
coefficients A pour les mémes limites (en les doublant, on aura les
coefficients pour les limites == 1); dans la quatriéme, les racines a

pour les
)'l:?

n=13 .5
1124.- ;
n=35,. E
= |
Il-'7¢. )
n=28.. s

=10,

|
|
(

limites 1.

a. I—a.
0,21132487 0,788675:13
0,11270167 0,88729833

0,5
0,06943184 0,93056816
0,33000948 0,66999052
0,046g1008 0,95308992
0,23076534 0, 76923466

0,5
0,03376524 0,96623476
0,1693g531 0,83060469
0,3806g9041 0,61930959
0,02544604 0,074553¢6
0,12923441 0,87076559
0,29707742 0,70292258

0,5
0,0:98550718  0,98014{g282
0,1016667613  0;898333238,
0,2372337950  0,7627662050

0,4082826,88
0,0159198802

0,5917173212
0,9840801198

0,0819844463  0,918,155537

0,1933142836  0,8066857164

0,3378732883  0,6621267117
0,5

[ 0,0130467357

0,0674683167
0, 1602952159
0,2833023029
0,4255628305

0,9869532643
0,9325316833
0,8397047841
0,7166976971
0,5544371695

0,5

©,27777778
o,44444444

0,173g2742
0,32607258

0,11846344

~ 0,23931434

0,28444444
0,08566225
0,18038079
0,23395697
006474248
0,13985270
0,19091503
0,20897959

0,0506142681
0,1111g05172
0,1568533029
0,1813418g17

0,0406371942
0,0903240804
0,1303053482
0,1561735385
0,16561196795
0,0333356722
0,0747256546
0,1095431813
0,13463335g7
0,1477621124

a

=+o0,59735025
+o0,77459667
o

*+0,86113631
=+0,33998104
*+o0,90617983
=+0,53846931
o
*+0,93246951
=0,66120939
*+o0,23861919
=+o0,94910791
=+o0,74153119
*0,40584515

(]

*+0,96028g8365

" o0,7966664774

=+0,5255324099
=-0,1834346425

+o0,9681602395

*+0,8360311053

+0,613371432;

=20,3242534234
o

+0,9739065285
= o0,8650633667
=+0,6794095683
+-0,4333953941
+0,14887433g0
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Voici les corrections ¢,, pour les mémes systémes :

lim. o et 1. lim. 1.
T
RZ=2. .....e.... & = —— == 0,00555556 0,177778
180
I
=3 . e & ——5— — 0,00035791 0,04571
g 2800 » 7 4 2045714
1
=Y G s = 75— = 0,00002268 o,011610
44100
n=5............ £, — 0,000001431549 0,002932
n=06....cccu.... &2 == 0,0000000G00g8 0,000738
T BN . &4 = 0,000000005660 0,000186
n=8.......... «e 5= 0,000000000355 0,000047
L2 TR 2,4 = 0,000000000022 0,000012
r=—10..... e &2, = 0,00000000000 1 0,000003

On voit que, pour les limites == 1, chaque correction ¢ est 4 peu pres
1 - 1 s L
i de la précédente (1_6 de la précédente pour les limites o et 1>~
10. Lorsqu’on veut se servir de I'équation (23 bis), en prenant

F(x) = (.1' -+ I)P,,_i -+ ':: (wz — l)P,u-n
on a d’abord
(2 — 1)F + (2 +1)F'=n*.F,
puis

F(1)=2, F(—r1)=o, (1 —a)¥(a)=F(a)= 2V, ,(a),
et (18) donne

(32) A=

1 1
1—a Plya)

Pour la racine — 1, ona F?(—1)=n?, et I’équation (20) donne

On trouve ainsi, par exemple :
Pour 1 = 2 (degré de précision, 2):

I 3
am—t, +h A=b b
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Pour n = 3 (degré de précision, 4)

1726 A=2 16 = 6
s A

5 —9 18

Ces constantes se rapportent aux limiles = 1. Pour les limites o et
1, on prendrait

2 3
g’ A:Z’ Za

n—==2, a-=o,

La détermination des coefficients devient un peu plus difficile lors-
qu’on veut se servir de I'équation (24 bis), en faisant

Fla)=(2>—1)P

n—19
de sorte que les racines &= 1 viennent s’ajouter i celles de P_, = 0. On

a, dans ce cas,

F=n(n—1)P,_,, M=n(n—1)P (@ — )F' = n(n —1F,

n—1°

puis
Fli)=n(n—1), 2F(1)=n*n—1),

et (20) donne, pour les deux racines %=1,

K"‘ 2

n(n—1j

Mais (18) donne o = o. Pour obtenir les autres coefficients, nous pose-
rons

Floz)=(x —1)(z —a)f(x).
Eo prenant g(@) = 2f /", la formule (1) donne
SH)= 28 (a). fa)+ 2K [ (1).f (),
les autres termes étant nuls; ensuite

F)=(—a)f(1), ZF()=f(1)+(1—a)f),
F'(a)=(a — 1) f(a), o= fla)+(a—1)fa),
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et, en substituant, il vient

F*(1) K

(33) A=K = iLa

On peut faciliter le calcul des coefficients A en observant qu'en vertu
de I'équation P)_,(a)=o0 on a

1

P, ,(a)=—— -P,,(a)

“2n—3a

- P,,_,(a) =

n—1

Lorsque n est impair, le coefficient de la racine zéro a pour valeur
2.4...n—1\* _ 2n (2.4...n—1\?
A°'—K<3.5...n——2) T r—1 ( 3.5...a )

La relation (33) peut aussi s'obtenir comme il suit. En prenant
¢(x) =f.F, la formule (1) donne

+1 A , K ,
[ _]F’dx:;_—_—;l"’(a)-{— ;—:‘;F’(I).

1
Or la méme intégrale peut s’écrire
+1 -+ 1
- PP
n(n—-x)[ ':_ ; PPdr=n(n—1)(a+ 1)f ——dx,
-1

—1

et 'on a (')

n+l r ~+1
J PP dx:P'(a)f L _dr=o,
- z —a

Tz —a —t
puisque @ est une racine de I'équation P’(a)=o. On en conclut que
AF? a)—KF?*(1)=o.

Pour n==2 et n=3, cette méthode coincide avec celle de Cotes.
Pour =4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, les abscisses qui s'ajoutent 4 =1 se

(*) ¥. Neuwanw, Beitr. zur Theorie der Kugelfunctionen, p. 155, n° 25.
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déterminent par les équations

527 —~1=0, 7a*—3x=o0, 3x'—ax’+

1
=%
i
3 3 5
112 —jox® + zx =0,
6 s 45 s B, Y oY, s Yo
132 —15xt + ~33=0, 7.70 XS g B =0
'—7-x3—~/;:c"—|—2x —ix =
7 143~
323 3
zilxg 20433"—%—18.1’ 4.95’—:—1—530__(».

On trouve ainsi :
Pour n =4,

Pour n=135,

a=:=1, t\/g, o, A=—I—3 43 %

Pour n=26,

Pour n =7,

5 2 5 t 1240 '\/15 256
= 4= -z [ — = — - T, =
@ 'y \/n Tt \/3’ o, A 21 350 595

Quant aux corrections ¢, que nous désignerons ici par (&), on dé-
montre facilement en se servant de la formule (16), que (z,) est le

coefficient de —+, dans le développement de Q"— Ez—)) Par conséquent,

si nous écrivons n+1 a la place de n, (52,,+2,) sera le coefficient de

—; dans le développement de

(r+2)(n+3)1

z,MHQ' (z) . n _:*:‘__72(271:3\ P
P (z) o (r—i)(r—2)1 ’
! 2(2n—1) 2?

Jonrn, de Matk. (3¢ série), tome VI. — SEPTEMBRE 1850. 59
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ol ¢y, est la quantité définie par la relation (29). On aura done

(r-+1)?

n-+1
Eany (52n+2)=_n("_+_l)_l52n+21 ()

n

(5211) =

et I'on voit que les correclions (¢,) sont du méme ordre de grandeur
que les corrections ¢, de la formule de Gauss, mais de signes con-
traires. 1l s’ensuit que, en combinant d’'une maniere convenable les
résultats G, F tirés des deux formules, on peut annuler la premiére
correction et diminuer fortement les suivantes; il suffit pour cela de
(r+1)G + nF
2n+1
précision 2z -+ 1, el ses corrections seront

prendre la moyenne - Cette moyenne aura le degré de

[tanes] = 1 n1 . n-b1 ;
Wl aafie(r4+a)—1 S2ne2 = {2n—1)(2r-+3) 2 777

Ainsi, pour n=1>5, ¢,, é1ant prise pour unité, les corrections ¢,,,

&4, --- de la formule de Gauss sont fournies par la série
el 06 4621
37 85 F Taard T 3191 13hogy  SBooq3 1
10 1 5 1 '_l+n7z’ 2835 z¢ 86751 25 "7

——

g7 2%
et les corrections de la nouvelle formule (en laissant de coté le fac-
teur — §) par la série

281 421 | 9241
taatoa EF+"'_1 101 3191 23848 1

21 £ 39 63 2 3213
—_—— = — =
3z a1z

1

Les valeurs relatives des corrections ¢,q, €9, ...y (£10)s {&12)s - -+
s’expriment donc par les nombres

G..oo oo +1, + 2,7265, + 4,7298, + 6,6967, ...,
¥ 6 8,805, —85,0625, & 403
e — 5 —F 2,8205, — 55,0635, —z 7,423 ..,

et les corrections de la moyenne deviennent

M o, — 0,0513, — 0,1820, — 0,3958, ....

1t



-On voit que ¢,, disparait et que ¢,, se trouve réduite &
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de sa valeur, etc.
Voici les valeurs des constantes pour la formule (24 bis); les ra-
cines a, 1 — a et les coefficients A sont donnés pour les limites o et 1.

n=4..
n=2>5.
n=06..
I!:?.-
n=8,.
n _—_—

n - 10.

a.

{o

1~—3a,
1

] o »27639320 0,72360680
1
g 0,17267316 0,82732684
0,5
’ 1
0,11747234 ' 0,88252466
0,35738424 0,64261576
o 1
0,08488805 0,91511195
0,26557560 0,73442440
0,5
o 1
0,06412903 0,93587009
0,204 14991 0,79585009
0,3953503g 0,60464961

o, 0501210023
0,1614068602
0,318441268¢

g 0,0402330459
/ 0,1306130674
( 0,2610395251
0,4173605212
o

0,0329992848
0,1077582631
0,2173823365
e 0,3521209322

1
0,9498789977
0,8385¢g313¢98
0,6815587319

0,5
1 .

0,959766¢54 1

0,8693869326

0,7389624749
0,5826394788

1

0,9670007152
0,8922419369
0,7826176635
0,6478790678

0,5

A.
0,08333333
0,4 1666667

0,05
0,27222222

0,35555556

0,03333333
0,18923748
0,27742919
0,02380952
0,13841302
0,21589269
0,24380952
0,01585714
0.10535211
0,17056135
o,20622540

0,013888888g
0,0827456808
©0,1372693563
0,1732142555
0,18575g6372
0,001111TI1T
0,0666520954
o, 1124446710
0,1460213418
0,1637698806
0,009090gogT
0,0548061366
0,0435849j0g
0, 1240240521
0,1434393624
o,1501087977

' 307

’ E,‘ a—

54

a.

+1
* ==0,44721360
ol {
= 0,65465367
)
=l
+0,76505532
+0,28523152
hanll{
= 0,830223g0
=+ 0,46884879
o
=+
*0,87194015
+=0,59150018
== 0,20929922
il |
= 0,8997579954
= 0,6771862995
22 0,3631174638
o
bl |
*+0,9195339082
== 0,7387938651
£0,4779°49498
= 0,1652739577
el
2 0,9340014304
=+ 0,7844834737
== 0,56523533270
2z 0,2957581356

0
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Voici les corrections (¢) pour les mémes systemes :

lim. o et 1. lim. ==1.
n=hoooooiiio £ == — 21'00:-— 0,0004761g  -- 0,060g52
r=58.... ... ..... ¢y == ~— 0,00002834 — 0,014512
n=6. .... ....... — 0,00000172 — 0,003518
R=oii .. - — 0,000000105 -~ 0,000861
n=28..... .. §14 == — 0,0000000005 — 0,000212
N . &= — 0,00000000043 -— 0,000053
= ¥ TP, €= — 0,000000000025 -— 0,000013
P} T €23 == — 0 ,0000000000015 -- 0,000003

11. La méthode de Cotes est fondée sur ’emploi d’ordonnées equi-
distantes, qui correspondent aux abscisses

1 2 n—2 ,
s s CORERY) > 1 (limo et 1}
fl—‘l. n—1 n—1
ou bien
n—3 n—5 .
=+, y £ s eeen (limn).
n—1 nR—1

Les coefficients conjugués sont égaux, et le degré de précision sera
n —1 ou n, selon que n sera pair ou impair. Voici les valeurs des
coefficients pour les limites o et 1; ces coefficients correspondent aux
abscisses conjuguées

A

M
i
[#3)
>
It

o~
[~pE=N

——

9

]

o
-
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3og

x§l
-2—14’ .

n=4. ... .. A:%,g (a:o,%, i—.;, l)-
n=>5..... . A:—7—1 gvlj (a:o,—l-,

90" 9o 9o 4
r==6. .... 288A = 19, 75, bo.
n=7... ... 840 A — 41, 216, 27, 272.
n=8...... 17280 A = 551, 3577, 1323, 2g89. v
n=g...... 28350A = gBg, 5888, — 928, 10496, — 4540.
n=10 8g6ooA = 2857, 15741, 1080, 19344, 5778.
X ¥ T

598752 A = 16067, 106300, — 48525, 272400, — 260550, 427368. .

Voici encore les corrections e, pour les limites == 1 et pour les
limites o et 1 (celles-ci se déduisent des premiéres en divisant par 2P*+').

(lim ==1.) (lim o et 1.)
n=ta..... -z_+§ +T';=+o,0833333
PR a=— i L= 0,1666667
n—3. .. ..... & —=— {% — TéS —— 0,0083333

6
Ly AN P— %35 — ﬁ:~0,0037037
4
[ 2=t T za—wi—' ——2—6%3:-—0,0003720
35
n=6........ £ = — ‘312275 — 5;5:)0 = — 0,0002095
16 I
2= R z,,:-»uls wm:—o,oooozﬁ
. . 42752 167 _
n=8........ — W ~ To588410 — 0,0000158
37 37 _
L=t s PEEI Ep— mg — m = — 0,0000021
110720 865
”=10....... ‘":_W ——m:z—o,oooool4
. . 4174832 260927 .
AT e S T BBbo15625  136Bocoocoooon  C 20000002

La méthode des trapézes revient a remplacer la courbe y=yp(x)
par un polygone inserit. En faisant usage de n ordonnées équidi-
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stantes, qui divisent I'aire 2 évaluer en n— 1=m trapézes, on a

‘f x)dx_n__l[ ()+go( >+ +q:( )+ pl1 )J
a 2}() slol--10).

Cette formule devient déja inexacte pour ¢ (o) = x?%; elle n’a que le
degré de précision 1. Ce qui atténue I'erreur, ¢’est que les corections ¢

SI'-'

sont proportionnelles a —. En effet,
l"“

f”""‘""““zZ( y

P plp—1)p—2) plp=1(p-—-2}(p—3)lp—4)
T iem 720m* 3o240m¢

...

par suite,

I 1 I [ 4

BT Em T T U= 3w T 3o

Au reste, la formule ( 34) représente simplement les premiers termes
de la formule d'Euler

f .r)d.r——E () ?(':’-:()

)= glo) | ¢l—y(o) _¢li=g'(o)

12m? 720 m* 30240 m*

et les formules de Cotes sont complétées d'une maniére analogue par
d’autres formules qui se déduisent de cette derniére.

12. On congoit que, dans des cas particuliers, le degré de précision
de ces formules puisse étre plus élevé que dans le cas général. Ainsi,
quand g(x) est une fonction paire, p(x)==¢(x?*), on aura, pour un
nombre pair d’ordonnées symétriques (7 = 2i),

[ vtande=t [y = Mgl - Aaplad 4o Al
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les racines et les coefficients étant calculés pour les limites = 1. Le
nombre des termes de la formule se trouve ainsi réduit de moitié, et la
méthodede Gauss permet d’atleindre, avec i ordonnées, le degréfi—1;
Perreur ne commence qu’au terme x** du développement de p(x). En
prenant n = 2i + 1, on atteindrait le degré 4i + 1 avec i 4+ 1 ordon-

nées, car il fandrait alors ajouter le terme;Ao\p(o).

Soit, d’autre part, p(x) = xP~'¢(x?). En posant x” = z, on aura -

p[ o(x)dz= [y(e)ds= 2a4(a)

et, en faisant usage de la méthode de Gauss, erreur ne commencera
quau terme z*"= x?"?, Dans le cas de p=2 par exemple
[p(x)=x ¢(x?*) étant une fonction iwpaire], 'erreur ne commencera
qu’au terme x*2,

Dans une Thése présentée en 1868 i la Faculté des Sciences, M. Pujet
a traité le cas plus général ou o(x)= x?y(x?). Posant encore
x? = z, on aura

P o(@)de = [y(s 2

et Pintégrale appartient ici au type (2). On pourra la représenter par
ZA¢(a) avec le degré de précision 2n — 1 par rapport 4 z (anp —
par rapport 4 x) en faisant

i+t

2

F(z)=D;[at 2" (z — 1)"]

et

1 g1
A =F7'7,“)f F.(3) 2 ds,

ainsi que cela résulte du raisonnement déja employé aux n® 4 ot 7.
Mais ce cas rentre dans le suivant, qui a été traité par M. Mehler
(Journal de Crelie, 1. 63, 1864).
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13. La formule du type (2)

[ oto) fw)de = zhgla)
atteindra le degré de précision 2n — 1 si I'on pose
(35) F(z) /()= D[ flz)(#* )]
puisqu’on satisfait ainsi aux équations de condition
[T @) fla)dm =0, (k=01 0n =),
qui sont les analogues des équatious (ra2), pourvu que les produits

(1 — &?) flx), (1 — 2*)% f'(x), ... s’annulent pour = == 1. Celte con-
dition sera remplie en prenant

S(@)=( —a)}(1+ 2},
tant que A+ 1>0, i+ 1> 0. En méme temps,
1 2+
A= F—(T)i F,(x) flx)dx.
On aura donc, avec le degré de précision an — 1,
36 - t— 2P+ x2de =Y A ola),
(36) S ota = 2P+ apde =Y A pla)

en prenant pour abscisses les racines de I'équation F(x)= o, F(x)
étant définie par la relation

(37) (& —1 P (@ + 1)FF (@) = Di[(@ — ()™ (a -+ 1)*H].

Pour premlre un exemple, soit A = p. = 1. Nous aurons

[et@) - ot)de =Y asp(a)
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et (37) deviendra F(x)=P,,,=o0. Pour n =12, on trouvera

= = E‘ ':*3-
a —\/5 A=z

Il est trés remarquable que les coefficients de la formule de Gauss,
ainsi généralisée, conservent la forme indiquée par la relation (28).
Voici comment M. Mehler a démontré cette proposition.

La fonction F, définie par (37), satisfait 4 I'équation dilférentielle

D [(1 — s (1 + 2+ F'(z)]

(38
) +n(n-+d+p 1)1 — 2P+ 2¢F(z)= o.

Cette équation étant désignée par ®(F) == o, la fonction L ( z), définie
par la relation

0_4y0+4%@y:mg:fﬂﬂﬂ:ﬂﬁm_xmp+@wm

X —2z
-1

satisfait & I'équation ®(1.) = 2¢,F/(z), oli ¢, est une certaine constante
numérique. On tire de la, en intégrant par rapport a z,

(1 — z)*' (1 4 2)*"'(FL'— LF) = ¢,F?*— const.,
et la constante se délermine en faisant z = 1. M. Mehler trouve

N{r{r +30n +p)
M{n—+:-+p)

(39) const. == *+iFHH

En faisunt z = a, on a F = o; par suite,

(1 — a*)R{a)F{a)= const.,
d’ou enfin

Ria) const.
(4o) A‘FM“U—MWW{
14. On peut arriver au méme résultat en suivant une marche ana-
logue a celle qui nous a conduit a fa formule (18). Supposons d’abord

que ). = o. Nous aurons

(41) (x4 P F(x)= Df(at — 1y )

Journ, de Math. (3¢ série), tome VI. — Ocropre 1880. 40
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En faisant, dans (36),
p(x)(1 4+ )= Dyf(x + 1) F2(x)],"
d’ot
o(x)=2(x + 1)F,F, + (. + 1)F2,
Vintégration donne

T+a
Ir—a

= AF(a)[(a + )F(a) + (i + 1)F(a)] = AF2{a) 122,
en tenant compte de P'équation (38) et des relations déja employées
F.(a)=TF(a), 2F, (a)= F"(a). On aura donc

2+ F'(n

(42) A= mr

On peut d’ailleurs s’arranger de maniére que F (1) soit égale 4 15 ii
suffit pour cela d’écrire, dans I'équation (41), 1.2...n2"F(x) a la
place de F(x). On trouverait une expression analogue du coefficient A
en faisant g = o au lieu de } = o.

Daus le cas général, ou la formule (36) renferme les deux exposants
A, p, je poserai

p(x)(t — 214 )P =F,D[(x — ) (1 + 2)*"'F,]
—~FyD [(1 — &)™ (1 + 2 *'F,].
L'intégration donne alors
+1
(1 — 2P (1 + 2 ¥+ (F,F,— FyF, )= o,

—1

ct la somme 2A ¢ (a) se réduit aux deux termes Ag(a)+ Byp(b). Or,
en considérant que F,, Fy et D [(1 — &) (1 + 2)**'F’'] s’annulent
pour & = a, on voit immédiatement quon aura

1— b
T—a)

1—a?
?(a): -2 ("('{_ 38

F*(a), ¢(b)=2

; F2(0);
par conséquent,

A(1— a?)F*(a) — B(1 — b*) F*(b)= o.
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Cette relation montre qu’on doit poser

const,

(o) A=raEa

et il ne reste qu'a déterminer la constante qui figure an numérateur
et dont expression a été donnée plus haut.

15. En faisant ). = p = — % et = cos @, 'équation (37) devient

F(x)=yx*— 1 Di(x*—1) *=1.3...(2n — 1)cosn{

ou simplement
F(x)= cosnf.

Soit encore a= cosa ; on aura les racines de I’équation F(a)=cosna=0
en prenant
{2k +0)m

a=i——r-— (k=o0,1,...0—1);

puis, en faisant usage des notations du n° 6,

o + dx " F(a) dx F(a)
AF(a)= ] Rix)m==8) ==~

ou il faut remplacer par son développement

\/n"— 1
1 + 11 4 1.3 1 +
e 2a&  24a @ 7
On trouve facilement
cosna sinna 1
e = —— = - F'(a),
\/a’-— 1 sina n
d’ou enfin
w
A=-.
n

On voit qu'ici les coefficients sont tous égaux, et que la formule de
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quadrature
3 f-H _L_ _ .
(43) e s =T Y@
ou bien
(44) f}a(cos@)a’@:f ¢ cosflk_H'n),
o rzZ ( 2n
dont le degré de précision est 2n — « comme celui de la formule de

Gauss, représente une simple moyenne. M. Hermite en a donné une
autre démonstration dans son Cours d’ Analyse. On peut I'obtenir plus
simplement comme il suit. Etant donnée la formule

“99(c056)d6 = ¥} Ap(cosa),
k )

sil'on considére qne cos’§ est une fonction entiére de cos 6, du degré 4,
les éqnations de condition (3 bis) peuvent étre remplacées par les
suivantes :

(45) EA =, EA cos he =[:cosh6(l6=o, th=1,2,...,2an—1).

2k +
an

On y satisfait en prenant A ::—: ela = —'7r(k =0,1;...,A—1),

car on a
n—1
(46) sin ifS‘cos(ac +ky)=sinZy cos(:c + f—:—l-]’> .
2 2 2
o
Pour p = cosanf, la correction ¢ serait e,,== =. Pour ¢ = cos”0, elle
ol w
serait iy

16. En nous contentant d’atteindre le degré de précision 2n — 1
avec n + 1 au lieu de n ordonnées, nous pourrons comprendre parmi
les racines les limites o et . Dans ce cas,

1
T Ty 2 n—z _(.Ii...an—x . .
Flr)=yz*— D (x*—1) *=— 2 —— sin@sinng,
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ou simplement
F(x)= asindsinnl = cos(n — 1)6 ~ cos(n + 1)4,
et les racines s’obtiennent en prenant

__kn

a=— (k=o0,1,2,...,n).
Ensuite
A ™ 2singsinna mcosnasine
= B == - : >
¥F'ia) Var — 1 nrcosna Sine 4+ sinra cosa
ou bien

™ ™
A:;; pourk =oetk=n, 'A-_—;pour/czl,z, v, —T.

On trouve ainsi

(47) fo“?(cose)de::_;[N_'E—Tﬂ:;)+§q,<cos%)],

avec le degré de précision 2n — 1. Pour ¢ = cos2n, la correction «
serait ,,= — m. Cette formule peut aussi se déduire directement des
équations (45) et (46). La comparaison de (47) et de (44) donne

Zcosah((z_"'zin‘lf) 220052,. (x_) (h<w),

les sommes étant prises depuis £ = o jusqu'a k= n — 1.

17. Si, dans la formule (1), on écrit x p() 4 la place de g(x), elle
devient, pour un nombre impair d’ordonnées symétriques (n = a7 +1),

+1

¢(x)xdx =2Ak“k[?’(‘1k) = ¢(—a],
—1
ot la soinme s'étend depuis k=1 jusqu’a & = i, le terme qui dépend
de @, = o étant nul. En faisant usage de la méthode de Gauss, le degré
de précision sera 4i + r par rapport 2 xp(x) ou bien 4i par rapport
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2 ¢(x). Cest comme si I'on obtenait le degré 4i =an avec 2i=n
ordonnées, en faisant dans la formule primitive A = Aza; et en
donnant le signe — au coefficient de I’ordonnée conjuguée o (— ay).

Le méme raisonnement peut s'appliquer aux formules du type (2),
et en particulier a la formule (44), qui devient alors

f‘zp(cosﬁ)cos@df:: EZcosa§ ¢ (cosa)— p[cos(a+m)] R

ou il faut prendre 7 =2i4-1, et pour « les i premiéres racines de

e . cosnf iy 3. (zk—}—l)-rr _ .
Péquation —- =0, c'est-d-dire a= *——— (k=o0,1, ..., i—1),
pour atteindre le degré 4i avec 2i ordonnées.

Dans le cas de n=23, on aurait, avec le degré de précision 4,

jﬂ.xq’(cosﬁ) cost df =j:jl?(x)~/:t_i’;‘: =5le (i \/3) —¢(—% ,/3)].

Les deux coefficients ont ici la méme valeur numérique, comme
dans la formule (44); pour un nombre plus grand d’ordonuées, les
coefficients conjugués sont encore égaux el de signes contraires, mais
ils n’ont plus tous la méme valeur.

18. Lorsqu’on se propose de faire tous les coefticients égaux, il
faut, en général, renoncer 2 atteindre le degré de précision an—1.
Nous savons déja (n°® 2) que, dans le cas ou 'on se donne les coefli-
cients de la formule (1), ou natteint en général que le degré n, ou
tout au plus n 41 (si 1 est pair). §'il s"agit d’une formule du type (2),
et que f(x) soit une fonction impaire, par exemple f(x)=x, on po-
sera

+1

(48) [ gle)edz=aY [p(a)—o(~a),

et les équations (3 bis) se réduiront aux suivantes,

(49) AYar' = —— (h=o0,1,...1),
2h+3
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ou les sommes s’étendent depuis @, jusqu’a a;, le nombre des ordon-
nées étant n=2i. Les équations (49) déterminent les inconnues
A, a,. a,, .... a; etle degré de précision sera n -+ 2, puisque Pon a
encore

AZ(a"? —a*?)=o.

x .
En prenant f(a)= ===, et posant tonjours x = cosf, a = cosa,
x

Vis

la formule devient

(50) f.‘m(cosﬁ)cosﬁ df = AE% ¢(cosa) — o[ cos{a+m)| |,

et le systéme (49) est remplacé par le suivant :

2 1.3... 241w .
(51) Aza" = ok ahia (h=o0,1, ..., i)

19. Mais, avant de nous occuper de la résolution des équations
(49) et (51), considérous la formule plus générale

/..-? (cosG)coshi db =2A p{cosa),

dont la formule ci-dessus n’est qu’un cas particulier. En posant
@(cosG) =coshd,

comme nous I'avons fait précédemment (u° 18), les équations de con-
dition deviennent

EACOSﬁtz:f.costhcos)ﬁdO_—;o (hZ21),

Dans le cas de 2 = o, la derniére équation devient A =r, ct nous

retrouvons la formule (44). Je supposerai donc ici que X est un nombre
entier, différent de zéro.
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En prenant tous les A égaux, mais avec des signes alternants, nous
aurons
Zxcosha=o0 (kh3d),

5
(32) AEi cosho = 7—;-

On peut satisfaire 4 ces conditions en posant n=2i}, et

ap+ kw k=o0,1,..., 20—}
o= __" S .
2 P=y2, .0
En effet, quand / n’est pasun'multiple de X, on aura, en veriu de (46),

A=i—1

k=1

+ 24 2k +1
P e D R e
k=0

=0

quel que soit «,; par conséquent 3==cos/ig=0 pour chacune desracines
o, puisque la somme des termes affectés du signe -+ s’évanouit aussi
bien que celle des termes affectés du signe —. Si / est un multiple pair
de A, 2= cosha s’annule parce que tous les termes ont la méme valeur
numérique. Reste le cas ott £ est un multiple impair de 2, k=2, 3},
53, .... Dans cecas, 3% cosha devient 2k Zcosa,, 2AZcos3 ¢, ..., et
'on a, pour déterminer les inconnues A, «,, o, ..., &;, le systéme
d’équations

— Bo —. = F Ve ==
k Zcosda,=3cosha,=.. . =Zcos(2i+1)g,=o0,
3 =
' AEcosap =0
Comme la derniére valeur de % pour laguelle 3= cosha s’annule

encore est A= {2/ 3)h—1, le degré de précision de la formule sera
(2i+ 3)A—1=n+ 3)—1. La formule elle-méme peut s’écrire

(53)

p=i k=21

(54) fqa co~)6d6_A2 2 (—1) (co"a,,—:kw).

p=t k=0 .

M. Tchebychef (') est arrivé & la méme formule par une autre mé-

(1) Journal de Matkématiques pures et appliquées, 1873,
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thode, sur laquelle nous reviendrons plas loin, Ou voit que les racines
a, sont indépendantes de X et qu’elles ne dépendent que du nombre 2,
qui est le nombre des ordonnées dans le cas le plus simple (A =1), ou
la formule coincide avec (50).

Pour i=1, on aura évidemment

par suite
a= é \/:_3, A= 2«31

et la formule (50) deviendra

I“?(cdse) cosfdf = % V3 [ep (% \/3) —0 (—— % \/3)] (degré de pr., 4.

Pour i = 2 (quatre ordonnées ; degré de précision, 6), on aura les
équations de condition

cos3a, -+ cos3a, = cosha, + cosba, = o,

qui admettent les deux solutions

™ [ T 3
Gatoi =3 G- =g %—a, =3 &y + &y =
= ty= L n « =y ty= Lo m
“Q=3 =15 U 2= 157

Par conséquent,
oy =12° a,=48°,
ou bien
a, =af° a,=84°.
En méme temps,

™

" 8cos30°.cos18°

™
8cos30°.cos54°

A ou bien

Pour i =3 (six ordonnées; degré de précision, 8), on aurales équa-

Journ. de Math. (3¢ série), tome VI. — Ocrosre 1880. [l 1
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nons
Zcosda=3cosba=23cosja=o0,

qui admettent les quatre solutions
@y = lln.l|()‘.13”,3 110.59’.31”,1 190.407.19",9 :;20.431.29/;0
o,7:26.56.11,6 | 41.55.40,4 | 65.20.17,5 | 46.49.15,3

a;=56. 3.22,5 [ 85.40.2g,2 | 98.48.23,7 | 142. 9. ¢.3
Zcosa=12,429218 1,797581 1, 204209 0, 817005

20. Revenons a nos systemes d’équations du n° 16. Si d’abord ou
fait A==B=C=... dans la formule (1), I'équation XA =2 donu=

A= -E, et la formule devient

[ etwrde=2Ysia)

Les abscisses sont délerminées par le systéme d’équations

S 27 P 2§ i ‘ ; ; \
103 a :gy a =—l—67 mevy a :Z{—f‘n—; (=21 Ou 2111},

ou les sommes s’étendent depuis a, jusqu’a @;; dans le casde n==27+ ¢,
11 faut ajouter la racine a, == 0. Soient maintenant p,, p,, ... les coef-
ficients de I’équation

Floj=ux"—p,x" 2 +pa”*—. .= 0.
En posant Sa*" =y, on aura les relations connues
D TE8, 2P, =85 8§y 2.3p, =835, 85+ 5,.

et I'élimination donnera

120

( nt n® +‘263’2’ " n—3 -
Biiof o Sojos  72) T T

e R m2 g (E — ﬁ_) P (_f_’__ r +:’I—>x"'°
1296 42

\
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On trouve ainsi, pour =1, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9,

1‘2—-—:%'—:0,

'~ x=o0
Dy - ?

' —2xr L =o
3T
5 7

5 . 2 3 s —

x 6x+72x~0,

[ i I e T

T X g X 105 4

S VCSLLL JNCS L s R

R T 7 T
4 29 148 43

P LT C SR TR . LA S &
3T T B T BB Y T 5 O
3 27 57 53

a0 2t 2T g 2 g PP .
2 +4o'1 560 * 22400'1‘ @

Pour n= 3 (degré de précision, 3}, on retombe sur la méthode e

I3

[ . et \
Gauss {a:z = 3) Pour n =3 {degré de précision, 3), nous avons
N\

. 3 .
a,-o,a,== \/5, et la formule devient

Pras

+1 \ Ve y
[P - B - 1
ol x)d. ::,—[:a 0‘+g’\/- +”(»—\/~}J-
.[, X 3{zlo) \Vz,7?, 2/
Pour n==4 et n =35, le degré de précision est 5, ct les racines sont.

d'une part i\/% =+ % \/é et de 'autre o et =

Voici les valeurs des racines, calculées avee six décimales, depuis
n= 2 jusqu'a n=g. Pour n =8, elles sont en partie imaginaires. Les
corrections ¢ ont ¢té déterminées par la formule

+1
mem :f a" Flxydoe (m=2pour n=2i{, m:==1 pour n=z2"
—1



a=32
n=73
n=/f
N==29I...
n=6...
L,
1=8§..
1=09..

3a4 R. RADAU.

a. -4, A, a. s{E ). t{o et}
8 1
0,211325 0,788675 i- =0,577350 == 0,1778 b = 0,00555
0,146447 0,5 0,853553 % =ko,707107 et ¢ g = ;%:o,oﬁ(h 4;—0 = 0,00208

1
i 0,102673 0,897327 Z =0, 794654 ‘z \ _1_0’0339 1 0.00026
. == ="
0,406204 0,593796 =+0,187592 45 780
1
0,083751 0,016249 & co,832498 _ 13 _ 13 "
, 5 g = 756_0,0172 -—96768_—0,000134
0,312729 0,5 0,687271 0,394541 et o
0,066879 0,933123 é- o, 866247 & :
0,288741 0,711259 =o,422519 &= 1575 =o,0101f [ = 0,000020
0, 366682 0,6333:8 =+=0,266635
0,05806g 0,941931 % =+0,883862 281 281
0,235172 0,764828 o, 52965 = 8600=0’o°578 ;4_883;5=0’0000”
7 7 7
0,338044 0,5 0,661956 o0,323g12 et ©
0,049253 0,95074 z Z-0,901494%
9 717§ 90T4Y
0,23g71 20, 02429y —1 =+0,52057£0,04B44y —1 ‘"=:ﬁé—5 —0,00365 mzo,ooooms
0,76029== 0,02422y —1 0 lzgo/GJ——x
0,5 0,064523y —1 ' i ;
‘ 0,044205 0,955795 é- =o,911589
- 163 163
0,199%491 0,800509 =+0,601019 8y T3 =50,00221 TET38R160 = 010000011
20,235619 0,764381 =o0,528762 77920 191365100
0,416047 0,5 0,583953 o,167906

Supposons maintenant que la derniéreracine ;soitdonnée d’avance;
on aura F(x)=(x?— a?)F,(x), et le degré de précision sera diminué
de deux unités, car la derniére équation du systéme (55) ne sera plus
satisfaite. Mais les coefficients de la nouvelle équation F () = o seront
les mémes que précédemment, sauf le dernier p,, puisqu'ils sont déter-
minés par les mémes relations linéaires; on trouvera donc F,(x) en

cherchant le quotient E TF(fl;, ot F(.r) se déduit de (56).
x a;

En prenant @, = 1, on trouverait ainsi, pour n = 4,

— x4 L I

; 3

— 48 o rd
r—1 3!

F,(x)=E

la racine a, serail donc imaginaire. Mais, en prenant, par exemple,
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2 .
az = 3 on trouverait

a =3,

Comme le fait remarquer M. Tchebychef dans le Mémoire déja cité,
les formules de quadrature & coefficients égaux offriront un avantage
marqué dans les cas ou les ordonnées ¢(a) sont des données expéri-
mentales affectées d’erreurs inconnues, car la somme des carrés des
erreurs sera un minimum ep prenant tous les coefficients égaux.

24. Considérons maintenant les formules du type (2) dans lesquelles
J{x) est une fonction impaire. Elles exigent la résolution des systémes
d’équations (49) ou (51). En désignant par s, s, s, ... lessommes des
puissances impaires des racines a,, aj, ..., @;, ces deux systémes
peuvent s’écrire

(57 :—‘:35:5s,=7s5:...=(n+3)s,,_,_.
et

o _h.o 8 _ 4.6...(n412)
(58) AT ST T S S Sy e

Les quantités a,, ..., a;seront les racines d’une équation du degré i,
a2 —px=t 4 pyxt? — . =o,
et nous allons voir que les coefficients de cette équation peuvent étre
exprimés en fonction des sommes s, s, 55, . ... En effet, soit

An= = (s~ 5,).

La formule bien conunue

S~ P1Sm—s + P2Smp—2—-. =~ mpy = 0o

conduit aux relations suivantes :

s :rp,,
Dy =pip2— pss
A;=(pl — p2)As+ pipi— ps;
8:=(pl — P As+{pips—pa)da+ pips—ps,
- %A} + Ay==(p] ~ pa)As+ (PlPa"PA)AS"‘(PiPS“Po)Az*’PiPF‘Pw
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(Le terme —- %Ag s'ajoute ici 4 A,, parce que g n’est pas un nombre
premier; il résulte, en effet, du théoréeme de Fermat gu’en posant
A, =ay=...=1, d'otlt §=g;,=...=1, A, ne peut étre un nombre
entier que si m est premier).

Comme on a encore, en vertu de (57),

34, = s(s’ — E), 5A, = s(s‘ - §>,
5 . 7
on voit que les relations ci-dessus permettent d'exprimer les cocffi-
cients p,, ps, ... en fonction de s. L'élimination doune ensuite une
équation qui détermine s, et A chaque valeur de s correspond un
systéme de racines a,, ..., 4; avec un coefficient A.

Pour i = 1{n = 2), le systéme (57) devient

1
X=3 = 5ad,

_\/3
2=Vs3

f‘ olx)xedr = %\/g [9 &\/%) —0© (\ - /§> ] oo {degr.depr g,

. N

dos

e

Pour i = 2(n == 4), nous aurons d’abord

Ay == 8Py, A5 = (32 - pa) 4.
1 o
sA; - $2A; + AL =0,

a0 bien, en tenant compte des relations 3s = 55, = 75,

s‘~3s’+4;,:r:o.,

?)il;'
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On tire de 1 ces deux systémes de valeurs :

s =1,0299733 | 1,3925355

a,==0,8490469 | 0,8922365

a, ==0,1809264 | 0,50029q0

4 =0,3236330 | 0,2393715
et la formule devient

ol

| #lmeds = Alg(a) ~ o(—a)+o(a) — o(~ @) (degr. d= pr. G
Soit encore i = 6. Nous aurons

By == 8py - pay Ay =(s— p2)As, Ay =(s%-- Pz)As = Sps Qs

«t, en éliminant p,, p,,
838; — AT+ $* 4,4, — s'A +sAT =0,

d’ou l'on tire, en lenant compte des relations 35 = 5s, = 785 Q8.

159 . 72 .
5157+ o,

7

A
, xt - sxt -8t~ 80— (x - $)5 -+ A== 0.
2

s s% -~ gs® 4+ 275t —

En conservant seulement les racines réelles, on aura les deux systemes

s = 2,084445 0,711819
a, = 0,9293006 | - 0,862970
a,==0,7:2155 | - o, 763695
a;=:0,442984 | 4 0,612544
A =o0,159915 0,468284

Pour n = 8, on trouve

By8y — A4, — 1A} 4 5A; — 58, + A, A.
O T TS T
L $3, — 338, + A2

et équation en s est du quatorziéme degré.
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Les constantes du systéme (58) se déterminent de la méme mauiere,
il n’y a de changé que les coefficients numériques des équations. Pour
n=2,0na
4

i =—a=;a
fja—273%
d’ou

s o 5
a=_vy3 = cos30° Azzg\/j,

comme plus haut (n® 19). Pour n = 4, on trouve

B 15 , 45

ss 4s+16_°’ »
2 __ Pea T __

fa: SZ + 58 4__o,

s’:%(Si\/g), A=;—r 51\/57

puis, en prenant le signe supérieur,

a:\/'5*;3‘/5:t\/3._‘/5=c0512° et cos48°,
2 32

et, en prenant le signe inférieur,

15— 3v3 3+ V5
a=\/ 52 i\/ = = c0524° et cos84°,

comme au n® 19. Pour n =6, on a

s 45 4, 5.63 ., 2563 ,  25.189

§° —— — —

] 3 0 T 256

b

A
x’——sx’—l—s’x-—s3~—(x—.r)zi-i—A;,::o,
3

et ces équations admettent les quatre solutions déjaindiquées aun®19.

22. Voici, en peu de mots, la méthode par laquelle M. Tchebychef
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détermine les racines @ dans le cas des coefficients égaux. En faisant

A=B=C=...= ?I’ I'équation (6) devient

~+1
[‘ de 2 1 € -+
z2—2x n z—a+zP+'

g

Multipliée par dz et intégrée, elle donne

T I 1

£,
o — . __ — YooF L "
Iobz 2.3.3 4.5.2 6.7.2° lOeI‘ (Z) P )
par suite,
- _ " b
F(Z): zne_a.a.z! 4.5.2% ot ,

. n . e .
oui= Y et, puisque F(z) est une fonction entiére,

n

(59) F(z)= Ezne 77 wa

b}

car les termes qui proviennent des corrections ¢ ne fourniraient que des
puissances négatives, p étant au moins égal a4 n + 1 quand on fait
A =B =C=....L'équation qu'on obtient en développant (5g) coin-
cide avec notre équation (56).

§’il s’agit d'une formule du type (2), on aura d’abord

A:B:...:if:f(x)dx,

puis, en écrivant f(x)dx i Ja place de dxx dans V’équation (6) et en
intégrant par rapport 4 2,

+f(x)|0g(Z.-x)dx:AlogF(z)—-— 12,

FE 0
d’o1 enfin

L prH
(60) F(z): Ee.‘(f—-l f(—’“ﬁ!(b—.r]d;.

Journ, de Matk. (3¢ série), tome VI. — Ocrozre 1880. 42
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En faisant f(x) = ~—~—l——;, on lrouve
[—r

F(z)=E(z+yz* — 1)"= 2 cos(narc cosz),

et Pon retombe sur la formule (44).

L’équalion (60) cesse d’étre applicable si f{x) est une fonction
impaire, puisqu’on trouverait alors A = o. Nous savons déja que, daus
ce cas, on doit prendre un nombre pair d’ordonnées et donner i la
moitié des coefficients le signe négatif,

En posant F,=(z—a,)...(z—a;}, Fo=(z+a,)...(z+a,) et
F{z)=F,F,, ’équation (6) doune ici

(61) f+j(x)_log(z—x)dx:Alog;—'——13’—-....

. 1 p &
ot p = n + 3. Par suite,

a1
F, x’j 1f(r)log(z—.t)dz
— =Y -

2

(62)

H

.

en laissant de coté les termes qui proviennent des €. La suppression de
ces termes se justifie en remarquant que I’équation (62) peut s’écrire

2 Uy

..C_I 9‘_'_ —Alor +z’ —_— _l_l_

z 28 - 5 P P P L ]
z z*

+t

ot . - ) _— 1

ouC,= Ef Jlx)a™dx, et qu'en comparant les coefficients de 7
—1

I ¥
5_3, feay

mivent les {41 inconnues A, p,, ..., p;, de sorte que les termes qui

a droite et 4 gauche, on obtient i + 1 relations qui déter-

Zn+t

. 1 N .
suivent pres peuvent élré owis.

1

M. Tchebychef détermine les inconnues en développant le membre
droit de I'équation (62) en fraction continue et en égalant i zéro le

coefficient de E dans le quotient complet de la réduite dont les termes
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sont du degré i, comme F, et F,. Dans le cas de f(x) = x, ona -

2

Cm:;n(m+2)’

et il s'agit de développer en fraction continue I’expression

2/ 1 ' '
e‘ K<31+15;+3535+”'>
Pourn= 2, elle devient

2 3Az—1

I — —

1 59
z - i Y
3Az 41 51 <3A 9

. 5 s I 5 .
en posant 3A2— = =0, d’oli A= _{/ 5 ;ensuite
9 3 3

F,—=3Az—1, F.,=3Az+41.
Pour n=4, on trouve dela méme manieére
5832A' —g45A*+ 35 =0, 135A?22+45Az — 27A2 4+ 5=,

ct ces équations donnent pour le coefficient A et pour les abscisses
«t,, @, les mémes nombres que nous avons trouvés par la résolution du
systéme (37).

. x -
Dans le cas de f{x) == ——=: on trouverait, pour n =2,
Vi—

et, pour n =4,

A4 AN 2 fAz\ 2 Az AN
- — —_ — == — -+ — — T2 - =
/zo(ﬂ) Gokw> +1=o0, 48(‘”) = 12 r;.(ﬂ‘) +1=o0,

et ces équations donnent les mémes résnltats que notre systéme (58).

23. Un moyen trés simple de diminuer Verreur de la formule (1)
consiste a partager l'intégrale proposée en plusieurs autres, auxquelles
on l'applique séparément. Comme nous I'avons vu, cette transforma-
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tion ne change pas le degré de précision de la formule, mais la cor-
rection ¢, est réduite dans le rapport de 14 —;; si l'intervalle 1 — oest

partagé en p parties égales. La formule devient alors

(63) [ '@(x)dxzif’}s;('j”)-

La régle de Simpson se déduit ainsi de la formule de Cotes a trois
ordonnées, dont le degré de précision est 3. On a ici

a=o, b=> c=1, A=C=g B=3;

ar suite, au movyen de 21 +1 ordonuées équidistantes, en faisant
s y [ q ’

h ’
Jo=¢(°),fh=?(;;)»hu=w),

f ydr = é;;[j'o—i‘ Jaw+t2(Fa+ 2t Fapa)
-+ 4(7" =Yg+ .. .—l—fzp—i)J’

(64)

. . 1 -
et la correction ¢, de la formule de Cotes (e,; = — —1—2—0) se trouve ainsi

’, - Y | 8
réduite &8 — ——-
120
M. Y. Villarceau a proposé d’ utiliser de la méme maniére la formule
de Cotes a cing ordonnées, dont le degré de précision est 5. On a ici

. r 1 3 . 32 12 .
les abscisses 07y ! et les coefﬁcnentsg—z’, g0’ go' PAT suite, au

moyen de 4 -+ 1 ordonnées équidistantes,

_[?(x)dx=§;‘y[7(]o+]w)+’4(7’4+)’s+ o i)

(65) +12(ys+ Yot oo+ Fapos)

+3a(ri+rs .o+ Yipa)

. 1 ) . N I
et la correction g, = — —=5 est réduile 2 — 56887
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11 serait facile de multiplier le nombre de ces formules mixtes, en re-
noncant aux ordonnées équidistanies, Remarquons, par exemple, qu’en
prenant tous les coefficients égaux on obtient le degré de précision 5
avec quatre ordonnées dont les ahscisses different trés peu de 0,1, 0,4,

. . SR 1 6 .
0,6, 0,9. 8i V'on fait rigoureusement x = —, 4 »—» 2, on natteint
. 10 10 10 10

que le degré de précision 3 (avec A= ;27 B= (}i); cependant la for-

mule est encore presque exacte pour p(x)=x". On a, en effet, en po-

antg(£) = 7,

f F(@)dw =2 (7 +Fa 4T otFo) o i+ To— i —7)

Si maintenant on partage I'intervalle 1— o en deux parties égales,
on trouve, en posant

k
So(—z—o>=)’h$ M4=ZI(JF4+76+J‘I4+fl0)’
M, = i (i 7o+ +r 0k

240000  gboco

En partant de la formule de Gauss pour n= 2, on aurait

oy oo R[5

" 2i4-1—1y3 ] k,
¢ y | @t

Cette formule donne la valeur approchée de Vintéerale par une
PP 1 p
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simple moyenne; on peut I'écrire

f ‘P(x)dx:;'F(J’a+]‘z+--.+)’,p)+k‘e.+-.“.

Voici les valeurs des abscisses pour p=2etu=>5:

[ 0,0422650 0,1597380
0,2422650  0,35773%0
su=4 § 22200002 zggﬁgg 2p=10 | 0.4422650 ©,5577350
’ ! ' 0,6422650  0,7577350
| 0,8422650 ©0,9577350
! _ 1
“= g T Tinso

24. Pourmontrerpar unexempleledegréd’approximation qu’on peut
atteindre avec ces formules, appliquons-les 4 I'intégrale

1
j; ,f, =log2=:0,69314718036....

Voici les valeurs approchées de cette intégrale, calculées par les for-
mules suivantes :

Erreur Degré
Ordoanées. delo 8° déc.  de précision.

Cotes. . ...... 8 0,69314773.3 + 55.3 1

. 9 0,69314721.5 + 3.4 9

S, 10 0,69314720.28 “+ 222 9

s 1 0,69314718.20 +  o.14 Tt
Simpson . ... . g 0,69315453 + 935 3 avec 4 divis.
Villarceau.... 9 0,69314790 + 72 5 avec 2 divis,
R 0,69314725.3 + 7.2 5 avec 3 divis.
Form.[66)... 8 0,6g314755.1 + 37.0 3 avec 2 divis,

Gauss. .. .... 3 0,69312169.3 —2548.7 5

P e 5  o0,69314715.78 —  2.27 9

Form.(24%).. 4 0,69318181.8 +3463.8 5

» 0,69314814.8 + 968 7
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Erreur Degré
Ordonnées. de la 8° déec.  de précision.

Form {24%%),.. 6 0,69314{720.8: + 2.5 9

. 7  0,69314718.14 + o0.08 B

» 7 0,69314809.9 + 91.8 5 avec 2 divis.

» ... 10 0,69314727.4 + 9.3 5 avec 3 divis.
Tchebychef.... 4 o0,69312796.2 —1921.8 5

L 8 0,60314667.0 — 5r1.0 5 avec 2 divis.

Nous avons déja vu (n°10) que Perreur de la formule de Gauss et
celle de la formule (24 bis) étaient a peu prés du méme ordre, mais de
. . ( 4+1)G + aF s .
signes contraires, et que la moyenne " """ fournissait un ré-

an -1

sultat beaucoup plus approché. En effet, nous avons ici :

Errcur.
G., 3 ordonnées........ 0,69312169.3 —2548.7
G., § L. «« 0,60318:81.8 --3463.8
é—(‘i:;:ﬂ ............... 0,69314746.1 -4 28.1
G., 5 ordonnées,....... 0,69314715.785 —  2.271
F., 6 > ., 0,69314720.812 -+  2.956
()—(Z:E ............. 0,6g314718.0%0 +  o0.014

La formule de M. Tchebychef (a coefficients égaux), qui coincide
avec celle de Gauss pour n=1 et n= 2, et la formule de Cotes {aor-
données équidistantes), qui coincide avec (24 bisjpour n=2etn =3,
sont dans un rapport analogue, mais moins bien caractérisé. Leurs
correclions ¢ ont des signes contraires’:

Tchebychef, Cotes.
i . . 1 3
no 2. ... &y == —— ﬂi:&.._. P Eg) T2~ ———— = — —=
! 150 N J t20 2 f
1 , 16
n=:3 8T PN 6) = — _—
480 270 9
4 : 5 ' §
n-= 5 e n=2>5. :, e — 41 g
3780 o) 2688 i
13 ty .
n=5 €= w==0 : — 1,50 ¢
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On trouve ainsi :

7 Erreur.
Tchéb., 4 ordonnées..... 0,69312796.2 — 1921.8
Cotes, 5§ » ... . 0,69317460.3 + 2742.3

5 e 0,69314739.6 + 21.6



