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INTÉGRATION D'ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINEAIRES. 3? 

Intégration, sous forme finie, de trois espèces d'équations 
différentielles linéaires, à coefficients variables ; 

PAR M. DÉSIRÉ ANDRÉ. 

La seule méthode vraiment pratique que l'on possède actuelle-
ment pour l'intégration, sous forme finie, des équations différentielles 
ordinaires, est celle qu'on emploie pour intégrer les équations différen-
tielles linéaires à coefficients constants. L'objet de ce Mémoire est d'en 
présenter une autre, aussi pratique pour le moins que la précédente, 
mais infiniment plus générale, puisqu'elle permet d'intégrer, sous forme 
finie, trois espèces d'équations différentielles linéaires à coefficients 
variables, et que c'est précisément dans l'une de ces trois espèces 
que rentrent, pour y constituer une simple variété, tontes les équa-
tions différentielles linéaires à coefficients constants. 

Les équatious différentielles de la première de ces trois espèces 
s'intègrent, comme on le verra, sous forme finie, à l'aide des seules 
fonctions algébriques rationnelles; celles de la deuxième, par des 
fonctions algébriques rationnelles et des exponentielles de la forme n*; 
celles de la troisième, par des fonctions algébriques rationnelles et des 
logarithmes de la forme L"(i — ax). 

Pour chacune de ces trois espèces, nous donnons l'expression gé-
nérale de l'intégrale, de façon que celle-ci peut s'écrire sans ombre de 
tâtonnement. Dans la seconde et la troisième espèce, à la vérité, cette 
expression suppose la résolution préalable d'une certaine équation 
algébrique, que nous appelons l'équation caractéristique de l'équa-
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tion différentielle à intégrer : la nécessité d'un pareil calcul se présente 
déjà dans le cas des équations différentielles linéaires à coefficients 
constants, lesquelles rentrent d'ailleurs dans la seconde de nos trois 
espèces. Mais, et c'est là, ce nous semble, un fait très remarquable, la 
formule que nous donnons pour intégrer les équations différentielles 
de notre première espèce n'exige nullement la résolution ni de cette 
équation caractéristique, ni d'aucune équation algébrique d'un degré 
supérieur au premier. 

C'est en étudiant la sommation des séries entières que nous sommes 
parvenu à cette méthode d'intégration pour ces trois espèces d'équa-
tions différentielles. Cette méthode nous parait nouvelle; elle donne 
l'intégrale sous forme finie; elle s'applique à un très grand nombre 
d'équations différentielles; elle offre surtout cet avantage d'être tout 
à fait pratique : nous l'avons résumée antérieurement dans une courte 
Note que notre illustre maître, M. Hermite, a bien voulu présenter (') 
à l'Académie des Sciences. 

I. — Préliminaires. 

i. Soit une équation différentielle linéaire, d'ordre quelconque ω, 
sans second membre, à coefficients constants ou variables, et relative 
à une fonction Y de la seule variable indépendante x. Si nous dési-
gnons par Y

0
, Y'

0
°, Y'

0
»>, ... les valeurs pour χ = ο de la fonction Y 

et de ses dérivées successives, puis que nous prenions par rapport 
à χ les dérivées d'un ordre quelconque, mais suffisamment élevé, des 
deux membres de cette équation différentielle, en remplaçant χ par 
zéro dans le résultat du calcul, forcément nous arriverons à une équa-
tion ne contenant plus Y ni x, dont le second membre sera nul et 
dont le premier sera la somme des quantités Y'*1, Y'

0
"-11, Y'o~

!)
, ..., 

respectivement multipliées par des fonctions den. Cette dernière équa-
tion subsistera pour toutes les valeurs de η supérieures à un entier dé-
terminé v, et nous la nommerons Y équation dérivée de l'équation diffé-
rentielle considérée. 

(') Dans la séance du 3 février 187g. 
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A toute équation différentielle linéaire correspond une pareille équa-
tion dérivée. Celle-ci peut affecter évidemment une multitude de 
formes diverses. Nous disons qu'elle est régulière lorsqu'elle peut se 
mettre sous la forme 

+ i)Y!0"-"+ ... +K*F(»»-A-)YÏ-"=o) 

dans laquelle F(n) représente une fonction quelconque de η et où 
les coefficients R ainsi que l'entier k sont indépendants de «, c'est-à-
dire constants. 

Dans le présent Mémoire, nous n'éludions, pour les intégrer, que 
les seules équations différentielles linéaires dont les équations dérivées 
sont des équations dérivées régulières. 

2. Évidèmment ces équations différentielles linéaires, assujetties à 
avoir des équations dérivées régulières, uesont point deséquations quel-
conques ; mais elles constituent, dans la grande classe des équations 
différentielles linéaires sans second membre et à coefficients constants" 
ou variables, un genre fort intéressant et d'une très vaste étendue. 

Ce genre contient vraisemblablement une infinité d'espèces, carac-
térisées chacune par une forme particulière de la fonction F(«). Nous 
n'essayerons point de les classer : une telle opération est peut-être 
impossible. Nous montrerons seulement comment on est amené na-
turellement à les distinguer. 

Jusqu'ici nous en avons distingué trois, renfermant chacune une 
infinité d'équations différentielles linéaires que nous sommes parvenu 
à intégrer toutes. Ces trois espèces d'équations différentielles se-
seront pour nous, par une raison purement chronologique, les trois 
premières espèces du genre. Elles sont respectivement caractérisées 
par les trois égalités 

F(") = T7TV 

F(n) =x ' «!/[//) 

F(«) = -f-f )(" + « +ι); ·· (η -K Hij, 
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dans lesquelles nous désignons par t un entier supérieur à zéro, par s 
un entier positif, nul ou négatif, et pary(n) un polynôme quelconque, 
entier par rapport à η et à des exponentielles de la forme a". 

Si, dans la seconde de ces trois égalités, nous supposons s égala 
zéro etJ{n) égal à l'unité, nous trouvons que F(/i) est aussi égal à 
l'unité. Cette valeur de la fonction F (re) correspond aux équations dif-
férentielles linéaires à coefficients constants, et l'on voit par là que ces 
dernières équations différentielles rentrent, comme variété particulière, 
dans la seconde de nos trois espèces. 

3. Comme exemples d'équations différentielles linéaires numériques 
appartenant respectivement à ces trois espèces, nous citerons : 

Dans la première espèce, 

(,χ4 a? -t- ·τ>>)·^3 + (4Λ;» + ®
!
 —

 AX

)~^ (
ax

*
 — χ

 "+~
 2

) Υ
 =

 ο, 

dont l'équation dérivée est l'équation régulière 

_i ? γ;*—n_i ! γ>-2)— n 

laquelle nous donne 

F(n)= 4-

et subsiste pour toutes les valeurs de n supérieures à 2; 
Dans la deuxième espèce, 

x — axur + i -—l· 2(x i)Y = o, 

dont l'équation dérivée est l'équation régulière 

("~-')!YW ("-?■)! j„-n_ 

laquelle nous donne 

. (* ~ 1 )• n : 

et subsiste pour toutes les valeurs de n supérieures à 2; 
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Enfin, dans la troisième espèce, 

3i 

(aj»_ 7î!+ ii.x)g + (5λ·2-28χ-+- 36)^4-{4a:-

don! l'équation dérivée est l'équation régulière 

la"("+ ') γί,.1 ί«-<)«γίπ-,) ("-^)("-')γ(„-2Ι 0 

laquelle nous donne 

, »(» + ll 

et subsiste encore pour toutes les valeurs de 11 supérieures à 2. 

C'est à ces trois équations différentielles que nous appliquerons la-
méthode d'intégration que nous allons exposer. 

II. — Intégration, par les séries, de toutes les équations différentielles 
du genre. 

4. En conservant les notations qui précèdent, nous avons, d'après 
la formule de Maclaurin, 

— o + ,ι ο '2 ! 0 3 ! 0 + ···' 

et cette formule nous montre que, pour déterminer Y, il suffit de cal-
culer les valeurs numériques des quantités Y

0
, Y'

0
", Y(

0

21, Y'
0
31, Ce 

calcul est le fondement de la méthode générale que nous avons donnée 
naguère (') pour intégrer, à l'aide des séries, et quels qu'en soient 
les coefficients et les seconds membres, toutes les équations différen-
tielles linéaires. Nous ne faisons ici qu'appliquer cette méthode gé-
nérale aux équations différentielles du genre que nous considérons, 
c'est-à-dire aux équations différentielles linéaires, sans second membre 

(l) Comptes rendus de l'Académie dvs Sciences> séance du η mai 1877. 
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et à coefficients variables, dont l'équation dérivée (1) est une équa-
tion régulière. 

S. L'équation différentielle que nous considérons étant supposée 
d'ordre ω, nous pouvons, sauf dans des cas tout à fait exceptionnels 
dont nous donnerons un exemple (19), nous pouvons, disons-nous, 
attribuer aux ω quantités Y„, Y',,1', Υ'υ

2>, ..., Y1^- 1' des valeurs arbi-
traires. Ces valeurs, que nous désignerons par C,, C

2
, C

3
, ..., C

w
, 

seront les constantes arbitraires de l'intégrale que nous calculons. 
Puisqu'elles sont distinctes et que leur nombre est ordinairement 
égal à l'ordre ω de l'équation différentielle, cette intégrale, ordinaire-
ment aussi, est l'intégrale générale de l'équation différentielle con-
sidérée. 

Il est évident que cette équation différentielle nous permettra elle-
même de calculer de proche en proche, en fonction des constantes ar-
bitraires C,,C

2
, C

3
,..., C„, les valeurs des quantitésY'g', Y))""11, Y1^21, 

Nous calculerons ces diverses valeurs jusqu'à celle de Y'^ inclusive-
ment, ν désignant (1) l'entier auquel l'ordre η de l'équation dérivée 
est constamment supérieur. 

Ces calculs effectués, le polynôme 

Y. + π Y«S Y«s,+ ?! Ίο*'+ · · · + S 

qui constitue le commencement du développement de Y et qui pré-
sente ν -t-1 termes, aura tous ses coefficients exprimés en fonction des 
constantes arbitraires C,, C2, C3, ..., C

w
. 

G. Considérons maintenant l'équation dérivée (1) 

K„F(«)YÎ
()
"'-+- K,F(« - t)Y'r"-H ... + K

A
.F(/I - K) Y;-*=0I 

et posons 
f(/«)Y

(
:=(V 

Nous trouvons cette nouvelle équation 

K0t'„ -+- K, i'„_, -+- K,pm -t- ... +- K.Ai'„_A = o, 
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qui, de même que l'équation dérivée d'où on la tire, subsiste pour 
toutes les valeurs de n supérieures à v, et sur laquelle nous voyons 
que v

a
 est le terme général d'une série récurrente proprement dite, 

dont l'équation génératrice est l'équation 

K
0

X* 4- Κ,#*"1 4- R2x*-2 4- ... 4- K* = O, 

qui est du degré k, et que, par une extension naturelle d'une ex-
pression usitée, nous nommerons l'équation caractéristique de l'équa-
tion différentielle proposée. 

En nous appuyant sur les travaux de Moivre (4), d'Euler (2) et de 
Lagrange (3), nous savons, à l'aide des racines de cette équation 
caractéristique, écrire v

n
 sous la forme d'un polynôme entier par rap-

port à η et à des exponentielles de la forme aet présentant k coef-
ficients indéterminés. Mais l'équation 

F(«) Y-= 

que nous avons posée plus haut, nous donne 

" — F(«) 

Donc Y^ s'exprime à l'aide d'une expression connue de n, qui con-
tient k coefficients indéterminés. 

Évidemment, k est au plus égal à la plus petite valeur possible de n, 
c'est-à-dire à ν 4-1. Donc nous pourrons toujours déterminer ces 
Λ-coefficients en fonction des ω constantes arbitraires G,, Cs, C3, .. ., 
C

w
. Il nous suffira, pour cela, de résoudre par rapport à ces k coeffi-

cients les k équations du premier degré qu'on obtient en égalant les 
quantités 

F ( v — A- + ι ) ' F {ν — A -}- 2 ) ' ' F ( ν — 1 ) ' F ' v ) ' 

(1 ) Miscellanea analytica. 
(') Jntroductio in Analysîn* 
(3) Œuvres complètes, ιΓβ. série·. 

Journ. de Math. (3e série), tome \'t. — JANVIER IS8Û. 3 
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qui sont exprimées au moyen de ces coefficients, aux quantités cor-
respondantes 

■y(v—4-t-l) xrhi— A-t-î) -yls—i; V(v) 

qui sont exprimées en fonction des constantes arbitraires. 
Ces coefficients déterminés, et leurs expressions portées dans e„, le 

quotient çr^-rse transforme en une fonction de η et de nos constantes 

arbitraires; la série dont il exprimait le terme général gagne les 
A*termes Y'ô~*+1!, Y[ô~*+21,..., Y<p", Y^', qui précèdent le terme Yo+,ioù 
elle commençait d'abord. Si nous désignons parX le polynôme 

Y *y(i)_L_ îly!»i_L. . x" * γ(<-ί) 

qui est entier en χ et qui s'annule lorsque k est égal à ν -+- ι, l'inté-
grale dont nous nous occupons peut s'écrire 

LUnl\t(«) 

et cette formule nous donne, à l'aide des séries, une intégrale, qui est 
d'ordinaire l'intégrale générale, pour toutes les équations différen-
tielles linéaires appartenant au genre que nous considérons. 

7. Cette intégrale se compose, on le voit, d'un polynôme et d'une 
série. Dès qu'on saura sommer cette série, on saura écrire cette inté-
grale sous forme finie, en sorte que l'intégration sous forme finie des 
équations différentielles linéaires du genre considéré se ramène à la 
sommation des séries entières dont le terme général V„ est défini par 
l'égalité 

V"~ «! F(«) ' 

dans laquelle F(«) désigne une fonction quelconque de η et où est 
le terme général d'une série récurrente proprement dite. 

Il y a corrélation complète entre cette intégration et cette somma-
tion , et par suite entre les équations différentielles linéaires, sans 
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second membre et à coefficients variables, dont l'équation dérivée 
est régulière, et les séries entières dont le terme général affecte la forme 
qu'on vient d'écrire. Dans ce genre d'équations différentielles et ce 
genre de séries, où les espèces nous paraissent être en nombre infini, 
à chaque espèce de séries, caractérisée par une forme particulière de 
la fonction F(«), correspond une espèce d'équations différentielles, 
caractérisée par la même forme de la même fonction. Dès qu'on saura 
sommer les séries d'une certaine espèce, on saura intégrer les équa-
tions différentielles de l'espèce correspondante. 

Dans l'état actuel de la Science, il nous semble que, parmi les séries 
du genre considéré, on n'en sait sommer que trois espèces, à savoir 
les séries récurrentes sommées (' ) par Moivre à l'aide des fractions ra-
tionnelles, les séries que nous avons sommées (2) nous-mêtne à l'aide 
des exponentielles, et celles que nous avons sommées (3) à l'aide 
des logarithmes. Ces trois espèces répondent aux trois formes du terme 
général U„ données par ces trois égalités 

XIn — u
n

3c , 

TJ — -r" 

11 Λ(Λ-+·Ι)(Λ·4-2)...(Λ-|- / — L'I ' 

dans lesquelles nous désignons par t un entier supérieur à zéro et 
par u„ le terme général d'une série récurrente proprement dite quel-
conque. 

Ces trois formes du terme général U
K

, avec toutes celles qui peuvent 
s'y ramener, correspondent évidemment aux trois formes de la fonc-
tion F (n) que nous avons données précédemment (2), et les trois es-
pèces de séries que nous considérons correspondent aux trois espèces 
d'équations différentielles que nous nous proposons d'intégrer. 

C'est parce que nous savons sommer toutes ces séries que nous sa -
vons intégrer sous forme finie toutes ces équations différentielles. Si 

(M Miscellanea analytica. 
ι2 j Comptes rendus des séances de VAcadémie des Scienecs, séance du i5 avril 1878. 
(3) Ibid., séance du 16 décembre 1878. 
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l'on découvrait la manière de sommer une quatrième, une cin-
quième, etc., espèce de séries du genre que nous étudions, on saurait 
immédiatement, d'après ce qui précède, intégrer sous forme finie une 
quatrième, une cinquième, etc., espèce d'équations différentielles. Tl 
y a là tout un nouveau champ de recherches, pour ainsi dire 
inexploré. 

III. — Intégration, sous forme finie, des équations différentielles 
de la première espèce. 

8. La première e.-.pèce de nos équations différentielles est caracté-
risée (2) par l'égalité 

F(n)= ' . » 

dans laquelle/(«) est un polynôme quelconque, entier par rapport 
à η et à des exponentielles de la forme a". 

Pour toute équation différentielle de cette espèce, la formule (6) 
d'intégration prend la forme 

et, sous cette dernière forme, nous voyons que, pour exprimer Y sans 

Υ = Χ+ ^η/{η)νΛχ". 

Or/(«) et v
n
 sont deux polynômes connus, entiers par rapport à η 

et à des exponentielles de la forme a", dont les coefficients sont, dans 
le premier, numériques, et, dans le second, fonctions des constantes 
arbitraires C,,C

2
, ..., <!!„. Leur produit j{n)v„ sera tout à fait ana-

logue à chacun d'eux ; en d'autres termes, il ne sera autre chose que le 
terme général u

n
 d'une série récurrente proprement dite, dont l'équa-

tion génératrice se déduirait immédiatement de la forme même du pro-
duil/(n)fv Donc l'intégrale précédente peut s'écrire 

Y = X + ^ unxn, 
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série infinie, nous n'avons qu'à sommer une série appartenant juste-
ment à la première des trois espèces (7), que nous savons sommer. 

9. Les séries de celte première espèce ne sont évidemment autre 
choseque les séries récurrentes proprement dites.Depuis les beaux tra-
vaux de Moivre, d'Euleret de Lagrange, leur somme est bien connue : 
c'est une fraction rationnelle, dont le dénominateur est le polynôme 

entier en χ qu'on obtient en remplaçant χ par ^ dans le premier 

membre de l'équation génératrice et en multipliant ensuite par la plus 
haute puissance de χ qui figure dans ce premier membre, et dout le 
numérateur est un polynôme entier en x, d'un degré inférieur d'une 
unité à celui du dénominateur, dont les coefficients se déterminent à 
l'aide des coefficients des premiers termes de la série et qu'il faut 
multiplier par la puissance de χ qui figure dans le premier terme de 
cette série. 

La connaissance derr,, nous conduit directement à celle du dénomi-
nateur Φ(χ) de cette fraction rationnelle. Si nous en désignons le nu-
mérateur, dont les coefficients sont calculés comme nous venons de le 
dire, par l'expression φ{χ), puis que nous multipliions cette expression 
par ^1, nous avons 

Y = X 4- Χ-*" , 

et il suit de ce qui précède qu'au second membre de cette formule les 
coefficients sont ou numériques, ou exprimés à l'aide "des constantes 
arbitraires C,, C

2
, C„, .. C

M
. 

Telle est la formule générale d'intégration, sous forme finie, de 
toutes les équations différentielles de notre première espèce. Elle ne 
contient, on le voit, que des fonctions algébriques rationnelles. 

10. Dans les raisonnements qui précèdent, nous nous sommes ap-
puyé sur les racines, supposées connues, de l'équation caractéris-
tique 

K
0
a,/r-+- Κ

)
^-, + Κ2Λα-2-Η...-+-Κ4= o. 

Mais, chose, selon nous, très remarquable, pour intégrer il est inu-
tile de résoudre celte équation. En effet, connaissant d'une part 



38 D. AM DRE. 

I'equation génératrice de v
n

, de l'autre celle du polynôme/(/ij, qui 
n'est, lui aussi, que le terme général d'une série récurrente, on obtient 
immédiatement celle du produit^(ra) e„, c'est-à-dire celle de u

a
. Les 

racines de cette dernière équation génératrice sont les produits qu'on 
Obtient en multipliant chaque racine de la première équation généra-
trice par chaque racine de la seconde, et le degré de multiplicité de 
chaque racine ainsi constituée est la somme, diminuée d'une unité, des 
degrés de multiplicité des deux racines constituantes. 

On écrira donc, sans résoudre l'équation caractéristique, le dénomi-
nateur Φ(χ). Quant au numérateur φ (χ), on en déduira les coefficients 
de la considération des valeurs des premiers termes de la série que l'on 
somme, valeurs calculées en fonction des constantes arbitraires C,, C

2
, 

C
s

, ..., C„, soit à l'aide de l'équation différentielle elle-même, soir, 
pour les termes éloignés, à l'aide de l'équation dérivée. 

11. Pour donner un exemple, considérons l'équation différentielle 
déjà citée (5) 

(,R
4
 + .R

3
 H-AC-) — 4- (4^ --T- χ — 2 CR; — 4-(A.R- — χ 4- 2) Y — O, 

dont l'équation dérivée est l'équation 

1 γι»! J ! γί«-» — ο 

où nous avons à la fois 
F ( η j = -f - > 

Υ = 2, k — ι. 

L'équation différentielle cousidérée nous donne immédiatement 

Yo = Y»' -Cl, Y« = 

d'où nous déduisons 
X — o. 

L'équation génératrice de c„est 

x* -h χ r = o, 
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cl, comme ici /'«) est simplement égal à n, celle de u„ est 

(a;2 -+- χ + ι 2 --= o. 
Donc nous avons 

* =" , i χ · .r» = Λ'· 

En calculant les coefficients du numérateur à l'aide des valeurs de 

Y'o", Y"o2\ Υ'ο3,> Yo41. <J°mllies soit par l'équation différentielle elle-
même, soit, pour les dernières, par l'équation dérivée qui précède, on 
trouve finalement 

-\r C, H- ?· C| ) Λ? —j— 4- (jj.T* 

ou bien, en remplaçant simplement ^C, par C2, 

Y C,x -f- 1 (C, -j- ,r2 4- G.#3 

Telle est l'intégrale générale de l'équation différentielle considérée. 
Nous l'avons obtenue, on le voit, sans avoir eu besoin de résoudre 
l'équation caractéristique. 

IV. — intégration, sous forme finie, des équations différentielles 
de la deuxième espèce . 

12. Notre deuxième espèce d'équations différentielles est caractéri-
sée (2) par l'égalité 

1 (ni — . ' , 

dans laquelle s désigne un nombre entier quelconque, positif, nul ou 
négatif, etf(n) un polynôme quelconque, entier par rapport à « et à 
des exponentielles de la forme aK. 

Pour toute équation de cette espèce, notre formule générale Î6 
nous donne l'égalité 

y χ + S *'·. 
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laquelle, si l'on pose 
(n)v„= n

n+s
. 

peut s'écrire 

Ztn (n + s)\ ' 

ou bien encore, si l'on change la limite inférieure du Σ, 

Y =r X -H or' S ^ x\ 

Tout le calcul revient donc à sommer, sous forme finie, les séries 
dont le terme général U„ est donné par l'égalité 

[j - X” u„_ x , 

dans laquelle u
n
 représente le terme général d'une série récurrente 

proprement dite quelconque. 

13. Les séries dont le terme général pent se ramener à cette forme 
sont les séries de notre seconde espèce ( 7). Elles ont été sommées par 
nous dans un Mémoire inséré aux Annales scientifiques de l'Ecole 
Normale ('), et dont un résumé a été présenté à l'Académie des 
Sciences (2). Pour en faire connaître le résultat, nous rappellerons 
d'abord que, si l'on désigne par a l'une quelconque des racines de 
l'équation génératrice de u„ et par α son degré de multiplicité, on a 

"n= Σξ
α
(η)α*, 

en étendant le Σ à toutes les racines de l'équation génératrice et dési-
gnant par £„(«) le polynôme 

A0 -H A, « -t- A2«J -t- ΑΒ_, 

qui est entier en « et du degré α — i. 

(') Année 1879. 
'J) Dans la séance du i5 avril 1878. 
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Cela étant, nous avons prouvé dans ce Mémoire que, si l'on pose 

ΑΑΔΑΟΑ-Η ΑΛΙ )ΔΑΟΛ+,+ AA+S ΔΛΟΑ+2 + Αα_, ΔΛΟα_ι, 

on a identiquement, en convenant d'étendre le premier Σ du second 
membre à toutes les racines de l'équation génératrice et en désignant 
par e la base des logarithmes népériens, 

y —τ"=y y 

C'est là l'expression sous forme finie de la somme obtenue. 

14. Comme nous avons, évidemment, 

y ^ χ"—y —, χ" ~ y ^ Λ?" , 

nous pouvons écrire 

Y - X — or""5 ^ χ" -l- .r~*y y a''x ''Qa h e"x. 

Telle est la formule générale d'intégration des équations différen-
tielles de notre seconde espèce. On voit que l'intégrale qu'elle fournit 
ne contient, abstraction faite des fonctious algébriques rationnelles, 
que des exponentielles de la forme e"·1. 

Les équations différentielles linéaires à coefficients constants avaient 
déjà des intégrales de cette forme. Il en devait être ainsi, puisque les 
équations différentielles linéaires à coefficients constants rentrent dans 
notre seconde espèce, dont elles constituent une simple variété. 

On voit de plus que la formule que nous venons de donner néces-
site, comme dans le cas des coefficients constants, la résolution de 
l'équation caractéristique 

K0ar* -+- K,.rA-,.-t- 2 -+-.. . -+- KA = ο. 
Journ. de Math. (3e série), tome VI. — FÉVRIEB »880. β 
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15. Appliquons les résultats précédents à l'intégration de l'équation 
différentielle numérique de deuxième espèce 

x —— — îar x+ i) — ■+· 2 (a: -t- i)Y = o, 

dont l'équation dérivée est l'équation régulière 

(Λ γί„) „ (" 2)!γ(π-1) n 

qui nous donne immédiatement 

F(«) = 

ν = 2, k — i, f = —i, 

Nous avons ici, en nous reportant à la première forme de notre for-
mule générale (12), 

Y=x+y x". 

Nous tirons de l'équation différentielle elle-même 

Υ,-ο, V»=C„ Y'0
2,= C2 

et de l'équation dérivée 
Ρ„ = λ2". 

Il en résulte 
X = L(.r, 

"h— 8^2 2 —TAJJ2 , 

ν = 2, k — i, f = —i, 
et par consequent 

Y = C,;c+|C
s
xy -,xK. 

La somme de cette dernière série se voit d'ailleurs immédiate-
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ment; elle est égale à e2x — i. Donc nous avons finalement 

Telle est l'intégrale générale de l'équation différentielle considérée. 

V. — Intégration, sous forme finie, des équations différentielles 
de la troisième espèce. 

16. Les équations différentielles de cette troisième espèce sont ca-
ractérisées (2) par l'égalité 

dans laquelle s désigne un entier quelconque, positif, nul ou négatif, 
t un entier quelconque, mais supérieur à zéro, f{n) nu polynôme 
entier par rapport à » et à des exponentielles de la forme a". 

Pour toutes les équations différentielles de cette espèce, notre for-
mule générale d'intégration (6) devient 

Y = (G, — ±C
2
)x 4-{C2Teu, 

ou bien, en remplaçant C, — {-C2
 par C, et C2

 par C
2

, 

Y = 4- C^xe2*. 

_ (» + »)(» + l+l)...(»+I + < — l) 

(Λ + Î) (Λ 4 Ί + Ι)· · ·|Λ -J-Ί + ί — ι) 

Si nous posons 
J{n)v

n
= u,

l+s
, 

cette formule peut s'écrire 

γ=x -t- χ- y -— xn+s 
ou bien 

y=x h- x"& y .χ*. 
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17. Sous cette dernière forme, on voit immédiatement que la série 
qui figure dans l'expression générale de Y appartient à la troisième 
espèce de nos séries. Or nous avons sommé toutes les séries de cette 
troisième espèce dans un Mémoire récent, inséré aux Annales scienti-
fiques de l'Ecole Normale ('), dont un résumé a paru dans les 
Comptes rendus des séances de VAcadémie des Sciences (2), et qui 
repose sur cette égalité déjà rappelée (13) : 

ι·η- -?„(«)«"· 

Ce point de départ indiqué, nous avons trouvé que l'on a 

; ; τ— Ψί**") -t-S|-t-S2, 

à la condition : i° de représenter par ψ (a;) une fraction rationnelle que 
notre Mémoire donne le moyen de former et qui n'existe que dans le 
seul cas où l'équation génératrice de u„ a des racines dont le degré de 
multiplicité est supérieur à t; 2° de poser à la fois 

γγ f— la[—h\lax «Vr» aha*\ 

1 £4 — ι — Λ ) ! h ! βΑχ* \ ι κ h / 

en désignant par L un logarithme népérien et convenant d'étendre, 
dans chacune de ces deux égalités, le premier Σ à toutes les racines de 
l'équation génératrice de u

n
. 

18. On a évidemment 

„ n[n -i- ij. . .(« -ι- ί — ι) 

= ψ( χ) + S, ■+- S
2
 — ^ — ~—ή

 x
"· 

; ' ) Année it"8o. 
[') Séance du 16 décembre 1878. 
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Donc, pour celte troisième espèce d'équations différentielles, I inté-
grale esl donnée, sons forme finie, par la formule 

Y = X -t- α:_ίψ (ar ) -t- x-,S, -+- ac_,S2 —· ι-Λ r—^ f .χ", 

qui nous montre que Y se compose uniquement de fonctions algé-
briques rationnelles et de logarithmes de la forme L(i — ax). 

Nous voyons en même temps que, dans cette troisième espèce, notre 
mode d'intégration suppose la résolution préalable de l'équation ca-
ractéristique 

R0.rA -h Κ, xA-' H- R^"1 -h ... -t- Kt = o. 

19. Appliquons cette formule à l'intégration de l'équation diffé-
rentielle numérique du troisième ordre 

(.X
S

 -
 1

X
I + 12*) 2 ■+■ - 28X + 36) ~ -t- (4x - 14) g = o, 

dont l'équation dérivée est l'équation régulière 

«(»-+-ΐ)γ((1, _ (π — 2 )(„ — !) 2| _ 

qui nous donne à la fois 

Γ("; = „1 ' /(») = ■. 

v — a, k—-i, s — o, t = 2. 

L'équation différentielle que nous considérons nous permet de 
poser 

Y.= C
lt

 Y'
0
') = C

i
, 

mais nous montre que les quantités suivantes Y'*1, YISI, ... sont dé-
terminées en fonction des deux premières. Donc l'exemple qui nous 
occupe tombe dans l'un de ces ras exceptionnels (5) où l'intégrale 
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fournie par notre méthode n'est pas tout à fait l'intégrale générale de 
l'équation différentielle proposée. 

Quoi qu'il en soit, dans notre exemple, s étant nul,_/(n) égal à 
l'unité, et les racines de l'équation caractéristique égales respective-
ment à j et à la fraction ψ(χ) n'existe pas, et nous avons évidem-
ment 

v„ — (a)" + h ({)"■ 

On obtient facilement d'ailleurs 

X—G,, λ, = 24 C,, λ2 =—24 C2. 

Donc nous trouvons 

Y=c,+24c2y 

et, en appliquant à la série qui figure dans cette expression notre for-
mule de sommation, puis remplaçant a4 C

2
 simplement par C

2
, 

Y=C1+c,[(2-,)L(.-Î)-(Î-, 

Telle est l'intégrale que fournit notre méthode. Elle ne contient que 
deux constantes et, par conséquent, n'est pas l'intégrale générale; 
mais elle permet d'obtenir celle-ci-

En effet, d'après un théorème qui nous paraît dû à Lagrange, on 
peut diminuer^ l'ordre d'une équation différentielle linéaire d'un 
nombre d'unités égal à celui des intégrales particulières qu'on en pos-
sède. En appliquant ce théorème à l'équation proposée, on parvient à 

une équation différentielle du premier ordre, qui admet l'intégrale -■ 

Il suffirait d'ajouter ce terme à l'intégrale trouvée déjà pour obtenir 
l'intégrale générale cherchée. 
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VI. — Résumé. 

20. Dans tout ce qui précède, nous avons supposé nos équations 
différentielles linéaires dénuées de second membre. Comme on possède 
plusieurs moyens de ramener aux équations dénuées de second membre 
les équations qui en sont pourvues, il était assez naturel de ne con-
sidérer que les premières. Toutefois, nous pouvons faire remarquer 
que, dans le cas où le second membre est un polynôme entier en x, 
il est inutile de recourir aux moyens que nous venons de rappeler : 
nos procédés, tels que nous les avons exposés, suffisent alors à l'in-
tégration. 

2t. Quoiqu'il en soit, les résultats du présent travail peuvent se 
résumer ainsi : 

Les équations différentielles de notre première espèce admettent 
une intégrale composée uniquement de fonctions algébriques ration-
nelles ; 

Celles de la seconde espèce, une intégrale composée de fonctions 
algébriques rationnelles et d'exponentielles delà forme ax; 

Celles enfin de la troisième, une intégrale composée de fonctions 
algébriques rationnelles et de logarithmes de la forme L(i — ax). 

22. Cette intégrale est le plus souvent l'intégrale générale de 
l'équation différentielle considérée. Elle peut s'écrire sous forme fitiie, 
pour les équations de la deuxième et de la troisième espèce, dès que 
l'on sait résoudre l'équation caractéristique correspondante et quels 
que soient d'ailleurs dans celle-ci les degrés de multiplicité des ra-
cines. Pour les équations différentielles de la première espèce, l'inté-
grale peut s'écrire sous forme finie, d'une façon tout à fait immé-
diate, sans qu'on ait préalablement besoin de résoudre ni l'équation 
caractéristique ni aucune équation d'un degré supérieur au premier. 

23. La méthode d'intégration que nous avons exposée est une con-
séquence toute naturelle de nos précédents travaux sur l'intégration 
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des équations différentielles linéaires (') et sur la sommation des 
séries (*·). Au fond, elle consiste à développer l'intégrale cherchée en 
série et à sommer la série obtenue. Les formules générales d'inté-
gration que nous avons données pour nos trois espèces d'équations 
différentielles font connaître le résultat de cette double opération. 
Dans la pratique, et grâce à ces formules, notre méthode ne conduit 
qu'à des calculs simples, réguliers, exempts de tâtonnements. Elle 
s'applique déjà aux trois espèces très vastes que nous avons distin-
guées et étudiées. Nous avons vu qu'il suffirait, pour l'étendre à de 
nouvelles espèces d'équations différentielles, d'arriver à sommer de 
nouvelles espèces de séries. Aussi cette méthode d'intégration nous 
semble-t-elle intéressante, tant à cause de sa régularité, de sa simpli-
cité, de son caractère éminemment pratique, qu'en raison du grand 
nombre des équations différentielles auxquelles elle s'étend déjà et 
du nombre plus grand encore de celles auxquelles on ne manquera 
pas de l'étendre. 

(1 ) Comptes rendus, séance du 7 mai 1877. 
( = ' Ibid., séances tin 22 avril et dn 16 décembre 1878. 


