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INTEGRATION D'EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES. 27

Intégration, sous forme finie, de trois espéces d’équations
différentielles linéaires, & coefficicnts variables ;

Par M. Disiné ANDRE.

La seule méthode vraiment pratique que 'on posséde actuelle-
ment pour I'intégration, sous forme finie, des équations différentielles
ordinaires, est celle qu’on emploie pour intégrer les équations différen-
tielles linéaires @ coefficients constants. 1. objet de ce Mémoire est d’en
présenter une aulire, aussi pratique pour le moins que la précédente,
mais infiniment plus générale, puisqu’elle permet d’intégrer, sous forme
finie, trois espéces d’équations différentielles linéaires a coefficients
variables, et que c'est précisément dans I'une de ces trois espéces
que rentrent, pour y constituer une simple variélé, toutes les équa-
tions différentielles linéaires & coefficients constants.

Les équations différentielles de la premiére de ces trois espcces
s’intégrent, comme on le verra, sous forme finie, i I'aide des seules
fonctions algébriques rationnelles; celles de la deuxiéme, par des
fonctions algébriques rationnelles et des exponentielles de la forme a*;
celles de la troisiéme, par des fonctious algébriques rationnelles et des
logarithmes de la forme Li(r — ax).

Pour chacune de ces trois espéces, nous donnons I'expression gé-
nérale de i’intégrale, de fagon que celle-ci peut s’écrire sans ombre de
tatonnement. Dans la seconde et la troisiéme espéce, a la vérité, cette
expression suppose la résolution préalable d’une certaine équation
algébrique, que nous appelons I'dquation caractéristique de V'équa-
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tion différentielle & intégrer : la nécessité d’un pareil calcul se présente
déja dans le cas des équations différentielles linéaires 4 coefficients
constants, lesquelles rentrent d’ailleurs dans la seconde de nos trois
espéces. Mais, et c’est 14, ce nous semble, un fait trés remarquable, la
formule que nous donnons pour intégrer les équations différentielles
de notre premiére espéce n'exige nullement la résolution ni de cette
équation caractéristique, ni d’aucune équation algébrique d’un degré
supérieur au premier.

C’est en étudiant la sommation des séries entiéres que nous sommes
parvenu 2 cette méthode d'intégration pour ces Irois espéces d’équa-
tions différentielles. Cette méthode nous parait nouvelle; elle donne
Pintégrale sous forme finie; elle s'applique & un trés grand nombre
d’équations différentielles; elle offre surtout cet avantage d’étre tout
a fait pratique : nous I'avons résumée antérieurement dans une courte
Note que notre illustre maitre, M. Hermite, a bien vouln présenter (*)
A I’ Académie des Sciences.

1. — Prélininaires.

1. Soit une équation différentielle linéaire, d’ordre quelconque w,
sans second membre, & coefficients constants ou variables, et relative
i une fonction Y de la seule variable indépendante x. Si nous dési-
gnons par Y,, Y&, Y, ... les valeurs pour x = o de la fonction Y
et de ses dérivées successives, puis que nous prenions par rapport
ax les dérivées d’'un ordre quelconque, mais suffisamment élevé, des
deux membres de cette équation différentielle, en remplacant x par
zéro dans le résultat du calcul, forcément nous arriverons i une équa-
tionn ne contenant plus Y ni a, dont le second membre sera nul et
dont le premier sera la somme des quantités Y, Y§~, Y&, ...,
respectivement wmultipliées par des fonctions de n. Cette derniére équa-
tion subsistera pour toutes les valeurs de 7 supérieures 4 un entier dé-
terminé v, et nous la nommerons I'équation derivée de I'équation diffé-
rentielle considérée.

(1) Dans la séance du 3 [évrier 187q.
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A toute équation différentielle linéaire correspond une pareille équa-
tion dérivée. Celle-ci peut affecter évidemment une multitude de
formes diverses. Nous disons qu’elle est réguliere lorsqu’elle peut s¢
ettre sous la forme

K F()Y9 + K, Fln— 1)Y{ Y+ ... +KiF(n—A)Y) " =o,
dans laquelle F (n) représente une fonction quelconque de 7 et ou
les coefficients K ainsi que 'entier £ sont indépendants de n, ¢’est-i-
dire conslants.

Dans le présent Mémoire, nous n’étudions, pour les intégrer, que

les seules équations différentielles linéaires dont les éqnations dérivées
sont des équations dérivées régulicres.

2. Evidemment ces équations différentielles linéaires, assujetties a
avoir des équations dérivées régulieres, nesont point deséquations quel-
conques ; mais elles constifuent, dans la grande classe des équations
différentielles linéaires sans second membre et 4 coefficients constants’
ou variables, un geure fort intéressant et d’une trés vaste étendue.

Ce genre contient vraisemblablement une infinité d’espéces, carac-
térisées chacune par une forme particuliére de la fonction F(n). Nous
n’essayerons point de les classer : une telle opération est peut-étre
impossible. Nous montrerons seulement comment on est amené na-
turellement & les distinguer.

Jusqu’ici nous en avons distingué trois, renfermant chacune une
infinité d’équations dilférentielles linéaires que nous sommes parvenu
a intégrer tontes. Ces trois especes d’équations différentielles se-
seront pour nous, par une raison purement chronologique, les trois
premiéres espéces du genre. Elles sont respectivement caractérisées
par les trois égalités

F(H) = W,
F(n) = %y

F(u)=(”+’)("+s+l)...(n+;+,_x)

alf(n) !
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dans lesquelles nous désignons par £ un entier supérieur i zéro, par s
un entier positif, nul ou négatif, et parf(n) un polynéme quelconque,
entier par rapport 4 et A des exponentielles de la forme a”.

Si, dans la seconde de ces trois égalités, nous supposons s égal a
zéro et f(n) égal A Punité, nous trouvons que F{7n) est aussi égal a
’unité. Cette valeur de la fonction F (n) correspond aux équations dif-
férentielles linéaires & coefficients constants, et I'on voit par la que ces
derniéres équations différentielles rentrent, comme variété particuliére,
dans la seconde de nos trois espeéces.

3. Comme exemples d’équations différentielles linéaires numériques
appartenant respectivement  ces trois espéces, nous citerons :
Dans la premiére espéce,

ayY
dx?

dy
(' + &+ ) + (fa*+ 2 —2x) —+ (a2 —x +2)Y =0,
dont I'équation dérivée est I'équation régiiliére

Y . win—) e Y 2) e
nln™0© +(n—1‘,!(n——|)Y" +(n~2)!(n—2)Y” %
laquelle nous donne
1
F(n) = T

et subsisle pour toutes les valeurs de n supérieures 4 2;
Dans la deuxiéme espéce,

. Y

dzxt

—2x{x +1) :%(—f— 2(x +1)Y =o,

dont I'équation dérivée est I'équation réguliére

(r—1)! (
Y —

((7,__?;;§Y(JZ"’= o,

laquelle nous donne
F(n) = (n—1)L

nt

et subsiste pour toutes les valeurs de n supérieures a 2;
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Enfin, dans la troisiéme espéce,

&Y &Y dy
(° — ma?+ tax) o=+ (Sa® —28x -+ 36) >+ (dx—14) , =0

Y
dount 'équation dérivée est I"équation réguliére

nin+1) o __ (n—l)nYm_”_*_(n—z)(n—x)
( 17 (n-- 2)!

(n—2) __
n! 0 {n—1) Y3 -

laquelle nous donne

et subsiste encore pour toutes les valeurs de n supérieures a 2.
C'est a ces trois équations différentielles que nous appliquerons lx
wméthode d'intégration que nous allons exposer.

L. — Intégration, par les séries, de toutes les équations d_i)j‘érentiel[m
du genre.

4. En conservant les notations qui précédent, nous avons, d’apres
la formule de Maclaurin, '

Y=Y+ SV DY Dy
et cette formule nous montre que, pour déterminer Y, il suffit de cal-
culer les valeurs numériques des quantités Y,, Y, Y2, Y@, .... Ce
calcul est le fondement de la méthode générale que nous avons donnée -
naguere (') pour intégrer, a l'aide des séries, et quels qu'en soient
les coefficients et les seconds membres, toutes les équalions différen-
tielles linéaires. Nous ne faisons ici qu’appliquer cetie méthode gé-
nérale aux équations ditférentielles du genre que nous considérons,
c'est-a-dire aux équations différentieiles linéaires, sans second membre

(') Comptes rendus de I' 4cadémnie des Sciences, séance du 7 wai 1877,
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et a coefficients variables, dont P’équation dérivée (1) est une équa-
tion réguliere.

8. L'équation différentielie que nous considérons étant supposée
d’ordre @, nous pouvons, sauf dans des cas tout & fait exceptionnels
dont nous donnerons un exemple (19), nous pouvons, disons-nous,
attribuer aux o quantités Y,, Y, Y2, ..., Y&~ 17 des valeurs arbi-
traires. Ces valeurs, que nous désignerons par C,, C,, C,, ..., C,,
seront les constantes arbitraires de U'intégrale que nous calculons.
Puisqu’elles sont distinctes et que leur nombre est ordinairement
¢gal alordre w de I'équation différentielle, cette intégrale, ordinaire-
ment aussi, est l'intégrale générale de I'équation différentielle con-
sidérée,

I1 est évident que cette équation différentielle nous permetira elle-
méme de calculer de proche en proche, en fonction des constantes ar-
bitraires C,,C,, Cs, ..., Cy, les valeursdes quantités Y}, Yo+t Yo+, ...
Nous calculerons ces diverses valeurs jusqu’a celle de Y7 inclusive-
ment, v désignant (1) P'entier auquel l'ordre n de I'équation dérivée
est constamment sup:rieur.

Ces calculs effectués, le polynéme

, T g x? e x? 2. AR,
§°+;—! o -‘I—;"YU +3!Y0 ++J—,Yu,

qui constitue le commencement du développement de Y et qui pré-
sente v + 1 lermes, aura tous ses coefficients exprimés en fonction des
constantes arbitraires C,, C,, C, ..., C

o
6. Considérons maintenant Iéquation dérivée (1)

Ko F(n)YP + K, F(n — 1) YoV 4 K F(n— kY=o,

et posons
Fin) Y =o,.

Nous (rouvens cetle nouvelle équation

Koo+ Kyoy + Koo+ .0+ Ko, = 0,
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qui, de méme que I'équation dérivée d’olt on la tire, subsiste pour
toutes les valeurs de n supérieures a v, et sur laquelle nous voyous
que ¢, est le terme général d’une série récurrente proprement dite,
dont I’équation génératrice est I'équation

Koot + K &b + Kya* 24 ... + K, = o,

qui est du degré £, et que, par une extension naturelle d’une ex-
pression usitée, nous nommerons I'équation caractéristique de I'équa-
tion différentielle proposée.

En nous appuyant sur les travaux de Moivre (*), d'Euler (2) et de
Lagrange (®), nous savons, a l'aide des racines de cette équation
caractéristique, écrire v, sous la forme d’un polyndme entier par rap-
port &z et a des expounentielles de la forme a”, et présentant £ coef.
ficients indéterminés. Mais I'équation

F(n)Y)=v,,

que nous avons posée plus haut, nous donne

) __
Y, T F(n)

Donc Y’ s’exprime a I'aide d’ane expression connue de 7, qui con~
tient % coefficients indéterminés.

Evidemment, £ est au plus égal & la plus petite valeur possible de 7,
c'est-a-dire & v + 1. Donc nous pourrons toujours déterminer ces
k coefficients en fonction des w constantes arbitraires G, G, G, ...,
Co- 1l nous suffira, pour cela, de résoudre par rapport 4 ces & coeffi-
cients les £ équations du premier degré qu'on obtient en égalant les
quantités

[ [ [ I

Fo—4x1) Fh—d+a2) 7

v

F(v—1)" Flv)

('} Miscellanea analytica.
{2) Introductio in Analysin.
(*) CEuvres complétes, 17 série. .

[

Journ. de Math. (3¢ série), tome Y1, — Jawvier 1880,
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qui sont exprimées au moyen de ces coefficients, aux quantités cor-
respondantes
(v—k+1) v—k+9) fv—1) )
YooR bR YT, Y,

qui sont exprimées en fonction des constantes arbitraires.
Ces coefficients déterminés, et leurs expressions portées dans ¢, le

. o, .
quotient F—(;—) se transforme en une fonction de » et de nos constantes
arbitraires; la série dont il exprimait le terine général gagne les
ktermes YO ~F+1, YOR R L YO0 Y, qui précedent le terme YT ot
elle commengait d’abord. Si nous désignons par X le polynéme

x a—k

2
1y 3 Ty (v—k)
Yot Yo'+ 5Ye'+ - + g Ve
qui est entier en x et qui s’annule lorsque & est égal a v 4 1, inté-
grale dont nous nous occupons peut s’écrire

w+xm
— %
Y—X+Ewwmx’

v—k+1

et cette formule nous donne, i 'aide des séries, une intégrale, qui est
d’ordinaire Iintégrale générale, pour toutes les équations différen-
tielles linéaires appartenant au genre que nous considérons.

7. Cette intégrale se compose, on le voit, d’'un polyndéme et d'unc
série. Dés qu'on saura sommer cette série, on saura écrire cette inté-
grale sous forme finie, en sorte que l'intégration sous forme finie des
équations différentielles linéaires du genre considéré se raméne a la
sommation des séries entiéres dont le terme général V, est défini par
I'égalité

vll
=l F(n) x7

Vo

dans laquelle F(n) désigne une fonction quelconque de n et ou v, est
le terme général d'une séric récurrente proprement dite.

1l y a corrélation compléte entre cette intégration et cette somma-
lion, et par suite entre les équations différentielles linéaires, sans
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second membre et & coelficients variables, dont Yéquation dérivée
est réguliére, et les séries entiéres dont le terme général affecte la forme
qu'on vient d’écrire. Dans ce genre d’équations différentielles et ce
genre de séries, ou les espéces nous paraissent étre en nombre infini,
a chaque espéce de séries, caractérisée par une forme particuliére de
la fonction F(n), correspond une espéce d'équations différentielles,
caractérisée par la méme forme de la méme fonction. Dés qu’on saura
sommer les séries d'une certaine espéce, on saura intégrer les équa-
tions différentielles de 1'espéce correspondante.

Dans I’état actuel de la Science, il nous semble que, parmi les séries
du genre considéré, on n’en sait sommer que trois especes, 4 savoir
les séries récurrentes sommées (*) par Moivre a Vaide des fractions ra-
tionnelles, les séries que nous avons sommeées (*) nous-méme a laide
des exponentielles, et celles que nous avons sommées (*) a 'aide
des logarithmes. Ces trois espéces répondent aux trois formes du terme
général U, données par ces trois égalités

U, = u,x”,

U, n
= — X
" n! ’

B t,
== . -a”
U, aln+)ind2)..(n+t—1" 7

dans lesquelles nous désignons par ¢ un entier supérieur i zéro et
par u, le terme général d’une série récurrente proprement dite quel-
conque.

Ces trois formes du terme général U, avec toutes celles qui peuvent
s’y ramener, correspondent évidemment aux trois forme: de la fonc-
tion F(n) gue nous avons données précédemment (2), et les trois es-
péces de séries que nous considérons correspondent anx trois espéces
d’équations différentielles que nous nous proposons d’intégrer.

C’est parce que nous savons sommer toutes ces séries que nous sa-
vons intégrer sous forme finie toutes ces équations différentielles. Si

(') Miscellanea analytica.
() Comptes rendus des séances de I’ Acadeémic des Scienees, séance du 15 avril 1898.
{3) 1bid., séance du 16 décembre 1893.
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on découvrait la maniére de sommer une quatriéme, une cin-
quiéme, etc., espéce de séries du genre que nous étudions, on saurait
immédiatement, d’aprés ce qui précéde, intégrer sous forme finie une
quatriéme, une cinquiéme, etc., espéce d’équations différentielles. Tl
y a [a tout un nouveau champ de recherches, pour ainsi dire
inexploré.

1IL. — Intégration, sous forme finie, des équations différentielles
de la premiére espéce.

8. La premiére espéce de nos équations différentielles est caracté-
risée (2) par ’égalité :
1
F (’1) = m—m)
dans laquelle f(n) est un polynéme quelconque, entier par rapport
4 n et a des exponentielles de la forme a”.
Pour toute équation différentielle de cette espéce, la formule (6)
d’intégration prend la forme

o
Y=X Z (n)vzx”™.
+ ) Sf(n)vs

y—g+T

Or f(n) et v, sout deux polyndmes connus, entiers par rapport a n
et & des exponentielles de la forme a”, dont les coefficients sont, dans
le premier, numériques, et, dans le second, fonctions des constantes
arbitraires G,, C,, ..., G,. Leur produit f(#)v, sera tout a fait ana-
logue i chacun d’eux ; en d’autres termes, il ne sera aotre chose que Je
terme général u, d’une série récurrente proprement dite, dont I'équa-
tion génératrice se déduirait immédiatement de la forme méme du pro-
duit f(n)v,. Donc Vintégrale précédente peut s’écrire

-
Y=X+ z U, x”,
n

v—Kk-+1

et, sous cette derniere forme, nous voyons que, pour exprimer Y saus
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série infinie, nous n’avons qu’a sommer une série appartenant juste-
ment & la premiére des trois espéces (7), que nous savons sommer.

9. Les séries de celte premiére espéce ne sont évidemment autre
chose que les séries récurrentes proprement dites. Depuis les beaux tra-
vaux de Moivre, d’Euler et de Lagrange, leur somme est bien connue :
c’est une fraction rationnelle, dont le dénominateur est le polyndme

- . I .
entier en x qu'on obtient en remplacant x par - dans le premier

mewbre de I'équation génératrice et en multipliant ensuite par la plus
haute puissance de x qui figure dans ce premier membre, et dont le

numeérateur est un polyndéme entier en a, d'un degré inférieur d’une

unité 4 celui du dénominateur, dont les coefficients se déterminent i

'aide des coefficients des prewiers termes de la série et qu'il faut

multiplier par la puissance de & qui figure dans le premier terme de

celte série. :

La connaissance de u, nous conduit directement & celle du dénomi-
nateur ®(x) de cette fraction rationnelle. Si nous en désignons le nu-
mérateur, dont les coefficients sont calculés comme nous venons de l¢
dire, par expression ¢(r), puis que nous multipliions cette expression
par 2%+, nous avons

Y =X + CM x.vJﬁ-l ,
o(x)
et il suit de ce qui precéde qu'ausecond membre de cette formule les
coefficients sont ou numériques, ou exprimés a I'aide des constantes
arbitraires C;, C,, Cy, ..., C,.

Telle est la formule générale d'intégration, sous forme finie, de
toutes les équations différentielles de notre premiére espece. Elle ne
contient, on le voit, que des fonctions algébriques rationnelles.

10. Dans les raisonnements qui précedent, nous nous sommies ap-
puyé sur les racines, supposées connues, de 'équation caractéris-
tique

Koot + K, %' + Ky e* 2 ...+ K, = o.

Mais, chose, selon nous, tres remarquable, pour intégrer il est inu-
tile de résoudre celte équation. En effet, connaissant d’une part
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I'équation génératrice de v,, de I'autre celle du polyndme f(n), qui
n'est, lui aussi, que le terme général d’une série récurrente, on obtient
immédiatement celle du produit f(n}v,, c’est-2-dire celle de u,. Les
racines de cette derniére équation génératrice sont les produits quon
bbtient en multipliant chaque racine de la premiére équation généra-
trice par chaque racine de la seconde, et le degré de multiplicité de
chaque racine ainsi constituée est la somme, diminuée d'une unité, des
degrés de multiplicité des deux racines constituantes.

On écrira donc, sans résoudre I’équation caractéristique, le dénomi-
pateur ®( z). Quant au numérateur g (x}, on en déduira les coefficients
de la considération des valeurs des premiers termes de la série que I'on
somme, valeurs calculées en fonction des constantes arbitraires G,, C,,
C,, ..., Cu, soit 2 aide de I'équation différentielle elle-méme, soit,
pour les termes éloignés, a Yaide de I’équation dérivée.

11. Pour donner un exemple, considérons V'équation différentielle
déja citée (3)

’ a9 ayY \dY 2 34
(!t 4+ 2+ x?) o= + (42° +xt—2xj - (22 —x+2)Y=o0,

dont I'équation dérivée est I’équation

1 1

1 oYyt
utn 0 {n—1)lfn—1 " ° (n—2)t(n—2)

ou nous avons i la fois

L’équation différentielle cousidérée nous donne immédiatement
1Y 2
Yo=o0, Y¢=G,, Y§=©0C,

d'ot1 nous déduisons
X == o.

1/équation génératrice de ¢, est

x*+x+1=o,
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ct, comme ici f{n) est simplement égal a 722, celle de #, est

(x*+x +12=o0.
Donc nous avons
'}\ &+ N 4 dat {—731"

x4+

Y=

En calculant les coefficients du numérateur i Vaide des valeurs de
NoYE Yy v ; : ’ . ool
Y, Y2 Y2, Y, données soit par Véguation différentielle elfe-
méme, soit, pour les derniéres, par ’équation dérivée qui précéde, on
trouve finalement

Y — Ci+{fC:+ 2C))x + 1 Gy

ou bien, en remplacant simplement +C, par C,,
? Y 4§ 2 2

(1 T+z’}"’

Y — Cir 4+ 2/C, -Gl x? + Co2?

Telle est I'intégrale générale de 1’équation différentielle considérce.
Nous I'avons obtenue, on le voit, sans avoir eu besoin de résoudre
équation caractéristique.

IV. — [Intégration, sous forme finie, dles équations différentielles
de la deuxiéme espéce.

12. Notre deuxiéme espéce d’équations d:ftérentielles est caractéri-
sée (2) par 'égalité

daus laquelle s désigne un nombre entier quelconque, positif, nul ou
négatif, et f(r) un polyndme quelconque, entier par rapport a n et i
des exponentielles de la forme a”.

Pour toute équation de cette espéce, notre formule générale (6

nous donne V'égalité
- 2 f(ll w .
_} S :

k4
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laquelle, si 'on pose
e . (n)Vu: Hpys
peuts’ecrire
u,
Y=X+x° 2 __t{_xm—s,
n~s

v——l(+x

ou bien encore, si 'on change la limite inférieure du 2,

+=
u
Y=X+at Y Zan
n nN. .
v—k+s5+1

Tout le-calcul revient donc & sommer, sous forme finie, les séries
dont le terme général U, est donné par P'égalité

Uy n
U,= S x"

daus laquelle u, représente le terme général d'une série récurrente
proprement dile quelconque.

13. Les séries dont le terme général peut se ramener a cette forme
sont les séries de notre seconde espéce { 7). Elles ont été sommées par
nous dans un Mémoire inséré aux Annales scientifiques de UEcole
Normale ('), et dont un résumé a été présenté i I'Académie des
Sciences (*). Pour en faire conuaitre le résultat, nous rappellerons
d’abord que, si 'on désigne par a 'ane quelconque des racines de
I’équation génératrice de #, et par « son degré de multiplicité, on a

u,= 3¢,(n)a",

en étendant le = a toutes les racines de I’équation génératrice et dési-
gonant par E,(n) le polynome

Aj+-An+ A+ .+ A, n*,

qui est entier en netdu degré o — 1.

('} Année 1879.
{3) Dans la séance du 15 avril 1878.
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Cela étant, nous avons prouvé dans ce Méoire que, si 'on pose
INQua= ALAROF 4 Ap,  APOR ! - A APOM2 - A, ARCE

ou aidentiquement, en convenant d'étendre le premier = dn second
membre 4 toutes les racines de V'équation génératrice et en désignant
par e la base des logarithmes népériens,
@ e—1
n,
z et — E V ﬂhtha,h oo,

ant’ drnad f¢
o

u

C’est 1a 'expression sous forme finie de la somme obtenue.

14. Comme nous avons, évidemment,

+ @ += ve— A48
\'! « “, "
L] ” . n
\ = " — = a” —- Lot .
bedn 122 n 2. n I
vk 51 °© o

nous pouvons écrire
k45 ®—1

1, _ "
Y=X-—-a° St ‘EE atx"Q, e
n 7. ]

o

Telle est la formule générale d’intégration des équations différen-
tielles de notre seconde espéce. On voit que I'intégrale qu’elle fournit
ne contient, abstraction faite des fonctious algébriques rationnelles,
que des exponentielles de la forme e**.

Les équations différentielles linéaires & coefficients coustants avaient
déja des intégrales de cette forme. Il en devait étre ainsi, puisque les
équations différentielles linéaires i coefficients constants rentrent dans
nolre seconde espéce, dont elles constituent une simple variété.

On voit de plus que la formule que uous venons de donner néces-
site, comme dans le cas des cocfficients constants, la résolution de
I’équation caractérislique

Kot + K, + Kyt 2 +.. .+ K, = o.

Journ. de Math. (3¢ série), tome VI. — Fivrier 1880, 6
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15. Appliquons les résultats précédents a I'intégration de I'équation

différentielle numérique de deuxiéme espéce

x’%——nx(w+l)%+2(m+n)¥:o.

dont I'équation dérivée est I'équation réguliére

(2 —0! o0y (R —2) oy,
It (r—1)! Y=o,
qui nous donne immédiatement
(a—1)!
F(ﬂ) = al H

Nous avons ici, en nous reportant & la premiére forme de notre for-

mule générale (12),

On v/
Y = X—!—En(—"_l)!x .

Nous tirons de ’équation différentielle elle-méme
Y,—o, YP=C,, YP=¢,

et de I’équation dérivée
v, = A2
1l en résulte
X=Cux,

J— | — 4 —t
v,= £C;2" =41GC, 2",

@

1 2"—[ n
Y=Cx + ZCEEH—(”_I)!JC ,

et par conséquent

1 28
Y:C,x.+702x2 — X",
4 nrl

La somme de cette derniére série se voit d’ailleurs

immeédiate-
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ment; elle est égale & ¢** — 1. Donc nous avons finalement
Y = (C, —4C)x +1C,xe,
ou bien, en remplacant C, — +C, par C, et £ C, par G,,
Y = C,x + C,xe?.
Telle est I'intégrale générale de 'équation différentielle considérée.
V. — Intégration, sous forme finie, des équations différentielles
de la troisiéme espéce.

16. Les équations différentielles de cette troisieme espéce sont ca-
ractérisées (2) par I'égalité

F(n)= R+sYr+s+1)... (a4 s+t —1)

nlf(n) ’

dans laquelle s désigne un entier quelconque, positif, nul ou négatif,
t un entier quelconque, mais supérieur i zéro, f(n) un polyndéme
entier par rapport a n et 4 des exponentielles de la forme a”.

Pour toutes les équations différentielles de cette espéce, notre for-
mule générale d’intégration (6) devient

“+

= f<n)"" n
Y-——-X+ 2”(12—}—-.")(”—(*S+I)--'/\n+-’i—{--t_.|)x .

v— k41

Si nous posons
j(n>vn = Upass

cette formule peut s’écrire

e
Y=X+x° e xS

nl{A-+s){r+s+1)...(n4s+t-—)
v—k+1

ou bien
+o

. - Un n
Y=X+ a7 En IZ(R—{-!)...(ﬂ—i—t—l)'x ‘

y—k4s+r
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17. Sous cette derniére forme, on voit immédiatement que la série
qui figure dans I'expression générale de Y appartient & la troisiéme
espéce de nos séries. Or nous avous sommé toules les séries de cetie
troisiéme espéce dans un Mémoire récent, inséré aux Annales scienti-
fiques de I'Ecole Normale ('), dont un résumé a paru daus les
Comptes rendus des séances dz ' Académie des Sciences (), et qui
repose sur cette égalité déja rappelée (13):

= 3E,(n)a"

Ce point de départ indiqué, nous avons trouvé que I'on a

21111'\!1-**1)...[” +1_..)‘zn: q‘(x) +8,+8,,

" i la condition : 1° de représenter par ¢(2) une fraction rationnelle que
notre Mémoire donne le moyen de former et qui n’existe que dans le
seul cas ou ’équation génératrice de u, a des racines dont le degré de
multiplicité est supérieur a ¢; 2° de poser a la fois

t—t

S [— 1)b+ El— A ax @ ahat
‘-22 {t—1—n)tal akzh \ 1 _2—+"'+AT)’

t—

(— 15+ E(— &)
52_22 t—:—h'h g (1 —az),

en désignant par L un logarithme népérien et convenant d’étendre,
dans chacune de ces deux égalités, le premier S i toutes les racines de
I'équation génératrice de u,.

18. On a évidemment

F w

Uq
2,, n(n-u). .. (0= t—1)
v—k+s5+1
v—h+s
—_ — Ua "
=d¢(x)+ S+ 8, DTy vasy Fan
.t} Année 1:80.

( ) Séance du 16 décembre 1878.
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Donc, pour celte troisieme espéce d’équations différentielles, |'inté-
grale est donnée, sous forme finie, par la formule

y—k+s

. s s 4R e y n
Y=X+ax(x)+ xS, +x~'§, -T«E,,n(n+.)...(n+t—x)'7"

1

(ui nous montre que Y se compose uniquement de fonctions algé-
briques rationnelles et de logarithmes de la forme L(1 — ax).

Nous voyons en méme temps que, dans cette troisiéme espéce, notre
mode d’intégration suppose la résolution préalable de 1'équation ca-
ractéristique

Kot + K, 2t ' - K" 2 ... +- K, =o0.

19. Appliquous cette formule 4 Pintégration de I'équation diffé-
rentielle numérique du troisiéme ordre

3

&Y . &Y dY
. 2 o2 \ _
(x* — gx*+127) o5 + (5 — 281:-1—36);;;—1—(4.1‘ ——IA)(T‘ = o,
dont I'équation dérivée est I'équation réguliére
r(R 1) _{n—l\n a1} {n—2)(n —1) Gineg. __
12 n!W'YO _/(n~l)! o (r—2)! Y° =0

qui nous donne 2 la fois

n(n—+1j
n!

F(n;= s Fn) =1,

ve=2, k=2, s§=o0, tz=2.
L'équation différentielle que nous considérons nous permet de
poser
Y,=C,, Y(o”:Czl

mais nous montre que les quantités suivantes Y, Y3, ... sont dé-
terminées en fonction des deux premiéres. Douc I'exemple qui nous
occupe tombe dans I'un de ces ras exceptionnels (8) ou lintégrale
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fournie par notre méthode n’est pas tout a fait 'intégrale générale de
I'équation différentielle proposée.

Quoi qu’il en soit, dans notre exemple, s étant nul, f(n) égal a
'unité, et les racines de I’équation caractéristique égales respective-
ment a 7 et a §, la fraction ¢ (x) n'existe pas, et nous avons évidem-
ment .

Vn == Up =k (3)" -+ Aa (3"

On obtient facilement d’ailleurs
X==Cy, 2 =24C,, }y= —24C,.
Donc nous trouvouns

Y=C, + 24 sz ) —Gr x®,

n{r+1)

et, en appliquant a la série qui figure dans cette expression notre for-
mule de sommation, puis remplagant 24 C, simplement par C,,

r=eora[(F-)L(i-5) - (=) ()]

Telle est 'intégrale que fournit notre méthode. Elle ne contient que
~deux constantes et, par conséquent, n’est pas I'intégrale générale;
mais elle permet d’obtenir celle-ci.

En effet, d’aprés un théoréme qui nous parait di & Lagrange, on
peut diminuer, V'ordre d’'une équation différentielle linéaire d’un
nombre d'unités égal & celui des intégrales particuliéres qu'on en pos-
séde. En appliquant ce théoréme a I'équation proposée, on parvient a

. . eer . . . e o C
une équation différentielle du premier ordre, qui admet 'intégrale -

Il suffirait d’ajouter ce terme A l'intégrale trouvée déja pour obtenir
I'intégrale générale cherchée.
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VI. — Résumé.

20. Dans tout ce qui précéde, nous avons supposé nos équations
différentielles linéaires dénuées de second membre. Comme on posséde
plusieurs moyens de ramener aux équations dénuées de second membre
les équations qui en sont pourvues, il était assez naturel de ne con-
sidérer que les premiéres. Toutefois, nous pouvons faire remarquer
que, dans le cas ou le second membre est un polynéme entier en ux,
il est inutile de recourir aux moyens que nous venons de rappeler :

nos procédés, tels que nous les avons exposés, suffisent alors a 1'in-
tégration,

21. Quoi qu'il en soit, les résultats du présent travail peuvent se
résumer ainsi :

Les équations différentielles de notre premiére espéce admettent
une intégrale composée uniquement de fonctions algébriques ration-
nelles ;

Celles de la seconde espéce, une intégrale composée de fonctions
algébriques rationnelles et d’exponentielles de la forwe a*;

Celles enfin de la troisieme, une intégrale composée de fonctions
algébriques rationnelles et de logarithmes de la forme L(t —ax).

22. Cette intégrale est le plus souvent Pintégrale générale de
Péquation différentielle considérée. Elle peut s’écrire sous forme finie,
pour les équations de la deaxiéme et de la troisicme espece, des que
Pon sait résoudre 1'équation caractéristique correspondante et quels
que soient d’ailleurs dans celle-ci les degrés de multiplicité des ra-
cines. Pour les équations diffrentielles de la premiére espece, I'inté-
grale peut s'écrire sous forme finie, d’une fagon tout i fait immé-
diate, sans qu’on ait préalablement besoin de résoudre ni I'équation
caractéristique ni aucune équation d’un degré supérieur an premier,

23. La méthode d’intégration que nous avons exposée est une con-
séquence toute naturelle de nos précédents travaux sur I'intégration
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des éqnations différentielles linéaires (') et sur la sommation des
séries (?). Au fond, elle consiste & développer 'intégrale cherchée en
série et & sommer la série obtenue. Les formules générales d'inté~
gration que nous avons données pour nos trois espéces d’équations
différentielles font counaltre le résultat de cette double opération,
Dans la pratique, et grice & ces formules, notre méthode ne conduit
quwa des calculs simples, réguliers, exempts de tatonnements. Elle
s'applique déja aux trois espéces tres vastes que nous avons distin-
guées et étudiées. Nous avons vo qu'il suffirait, pour I'étendre a de
nouvelles especes d'équations_d:fférentielles, d’arriver i sommer de
nouvelles espéces de séries. Aussi cette méthode d’intégration nous
semble-t-elle intéressante, tant & cause de sa régularité, de sa simpli-
cité, de son caractére éminemment pratique, qu’en raison du grand
nombre des équations différentielles auxquelles elle s’étend déja et
du nombre plus grand encore de celles auxquelles on ne manquera
pas de I’étendre.

(') Comptes rendus, séance du 7 mai 1877.
{*) Ibid., séances du 22 avril et du 16 décembre 1878.



