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MOUVEMENT D'UNE COURBE FUNICULAIRF. 215

Sur Uétablissement des équations données par M. Resal

pour représenter le mouvement d’une courbe funiculaire
plane;

Psr M. H. LEAUTE.

Les équations du mouvement d'une courbe funiculaire plane ont
été donuées par M. Resal ('), qui, désignant par o 'angle de la tan-
gente avec I'axe des x, par ux et v les composantes normale et tan-
gentielle de la vitesse V, a obtenu la forme Ia plus simple a laquelle
puissent se ramener les trois équations aux différences partielles simul-
tanées qui détermiuent «, u et v en fonction de 'arc s et du temps 1.

Apres avoir établi ces équations, M. Resal, dans son Traité de M.
canique générale, les a appliquées au cas du mouvement lent (*) d'une
-corde dont un point est fixe.

Cette partie de la démonstration donne lieu i une difficulté qui m’a
paru réelle et qui provient de ce que M. Resal, n’ayant voulu traiter
que le cas ot la corde est trés voisine de la ligne droite, ce qui résuite
de son raisonnement méme, n’a pas indiqué explicilement celle res-
triction. Et comme la question du mouvement des courbes funicu-
laires est d’une sériense importance, tant par les difficultés mathémna-
tiques qu’elle présente que par les applications dont elle est susceptible,
comme d'un autre coté le travail de M. Resal sur ce sujet est aujour-
d’hui devenu classique, il est utile de signaler cette difficulté.

('} Comptes rendus des séances de I’ dcadémie des Sciences.
'} Traité de Mécanique géncrale, t. 1, p. 3a1.
que g » P
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J'aborderai ensuite le probléme dans toute sa généralité, afin d’é-
tablir les équations des petites oscillations d’une corde inextensible
dans I'espace. Les formules auxquelles je serai conduit n’ont pas
encore été obtenues, je crois; elles se réduiront i celles de M. Resal
dans le cas plus simple de la courbe plane.

Enfin J’indiquerai une démonstration directe de ce dernier cas en
me servant de la considération des mouvements relatifs, et la méthode
suivie, tout en ne conduisant naturellemeat qu’a des résultats déja
obtenus, aura du moins I’avantage de fournir une signification claire
des diflérents termes qui composent les équations.

1.

Discussion de la méthode suivie par M. Resal pour passer du cas
du mouvement quelconque d’une courbe funiculaire plane a celui
du mouvement trés lent,

Si I'on considére une courbe funiculaire plane, on a tonjours, aux
termes du troisiéme ordre pres, et dans le systéme de notations précé-
demment rappelé,

dv da
(1) LML=

équation qui exprime I'invariabilit¢ de longueur d’'un élément de
corde. :
Oa a de méme
du do da
— Y= = = 0.
(2) ds + ds dt o
Cela posé, M. Resal, pour le cas du mouvement trés lent, fait le
raisonnement qui sult : « Supposons que le mouvement soit. assez
lent pour qu’on puisse négliger les termes du second ordre en u,

d . . d .
v, Z? I’équation (1) donne F: = 0, et, comme un point de la corde est

fixe, il faut que ¢ = o, I.'équation (2) devient '

du do

a5 dr
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Ce raisonnement suppose implicitement que la corde s'écarte in-
finiment pea de la ligne droite, car cette condition est nécessaire

N dx
pour gu’on puisse affirmer que u - est du second ordre quand w, ¢

o

et “sont d i
" SO u prexmer.

En effet, on ne concevrait pas, a priori, que Péquation (1), qui ex-
prime simplement Iinextensibilité de la corde, changeat de forme
selon que le mouvement est lent ou rapide. On voit, au contraire, que

da d d d lors dx d . .
U E De sera du seconda ordre que Or&-que ;l—s- séra aaua pr‘emler‘, ce qu

nécessite que « lui-méme soit du premier ordre ou, si I'on veut, que
la corde reste treés voisine de la ligne droite.

11 est d’ailleurs facile de démontrer directement que ¢ ne peut
étre nul que dans ce cas. :

Pour cela, remarquons que la quantité ¢ représente la composante
de la vitesse suivant la tangente; elle ne peut donc étre toujours nulle
que si les deux extrémités A et B de I'élément considéré (') sont venues
en A’ et B’ sur les normales AA’ et BB’ & la corde en A et D. Or, si
Fon projette B' en &' sur la tangente en A & I'élément AB, la lon-
gueur A% sera égale & A'B, c’est-a-dire & AB, aux termes du troisiéme
ordre prés, et, par suite, B sera 4 une distance infiniment petite du
troisiéme ordre de la droite B'{.

Cela exige que I'angle BD'4" soit du second ordre, c’est-a-dire fque
les deux normoles en A et B fassent un angle infiniment petit du se-
cond ordre. Le rayon de courbure en A est donc infini, et I'élément
AB s’écarte infiniment peu d’une ligne droite.

Il est ainsi démontré que I'équation

n’est rigoureuse que lorsque la corde est rectiligne ou lorsqu'’il sagit
d’un point d’inflexion; elle pourra étre admise comme approchée
quand Farc que l'on étudie aura un rayon de courbure regardé
comme grand dans 'ordre d’approximation que I’on considére.

{'" Le lectenr est pri¢ de faire {a figure.

Journ, de Matk. (3¢ série), tome VI, — JumLer 1880, 28
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C'est ainsi, par exemple, que, dans le cas des cibles d’extraction
employés dans les puits de mine pour l'eniévement des bennes, I'é-
quation dont il s’agit sera évidemment applicable.

11.

Egquations des petites oscillations dans le cas du mouvement d’une
corde dans Uespace.

Pour établir les équations des petites oscillations d’une corde, nous
nous placerons dauvs le cas le plus général, c’est-a-dire que, au lieu
d’étudier simplement les petits mouvements en supposant la corde
primitivement au repos  écartée ensuite de sa ‘position d'équilibre,
nous examinerons les petites oscillations qu’elle peut présenter lors-
qu’elle était tout d’abord animée d’un mouvement permanent de vi-
tesse quelconque.

Le probléme ainsi traité aura non seulement une généralité plus
grande, mais surtout une importance pratique plus considérable,
puisque ce sera la question méme des cibles télodynamiques qui sera
ainsi résolue,

Désignons par x, 7, z, g, T les coordonnées rectangulaires d’un
point de la corde et la tension en ce point, p. étant la masse de l'unité
de longueur, par X, Y, Z les composantes de la force extérieure sur
'unité de masse, et par s et ¢ les deux variables indépendantes qui
représentent la longueur d’arc et le temps.

On sait que les équations générales du mouvement sont

&z d dzx
W~X+43(Tz;)’
Y +

&y d dr
O @ p (Tz;)’

d*z d dz

avec la condilion
dzr\? dy\? dz\"
(=) (Z) (@)~ (@) ="

qui exprime I'inextensibilité de la corde.
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Nous supposerons, ainsi que nous venons de le dire, que le moiuve-
ment permavent soit tout d’abord réalisé, et nous désignerons par V la
vitesse correspondante, qui, ainsi que nous 'avons démontré dans un
autre travail ('), est alors la méme en tous les points et est indépen-
dante du temps; puis nous imaginerons que I'on écarte légérement
la corde de cette position, et nous représenterons par x + x,, Y+
2+ 3z, u(T+T,), ce que deviennent les coordonnées du point con-
sidéré et la tension en ce point.

Si X,,Y,, Z, sout les accroissements qu'éprouve la force ex-
térieure X, Y, Z lorsqu’on passe du point (x, y,z) an point
{x+x, y+7,2+2%),0ona

d’(wd;';‘_'_) X+X,+=— [T+T.)_£ +"')]

Ply+r) _ r+y. §

d*{z 4 z, d —+ 3,
(dﬂ )'—'Z+Z4 ds[(T‘l'Ta) : z]

2o 2 2T

Ces équations deviennent, si I'on tient compte des équations (1)
et (2), et si I'on suppose les quantités x,, 7,, z,, T, assez petites pour

qu’il soit permis de négliger, par rapport a elles ou & leurs dérivées,
les termes du second ordre,

&

ds
d«
——=Y.+$<T AL -4 )
d dz, dz’
ac =Z, + I(T-‘E—I—T‘:E)a

dx dx, dy dy, dz dz, o
& d Thd T na o

d dr,

Posons mainlenant
S4+Vit=g

ie des Sciences, 10 novembre 1879.

(') Comptes rendus des sé de U Acadeé
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et prenons pour variables ¢ el ¢, ce qui nous permettra de comparer
le mouvement apparent de la corde qui oscille 4 la forme qu’elle a
dans I'état permanent, puisque la quantité ¢ détermine un point de la
corde qui, dans I'état permanent, occupe toujours la méme position
dans l'espace.

Les équations précédentes deviennent alors, en représentant T — V?

par &,
GE ood dz, dr d*z,
=Xty (G T ) = 2Vaw
Ay, o dy, dy v d*y,
() | “Y"*‘&;(Gdﬁ*“d—a —V o
d’z, d dz, L dz ) d’z,
w = b +2}<GE +Tig) =2V oo
dr dz, dy dy, dz dz, -
ds ds ds do + do da "

Nous allons maintenant opérer un changement de coordonnées ana-
logue a celui qui a conduit M. Resal, dans ie cas de la courbe plane,
aux équations les plus simples. Nous choisirons pour nouveaux axes la
tangente, la normale principale et la binormale a la courbe de repos
apparent au point considéré, c’est-a-dire que nous remplacerons les
axes correspondant & x,, ¥,,%, par d’autres dout les inclinaisons va-
rient & chaque instant, de maniére 4 se coucher sur les trois directions
dont il vient d’étre question.

Le nouveau systéme de coordonnées est donc variable 4 la fois avec
le point que I'on considére et avec 'instant dont il s’agit; toutefois,
sa position ne dépend que de celle qu’occuperait le point matériel, 2
Pinstant choisi, sur la courbe de repos apparent dans le mouvement
permanent, c’est-a-dire que de .

Afindesimplifier un peule calcul nécessité par ce changement d’axes,
nous remarquerons que, la direction des anciennes coordonnées élant
complétement indépendante de celle des nouvelles, il nous est permis,
pour obtenir les formules définitives, de supposer les premiéres coor-
données paralleles aux nouvelles a I'instant considéré et pour le point
que 'on envisage spécialement.

Cela posé, nous nous servirons, pour opérer la transforination d’axes
qui vient d’étre indiquée, des formules de M. Serret, et, comme elles
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nécessitent quelques calculs assez compliqués, nous donnerons le
détail des opérations.

Soient «, 3, 7 les nouvelles coordonnées dirigées respectivement
suivant la tangente, la binormale et la normale principale & la courbe

de repos apparent; si Pon désigne les angles qu'elles forment avec les
anciennes de la facon suivante,

a, J", Sy
%, Loy,
B' X, ¥ v,

N " " ,
1 X s My vla

et si 'on représente par p et r les rayons de premiére et de seconde
courbure de la courbe de repos apparent, on a, dans le cas général,

dcosk cosA”
—_—— T - 3
ds e
deos)h’  cosd”
ds 7
dcosd” cosh cos)’
Tds P r
dicos) cos) cos}  d [cosh’
dst p? rp T ds [ /..
d*cosi’ cosX cos)’ d [cos)”
Tder . T T rp 7% do r ’
d’cosh” d {cos) d cos)’} 1! ;30‘1"
ds*  —  do p do ro ” SA.

Dans le cas particulier ou les deux systémes d’axes sont paralléles,
on trouve

CosA =1, cosp = o, cosv = o, .
cosd == o, cosp! =1, cosy' = o,
cosA’ = o, cosp” = o, cosv’ =1,
dcoskh o dcosp o dcosy 1

de 7 de  ~ ? de g ?
d cos) dcosp! dcosy'

= o, —— =0, — =
de do da r
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deosd” 1 deosp” 1 dcosy”
ds ;’ & - r de  ~
afl
dicosdt 1 d'cosp 1 d’cosv (El
dat p_” de* - ;";, dg? = Tds
d('
2 cos)’ 1 dicosp’ 1 d*cosy’ __ ;)
da? ZI_;;’ det . r Tdet de
1 1
d? cos)\” d(;) dieosp” d<;> d?cosy’ 1 1
i de ? de  ds  do® ““'(F'*‘,T’/

On a d’ailleurs
x,= acosk + Bcosk’ + ycosk’,
= acosp—+ fcosp/4-ycosp”,
z, = acosy + 3 cosy’ + ycosy”;
on en déduit

dx,__da

do _de'_p’

@ _ B 1

de de  r’

d. d .
z.=_7+E+ .

a
E do r 4

da* do* do r rp r: do
1 1
di -~ d{ -
dz,  d’q da 1 4 dp 1 + (P) 4 (r) L
ds* ~ do? 2;9 2da'; do de 7 r’+p’

Afin de simplifier 1'écriture et de donner aux équations une forme
plus explicite en mettant en évidence des quantités utiles a considérer,
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Llous poserons

do g
e =
Z—l=4
UNE
Ces quanlités sont respectivement égales 4 'Z‘ ’ (:%', %; leur signifi-

cation géométrique en résulte alors immédiatement, si I'on se rappelle
que les quantités x,, y,, z, sont dirigées suivant les axes a, f, . La
quantité ¢ est I'allongement relatif de ’élément de corde; il est nul
dans le cas que nous traitons, puisque la corde est inextensible. v est
le sinus de P’angle que forme I’élément oscillant avec le plan oscu-
lateur Moy ou, si I'on veut, Faogle lui-méme, puisqu’il reste toujours
petit. Enfin w est 'angle de I’élément dont il s’agit avec le plan Maf3,
perpendiculaire & la normale principale.
Avec ces notations, les formules qui viennent d’éire écrites de-
viennent
dz, dy,
% =5

dx, de w d*y, ) © d*z, __dw [ ¥

- — =

de* T do [ da*  de  r’ de* ~ da ;+;.

dz,
€% =¥ T =

Sil'on remarque, de plus, que les quantités «, B, <y sont fixes lorsque
¢ est constant, on obtient
de, _dxa dy, g d, dy
@ T & @ Ta & T a
dizx, d*a d?y, _dB d'z, _dy
A T df’ de T’ df T ae’
dr  de d'y. __d} dz, do
dode  dt’

— [

dsdt — dt’ dade  dr

Eun tenant compte alors de ce que

dr dy dz
2;:[, ‘Ta_-zo, ‘Z:O,
d*x d*y &z
F:O, 71;=0, 52;)
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puisque les axes sont supposés dirigés suivant la tangente, la biuor-
male et lanormale principale, les équations du mouvement de la corde,
supposée inextensible, prennent la forme (en désignant par A,, B,, C,
les accroissements des composantes suivant Ma, M3, My de la force
accélératrice quand on passe du point M au point M')

| da [ dr,
P Il sl
op dz & w Y
zﬁ—'l"*‘d‘;‘?+5(2;*;)-* v
& .. a5 do A do | T,
ST ,+—m+c<—m+i>-—zvﬁ+~,
G) ¢ da do r dt
(L [1£3 T—o
‘[G' P— ?
a v __
e
a
i S
| da r P

11 suffit maintenant, pour passer au cas particulier de la courbe
plane étudié par M. Resal, de faire infini le rayon de seconde cour-
bure r. Les formules précédentes deviennent alors

(l’a*A @ dT,
7
& a [ _ds B
=B “E(%})— dedi’
dy d dw T,
(6) d_t’—cl ] (7;((50))-“2‘]"5-1—"’
dx 9
& p
dy a
d_D' p—-— .

Une remarque importante doit éire faite ici. Si B, ne dépend que
de 3, et si A, et C, en sont indépendants, la seconde équation ne con-
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tient pas I'accroissement de tension T, et elle est la seule qui renferme
la variable 8. Or 3, qui est dirigé suivant la perpendiculaire au plan
dela courbe, représente ce que I’on peut appeler Voscillation latérale.
On voit donc que, dans ce cas particulier, ces oscillations n’influent en
rien sur la tension.

11 est évident que la réciproque est vraie et que les variations de ten-
sion ne pourront produire d’oscillations latérales tant que B, ne cou-
tiendra que 8 et que A, et C, ne le renfermeront pas.

Ce théoréme, qui est évidemment applicable aux transmissions té-
lodynamiques, puisque, la seule force extérieure étantalorsla pesanteur,
les quantités A,, B, et C, sont nulles, nous montre que dans un cible
métallique les oscillations latérales v’ont pas d’influence sur la régu-
larité du mouvement et que, réciproquement, les changements de ten-
sion produits par les inégalités de vitesse des poulies ne peuventdonner
lieu directement 4 des oscillations latérales.

Les équations (6), relativesa la courbe plane, sont identiquesa celles
obtenues par M. Resal lorsqu’on se place dans les conditions ou il a
traité le probléme, c’est-a-dire lorsqu’on suppose que la seule force
agissante est la pesanteur, que la corde est tout d’abord au repos,
que le mouvement a licu dans un plan et que l'arc considéré ne
comprend gu'un tres petit nombre de degrés dans le voisinage du
sommet,

En effet, Ia pesanteur étant constante, les quantités A,, B,, C, sont
nulles; le mouvement ayant lien dans le plan des a7, on laissera de
coté I'équation en {35 enfin, la corde étant supposée primitivement au
repos, Vest égal a zéro,caTeto 4 s.

Les équations (6) prennent alors la forme

d*a T dr,
— T e ) e
dr PR
@y d{Tw) T,
= a Ty
(7) & g
r Pw(),
d
*'7*+3=w.
\ ds =~ p

Journ. de Math. (3¢ série), tome VI. ~ JuiLrer 1880, 29



226 H. LEAUTE.

Si I'on élimine T, entre les deux premiéres, on trouve

a (d T do dT = a&T
_(_7_5>.__,,,(_,+1_°_+_m_2>

(8) de \ ds [ I3 p ds ds
( do {_dT po) e 1 dp iy
+Es 2E+ P ds ds? p ds dr

On sait d’ailleurs que dans le cas de la chainelte, si I'on appelle ¢
I'angle de I'élément ds avec I'horizontale et R le rayon de courbure
au sommet, on a

R . Ry
P=cgg =Rtangl, T=_=
On en déduit
do T _ ar_ ST g
Z—ntange, ;.—gcosﬁ, d—s.._gsm6, = = 5 °08 6.

Si I'on suppose maintenant que I'angle ¢ reste assez petit pour qu’il
soit permis de négliger les termes qui le contiennent 4 une puissance
supérieure 4 la premiére, on peut écrire

e=R, s=RE, T=Rg,

dp T dT &T

— — _ £
x=2 ;=8 L=8% F=g

En portant ces valeurs dans les équations (7), on obtient, au degré
d’approximation adopté,

() dla f
9 @ = gﬁ)—‘}‘T’
d? dw T,
(IO) 'E‘%—Bgzi- E’
da v _
(ll) "l—s—l—{—o,
d:
(12) d—:+%=m,

etI’équation (8) devient

d; @
d’(—'———-
d. R d'e
(13) ————:" )=2%G)+Bg—d‘,;
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mais, si 'on dérive I'équnation (11) par rapport 4 s, 0on a

da 1 dy
ds*  Rds'

et 'on en conclut, par 'équation (r2),

dia x
R +g=o

el par suite
. § 5 k) . 5
o= smﬁfw cos 3 ds — cosifw sin & ds,

ou simplement, puisque I'arc -;{ est petit,
(14) a—_—;—‘(sfmds——fwsds).

Il résulte de la que la quantité o peut se mettre sous la forme
s,

azﬁw,

w’ étant une certaine quantité intermédiaire entre les diverses valeurs

de w.
Cette relation nous conduit a cette conséqnence importante que—&
est petit par rapport a w, puisque P'angle % est, par hypothése, petit.
. d . da . .
Quant 4 d—z ou, sil'on veut, R T;s il est du méme ordre de grandeur
ue w d’apres 'équation (12), etil peut étre pris égal a cette quantité
q P q ’ P pris €g q )

puisque %est négligeable.
Les équations (12) et (13) deviennent alors
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et la derniére peut §'écrire

’ 5\ d*w R d'v
o) 2(‘)—'_;{92_8, dr

= Oy
qui, sauf les notatious, est identiquement celle indiquée par M. Resal (')
pour les petits mouvements d’une chainette,

11 ne reste plus qu'a montrer comment la solution s'achéve par de
simples quadratures.

La valeur de » est donnée, comme on sait, par la suite

W= chos[(O -+ s)\/%+ 2

g, ¢, K et K’ étant des constantes.
Quant a7 eta a, ils sont fournis par les relations

7=fmds,,
a:éf'yds::fiffmds"'.

11 est d’aillcurs facile de reconnaitre, aI'aide d'une intégration par par-
tics, que cette derniére expression revient bien a Pexpression (14)
donnée plus haut,

Le probléme est donc complétement terminé, et nous avons montré
que I'équation finale donnée par M. Resal était non seulement exacle,
malgré la difficulté signalée dans le mode de raisonnement employé
pour I'établir, mais encore qu’elle ne supposait en rien I'hypothése
resirictive de la fixité des extrémiteés.

En résumé, il se produit dans le travail de M. Resal ce fait remar-
quable, que I’équation simplifiée & laquelle il arrive pour le cas de la
chaivette, lorsque ’arc ne dépasse pas une vingtaine de degrés, est
exacte, alors que I'équation dont elle dérive immédiatement n’est pas

cosK'(t +¢),

(') Voirle Traité de Mécanique générale de M. Resal, t. I, p. 329, § 97 : Equations
des petits mouvements d'une chainette.
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admissible dans le cas général. Il est intéressant d’expliquer la raison
de cette singularité.

Le raisonnement fait par M. Resal ponr traiter le cas du mouvement
tres lent suppose, comme nous I'avons vu, que la vitesse tangentielle
reste constamment nulle, c’est-a-dire (avec le systéme de notations
adoptées dans notre travail) que « reste toujours nul quand les extré-
mités sont fixes. Cette hypothése n'est pas rigoureusement exacte et
parait inadmissible a priori; mais il arrive, ainsi que nous 'avons dé-
montré, que, pour un arc peu étendu, « est petit par rapport aux
deux quantités y et w, de telle sorte que, en négligeant les termes en o
dés le début, on n’a pasaltéré, en fin de compte, 'équation finale en .

C'est la un point curieux de cette question, que les deux inconnues
principales o et y ne sont pas du méme ordre de grandeur, si bien que
la premicre, étant négligeable par rapport a l'autre, disparait des
équations qui donnent 7, et que 'on est ainsi tenté d'admettre qu’elle
est toujours nulle, On peut d’ailleurs, a priori, prévoir cette particu-
larité, car on sait que les fleches d’un arc d’un petit nombre de degrés
sont grandes par rapport aux différences entre cet arc et sa corde.

La méthode que nous avons suivie a ce double avantage, qu’en pre-
nant « pour variable principale nous évitons forcément I'erreur si-
gnalée et que nous obtenons la valeur de cette quantité «.

I11.

Etablissement des équations des petits mouvements d’une courbe
Juniculaire plane par la considération des mouvements relatifs.

Soient MM, la position d’un élément de cible dansla courbe derepos
apparent et M'M, la position du méme élément a un instant quel-
conque ().

Le point M’ peut étre considéré comme en équilibre sous I’action de

(') Dans tout ce qui suit, on distinguera par I'accentuation les quantités se rappor-
tant au mouvement réel; celles qui ne seront pas pourvues d’accent seront relatives i
la courbe de repos apparent i
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la tension pT" du cible en ce point, des forces extérieures et des
forces d’inertie dues 4 son mouvement.

Si donc on désigne par F, et F,, ¢} et ¢, les composantes des
forces extéricures et des forces d’inertie suivant la tangente et la nor-
male A M'M, en M’, on a

(16) R +F,+¢ =o,
(17) 7+ Erg=o,

s' et p’ étant I'arc et le rayon de courbure correspondant au point M’
dans la courbe M'M/, .

Prenons pour axes « et 7 la tangente et la normale en M a la courbe
de repos apparent et posons

(18) T=T+T,;
on a évidemment
ds’ ds
_/=_+d7
(19) g =5 +do

w étant V'angle de la tangente en M’ avec la tangente en M.
D’un autre c6té, si dupoint M, on abaisse la perpendiculaire M, m’,
sur la droite M’/ paralléle a la tangente en M, on a

M, i, = ds'sine;

or, si 'on projette M’ en P sur la tangente en M et M, en P, sur la
tangente en M,, on peut regarder M’ m', comme la projection sur I'axe
M+ du chemin M,P,M,PM’, et 'on trouve

M m,=dy+ a-‘;f‘

La corde étant inextensible, c’est-a-dire ds’ étant égal a ds, on déduit
des denx équations précédentes, en remarquant que w est petit,

_d-y «
(20) m__;g-f—;.
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Cela posé, la considération du triangle M', ', M’ donne
M, = ds + da — ?,

et,comme M, ne differe de ds que d’une quantité trés petite, puisque
l'angle o est lui-méme petit, on a

(21) ﬁ—Z::o

ds ?

qui est I'une des équations auxquelles nous sommes arrivés par la
méthode précédente. ‘

Représentons maintenant par A’ et C’ les composantes suivant M«
et My de la force extérieure agissant sur M’; on aura

F, = A’cosc.)—‘r—C'sium:A’—i—C’(g—i—s),
. a
F,= —A'sinw + Ccose = — A’(ZZ +§> + C.
De wméme
T R [ dy @
FeE e s )
’ ; d" o ’
?n:—?u E-‘—; +?T’

et il suftit de calculer ¢, et ¢ .

Pour trouver les valeurs des composantes suivant Ma et My de
'accélération du point M’, on regardera le mouvement de ce point
comme résultant d’un mouvement relatif par rappert aux axes en
question et du mouvement d’entrainement de ces mémes axes. Il faudra
donc, d’apres la théorie connue, calculer successivement Paccélération
relative, I'accélération du point M’, supposé fixe par rapport aux axes
mobiles, et enfin I'accélération centrifuge composée.

L’accélération relative a évidernment pour composantes, suivant Mg

d a L VI , A
et My, ;1; et d—;- Quant i I'accélération d entrainement, ses compo-

santes suivant la tangente et la normale i la trajectoire de M’ dans le
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s ay v ' ; .
mouvement d’entrainement sont T‘ et7,'—‘. ¥V, et r} etant la vitesse
1

de M’ dans ce mouvement et le rayon de courbure de la trajectoire
dont il s’agit.
Mais le mouvement d’entrainement élémentaire est une rotation
antour du centre instantané de rotation C de la courbe de repos appa-
. . . v . .
rent; la vitesse angulaire de cette rotation et la distance du point

M’ 4 Cest p — 7, puisque les quantités « et y sont petites : on a donc

V, = f’fv
On en déduit
I
dl| —
dv'x__ 2, <P)
Tdr Vi ds

car 7 est constant, puisqu’il s’agit du mouvement d’entrainement.

Quant 4 la composante normale %i, il faut, pour I'obtenir, calcu-
ler 7. ‘ '
Or, si l'on désigne par C' le centre de courbure de la trajectoire
d’entrainement en M’, on a, au degré d’approximation adopté,

fi=p—7+CC
et
cc Cp

T MM, —Cp’

Cp étant perpendiculaire 3 CM'.
On trouve aisément

on en conclat

et par.suite
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De la résulte

Les composantes de V’accélération d’entrainement suivant les axes
M« et M+ seront alors, en désignant par o 'angle MCM/,

1
. . I -
v, \ v, V! & . <p> &
—+e0sg — ——sing = —* — L —— = — V¥y L -4
ot i r, ot roop—y ds g?
’ . ’ )y ; > d(i>
{V v ay', « v \'E V2 2

T ds

av,y e, — T —_—— T
— smgo—i—r,I cosp = — = T T /P,+a\

Quant aux composantes de P'accélération centrifuge composée sui-

- V ds Vo
vant M« et My, elles sont évidemment 2= =T et -2 - .
On a donc
1
T
L D SR SR R
T de? p dt I / s
z( \
alt
i BT A B I PO LV
Ty at p dt g’ s 2

En portant alors ces valeurs dans ¢, et ¢, remplagant dans les équa-
tions (16) et (17)F,, F,, @, etg, par les expressions qui les repré-
sentent, tenant compte des équations du mouvement permauent de la

corde
dT \ —
71,;*%—; = o0,
T 2
-+ ——=o,
4 4

posant comme précédemment
A'=A+A,,
C=C+C,

Journ. de Math. (3¢ série), tome VI, — JuiLeer 1880, 3o
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et se rappelant les relations

S+ Vi=g,
de v
Z e
dy x
T, ™
T—V*=s,

on trouve, toutes simplifications faites,

dla ® dT,
a0 -—A‘—- 6;—5—"}:7
diy d(Ga) de T,
w =Gt — Vgt

qui sont identiques i celles que nous avons obtenues comme cas par-
ticulier de la question générale.



