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TRANSFORMATION DES FONCTIONS O. 187

Sur la transformation des fonctions ©;

Par M. DAVID.

Dans le Journal de Mathématiques (année 1858), M. Hermite, com-
prenant les quatre fonctions § dans une seule formule, a résola le
probléme de leur transformation. Toute fonction intermédiaire (*)
pouvant s’exprimer par I'une des fonctions 6, le probléme de cette
transformation est complétement résolu, au point de vue théorique
du moins. Si je reviens sur ce sujet (et il ne s’agit ici que des fonc-
tions du premier ordre), c’est que, tout en considérant immédialement
la question d’une mani¢re générale, 'on obtient en méme temps des
formules plus simples et plus symétriques. J'ai d’ailleurs 4 donner la
somme d’'une série qui est analogue 2 celle considérée par Gauss dans
son Mémoire sur certaines séries singuliéres, qui comprend quelque-
fois cette série, et qui est souvent plus générale; et ces deux questions
sont liées dans I'analyse suivante, de telle sorte qu’elles ne peuvent
étre séparées.

I. Toute fonction intermédiaire du premier ordre pouvant éire dé-
finie 4 un facteur constant prés par la formule

m=uw i
i

.2 —lamiz—¢)+mtu)
em(at +2bz) E e®

m=——w

bl

(*) Je me sers ici de la dénomination de forctions intermédiaires donnée par
MM. Briot et Bouquet (page 236 de la Théorie des fonctions elliptiques) i la classe
des fonctions dont les quotients expriment les fonctions doublement périodiques.
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on trouve pour la transformation du premier degré, c’est-a-dire pour
celle dans laquelle, les nouvelles périodes élant désignées par

(1) Q=po+qu, Q=ro+ s,
on a entre les nombres entiers p, ¢, r, s la relation

(2) ps—gr=1u;
on trouve, dis-je, pour cette transformation |'équation

m=zw

I riaz®obz ? lam(z— L34 m?w)
— @™ ) e

Vo

(‘%) m=—m»
\ m=
- _g-em‘[Az.’—&:Bz-—{%] 2 612;|zm(z—(7)+m’n'|
Vo ’
1 mo= — o
quelon peut écrire d'une maniére plus abrégeée, et sans réduire la
question, en remplacanta — A par aet 5 — B par b,

1 uzi(z“l--li), ':—i[lm(:—-ch’w’] g ﬂ[zm{:—(ip—’-m!n']
—e “ e* = — el .
Vo Ve

Cependant nous emploierons de préférence 1'équation (3) 4 cauce
de Ia symétrie qu'elle présente et qui doit s’é¢tendre aux formules de la
Iranstormation.

Ces formules sont les suivantes :

=7
a—A= w().’
W lela-myeponooream
€= C=—(sr-+ 2H)3 + (pg +2K) T
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les nombres entiers H et K étant tout & fait arbitraires; ou bien encore

[ . 9
(l—'A——-Ev
(4 bis) | Cla—A)+b—B=—2=2F

20

c—C=~ (pr-—z/z)z—{—(sq-—zk}m;’-

v

Les premiéres servent i la transformation du premier membre dans -
le second; les secondes 4 la transformation du second membre dans le
prewier. La symétrie est compléte, ainsi qu'on va le voir. Si I'on résond
les équations (1) par rapport 4 w et o', il vient

(5) o =sQ—qQ, o= —rQ+pQ,

et, si on les compare aux équations (1), on voit qu’on passe des unes
aux autres par le changement dep, ¢, r, sens, —gq, —r, p-Sil'on
désigne en outre par & et  les nombres entiers analogues a K et H, on
passera de I'une des transformations & 'autre par le changement des
quantités

w, W, p,q, s, a, b oc, h k

bl

dans les quantités
Q, Q, 5, —q, —r, p, A, B, C, H, K.

Il est clair d’ailleurs que les formules (4) et (4 bis) doivent atre
identiques; il en résulte les relations

6) { plsr+20) — r(py + 2K) = pr — 2k,
(6) q(sr+ 2H) — s(pg + 2K) = — s¢ + 24,

ou, ce qui revient au méme,

o sro+ 21l = s(pr— 2k) + r(sq — 2k),
{6 bis) g
L pg+ 2K = q(pr— 2k) + p(sq — k).
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1.'introduction des nombres 7, &k, H, K présente cet avantage, qu’on
peut toujours en disposer pour que les quantités ¢ el C soient com-
prises dans les parallélogrammes (w, o) et (Q, £').

Quant 4 la quantité, il ya plusieurs cas i distinguer.

1° La partie imaginaire de -~ étant positive
p g wQ P 3

-

Ky _ . g=i
. . —Ks{r—p—=}=i 1<
¢ impair, f=¢ (s ") e? (%),

(7) { g =a™p, e:e"“('—r—%)*"e"r‘[w*~——""”+"i*‘““-’](g),

_ _ _Kk . 1:_4‘ '3(p9+1l’+(ﬂ+l)’+p’—1
P G R : ](e).

q=22nﬁ’ =

. . .. q . ; .
2° La portion 1maginaire de ey etant negative,

L q=i
. . —-kp(r-{—s—-—)m — (p
= 7 4 <
q lmpalr, 3 e e ('I ’

k . =i SB—1)t —1)
(8) { g=12""""B, &= eﬁkp(]vﬂ_;)“em‘_[_“ﬁ—z(_-—'%g_b] (g)’

—iolr ._.If i _‘l_':_i . 3(SP—1 (1) 5T —1
q__:22n@, c—e P(l+: q)—ue ‘{ 5q + ](g).

Le symbole (5) est celui de la théorie des résidus quadratiques

étendu au cas ot les nombres p et g sont composés et premiers entre
eux, ¢ étant impair, et.les deux termes du symbole pouvant étre po-
sitifs ou négatifs. Toutefois il y a lieu de remarquer que, s’ils sont tous
deux négatifs, la loi de réciprocité n’est plus applicable; mais il est
toujours facile de transformer le symbole en un autre dans lequel un
des termes seulement serait négatif, ou mieux encore en un autre dont
les deux termes seraient positifs.
On a encore la transformation du premier degré avec la relation

(9) ps—qr=—1.
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Alors, au lieu de I'équation (3), il vient I’équation

il - o
v eni(az’+2bz)28m [2m (s —cj4-m?o)

. Vo
3 bis ) ; .
( ) e ef.i[“u-znz—‘j::"]Ee——%‘[zm(z—c]+m=n‘|,

LT e
et il faut, dans les formules (4), (4 bis), (6), (6 bis), {7), (8), changer
rysy,Qen —r, —s —Q.
Le cas de ps —qr=1 correspond aux fonctions § et le cas de

ps — qr = — 1 correspond aux fonctions ¥ de Jacobi.
Les formules précédentes donnent la somme de la série

=gt
(10) U= ¢

g=0

(p+?)ni+p’ "T",

au moyen de la formule

(”) U:ME!

la quantité ¢ étant déterminée par les formules (7), dans lesquelles on
changeK en — K et gen — ¢, les nombres ret s étant une des solutions
de I'équation ps — gr = 1, et les nombres donnés p et g étant premiers
cotre eux. Si'on représente la série (10) par la formule

L2
fom+ptp) —
e 7,

(l'l) U=

p=g—1

o
<

on dira que la somme est dounée par la formule (r1) quand, p et ¢
étant premiers entre eux, les nombres m et pg sont de méme parité.
Lorsqu’on fait K = o, on a la série

i ppti-l-?’,‘—ti
(13) U= 2 e 7,
Pyeer

dout la somme a été donnée par M. Hermite, dans le Mémoire cité,
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sans démonstration. Lorsqu’on y suppose p pair, celte série se confond
avec celle de Gauss
[ A Y T
; ¢t —
(14) U= 2 T

e=0

ou I'on suppose h et g premiers entre eux (attendu que, si ces nombres
ont un plus grand commun diviseur, ce cas se raméne immédiatement
a celui dont il est question). Elle ne comprend une série nouvelle que
dans le cas de p impair; on peut I'écrire alors

gri I’Elé. (q-n’p—t-i

(15) U=i1—¢€9 +¢ 7 —...2¢ 7,

le signe + étant relatif au cas de ¢ impair, et le signe — au cas de
q pair. Lorsque dans la série (10) on suppose p pair, il faut, d’apres les
conditions énoncées, supposer ¢ impair, tandis que cette condition
n’est point nécessaire pour la série (13). A ce point de vue, la série (10)
ne comprend donc pas complétement la série de M. Hermite et par
suite celle de Gauss. Lorsque p est impair, la série (10) ou, ce qui revient
au méme, la série (12), comprend bien la série (15) considérée par
M. Hermite ; mais, les nombres m et pg n’étant pas nécessairement de
méme parité, on ne peut pas toujours employer Ia solution de la for-
mule (171). i

Dans le Journal de Mathématiques (t. X11), Lebesgue a introduit
une nouvelle série de ce genre

LT er
6) U= e 7,

¢=0

;

I

dans laquelle il suppose % et g premiers eatre eux. Ce v’est un cas
particulier de la série (10) que lorsque p est pair ou g impair.
D'ailleurs les séries de Lebesgue ou de M. Hermite se déduisent avec
facilité de la série de Gauss. Je détermine les unes et les autres par
des formules analogues & celles que M. Hermite a employées pour
exprimer la série (13 ). (Voir § V.)
La série nouvelle que j’examine est donc a la fois plus et moins
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générale que celles dont il vient d’étre question. Mais elle ne §'y ramene
que par une marche bien différente et qui est liée étroitement i la
transformation du premier degré des fonctions intermédisires du pre-
mier ordre. Elle échappe a cette analyse quand les nombres m et Pq
de la formule (12) ne sont pas de méme parité; il semble que la solu-
tion dépend alors de la transformation de degré supérieur. Si cette
restriction, que les nombres m et pg doivent étre de méme parité, pou-
vait étre écartée, Ja série (10) comprendrait toutes les séries examinées
antérieurement.

Je passe a la démonstration des différentes formules ci-dessus.

l1. Une fonction intermédiaire, ayant ét¢ représentée, abstraction
faite d'un facteur constant, parla formule ’

m=n

31
\ P'azdiobzt — [rmi{z —c)+m2Q}
([7) j (Z) = pTiaz 26z} e’

’

m——o

peut aussi étre représentée d'une maniére analogue en se servant
d’autres périodes déterminées par les équations (1) et (2); et elle
s’exprime alors, toujours abstraction faite du facteur constant, par

. N Tz R
(18) Jla) = g P i e

. . . . . . (AJ' .
Il est facile en effet de voir que la partie imaginaire du rapport = étant
(2]

positive, ce qui est la condition pour que la premiére série svit con-
L o o . . .

vergente , la partie 1maginaire du rapport T est auss) positive si
ps — qr =1, ce qui rend la deuxiéme série aussi convergente. Clest Je
contraire quialieu,si ps — qr = — 15 et c’est pourcela que dans ’équa-
. . of , o ,

tion (3 bis) le rapport — est remplacé par le rapport — +* Sous le be-

néfice de cette observation et des indications données an § 1, nous

v'aurons pas a revenir sur la transformation relative au cas de
ps —qr=—1.

La premiere question a résoudre est de trouver des relations entre
les constantes a, &, c et A, B, G, pour que les deux formules {17}
et (18) soient identiques, abstraction faite du facteur constant,

.
Journ, de Math. {3® s¢rie}, tome VI. — Jux 1880, 22
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On sait que toute fonction intermédiaire satisfait 4 des relations

telles que _
S(5+ 0) = (3),
S+ o) = e f(z),
pourvu f{u’on ait entre les quantités a et a’ la relation
aw — a'w= anni,

n étant un nombre entier désignant I'ordre de la fonction. Dans le cas
actuel, la fonction est du premier ordre, et 'on a 7 :=1. 1l s'agit de
~ former ces relations pour les formules (17) et (18).

Ea remplacant, dans la formule (17}, rpar r + Q, elle devient

=i . .
- famig—c)+ 2mputamge +miu]

f(z + Q) = ni[a(z+a)’+zb(x+ﬁ)]26

.y . . i
On peut, dans la quantité sous le signe X qui a pour facteur =’

faire abstraction de 2mpw; car, quel que soit m, on a e*™™ = 1. Cette
cxpression peut ensnite s’écrire

2a(m+q)(z—c)+(m+q)o' —29(z—c)—q*e.

Pour formerla série, il faut donner a m toutes les valeurs entiéres de-
puls — oo jusqu’d + oo ; on obtient évidemment le méme résultat en
donnant ces valeurs entiéres 3 m + g. Le 3 de la formule précédente
peut donc étre remplacé par

— % lzq(z-—c)+q'-')2 ? Bmis —~c)+mru)
e e

On en conclut que la fonction f(z) satisfait 4 la relation

xi| 2 an—%s+an’+:bn—q’%’+zq£
feroy=elid l(a),
ui est relative & la période Q. Elle satisfait de inéme & la relation
q p

i)z+an"+:bn‘-—:’ 2 tas

Ja+ o=l =lra),

qui est relative 2 la période €',



TRANSFORMATION DES FONCTIONS 8. 195

On trouve plus_facilement encore. les deux relations relatives & la
formule (18),

j(z 4+ Q) — em‘(z Anz+Anz+2UD)f(z),
1:1'[3(An'—‘—;)z+An”v%+1BD'+::}-:]
S (z).
La comparaison des relations précédentes conduit aux éguations
P P q

suivantes, qui, en y ajoutant les équations (5), vont servir i la déter-
mination des quantités A, B, C :

fz+Q)=e

(19) AQ=a0—1,

(20) : AQ'———&:(JQ’«-E,

(21) AQ“+2BQ=aQ’+sz—qziu—’—i—zqf—%— 2K,
[~] (2]

(22) AQ7? ---%— + 2BQ + ag: a4+ 2hQ — s’%—’%— 232 + 2H.
Il y a quatre équations et trois inconnues; les relations (5) met-
tent de suite en évidence P'identité des équations (1g) et (20).
Substituant la valeur de A tirée de I'équation (1g) dans I'équation
(21), puis cette méme valenr de A tirée de I'équation (20) dans I'équa-
tion (22), les trois équations sont remplacées par

(4) a—A=21,

wll

—-"—9+2B&2:2b9—q“’%+2q£+21{.

w

—59—+2B.Q'+ 2(—:—_—217&2’-—_;2"’ _|_25.C_+3H,
© Q Q

@
Les deux derniéres deviennent ensuite, par des transformations faciles,

(4) cla—A)+b—B=—2I2K

. ¢ £
2(b — B)(¥ = —§r+25—2s5-—2H.
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En substituant dans cette derniére la valeur de ¢ déduite de la précé-
dente, on a
(sr 4+ ol — sipg + 2K}

2 ?

C((l-—-A)—*—b——‘B:q

puis, retranchant celle-ci de la derniére des équations numérotées (4),
/s . - . Q L Qf
(4) ¢ —C=—{sr+2H)=+ (pg + 2K)--
Les trois équations pricédentes, qui portent le 0°(4), sont celles de
méme numéro du § 1.
Quantaux équations (4 bis), (6) et (6 bis’, 1l semble que ce que F'on

a déja dit an § 1 suffit, Mais leur forme pcurrait faire croire que les
nombres % et & ou bien H et K qu’elles déterminent peuvent ne pas
étre entiers, ce qui serait un résultat absurde. 1l est facile de voir, en
écrivant

—2h= 2pH — 2rK -+ pris —q—1),

— 2k = —aq 4+ 2asK +sg p—1r —1),

que les nombres entiers pr(s — ¢ — 1) et gi(p — r — 1) sont toujours
divisibles par 2, et qu’il en est par suite de méme des premiers membres
de ces équations. En effet, d’aprés la relation ps — gr==1, on ne peut
faire que les six suppositions suivantes :

PP i e $, ¢, r impairs,
SPAI e e e e . Py g, rimpairs,
Py spairs.. ... e g, r impairs,
GPAIL .o e P 5, rimpairs,
rpAIr. ... P> §, ¢ impairs,
qyrpairs. ..ol P> $ impairs,

et dans tous les cas les nombres dont il s’agit sont pairs.

1. SiVon rétablit maintenant le facteur constant dont il a été fait
abstraction, il faut, pour achever de résoudre le probleme, le déter-
miner de maniére que I'équation

ami— - y Hmiz— e
cﬁi(az“_zbz) Ee“ [am{z—c)+ mtw] — Te““(“r *QBZ)EGH (emiz—C)+min]
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soit identique. L’idée qui se présente immédiatement est de faire

"z = o, etil vient
:-I (—ame -+ m?w)
E € ;
h{—c, 0,0

T= =
L amC o Q) 6,(—C, &, Q.’)
E et v

Mais, si cette solution se présente immédiatement, elle n’est pas la
plus simple.

M. Hermite détermine cette constante par I'analyse remarquable qui
suit, et qu'il est indispensable de répéter, soit a cause des différences
de notations, soit i cause du point de vue plus général ot nous nous
sommes placés, soit enfin & cause de quelques détails. Il y a deux cas
a distinguer, selon que la partie imaginaire de ;qﬁ oude a — A, ce qui
est la méme chose, est positive on négative. Nous considérons le pre-
mier cas.

Aprés avoir divisé I'équation ci-dessus par le factenr ™42+ nous
posons

:

(23) 9(z,m)—:_(a—A)z2+2(b——B+ﬁ>z——E—'E+m2"’—,
L N (A3 (5]

(2]

et elle devient

) = fam(z—C) - min]
(o) Y Y e

Il est facile d’établir 1a relation
(25) o(z+ nQ,m)=¢(z,m+ ng) (mod. 2).

En changeant dans (23) z2en 32+ Q el menm + ¢, on a les deus rela-
tions

oz + Q,m) = (a — A)(z + 0)?
+a(b——B-+——rs>(z.+Q)—~2———m+m’%,

o(z,m+q)={a—A)z*

+2<b—B+’%2>z—"_(ii“_q)_" +(m+q):z°’;

(] w
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en les retranchant I'une de I’antre et faisant quelques réductions, il
vient ‘
?(z+Q,m)—o(z,m+q)= 2K + amp.

On passe facilement de la 4 la relation qu’il s’agit de démontrer.

Cela posé, aprés'avoir multipliée par dz, intégrons les deux membres
de I'équation (24) suivant la ligne droite qui va de zéro 4 Q. En ce qui
concerne le second membre, P'intégration d’un terme quelconque
donne

a =i wi

—{2m {3 —~C)+m3Q) 0 —[—amC-+m? Q] .

f e dz = 2m1u'eo (e*™™ —1),
o

et Pon voit ainsj que chacun de ces termes est nul, sauf le cas on m est
égal 4 zéro. Quant i ce terme que 'on obtient en faisant m = o, son
intégrale est égale a Q. L'éqguation (24) conduit ainsi a-

o m==x
(26) TQ :f dz 2 enie(zm)

m=m—w

Sig est positif, 4 la place de celle-ci on peat écrire

a n=x n==x n=o
TQ = f dz[ Z emieEng) 2 ereEngy + 2 e‘l!im'l,nqd»g—l)]
3
o -

n=-x R=—x A==

et & cause de la relation (25)

R=x% L n== n==

. . _
(27) TO =f dz[ Z eTiE R0 2 erRE ) L 2 e-,.;iq;(,w'q‘”J.

Mais, si ¢ est négatif, en remplagant g par — ¢, cette relation (25) de-
vient '
o(z,m —ng)=9{3+ nQ, m) (mod. 2),

et a la place de (26) il faut écrire

nz==»

a d == n=—=®
TQ= f dzl 2 eriela=ng) 4 2 emRE 4 4 E e""?(h—”‘l*"‘”]'
”
o

n=—m= n=-—x n=—2x
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d'oti résulte encore la formule (27). Dans les deux cas on peut donc
poser

f=g—1 n==

(28) Te= Y y f " gmiotssann gy

=0 n=-—=x=

pourvu que dans la limite supérieure du premier = 'on ait soin de
prendre g avec sa valeur absolue.
Posons actuellement z + nQ = y, il vient

n—e

o n=w= rnQ - )
2 f TiG(Ene,0) fy 2 f e’r:i:p(r.p)dj ::f e™ee) d)".
n——w 9 n=—= na -

et enfin
p=g—t

(29) TQ = ; f D) iz,

L’intégrale qui entre dans cette formule a la forme

f * e~(a.z2+61:+c) d.Z‘,

42

T o \ .
et est égale a \/; e **, méme dans le cas ot les constantes sont ima-

ginaires, pourvu que la partie réelle de a soit positive, ainsi que |’a
démontré Cauchy (Exercices de Mathématiques, t. 11). Dans le cas
actuel, pour comparer plus facilement 4 Ia formule que nous venons
de trouver, nous écrirons

m ip-52)

— . \/—mi

la partie réelle de — mni étant positive. Or, d’aprés (23), on a
m=a— A, et nous considérons le cas ou la partie imaginaire de
@ — A est posilive; par conséquent, la formule ci-dessus est appli-
cable.
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En remplagant m par ¢ dans la formule (23), on a

. , (b — B + ﬁ)
__’ii__,ﬂ+ 2® N8
P 4m - ® © a— A
qui se réduit, en tenant compte des diverses formules relatives & la
transformation, a

n? (b—B)

P—gm=- i+ﬁ<.v+£)—f»
4m a— A q

27,
q

La formule {29) devient donc, tous calculs faits,

JAb—B®
—wi——L

=q—1
e a—A 9
T:——;:
-Q 0
— g — =
qm

pourvu que, dans le cas de ¢ négatif, on convienne de prendre, dans
la limite supérieure du 2, ¢ avec sa valeur absolue. De la on passe
immédiatement a I’équation (3) du § I,

2Ky, pEi
q(p + —-/u'.t—p'-T
e q 7

) :ﬂ oLy mis— i mt
1 e"‘l(ﬂzz+2l’2) ev amiz—c)+miu]

w
(3) AsisaB (b—ll;!] i ¢
€ Ti|Az2+2Bz— = lamz—Cism2e]
= ——¢ a—4 Ze“ )
Vo
en POSEH][
1
R ——
V- iq
e=g—1 SR\ . pmi
T
e=0

C'est, sauf la convention relative an cas ot g est négatif, la série (10)
du §1. On va voir qu'elle se raméne & la série de M. Hermite. -

IV. Le nombre K que nous avons introduit dans cette analyse est
arbitraire, ainsi que le nombre H. On a une transformation particu-
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liére en faisant K = o et H = o. Désignons par B/, (', ¢’ ce que de-
viennent les quantités B, C, ¢ qui sont les seules qui changent avec
les valeurs de H et K; la transformation correspondante est donnée
par les formules

= 1
[l———A——mﬂ7

4

Q
——— "“-—— -_— —_—
c—C=—sr-+pg—:>

nr__ Pq
c(a—A)+b——B_——2n,

=91

L PTi

I epmimgr I

El = eff’ e i b
v—ig 2 "

e=0

il — s L N ,,,'b—B'f] i mtig— € et
_’_e-ni(az’-e—zbz) s [2m{z—C}+m2e] _ E_er.x A7*+2B's Py Zeg Prmiz—Ci+m2Q
Vo 2 e

Quand H et K ne sont pas nuls, les formules de transformation sont
les formules (3) et (4) du § I auxquelles il faut ajouter

F=q -1 2K\ . p=i
== ¥ ST
Or, en comparant ces formules aux précédentes, on a

B=B-1, C=C—HQ+K;

d’ou il résulte, en substituant et désignant, pour abréger, par /(z) le
premier membre de I’équalion (3), qui est en méme temps le premier
membre de I'équation ci-dessus,

K\
! ﬂi[Az’+z(B—}i)z~Qﬂ] E-i{zrmz——('.+lln—lin’;+m! o'
f(z): -y & a—A Eeﬂ A

Vo

Par une transformation facile et analogue a celle qui a été employée
pour les formules (17) et (18), cette équation peut étre remplacée par
Journ, de Matkh. (3¢ série), tome VL. — Juix 1880. 26
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la suivante,

f(z):: ieﬁ[“’“‘“"”;——lr]e*h[m et a= Am"'—*'x—]z —Im(’—CHM’M
) )

En comparant 4 I'équation (3), on en déduil, apres avoir remplacé ¢ et
¢ par leurs valeurs,

=q—1

1 - .
2Ky . pri [20—B K _ p
2 ee(P+7)“—elT . e—Kr.: l—n—A1n+(—a—A)0’+ = +li ] V ppTi—gp?

Le premier membre ne contenant gue les nombres entiers p, ¢, K
il est clair que le facteur exponentiel du second membre ne peut con-
tenir que ces nombres ou des nombres qui en dépendent. C'est ce qui
se vérifie facilement au moyen des formules (4) et (4 bis); et il en ré-
sulte
e=q—=

(30) miﬂe’(’w’v)“—?"’i'_e‘“ repg ) 2 R

=0

La série du premier membre, qui est la série (10), est ainsi exprimée
par celle du second membre, qui est celle de M. Hermite. Quant aux
nombres 7 et s introduits dans le second membre, ils sont toujours
liés &2 ceux du premier membre par I'équation ps — gr=1; et il est
facile de voir, ce qui doit éire, qu’une solution quelconque de cette
équation ne change pas ce second membre. Seulement il faut remarquer
que dans la nouvelle série les nombres p et 4 sont premiers entre eux,
tandis que dans la série de M. Hermile considérée en elle-méme, indé-
pendamment de la question actuelle, il n’en est pas de méme.
Il reste & évaluer cetle derniére série.

V. Nous rappelons d’abord les formules suivantes données par Le-
besgne dans le Mémoire cité, pour exprimer la série de Gauss :
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en supposant h et q premiers entre eux,

q impair, V= Foa— (g} Ve
g =2f, V=0,
By g=a,  V=lie (TS )( )w,
g =225, = e (= ) ( >WI

Pour retrouver les formules de M. Hermite, il faut leur donner une
autre forme.”
En considérant le facteur

. k3 —« hBzi
14+ (—1) * i=1+4+¢e*,

Pélevant au carré, puis faisant l’opération inverse, on trouve

hgmi
L - k .. h
I+e * ==y2 e ‘ + z(cosTﬂ—f~zsxn—4—B>-

Sikf==*1 (mod. 8),0na

‘ ILE J— 1 .
cos 7
si AB===3 (mod. 8), on a
R L.
cos 7f = — —

Il en résulte que dans le premier cas

ABri hpwi

1+e * =yae‘,

et dans le second
ABwi hixi

1+e * :—-\/;e‘.

Or il est facile de vérifier que daus le premier cas on-a la congruence

2

B —1=34B 10 04 ),
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tandis que dans le second cas on a la congruence

3(Ap

rp— 1= =10 (mod. g),

sans que la premiére congruence soit satisfaite. On a donc dans les
deux cas

(32) A ot [

et les formules (31) deviennent
g impair V= e%iw_ﬂ,c) (

’ p Vg,
q =128, V =o,
33 1_1_1 ' .’i{hs—n’-i-tu A —
(33) g =2™p, Ve [ B ——— ]<E)\/2(],

=i l_+_3(/15—1)’~4—A’3—11’+r]’—x -

gm g, vl )

Si % et ¢ n’étaient pas premiers entre eux, on poserait, en appelant
leur plus grand commun diviseur,

14

h=dk, q=/dy,

et 'on aurait

ce qui raménerait aux formules précédentes.

Celles-ci conduisent 4 exprimer la série de Lebesgue

e=gq-—1 .
1= 3
e=0

par les formules suivantes :

| ¢ pair, T=o,

_ hmi a_:_i[H3(hq—x‘y'+(q—x)’+h’—x] N -
kimpair, T=e *7¢* * (‘)Wh
q

hwmi o =i

hpair, T=e @er """ (f) Vg3

(34)

q impair,

q.
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% et g sont encore premiers entre eux, et s'ils ne I'étaient pas, en dési-
gnant par d leur plus grand commun diviseur, on aurait comme pré-
cédemment
Pg -t o+ 2 & i
T=d 2 e* 7,

p=0

Soit d’abord ¢ pair, et posons ¢ = 2*f3, 8 étant impair. En considé-
rant dans la série des termes i égale distance des extrémes, savoir

pt4p zhwt 2%p—p—1124+2%p —¢—1 2AnS

L3 2z
e’ e, e 3,

on voit que ces deux termes sont égaux et de signe contraire. IVou
T = o; c’est la premiére des formules {34).

Soit ¢ impair; on peut supposer % pair on impair. Counsidérons en
premier lieu le cas de & impair. On déimontre facilement la formule

¢=8g—1 F:zimi ! 9:’;.’””- Ari G e 2kt
Eeﬁfl:—_—ze“]—l—e“’ 26’ 5
¢=0a p=0 p=0

en divisant la somwe du premier membre en deux autres, dont'une
correspond aux valeurs paires de p etI'autre aux valeurs impaires. La
seconde partie du second membre peut ensuite étre partagée comme il

suit :
p=2g—1 N p=2g4—1

p=0 p=0

et,endéveloppant (p + 2¢)*=p* -+ 4qp + 4¢*,ous’apergoit quecesdeux
sommes sont égales et par suite nulles, puisque la premiére est nulle
en vertu de la seconde des formules (33). La seconde partie du second
membre se partage de méme en quatre sommes que I’on reconnait étre
égales entre elles, et I'on a, par suite, la formule réduite

ki TG
Le 1T = 2 e
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*« d’oti, en employant la quatriéme des formules (33), on déduit la se-
conde des formules (34).
Lorsque % est pair, on peut poser 2 = 2%p. On emploie la formule

e=bg—1t L 2%pi g=2g —1 LI = pm P=2G=1 G i

eaﬂ rrE eer FT
o SR

=0 p=0 ¢=0

qui se démontre comme il a été dit précédemment, et que I'on réduit
de mméme i la suivante

e=bg—1 z p:l =q- 2 pxi S 2pai e=q—1 o149 22 ipwi
1 - —
@) ;)¢ Z Te 7 Y et

=0

p=0
Si @ = 1, et par suite k= ap, il vient par les formules (33)

Q)= (i

pxi %(pq—xl’+lq-—n!
e T = et [ T+

puis par la formule (32)

_h_ﬂ ’:[,. ez (
4q gé

a

C’est la troisieme des formules (35) quan\d on raméne le symbole (5)

q

A . . . .
_an symbole (;) - 8i a2 = 3, et par suite 2 = 4 p, dans le premier membre

o ; a—{ 7
de la formule(35), la fraction 2:;” se réduit 3 2 2:"' » les deux termes

de la fraction étant divisés par 2; il en résulte que ce premier membre
est égal a
e=2g—1 L apri
e * =o.
p==0
11 reste donc

A5 PR S~ [
T=—e 7¢° (q)‘/q—e ey ()

d’ott 'on passe immédiatement i la troisiéme des formules (34).
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a >> 3, le premier membre de (35) se réduit, 4 cause du diviseur 4, a
p=g—1 a2
S
et il vient

SR pn g

—_— ‘"_i(q_,]a 9%--3 — 2|,]_,7: pa—t —
S ()G

d’ou 'on dédnit encore la méme formule en remarquant que

=)= (5)

: ‘ .
puis ramenant le symbale (g) au symbole (E)

Revenons maintenant & la série de M. Hermite, et, supposant g po-
sitif, représentons-la par

p=g—t L p=g—r .
pri . W7

T+ p2h— —ppri4pt—

U= E T = e T

e=0 o=

<

Eo admettant que p peut éire positif ou négatif, tous les cas sont
compris dans cette forme. Quand p est pair, la série se réduit a celle
de Gauss, et il 0’y a rien & examiner de nouveau : il 'y a de série
nouvelle que pour p impair. Elle s'exprime par les formules

'1 ¢ impair, U:eﬁ?iq_n(g) \/<—].
b DR 1) 3 Sl il St Vil P
(36) | g=atp, ym= e ) g
b DN 1) 4 St d ot ) Tk sl beutd
q=2*3, U=e"[ & : ](ip’)\/t_l

Si g est impair, on pose
p=mq-+ an,



’
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m é1ant nécessairement impair. La série U devient

p=g—1 e’znxi ‘—itq—)’ 'n -
U= E e 7 —e* { )\/q.

\g

1}

Les régles relatives au calcul des symboles font voir que

()= )™

Mais de la congruence 2n = p (mod. g) il résulte

ar\___ {p\.
(5)=()
faisant ensuite les subslitutions convenables, on trouve la premiere
des formules (36).
Soient maintenant ¢ pair et ¢ = 2°f3; en réunissant, ainsi qu’on I'a
fait déja, les termes positifs qui correspondent aux valeurs paires de g
et les termes négatifs qui correspondent aux valeurs impaires, on a

¢=2" gt 2p wi pri e=2*"MB—x g1ug 4pzi

(37) U= z oF T g 2 e

e=0 p==t

chacune des séries dontse compose la série U étant déterminée par les
séries V et T. A cause du plus grand commun diviseur 2, la seconde
somme, abstraction faite du facteur, est égale a

e=3""TB—r1 oiip 2pmi
z gaag

2 e ,

¢=0

et, en admeltant & >> 2, cette série est nulle, de sorle que I’on a sim-
plement ’

p=""'p—1  apxi

P“—[

p=0
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série dont la somme a é1é6 donnée précédemment. Si o= 2n+1, 82
valeur est déterminée par la troisiéme des formules (33); si « = an,
elle est déterminée par la quatriéme. On obtient ainsi les formules

i
—=pq
données par M. Hermite. En y introduisant le facteur ¢ * ', qui est

égal a I'unité, puisque% est au moins égal &4 2, on a la deuxiéme

et la troisi¢éme des formules (36).
Reste & démontrer les deux cas d’exception o= 2, @ =1 et ¢’est
précisément pour obtenir, dans ces deux cas, les mémes formules que

=i
. . —pg
nous avons introduit le facteure * .

Si o = 2, d'olt ¢ = 4, la premiére série du second membre est nulle,

et 1l reste
51

U= %92 e

p=0

qui se rédunit, A cause du plus grand commun diviseur 2, a

v —2 %

Les nombres p et 3 étant tous deux impairs, le signe — peut étre
_pgsi X
remplacé par le facteur ¢ * | et I'on retrouve la troisiéme des for-

mules (36).
Sia=1,d'ou g= 28, on a, d’aprés les formules (37), (33) et (34),

? :p'lu

, U:ﬁ““"( )vﬁ_e‘(:pﬂ PH)(%)\/E

) piri
_c%xﬂ—u' ) ~1—e " :

De la formule (32), en changeant p en — p, on déduit

pe=i

-T2 =i 3{pE+1)?
I-t+e€ — o [H‘"—‘_": ].
= ?

Journ. de Math. (3¢ nérie), tome V1. — Juix 1880. ’ 27
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uis, en remarquant que 8- ==
’ q
=i A =i A(ph+1)?
—if=1)2 r — —[r+———-—-—}
—p8 .
U._e (ﬁ) vge' SRS

cette derniére conduit immédiatement 4 la secende des formules (36).

VI. Pour obtenir la valeur de ¢, qui achéve de réduire & une iden-
tité équation (3), il faut remonter i la formule (30), dont le premier
membre est exprimé par la série U, quand cny change p en — p, etiil

faut, en outre, diviser U par y—igq. Par ce changement, les for-
mules (36) deviennent d’abord

“igenf— p\ -
¢ ( 71>W’

=i 3PPt 1)
f[l”l"-'*-‘——;—"‘] (—p\ -
e’ J

g Ve,
‘K_i

rpq+l+3(pa+x)'+1‘s-—x)’+p=—x . _
ett : ] ( —{,B) e

puis, en les divisant par y— /g et remplagant le symbole (Z,f)

R—E(P;l\ . . .
ar e® £, il vient, tous calculs faits, les formules (7).
p y ’ \7

B
Ces formules supposent ¢ posilif, tandis que dans le probléme de la
transformation ¢ peut étre négatif. S'il en est ainsi, posons ¢ =—g¢'.

D’apres ce qui a été dit & la fin du § III, la série U doit étre remplacée
par la série

e=g ! 2Ky vwi
v= Y G i

a la place de la formule (30), ona
f=g¢g'—1 ¢==q —r

zl(‘) N PEi 7 Ky _ ! i pxi
plp—=)ri+pt— Kelrep+—j=i PRIt
R

§=0 . =0
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et dans les formules (36) il faut simplement changer ¢ en ¢’; au lieu

de diviser par y— ig, il faut diviser par yig', et 'on obtient, en résumé,
cu remarquant que

eK.srni :e—li.frni‘7 eK:px,‘ — e——llspm’

a la place des formules (7), les formules

7

B EY . i
i 1)

9
e—Ks(r—pﬁ—%) i e?[—»q'p +3""9'”‘”:+l§' — v)’] (_f:' )’
g

Si I’on y change g en — ¢', a cause de
8 V)

9= (5)

elles se réduisent aux formules (7); et ainsi il n’est pas nécessaire de
distinguer le cas de ¢ positif du cas de ¢ négatif.

- r . N . . . f
VIL. Considérons maintenant le cas ol la partie imaginaire de J(;
o

est négative. Au lien de I'équation (3), nous poserons

. * fi Kl . mi
1 Ti{A3*+2B3) ﬂ[zm(z—(})+mfn‘] g rilast42bz— —iam =t s mte
e el ——— A—a "

=
Yo
en considérant les périodes Q, Q' comme les périodes primitives. Alors,
en opérant comme précédemment, il y aura dans le premicr membre
la quantité A — a, c’est-a-dire la quantité r.:]—n changée de signe; tous

les calculs du §IIf deviennent applicables, et il v’y a qu'a changer,
ainsi qu'on I'a dit au § I, les quantités

w, oy p, q, 1y 5, a, b, ¢, hy k,
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dans les quantités
Q, Q,s, —g—r, p, A, B, C, H, K.

La quantité ¢ se trouve déterminée par le méme changement, et I'on
a, ala place des formules (7),

k . g=i
—kpl—r—s4- | mi —I1 ]
f=e 4 ") e ! <_q>’

AT [ PR}

i —1 ). —1)t { P
. ""”(_"”3)" L _,,,+&L>__+_(g__l_r_'__'] s
g=e e -Tﬁ .

Or,de ps—gr=1, c’est-a-dire delacongruence ps= 1(mod. foumod.g),

() G)=(5)=G)=+=() (=)

Posant alors e = 5, pour revenir a I'équation (3), on trouve les for-
mules (8).

VIII. Nous avons supposé les nombres 2, ¥, H, K arbitraires et liés
par les équations (6) et (6 bis). La détermination de ces nombres peut
se faire en précisant les valeurs des quantités ¢ et C introduites dans les
expressions des fonctions intermédiaires.

D’abord, dans toute fonction intermédiaire,

% i{as? 4+-253) ':i[z m 3{--C}+mte']
fla)=e Y. ,

on peut considérer la quantité ¢ comme comprise dans le paraliélo-
gramme des périodes (w, w’). Car s'il en est autrement, ¢ étant une
quantité comprise dans le parallélogramme, % et & des nombres entiers,
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désignons par ¢ + ko + ko’ la quantité correspondante qui entre
dans I'expression de la fonction intermédiaire; celle-ci est définie par
la formule

milazt4-3b35) ?[2m(s—c~kb—ku')+m’d]
f(z)=e 26 .

_En premier lieu, I'exponentielle sous le signe 3 doit étre réduite A

. 1'—m‘{am{s~—c—km’)—o—m‘m’]
)

puisque, quel que soit m, on a e="™**—;; en second lieu, la quantité

qui a%’ pour coefticient peut s’écrire
2(m—k)(z—c)+ (m— k) o' + 2k(z—c)— ko'

et pour former la série il faut donner 4 m des valeurs entiéres depuis
— % jusqu'a + o ; on obtient évidemment le méme résultat en don-
nant ces valeurs entiéres 4 m — k. Par suite, la série de la formule pré-
cédente est égale & ’

2 ¥Ilm(3—fi+m!m’]+%i(ak(z—c)vl"m']
e 5

et comme nous faisous abstraction d’un facteur constant et qu'on

=i
——(24c+ k) .
peut SUPPOSBT le fac(eur e " comprls‘ daus cetle constante, on

a en résumé

f(z) - eli[uz"’"(b—é)z] E (’.:"_i[zm"z—er,"] '

Ainsi, I'on peut toujours supposer que, dans le premier membre de
I’équation (3), la quantité ¢ est comprise dans le parallélogramme (w, w’).
La troisiéme des équations (1) peut s’écrire

o Qf '
C:c—i—sr;—pq—z——f—Hﬂ—-KQ, :

et elle montre immédiatement qu’on peut déterminer les nombres |
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et K de telle sorte que la quantité C soit comprise dans le parallélo-
gramme (Q€Q'). ’

Considérant la transformation inverse, il faut supposer que, dans le
second membre, C est choisi de maniére a étre compris dans le paral-
lélogramme (QQ'), et alors on comprend ¢ dans le paraliélogramme
(ww') en déterminant convenablement les nombres g et .



