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Sur la transformation des fonctions Θ; 

PAR M. DAVID. 

Dans le Journal de Mathématiques (année i858), M. Hermite, com-
prenant les quatre fonctions θ dans une seule formule, a résolu le 
problème de leur transformation. Toute fonction intermédiaire (' ) 
pouvant s'exprimer par l'une des fonctions 6, le problème de cette 
transformation est complètement résolu, au point de vue théorique 
du moins. Si je reviens sur ce sujet (et il ne s'agit ici que des fonc-
tions du premier ordre), c'est que, tout en considérant immédiatement 
la question d'une manière générale, l'on obtient en même temps des 
formules plus simples et plus symétriques. J'ai d'ailleurs à donner la 
somme d'une série qui est analogue à celle considérée par Gauss dans 
son Mémoire sur certaines séries singulières, qui comprend quelque-
fois cette série, et qui est souvent plus générale; et ces deux questions 
sont liées dans l'analyse suivante, de telle sorte qu'elles ne peuvent 
être séparées. 

I. Toute fonction intermédiaire du premier ordre pouvant être dé-
finie à un facteur constant près par la formule 

(') Je me sers ici de la dénomination de fonctions intermédiaires donnée par 
MM. Briot et Bouqnet (page 236 de la Théorie des fonctions elliptiques) à la classe 
des fonctions dont les quotients expriment les fonctions doublement périodiques. 

e7ti(al2+2iz) \ g» 
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on trouve pour la transformation du premier degré, c'est-à-dire pour 
celle dans laquelle, les nouvelles périodes élant désignées par 

(ι) Ω =:ρω -+■ qa', Ω' = roi -+■ fu', 

on a entre les nombres entiers p, q, r, s la relation 

(2) ps — qr=i-. 

on trouve, dis-je, pour cette transformation l'équation 

(3) 
I —2 «1 , \~"1 —(2m{z — CM TOWI 

r ., u j-, m —œ 

que l'on peut écrire d'une manière plus abrégée, et sans réduire la 
question, en remplaçant α — A par a et b — Β par b, 

I a*i{s + -\ V* -Umli-ct + m'w'i g ^[aw(5 — U + «Γ-ΩΊ 

Cependant nous emploierons de préférence l'équation (3) à cause 
de la symétrie qu'elle présente et qui doit s'étendre aux formules de la 
transformation. 

Ces formules sont les suivantes : 

«-A = i' 

cid — A) H- b — B — — —; 5 

C. — C = — (fr + 211)" -t- [pq -+- aK)-

(4) 
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les nombres entiers H et Κ étant tout à fait arbitraires; ou bien encore 

( a — A ~ -^-1 

(4 bis) ] C(a — A) -+- b — Β = — q*__ik^ 

( c - C = - (pr - 3/1) l + (sq - 2A) -

Les premières servent à la transformation du premier membre dans 
le second; les secondes à la transformation du second membre dans le 
premier. La symétrie est complète, ainsi qu'on va le voir. Si l'on résoud 
les équations (i) par rapport à ω et ω', il vient 

(5) ω = αΩ — qQ.', ω' = — τΩ -+- pQ', 

et, si on les compare aux équations (i), on voit qu'on passe des unes 
aux autres par le changement de p, <7, r, s en s, — q, — r, p. Si l'on 
désigne en outre par A" et h les nombres entiers analogues à R et H, on 
passera de l'une des transformations à l'autre par le changement des 
quantités 

ω, ω', ρ, η, /·, s, a, b, c, A, A, 

dans les quantités 

Ω, iï, s, — q, — r, ρ, A, B, C, H, R·. 

Il est clair d'ailleurs que les formules (4) et (4 bis) doivent être 
identiques; il en résulte les relations 

(<">) 

ρ [s r -f- 2H) — r(pq -4- 2R) — pr — 2b, 
q(sr + îH) — s(pq -h 2R) — — sq -f- 2A, 

ou, ce qui revit nt au même, 

(6 bis) 
sr -t- 2II = s (pr — 2 h) + r(sq — a A), 
pq -t- 2R = q(pr — 2 b) + p(sq — a A ). 
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L'introduction des nombres h, k, H,,Κ présente cet avantage, qu'on 
peut toujours en disposer pour que les quantités c et C soient com-
prises dans les parallélogrammes (ω, ω') et (Ω, Ω'). 

Quant à la quantité ε, il y a plusieurs cas à distinguer. 

i° La partie imaginaire de — étant positive, 

(7) 

q impair, s = e v " e' 

^ = 2S"+' ß , g = e-*'{r-r-íri¿r 

q — 2 /3, î~e ' 1' el L 1 \f/* 

a° La portion imaginaire de ̂  étant négative, 

(8) 

q impair, ε=β v i' e 4 I-y 

q = 23"+</3, £ = e v «' e 'L 1 J ff J, 

<y = 2!"/3, i — e^· ?/ e i L » \p)' 

Le symbole est celui de la théorie des résidus quadratiques 

étendu au cas où les nombres ρ et q sont composés et premiers entre 
eux, q étant impair, et les deux termes du symbole pouvant être po-
sitifs ou négatifs. Toutefois il y a lieu de remarquer que, s'ils sont tous 
deux négatifs, la loi de réciprocité n'est plus applicable; mais il est 
toujours facile de transformer le symbole en un autre dans lequel un 
des termes seulement serait négatif, ou mieux encore en un autre dont 
les deux termes seraient positifs. 

On a encore la transformation du premier degré avec la relation 

(9) ps — qr — - i. 
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Alors, au lieu de l'équation (3), il vient l'équation 

(3 bis ) 
4, , ~ limiz — cl-hm,u'l ^¿(az1 -t-aés) V f JZ 2s 

g nil A 2M-2 Β ζ — fl_A Ι — β ' 2m(2~ Cl + m'Û'l 

et il faut, dans les formules (4), (4 A"), (6), (6 bis), (7), (8), changer 
r, s, Ω' en — r, — s, — Ω'. 

Le cas de ps — qr = 1 correspond aux fouctions 6 et le cas de 
ps — qr = — 1 correspond aux fonctions 5 de Jacobi. 

Les formules précédentes donnent la somme de la série 

(.0) U= £ e{p+^,+'-, 

au moyen de la formule 

(M) U = Spîqs·, 

la quantité ε étant déterminée par les formules (7), dans lesquelles on 
change Κ en — Κ et q en — q, les nombres r et s étant une des solutions 
de l'équation ps — qr — 1, et les nombres donnés ρ et q étant premiers 
entre eux. Si l'on représente la série (10) par la formule 

('») U = 2j e 

on dira que la somme est donnée par la formule (11) quand, ρ et q 
étant premiers entre eux, les nombres m etpq sont de même parité. 

Lorsqu'on fait Κ = o, on a la série 

(.3) U J ^ ε'""***?, 

dont la somme a été donnée par M. Hermite, dans le Mémoire cité, 
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sans démonstration. Lorsqu'on y suppose ρ pair, cette série se confond 
avec celle de Gauss 

(r4) U= J] 7 . 

où l'on suppose Λ et q premiers entre eux (attendu que,, si ces nombres 
ont un plus grand commun diviseur, ce cas se ramène immédiatement 
à celui dont il est question). Elle ne comprend une série nouvelle que 
dans le cas de ρ impair; on peut l'écrire alors 

( 15) U = 1 — e ι -+■ e — . . .dze 1 , 

le signe -+- étant relatif au cas de q impair, et le signe — au cas de 
q pair. Lorsque dans la série (10) on suppose ρ pair, il faut, d'après les 
conditions énoncées, supposer q impair, tandis que cette condition 
n'est point nécessaire pour la série (i3). A ce point de vue, la série (10) 

ne comprend donc pas complètement la série de M, Hermite et par 
suite celle de Gauss. Lorsque ρ est impair, la série (10) ou, ce qui revient 
au même, la série (12), comprend bien la série (i5) considérée par 
M. Hermite; mais, les nombres m et pq n'étant pas nécessairement de 
même parité, on ne peut pas toujours employer la solution de la for-
mole (11). 

Dans le Journal de Mathématiques (t. XII), Lebesgue a introduit 
une nouvelle série de ce genre 

(.6) U=2e* 

dans laquelle il suppose h et q premiers entre eux. Ce n'est un cas 
particulier de la série (10) que lorsque ρ est pair ou q impair. 

D'ailleurs les séries de Lebesgue 011 de M. Hermite se déduisent avec 
facilité de la série de Gauss. Je détermine les unes et les autres par 
des formules analogues à celles que M. Hermite a employées pour 
exprimer la série (i3). (Voir § V.) 

La série nouvelle que j'examine est donc à la fois plus et moins 
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générale que celles dont il vient d'être question. Mais elle ne s'y ramène 
que par une marche bien différente et qui est liée étroitement à, la 
transformation du premier degré des fonctions intermédiaires du pre-
mier ordre. Elle échappe à cette analyse quand les nombres m et pq 
de la formule (12) ne sont pas de même parité; il semble que la solu-
tion dépend alors de la transformation de degré supérieur. Si cette 
restriction, que les nombres m et pq doivent être de même parité, pou-
vait être écartée, la série (10) comprendrait toutes les séries examinées 
antérieurement. 

Je passe à la démonstration des différentes formules ci-dessus. 

II. Une fonction intermédiaire, ayant été représentée, abstraction 
faite d'un facteur constant, par la formule 

(ιη) j(z)=eT-"az'^bz> \ e" 

peut aussi être représentée d'une manière analogue en se servant 
d'autres périodes déterminées par les équations (1) et (2); et elle 

s'exprime alors, toujours abstraction faite du facteur constant, par 

(18) f(z) = jy "
m

"~
c,+

'■ 

Il est facile en effet de voir que la partie imaginaire du rapport — étant 

positive, ce qui est la condition pour que la première série soit con-

vergente, la partie imaginaire du rapport — est aussi positive si 

ps — qr = 1, ce qui rend la deuxième série aussi convergente. C'est le 
contraire qui a lieu, si ps — qr = — 1 ; et c'est pour cela que dans l'équa-

tion (3 bis) le rapport — est remplacé par le rapport — — · Sous le bé-

néfice de cette observation et des indications données au § ], nous 
11'aurons pas à revenir sur la transformation relative an cas de 
ps — qr = — 1. 

La première question à résoudre est de trouver des relations entre 
les constantes a, b, c et A, B, C, pour que les deux formules (iy) 
et (18) soient identiques, abstraction faite du facteur constant. 

Journ. de Math. (3e série';, tome VI. — Juin 1880 2J) 
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On sait que toute fonction intermédiaire satisfait à des relations 
telles que 

/(z+ ω) =eaz+7(.s), 
J\z + o>') = ea'x+*f(z), 

pourvu qu'on ait entre les quantités η eta' la relation 

aw' — a'ω = ami, 

η étant un nombre entier désignant l'ordre de la fonction. Dans le cas 
actuel, la fonction est du premier ordre, et l'on a η ι. Il s'agit de 
former ces relations pour les formules (17) et (18). 

En remplaçant, dans la formule(i7), r par r ■+- Ω, elle devient 

^f(z -hü) — — [im (h—c) + tmpv+ìnufu'-i-mikt'i 

On peut, dans la quantité sous le signe Σ qui a pour facteur^, 

faire abstraction de smpa; car, quel que soit m,on a eïn"" = 1. Cette 
expression peut ensuite s'écrire 

2{m + q)(z — c) -h {m -h 7)'«' — 2</(z — c) — q*<,ï. 

Pour former la série, il faut donner à m toutes les valeurs entières de-
puis — 00 jusqu'à -Hoo ; on obtient évidemment le même résultat en 
donnant ces valeurs entières à m + q. Le 2 de la formule précédente 
peut donc être remplacé par 

— — [tq{s — — Um{s— c|«h»9m'j 

On eu conclut que la fonctionnez) satisfait à la relation 

/(ζ -ι- Ω) = /{·(—i>--· 

qui est relative à la période Ω. Elle satisfait de même à la relation 

/(ζ + Ω') = β ^ · -J/(z). 

qui est relative à la période Ω'. 
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On trouve plus facilement encore les deux relations relative» à la 
formule (i 8), 

J{z -+- Ω) = e«ivka***a,+*Vit>f{z), 

/(ζ + Ω') = β LV al » \f(z)· 

La comparaison des relations précédentes conduit aux équations 
suivantes, qui, en y ajoutant les équations (5), vont servir à la déter-
mination des quantités A, B, C : 

(19) ΑΩ = αίϊ — ^5 

(20) A & -1-=aiY 

(ai) ΑΩ3-ι-2ΒΩ = ίϊΩί-+-20Ω — + 2K, 

(22) ΑΩ'2 — ~ ■+■ 2ΒΩ' -4- 2 ^ — ail'2 -+- 2 bil' - îa- + 2J- + alH. 

Il y a quatre équations et trois inconnues; les relations (5) met-
tent de suite en évidence l'identité des équations (19) et (ao). 

Substituant la valeur de A tirée de l'équation (19) dans l'équation 
(21), puis cette même valeur de A tirée de l'équation (20) dans l'équa-
tiou (22), les trois équations sont remplacées par 

(4) a — A = -—t 

— — H- 2ΒΩ = 2bil - ο2" + 20 - + aR, 

— — -t- 2 Β Ω' + 2^ = 2 bil' — s2 — -h as — -h 2H. 

Les deux dernières deviennent ensuite, par des transformations faciles, 

(4) c(a-A) + b- B = — 9P
^

K
> 

2(b — Β)Ω' = — sr -f- 2 - — as- — 2H. 
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En substituant clans cette dernière la valeur dec déduite de la précé-
dente, on a 

Ç („ — A) + b — Β = ^+ 2" 1 — 

puis, retrancliant celle-ci de la dernière des équations numérotées (4), 

(4) c - C = - (sr -+- all) " -+- [pq + 2K) | ■ 

Les trois éqtiations précédentes, qui portent le n0(4)
;
 sont celles de 

même numéro du § 1. 
QuantauK équations (4 bis), (6) et (G bis), il semble que ce que l'on 

a déjà dit au § 1 suffit. Mais leur forme pourrait faire croire que les 
nombres h et k ou bien H et R qu'elles déterminent peuvent ne pas 
être entiers, ce qui serait un résultat absurde. Il est facile de voir, en 
écrivant 

— 2. h — 2p\\ — 2rK + pris — q — 1), 
— 2 k — — 29II -4- 2 î R -+- st] ρ — r — 1), 

que les nombres entiers pr{s — q — 1) et qs(p — r— 1) sont toujours 
divisibles par 2, et qu'il en est par suite de même des premiers membres 
de ces équations. Eu effet, d'après la relation ps — qr== 1, on ne peut 
faire que les six suppositions suivantes : 

ρ pair v, 7, r impairs, 
a pair //, 7, /· impairs. 
p> s pairs 7, r impairs, 
q pair j>, s, r impairs, 
r pair />, s, q impairs 
7, /-pairs />, s impairs, 

et dans tous les cas les nombres dont il s'agit sout pairs. 

III. Si l'on rétablit maintenant le facteur constant dont il a été fait 
abstraction, il faut, pour achever de résoudre le problème, le déter-
miner de manière que l'équation 

Ç („ — A) + b — Β = ^+ 2" 1 — 
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soit identique. L'idée qui se présente immédiatement est de faire 
2 — o, et il vient 

Σ— ι— 2mC ι- m* û") 63'—Cj il, il ) 

Mais, si cette solution se présente immédiatement, elle n'est pas la 
plus simple. 

M. Hermitedétermine cette constante par l'analyse remarquable qui 
suit, et qu'il est indispensable de répéter, soit à cause des différences 
de notations, soit à cause du point de vue plus général où nous nous 
sommes placés, soit enfin à cause de quelques détails. 11 y a deux cas 

à distinguer, selon que la partie imaginaire de ou de ci — A, ce qiii 

est la même chose, est positive ou négative. Nous considérons le pre-
mier cas. 

Après avoir divisé l'équation ci-dessus par le facteur β»(Αϊ3·+·Β*)
? a0us 

posons 

( i3) 0(2, m) = (a — A) z2 -+- 2 (b — Β -+- ζ — H- m2 — , 

et elle devient 

(a4) = T^eu 77* lim(ï—C)-*- m*iT ] 

Il est facile d'établir la relation 

(25) φ(ζ -+- nil, m) = 'f(z, m -+- nq) (mod. 2). 

En changeant dans (a3) ζ en ζ -+- Ω et m en m + ̂ ,ona les deux rela-
tions 

0(2 + ù,m) = [a — A)(z -+- Ω)2 

H— 1 ( b — Β H— ] ( 2 il) — ■ ■ ■■ -+- Tïl — ί 

φίζ, m -I- q) = (α — A) z2 

+ 5 6-BH Z 1 — +-ΙΒΙ+0 
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en les retranchant l'une de l'autre et faisant quelques réductions, il 
vient 

φ(ζ + Ω, m) — φ (ζ, m -+- q) = 2K + amp. 

On passe facilement de là à la relation qu'il s'agit de démontrer. 
Cela posé, après l'a voir multipliéepar dz, intégrons lesdeux membres 

de l'équation (24) suivant la ligne droite qui va de zéro à Ω. En ce qui 
concerne le second membre, l'intégration d'un terme quelconque 
donne 

JeÛ — tamta— C)+maû'l . ii — [— amC 

et l'on voit ainsi que chacun de ces termes est: nul, sauf le cas où m est 
égal à zéro. Quant à ce terme que l'on obtient en faisant m =z o, son 
intégrale est égale à Ω. L'équation (24) conduit ainsi à' 

(26) ΤΩ = J dz ^ 

Si q est positif, à la place de celle-ci on peut écrire 

ΤΩ dz I ^ + . . . + ^ I 

et à cause de la relation (25) 

(27) ΤΩ = J dz\ ^ gfif^na.o) _ι_ ^ επίψ(ζ„,η.ι)+_ + ^ ^(ζ+λο^,, Ι 

Mais, si q est négatif, en remplaçant q par — q, cette relation (a5) de-
vient 

ψ(ζ, m — nq) = φ(ζ «Ω, m) (mod. a), 

et à la place de ( 26) il faut écrire 

ΓΓΩ= / dz\ \ + y y I 
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d'où résulte encore la formule (27). Dans les deux cas on peut donc 
poser 

(28) ΤΩ= ^ ^ j e^'^dz, 

pourvu que dans la limite supérieure du premier 1 l'on ait soin de 
prendre q avec sa valeur absolue. 

Posons actuellement ζ -+- η Cl = χ, il vient 

\ f >dz= \ / e™w*]dj· — I e*1™·® dy ; 

et enfin 

(29) ΤΩ= V Γ e*,r~'z-f>dz. 

L'intégrale qui entre dans cette formule a la forme 

J
 e

-(ax^x+c)dx^ 

et est égale it/^e même dans le cas où les constantes sont ima-

ginaires, pourvu que la partie réelle de a soit positive, ainsi que Γ a 
démontré Cauchy (Exercices de Mathématiques, t. Π). Dans le cas 
actuel, pour comparer plus facilement à la formule que nous venons 
de trouver, nous écrirons 

I pKUmz'+nZip) dz _ r . ... ; 

la partie réelle de — mni étant positive. Or, d'après (a3), 011 a 
m = a — A, et nous considérons le cas où la partie imaginaire de 
a — A est positive; par conséquent, la formule ci-dessus est appli-
cable. 
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En remplaçant m par ρ dans la formule (^3), on a 

η1 2pc « o> \ ω/ 

qui se réduit, en tenant compte des diverses formules relatives à la 
transformation, à 

P- 47, - - 7ΓΤ +p(p + y)-P g· 

La formule (29) devient donc, tous calculs faits, 

τ=-i. y β'(^7Γ-'·τ, 

pourvu que, dans le cas de ^ négatif, on convienne de prendre, dans 
la limite supérieure du 2, ç avec sa valeur absolue. De là on passe 
immédiatement à l'équation (3) du § I, 

(31 
l ? , V"* — [ifn'z — cjH-wiWj 

S ι:/Γ*8'+ίΕί-"' B.I'1V' 7-'t»»U-Ci + mO-| 
en posant 

t = -J=U, 

i 1 f s Κ \ . ,pr.i 

C'est, sauf la convention relative au cas où q est négatif, la série (10) 
du §1. On va voir qu'elle se ramène à la série de M. Herinite. · 

IV. Le nombre Κ que nous avous introduit dans cette analyse est 
arbitraire, ainsi que le nombre H. On a une transformation particu-
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lière en faisant Κ. = ο et H = o. Désignons par B', C, t ce que de-
viennent les quantités B, C, ε qui sont les seules qui changent avec 
les valeurs de H et K; la transformation correspondante est donnée 
par les formules 

a — A = — ) 

c — C = — sr- + pq — > 

c(a-+ = 

.'=,-4= y y-*;*, 

Ï · J Λ Ι» , \ ^ — [awMz — CN-M'O] *r r. f ΓΛ Γ--t-2 B's — -—Ί \"1 j? «I is — C >-F- NI* Ω' 

Quand -H et Κ ne sont pas nuls, les formules de transformation sont 
les formules (3) et (4) du § I auxquelles il faut ajouter 

ε = —==. β'ί'-τ)1-'·-. 

Or, en comparant ces formules aux précédentes, on a 

B'=B-|, C' = C — ΗΩ -+- ΚΩ'; 

d'où il résulte, en substituant et désignant, pour abréger, par /( ζ) le 
premier membre de l'équation (3), qui est en même temps le premier 
membre de l'équation ci-dessus, 

,, , s' ^Ι""!2-('·Η-"β-ΚΩΊ + »'ϋΊ 

Par une transformation facile et analogue à celle qui a été employée 
pour les formules (17) et (18), cette équation peut être remplacée par 

Journ, de Matk. (3* série-), tome VI. — Jois 1880. 2Ό 
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la suivante, 

[1^—B)*n „ r b—B K • *C „O'-I—. , », ,Â>i 

En comparant à l'équation (3), on en déduit, après avoir remplacé £ et 
ε' par leurs valeurs, 

*~JL 1 / sK\ . ,ρτί „ .Γ a [/» — Β) Κ aC . ,p*i 

Le premier membre ne contenant que les nombres entiers p, q, K, 
il est clair que le facteur exponentiel du second membre ne peut con-
tenir que ces nombres ou des nombres qui en dépendent. C'est ce qui 
se vérifie facilement au moyen des formules (4) et (4 bis); et il en ré-
sulte 

*V7> p(p-*- — fiZli — Hiti—ρ — iii r i VV PP*i— 

La série du premier membre, qui est la série (io), est ainsi exprimée 
par celle du second membre, qui est celle de M. Hermite. Quant aux 
nombres r et s introduits dans le second membre, ils sont toujours 
liés à ceux du premier membre par l'équation ps — qr= i; et il est 
facile de voir, ce qui doit être, qu'une solution quelconque de cette 
équation ne change pas ce second membre. Seulement il faut remarquer 
que dans la nouvelle série les nombres ρ et q sont premiers entre eux, 
tandis que dans la série de M. Hermite considérée en elle-même, indé-
pendamment de la question actuelle, il n'en est pas de même. 

Il reste à évaluer cette dernière série. 

V. Nous rappelons d'abord les formules suivantes données par Le-
besgue dans le Mémoire cité, pour exprimer la série de Gauss : 

v= l p= o e 2h 
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en supposant h et q premiers entre eux, 

(30 

q impair, V=e8
 ( /W' 

q = a/3, V — ο, 

q = 2*», V = [ι + (- , )" 'f] ^)" ( g
 v
^, 

<7 = a""-'/3, V —[ι-Η(—ι)
 2

 z']/ ' ) (|) V^-

Pour retrouver les formules de M. Hermite, il faut leur donner une 
autre forme./ 

En considérant le facteur 

ι -f- (— i) 1 i = i + e ' , 

l'élevant au carré, puis faisant l'opération inverse, on trouve 

— r "-Ψ- , r f Αβ . . Αβ\ 

Si Λ/3 = ± ι (mod. 8), on a 

A β ι 

si Αβ = ± 3 (mod. 8), on a 

COS -τ- — -=· 

Il en résulte que dans le premier cas 

i-t-e ' = y/ae 4 , 
et dans le second 

ι -h e ' — — y/ae 4 . 

Or il est facile de vérifier que dans le premier cas on a la congruence 

Λ/3 - i = 3(Aii
a

 1)1
 (mod. 8), 
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tandis que dans le second cas on a la congruence 

A(3 — i= —— (mod. 4); 

sans que la première congruence soit satisfaite. On a donc dans les 
deux cas 

(3a) i + e 2 =\/ae4'-,+ ! J, 

et les formules (3r) deviennent 

(33) 

q impair, \ — e* \-\\jq, 
q a/3, V = o, 

q = 2">p, V = e'L » (|)^' 

q = 2™+<β, V=e<L' 2 J(|)v'2<?· 

Si A et q n'étaient pas premiers entre eux, on poserait, en appelant d 
leur plus grand commun diviseur, 

h - dk', q — dq'., 
et l'on aurait 

y = d J e~, 

ce qui ramènerait aux formules précédentes. 

Celles-ci conduisent à exprimer la série de Lebesgue 

p 1 P'+P aAlt' 

par les formules suivantes : 

q pair, Τ = ο, 

(34) Uimpair, T = e "e'L" * J(â)V<7» 

| IA pair, T = e 4? e4 η 
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h et q sont encore premiers entre eux, et s'ils ne l'étaient pas, en dési-
gnant par d leur plus grand commun diviseur, on aurait comme pré-
cédemment 

* + ? 3 A'xi 

Soit d'abord q pair, et posons q = 2*j3, β étant impair. En considé-
rant dans la série des termes à égale distance des extrêmes, savoir 

ps-t-p îhvt ΐ2αβ— ρ—— ρ—ι lAni 

on voit que ces deux termes sont égaux et de signe contraire. D'où 
Τ = o; c'est la première des formules (34). 

Soit q impair; on peut supposer h pair ou impair. Considérons eu 
premier lieu le cas de h impair. On démontre facilement la formule 

\ e — \ e -he'9 \ e " 9 , 

en divisant la somme du premier membre en deux autres, dont l'une 
correspond aux valeurs paires de ρ et l'autre aux valeurs impaires. La 
seconde partie du second membre peut ensuite être partagée comme il 
suit : 

ΧΊ ρ* χι >0 + 2(7)* 

et, en développant (p -t- aç)2 = p2 4ïP + 4?2!°η8,ίφ6Γ<

ϊ
0ΐ' quecesdeux 

sommes sont égales et par suite nulles, puisque la première est nulle 
en vertu de la seconde des formules (33). La seconde partie du second 
membre se partage de même en quatre sommes que l'on reconnaît être 
égales entre elles, et l'on a, par suite, la formule réduite 

Axt ^ 1 ,xAxi 
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*- d'où, en employant la quatrième des formules (33), on déduit la se-
conde des formules (34). 

Lorsque h est pair, on peut poser h — a"p. On emploie la formule 

f=vT' f=\V' P>toi to £!:ito 

qui se démontre comme il a été dit précédemment, et que l'on réduit 
de même à la suivante 

(35) i J ef^= j e<- + e—r- J β- 7-. 

Si α = ι, et par suite h = ip, il vient par les formules ( 33) 

.'■ϊτ = (e) Λ g) 

puis par la formule (3a) 

T=
.,-Î7.¥[«^](£)

# 

C'est la troisième des formules (35) quand on ramène le symbole 

au symbole · Si « = a, et par suite h = 4ρ, dans le premier membre 

de la forinule(35), la fraction se réduit à 2 , les deux termes 

de la fraction étant divisés par a; il en résulte que ce premier membre 
est égal à 

' 42, ' f,ï£li 

Il reste donc 

¥t - e-’-T?«-" (£) Vi = ( ' 

d'où l'on passe immédiatement à la troisième des formules (34). Si 
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« > 3, le premier membre de (35) se réduit, à cause du diviseur 4, à 

f — a ·— 1 β—3 
et il vient 

«^T (Ώ) V,- (Ώ) V5, 

d'où l'on déduit encore la même formule en remarquant que 

(Ώ)
 =

 (Ώ), 

puis ramenant le symbole au symbole (^j· 

Revenons maintenant à la série de M. Hermite, et, supposant q po-
sitif, représentons-la par 

t=1-· VT.! t=q-< PTi 

En admettant que ρ peut être positif ou négatif, tous les cas sont 
compris dans cette forme. Quand ρ est pair, la série se réduit à celle 
de Gauss, et il n'y a rien à examiner de nouveau : il n'y a de série 
nouvelle que pour ρ impair. Elle s'exprime par les formules 

(36) 

q impair, U = e 4 

τ: f Γ , 3'Pf1—rt'-t-iji — t γΊ , ν 

7= 2*πβ, U = e*L ' (f)^' 

Si q est impair, on pose 
ρ = mq -f- an, 
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m élant nécessairement impair. La série U devient 

D= 2« ~=«r< (ί)Λ· 

Les règles relatives au calcul des symboles font voir que 

(ΐΗτ)<-)-

Mais de la congruence 2ra=^>(mod. q) il résulte 

(τΗί)' 
faisant ensuite les substitutions convenables, on trouve la première 
des formules (36). 

Soient maintenant q pair et q = 2αβ ; en réunissant, ainsi qu'on l'a 
fait déjà, les termes positifs qui correspondent aux valeurs paires de ρ 
et les termes négatifs qui correspondent aux valeurs impaires, on a 

ρ = a"' —r spici pi* 1 f'-t-p 

chacune des séries dont se compose la série U étant déterminée par les 
séries V et T. A cause du plus grand commun diviseur a, la seconde 
somme, abstraction faite du facteur, est égale à 

Ρ — a Ρ — 1 pa-f-p 2 pin 

et, en admettant α > a, cette série est nulle·, de sorte que l'on a sim-
plement 

f = .Tpjci 
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série dont la somme a élé donnée précédemment. Si a= are-i- j , sa 
valeur est déterminée par la troisième des formules (33); si α = an, 
elle est déterminée par la quatrième. On obtient ainsi les formules 

données par M. Hermite. En y introduisant le facteur e 4 , qui est 

égal à l'unité, puisque | est au moins égal à a, on a la deuxième 

et la troisième des formules (36). 
Reste à démontrer les deux cas d'exception a — a, a. = ι ; et c'est 

précisément pour obtenir, dans ces deux cas, les mêmes formules que 

nous avons introduit le facteur e ' 
Si « = a, d'où ç = 4/3, la première série du second membre est nulle, 

et il reste 

U = — e4î \ e · " , 

qui se réduit, à cause du plus grand commun diviseur a, à 

• ρ — β — 1 , 

Les nombres ρ et β étant tous deux impairs, le signe — peut être 

remplacé par le facteur e 4 , et l'on retrouve la troisième des for-
mules (36). 

Si a. = i, d'où q — a(3, on a, d'après les formules (37), (33) et (34), 

uVif- M)*- ?jP L 

-j-it-'l P\ ri—e 

De la formule (32), en changeant ρ en — p, on déduit 

1+e __ Ρ Ρ* i 

Jottrn. de âfûtk. (3e nérîe), tome VI. — Jvm 1880. 
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puis, en remarquant que β * = — e 2 

U = e8 ' ' ; 

celte dernière conduit immédiatement à la seconde des formules (36). 

VT. Pour obtenir la valeur de ε, qui achève de réduire à une iden-
tité l'équation (3), il faut remonter à la formule (3o), dont le premier 
membre est exprimé par la série U, quand on y change ρ en — p, et il 
faut, en outre, diviser U par ^—iq. Par ce changement, les for-
mules (36) deviennent d'abord 

(W'/’ p q Vq 

7-f o * L P7*l+Íl£¿±¿21±iL^ 

8 VT V L Pq+ 

puis, en les divisant par y'—iq et remplaçant le symbole 

par ea P

 (^)' vient, tous calculs faits, les formules (y). 

Ces formules supposent q positif, tandis que dans le problème île la 
transformation q peut être négatif. S'il en est ainsi, posons q = — q'. 
D'après ce qui a été dit à la fin du § III, la série U doit être remplacée 
par la série 

9 ' 1 / îK\ . rnct 

à la place de la formule (3o), on a 

^ βΛ?-ψ!τί+<'Ρ-γ =*'{'^ 
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et dans les formules (36) il faut simplement changer <7 en q'·, au lieu 
de diviser par \J— iq, il faut diviser par sfïq', et l'on obtient, en résumé, 
eu remarquant que 

gKs rit i Q—Κ sr - i sp «i g-— li Spr. i 

à la place des formules (7), les formules 

e <> e ■ (£), 

_»,(r-p + _)„ J ,£K_»,(r-p + _)„ J ,£K 

p Y — J )* -+-( ß'—I j* -H/;î — i 

Si l'on y change q en — q', à cause de 

p_ p B, 

elles se réduisent aux formules (7); et ainsi il n'est pas nécessaire de 
distinguer le cas de q positif du cas de q négatif. 

VII. Considérons maintenant le cas où la partie imaginaire de -

est négative. Au lieu de l'équation (3), nous poserons 

I tttlAî' + iBslVI 77[j/«(r — C;+7«2û'] s' r. i \azt -4- ■> hz — ~—— 1 \λ — .?wr —< 

en considérant les périodes Ω,Ω' comme les périodes primitives. Alors, 
en opérant comme précédemment, il y aura dans le premier membre 

la quantité A — a, c'est-à-dire la quantité ̂  changée de signe; tous 

les calculs du § III deviennent applicables, et il n'y a qu'à changer, 
ainsi qu'on l'a dit au §1, les quantités 

Oj y ρ y q y Γ, S y (ty by L , /?, À', 
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dans les quantités 
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Ω, Ω', s, —q—r, ρ, A, B, C, H, K. 

La quantité Î' se trouve déterminée par le même changement, et l'on 
a, à la place des formules (7), 

— kp(— r — t-i-- ) «i — ( s \ 

,
 = <r

»i~»|)·' ] (M, 

, ( k\ . wif 3(jp—1 )*-M β — ιIs-f-/1— *"1 / \ 

Or, de ps— qr= 1, c'est-à-d ire de la congruence ps = 1 (mod. β ou mod .q), 
on déduit 

(î)(î)-(f)-(;)- = (ï)(^)· 
Posant alors e = pi pour revenir à l'équation (3), on trouve les for-

mules (8). 

VIIT. Nous avons supposé les nombres A, k, H, Κ arbitraires et liés 
par les équations (6) et (6 bis). La détermination de ces nombres peut 
se faire en précisant les valeurs des quantités c et G introduites dans les 
expressions des fonctions intermédiaires. 

D'abord, dans toute fonction intermédiaire, 

/(z) = e 2e" 

on peut considérer la quantité c comme comprise dans le parallélo-
gramme des périodes (ω, ω'). Car s'il en est autrement, c étant une 
quantité comprise dans le parallélogramme, A et A des nombres entiers, 
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désignons par c-h ha-t-kco' la quantité correspondante qui entre 
dans l'expression de la fonction intermédiaire; celle-ci est définie par 
la formule 

/(*) = « 2/" 

En premier lieu, l'exponentielle sous le signe Σ doit être réduite à 

— tamis — e— *«') +w* w'] 

puisque, quel que soit m, on a
 β

-"»Λ*·
 =

 j
 ; en

 second lieu, la quantité 

qui a ̂  pour coefficient peut s'écrire 

2(m — k){z— c) -t- (m — k)*tù' -h 2k(z — c)~ k*ta'; 

et pour former la série il faut donner à m des valeurs entières depuis 
— oo jusqu'à -+- oo ; on obtient évidemment le même résultat en don-
nant ces valeurs entières à m — k. Par suite, la série de la formule pré-
cédente est égale à 

Σ — [im(Z—C)-t-OTs — C) — Α* ω' ] 

; 

et comme nous faisons abstraction d'un facteur constant et qu'on 

peut supposer le lacteur e " compris dans cette constante, on 
a en résumé 

r, . — ta»» (î— f,+ 

Ainsi, l'on peut toujours supposer que, dans le premier membre de 
l'équation (3), la quantité c est comprise dans le parailélogramme(a>, ω'). 
La troisième des équations (i) peut s'écrire 

1<3 := c -h sr-- pq - 4- H il - K 

et elle montre immédiatement qu'on peut déterminer les nombres H 
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et Κ de telle sorte que la quantité C soit comprise dans le parallélo-

gramme (ΩΩ'). 
Considérant la transformation inverse, il faut supposer que, dans le 

second membre, C est choisi de manière à être compris dans le paral-
lélogramme (ΩΩ'), et alors on comprend c dans le parallélogramme 
(MM') en déterminant convenablement les nombres g et k. 


