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THEORIE DES NOMBRES COMPLEXES. 129

Sur la théorie des nombres complexes

[sore];

Par M. G. ZOLOTAREFF.

21. Maintenant nous allons considérer les nombres complexes qui
dépendent des racines de I'équation

xrt—1
(!) z—1 Q,
out 1z est un nombre premier impair.
Nous allons voir que les théorémes de M. Kummer concernant ces
nombres se déduisent tres facilement de la théorie générale des
nombres complexes exposée plus haut.

Soit « une racine de I'équation (1). Toules les racines de cette
équation sont alors

(2) o, a*, ..., ot

Soit encore p un nombre premier impair. Supposons d’abord p = n.
. xt—1 . .
La fonction —— est congrue & (a — 1)*~', suivant ce module.

Le nombre 7 est eftectivement une puissance (n — 1) d’un nowmbre
complexe. Nous avons

n= (1 —a)(r—a?)...(1 -‘.Ot"") = (1 —a)™! I—e 1—a  p—a

’
1—a —x I —a

Journ. de Math. (3¢ série), tome VI. — AveiL 1880. 17
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sy T—a? 1 a? ‘ 11— ot
et le produit Ll
IT—a [—a |

est une unité complexe, comme

il est facile de le voir.
Supposons maintenant que p ne soit pas égal i n et qu’il appar-
tienne a Pexposant % suivaut le module n, en sorte que

P'=1 (mod n).

n-—1
A
de 7 par g, toutes les racines (2) se laissent distribuer en périodes :

Désignant le nombre

par k et une racine primitive quelconque

3k : A1)k
B =a +af ot 4+ st

oy o k41 g’“" (h—1)k+8
o5 + o A4 ~+ ...+ af ,

En vertu des liaisons connues entre les périodes, toute fonction
rationnelle et entiére 4 coefficients entiers des périodes peut éire
représentée sous la forme

aoﬁ +alﬁl+'-' -+ ak—uﬁk—n

dg, dyy ..., Gy, ¢tant des nombres entiers.
Cette fonction peut étre considérée comme fonction d’une seule
période B, et, par conséquent, on la désigne par F(3).

. % : X" —-1 .
Nous avons démontré que la fonction ——— suivant le module p a
la forme

" —1

(3) S = PP, P, + p (),

P, P, ..., P,_, étant des fonctions irréductibles suivant le module p
du degré %, et ¢(x) un polynéme i coefficients entiers.

Nous avons vu encore que, en remplacant dans les expressions des
périodes a par x, les périodes obtenues =, v,, ..., 5, seront con-
grues suivant le module p et suivant chacune des fonctions P, P,, ...,
P,_, & des nowbres constants. :
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Supposons que, suivant le module p et la fonction P, ces périodes
soient congrues aux nombres u, u,, ..., 4. Alors, en remplagant lu
fonction P par une autre de la suite P, Py, ..., Py, les nombres
Uy %y, ... U, Seront permutés cycliquement, en sorte que les périodes
seront congrues respectivement & ., %,y ..., Up4—y, Ot 'on sup-
pose Uy g == W.

Nous désignerons par F{u) et F(u,) les valeurs des fonctions

F('ﬂ) =y + ANy e B Nimiy
Fln,)= @en,+ @ g+ - - =+ B Mk

quand %, 1y, ..., N4, Seront remplacés respectivement par u, &,, .. .,
L.

On voit, d’aprés I'équation (3), que le nombre p contient & facteurs
idéaux appartenant respeétivement aux fonctions P,P,, ..., Pi_,.

Faisons voir maintenant comment on peut reconnaitre si un nombre
complexe quelconque ¢(a) contient le facteur idéal appartenant a la
fonction P.

Il est connu que a est une racine de I'équation

o'+ A - Ayt =0,

ou A,, A,, ... sont des fonctions des périodes 8, f,, ..., s, ; par
conséquent, tout nombre complexe ¢(a) peut étre représenté sous la
forme

o(a) =g.,(B) + 22(Bla + g5 (Bl + ...+ pa(B)a",

9:(8)s 92(B)s -+ 94(B) étant des fonctions rationnelles entiéres des
périodes 88, B,, ..., -

Pour que le nombre ¢ () contienne le facteur idéal de p appartenant
a la fonction P, il est nécessaire et il suffit que la fonction

o(x) = gi(n) + 92(n) X + @s(0) 2> 4. . .+ Pa(n) 2™,

déduite de ¢(«) en remplagant « par x, soit divisible par P suivant le
module p.
En vertu des propriétés des périodes, nous pouvons remplacer n,
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N4y » -+ Ok Tespectivement par les nombres entiers w, u,. ..., u_, €t
par conséquent la fonction ¢(x) par la suivante :

o (1) + @ (1) + gy (u)2? +. ..+ galu)a® .

Cette derniére ne peut étre divisible suivant le module p par la fonc-
tion P du degré 2 que dans le cas ot 'on a

g (u)=o0, gy{u}==0, ..., gs(x)=o0 (mod. p).

Ces congruences constituent les conditions données par M. Kummer
pour que ¢{z) contienne le facteur de p appartenant 4 la fonction P.
Il est aussi facile d’exprimer les conditions pour que le nombre
complexe ¢ () contienne ce factenr X fois.
En vertu de ce que nous avons dit au n° 7, dans ce cas aura lieu la
congruence

(3) o(x)P(P,P,... Py ) '=0 (mod. P, ?—_:—:),
et cette autre,
(4) o(2)P(P,P;... P, *2=0 (mod. P, ;1;{)
ne sera pas satisfaite.
Orona
?—:—: =PP,...Pp_,+ p(x),

ou ¢(x) peut étre regardé comme non divisible par aucane des fonc-
tions P, Py, ..., P;_,; par conséquent, on peut représenter les con-
gruences (3) et {4) sous la forme

— (@) p(®) (P, Py Py} =0 (mod. p, Z=1),

— ¢(x) p() (P, Py.. . P, =0 (mod. p‘“,ﬁ).

xr —1

En remarquant que ¢(x) n'est divisible par aucune des fonctions P,
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P,, ..., P,_., on peut remplacer ces congruences par les sunivantes :
(1) o(x)W» =o (mod. J 28 :l—_f—:).

[l At — vt 'tn__!_
(IT) o(x) W= (mod.p“",—z_1>,

o W =P,P,...P, . .

Ainsi, pour que le nombre complexe g(«) contienne X fois le fac-
teur de p qui appartient & la fonction P, il est nécessaire et il suffit que
la congruence (1) ait lieu et que la congruence (II) ne soit pas satisfaite.
H est facile de transformer ces conditions dans celles de M. Kummer.
Nous allons chercher pour cela une fonction des périodes 8, §,, .. .,
Bx~+ qui ne contient qu'un facteur idéal de p apparienant, par exemple,
a la fonction P et seulement une fois. »

Dans le n° 20, nous avons obtenu une congruence suivant le mo-
dule p et la fonction P, & laquelle satisfont les fonctions a, aft

x*, ..., x8*" Cette congruence est de la forme
bl . .+ =0 (mod. p, P),
l,, I, ..., I, étant des entiers. Comme P est une fonction irréductible

suivant le module p du degré %, on aura
P=axt+Lx"" + ...+, (mod. p)-

Il suit de la qu’en remplagant, dans P, x successivement par as
3 A—1)k . . L., .
x6, ..., 28" on obtiendra des fonctions divisibles par P suivant

le module p. T est évident que la méme circonstance aura lieu relati-
vement aux autres fonctions P,, P,, ..., P,_,.

. Soient maintenant A et B deux fonctions entiéres a coefficjents en-
tiers qui satisfont 4 la congruence

(5) AP —BW=x+ xf + a8+ ... + 28" (mod. p),

ou, comme précédemment, W = P, P, .. P,
Comme P et W n’ont point de facteurs communs suivant le mo-
dule p, on trouvera toujours des fonctions A et B qui satisferont i la
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congruence (5). Cette derniére équivaut a I'équation
AP — BW = x + xf +xf + ... + 28"+ pf(x),

f(x) étant un polyndéme i coefficients entiers.
Remplacons dans cette équation x successivement par xst, x8*, ...,
x28* % et désignons par
A, A7, ... AB-D
B, B, ..., B#Y,
P, P’ ..., P&
W, W, L, W

les valeurs des fonctions A, B, P, W qui correspondent i ces rempla-
cements; nous aurons les équations

AP — BW = x84 28" 4 oo™ o+ o8 4 pflas),

En faisant donc

F(n) = AP + A'P + A"P" ... + A®-9 P,
F,(n)=BW +BW + B W'+ .. + Bo-1We,

_ ot les seconds termes de ces équations sont évidemment des fonctions
des périodes u, 74, - .., M, il sunit des équations précédentes

(6) F(n)—F,(n)z=—1 (mod. pi}"—:—:)

Nous avons va que P/, P”, ... sont divisibles par P suivant le mo-
dule p; de méme W’, W, ... sont divisibles par W suivant ce module;
par suite, les fonctions F(n) et F, () sont divisibles respectivement par
P et W suivant le module p.

On voit par la congruence (6) que F(n) n’est divisible suivant le
module p par aucune des fonctions Py, Py, ..., P;_,. Par conséquent,
le nombre complexe F(8) contient seulement le facteur idéal de p
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appartenant & la fonction P. Si ce facteur est contenu dans F(§) plu-
sieurs fois, nous allons prendre le nombre complexe F(§) + p. Ti est
évident que ce nombre ne contient de tous les facteurs idéaux de p
que celui qui appartient 4 la fonction P; de plus, comme p contient
ce facteur au premier degré et F(f8) 4 un degré supérieur, la somme
F(#) + p contiendra le méme facteur une seule fois. Cela se vérifie
au moyen des congruences (I), (II).

Ainsi, on trouvera toujours un nombre complexe @ (3) qui contiendra
un seul facteur.idéal de p, ou, ce qui est la méme chose, on trouvera

une fonction des périodes ®(v), qui, suivant le module P, est repré-
sentée sous la forme

®(n)=Pwm(x) (mod.p),

@{a) étant un polyndéme non divisible suivant ce module par aucune
des fonctions P, P,, ..., B, ,.
Soit maintenant

‘I’(n) = (I)('r“) q)('fm) oo q’(m-.)-
Il suit de ce qui a été dit que ¥ (x) suivant le module p est de la forme
Y(n)=WQ(x) (mod. p),

Q(x) v’étant divisible par aucune des fonctions P,P, ...,P,.

En vertu dun®8, on peut remplacer, daus les congruences (L), (11),
W par WQ(x), et 'on aura, au lieu de ces congruences,

g(x)[¥(n)] =0 (mod. P, “i:),

z-—1

3

@Y ()= 0 (mod pt, TN,

Ainsi, pour que le nombre complexe (&) contienne A fois le fac-

teur de p appartenant A la fonction P, il est nécessaire et il suffit que le

nombre complexe ¢(a)[W(8)] soit divisible par P* et que le nombre

complexe g(a)[W(B)P*+' ne soit point divisible par p+'. Clest dans
cette forme que ces conditions sont données par M. Kummer.

Remarquons enfin qu’en appliquant au cas considéré, ou les fonc-
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tions P, P,, ..., P,_, sont toutes du degré k, ce qui a été démontré au
n° 11, on aura ce théoréme : ‘

Si la norme du nombre complexe () est divisible par un nombre
premier p appartenant & Uexposant h suivant le module n, elle est divi-
sible par p". '

29. Jusqu'ici nous avons exclu de notre recherche (n° 5) les équa-
tions

(I) . F(.Z‘):X_"+ a|X_n—2+a2Xn_| +...+a,=0
telles que la fonction F(a) suivant le module premier p ait la forme
(2) F(x)———V'"V;"*...V;"'+pq;(x),

le polyndéme ¢ () étant divisible suivant ce module par I'une des fonc-
tions V, dont Pexposant m surpasse I'unité.

Par le méme numéro, on sait qu’il n’y a qu'un nombre fini de mo-
dules tels que p. Quant aux antres nombres premiers, leur décomposi-
tion en facteurs complexes qui dépendent des racines de I'équation (1)
s'opére d’aprés les principes exposés plus haut.

1l nous reste maintenant a considérer les modules exceptionnels
suivant lesquels la fonction F(a) peut étre présentée sous la forme
(2). D'abord nous allons établir que la propriété des nombres
complexes démontrée dans le n® 12 (corollaire 1), savoir, si le rap-

port %&;ﬁ% de deux nombres complexes entiers n’est pas un nombre
3 s

entier il ne peut satisfaire & aucune équation de la forme
Zn+q|zn—l 4+ .. ...}_q’:: Q,

Gis Gas -+ +s Qa €lant des nombres entiers, cesse d’avoir lien s'il y a des
modules exceptionnels.
En effet, supposons dans I'équation (2), pour fixer les idées, m > 1
et g(x) divisible par V suivant le wodule p.
En désigoant par ¢ le nombre complexe

m.
Vet Y Y
P
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nous allons démontrer qu’il satisfait 4 'équation

(=) §N+74§N‘_1+92§N»2+'--+‘IN=0»

4 coefficients entiers.
En effet, ’équation (2) nous donne

(3) "V V= — pap(x),
ou ¢(x), en vertu de la supposition, est de la forme
¢(x)= AV + pB,

A et B étant des fonctions entiéres a coefficients entiers.
En multipliant les deux membres de I'éqquation (3) par V2V, .V,
on aura

s

Vin-2 YT V= — pAVT Y L VR — pPBVTR VLV
ou, ce qui revient au méme,
£ AL+ BV™2VR | Vmu= o

En remplagant successivement, dans les coefficients A et BV™"2,
V... VP de cette équation, x par toutes les racines de P'équa-
tion (1), et en multipliant les résultats, on aura une équation de la
forme («). A cause de cette propriété des modules exceptionnels, il nous
faut généraliser la notion des nombres complexes entiers.

Chaque nombre complexe

y=a+bxr+ .. . + lx",

a,b, ..., 1l étant des nombres rationnels, sera noinmé nombre entier
s'il satisfait 4 I'équation de la forme (a). D’ailleurs, y étant une fonc-
tion rationnelle a coefficients entiers, le degré de I’équation peut étre
évidemment supposé égal a n, savoir au degré de I’équation don-
née F(x)=o.

Journ. de Mack. {3¢ séric), tome VI. — Avmiw 1880. 18
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Le produit y7;...5sy, OU

Yo=a+ bxy+ ...+ lxi™t,
Cyri=a+ ba,+. . latt,

sera dit la norme du nombre complexe y. Ce produit est évidemment
un nombre entier ordinaire, et nous le désignerons toujours par N(y).

Remarque. — Supposons que y soit”une fonction rationnelle a
coefficients entiers d'une racine de I'équation F(x)= o et, de plus,
qu’il satisfasse & I’équation

P A Ay L+ Ay =0,

Ay, Ay, ..., A, étant des nombres complexes entiers. Alors y sera un
nombre entier.
En effet, soient
A, Ay, ..., AL,

A, A, LA

les valeurs des coefficients A,, A,, ..., A, lorsqu’on y remplace la racine
de I'équation (1) par les autres racines de la méme équation.
En multipliant les résultats

]‘l"—!—A,.}’P‘“'—I—A,]""_’—!—...—}-—AF,

t

P A At L A,

FEHA P A - L U+ A
on aura une équation de la forme

Iy A R T3 Aty S Lkaul S R

Sty $a, ... étant des entiers ordinaires. Donc ¥ est un nombre complexe
entier.
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23. Soit £ un des nombres entiers complexes satisfaisant a I'équa-
tion
§n+ q;g"_' -+ ngn—z +...+qga==0,

945 2y - - -5 qn étant des entiers ordinaires. Il peut étre présenté sous
la forme
a4 Br 4 yx24. .. A
5 = N ’

@, 8y 7, -+, A, N étant des entiers qui n’ont pas de diviseurs com-
muns.

Remarquons, en premier lieu, que N n’est divisible que par les mo-
dules exceptionnels.

En effet, soit p un autre nombre premier quelconque et supposons
qu’il entre comme facteur dans N. Alors on en conclut, d’aprésle n° 13
(corollaire 1), que tous les nombres «, 8, 7, .. ., X sont divisibles par
P> ce qui est contre I’hypothése.

En second lieu, nous ferons voir que le discriminant A d’une équa-
tion donnée F(x) = o est divisible par N*.

Soit, en effet,

N=ptprpi...,

Ps Pis P3, - - - étant des facteurs'premiers et différents du nombre N.
La proposition dont il s’agit sera démontrée si ’on fait voir que le

discriminant A est divisible par p**, par p*, .. ..
A cet effet, considérons le nombre complexe entier

a—+ P+ gxd-. 4 ht
» '

n=pi'py...E=

Par hypothése, un des nombres a, 3, 7, ..., au moins n’est pas
divisible par p. Désignons par ¢x* un des termes de la fonction

a4+ fo+yx+.. .+ dam,

dont le coefficient ¢ n’est pas divisible par p.
De plus, soit E une racine de la congruence

EE_EI (mod. p*).
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Danc
eE =1+ ptf,
f étant un nombre entier.
Nous considérons encore un nombre complexe

z* 4+ Ea - Efx ...
Iz '

E(x) =En— fat=

En premier lieu, il est aisé de voir que le déterminant

1 x x2 L. ar! x N A,
0 (1] 0 0 ] 1]
A|T x F A A A AN
2 —_1 +1 —1
T Xy, XL oo x0T C(@en,) Iy ... T

est un nombre entier, car, d’une part, ce déterminant est évidemment
une fonction symétrique des racines x,, x,, ..., &,_,, et parconsé-
quent il est égal au nombre rationnel ordinaire; d’autre part, étant
une fonction rationnelle des racines des équations

FX)=X"+ag,X""'+a,X"?+...=0
et
g+ 8"+, .. g, =0,

il satisfait encore & une équation de la forme
A" b A™ 4 B AP ... = o,

k., ks, ... étant des entiers. Il suit de I3 que A est un nombre entier.

En second lieu, en remplagant §(x,), §(ir,), ... par leurs valeurs,
on aura
A
A= =
P L

Donc A est divisible par p**. On s’assure de la méme maniére que A est
divisible par pi*, pi*, .. ..
D’ou il suit que N ne surpasse pas yA.
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24. La notion des nowmbres complexes entiers étant établie, nous
indiquons comment on doit concevoir leur division.

Un nombre complexe entier £ sera dit divisible par un autre nombre
a, si le quotient est encore un nombre entier.

Cela posé, nous allons démontrer une proposition qui nous sera
utile dans ce qui suit.

Soient p un nombre premier ordinaire et & un nombre complexe
dont la norme est divisible par p. Supposons N(a)= p*b, b étant un
entier non divisible par p.

Maintenant, ¢’il existe un autre nombre complexe & qui, étant mul-
tlphe parun nombre quelconque ordinaire H » premier avec p, devienne
divisible par a, le produit & le sera aussi.

En effet, H étant premier avec p, on peut toujours trouver deux
nombres entiers P et Q tels qu'ils satisfassent i I’équation

PH—p*'Q=1.

De ce que le nombre HE est divisible par « il suit que le nombre

P
HTE i—|—p QF ot par conséquent le nombre E+p QE sont des
nombres entiers. Mais, en désignant par «, o, .. a""" les valeurs

de @ quand on y remplace x par les autres racines de I'équation (1) du
n° 22, on aura
*b
I%% =g'o". .. a" QL.

Ao . b
Or,p—mg—§ est un nombre entier ; donc —; le sera

25. Passons maintenant 4 la classification des nombres entiers par
rapport au module premier p.

Remarquons que chaque nombre complexe entier est congru sui-
vant un module p™, m étant un exposant quelconque bien entendu,
a4+ br—4cx? ...+ Iz

positif et entier, au nombre 2
P

» 'entier p pou-
vant éire égal a zéro.

A+Br+Cax?a, .. 4+ L2t

En effet, soit £ = N un nombre entier quel-
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conque dont le dénominateur N se mettra toujours sous la forme
N =p*M,

M n’étant pas divisible par p.
Cela posé, on pourra trouver les entiers P et Q tels qu’on ait

PM —Qp” =1,

et, par conséquent, le nombre £ pourra étre présenté sous la forme

P(A + Bz 4 Ca?+ ...+ L2~ .
?= (- : :ﬂ )—QP g
Donc
PA+~Bz+Cx*+...+ L2 .
{= ( ey ) (mod. p™).

Ainsi, pour faire une classification des nombres entiers suivanl un
module premier p, il suffit de considérer les nombres entiers

a+ B+ x4 4 da™!,
L L R Wt
14
e+ B+ o 2 +...+l".'v,‘""

2

Nous avons vu plus haut que les exposants du nombre p qui figure
dans les dénominateurs ne surpassent pas la limite connue (n° 23).
Considérons d’abord les nombres complexes entiers de la forme

_adfrtqgai4. !
P

g

On peut évidemment poser
§=?¥(§l+a+bx+cx2+...+lx"—‘,

a, b, ¢, ... étant des entiers et ¢ () une fonction entiére dans laquelle
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les coefficients des diverses puissances de x sont rabaissés au-dessous
de p. . :

. x . -
De tous les nombres complexes entiers % nous choisirons celui

pour lequel ¢(x) sera du moindre degré possible. Le coefficient de la
plus haute puissance de x dans ¢(x) peat toujours étre supposé égal
a l'unité.
En effet, soit
¢(x)=A+Bx +Cx*+...+ La*.
Si le coefficient L est différent de I'unité, on prendra un nombre g tel
quelon ait
gl=1 (mod. p).

Alors considérons le nombre complexe entier

q(z)_a+ﬂz+7x’+...+z

.
e - +o 4+ a4+ N,

8

et prenons, au lieu de f%rl, le nombre complexe

a4+ Bt g4 . .+a:“’
. 1)
ayant la forme désirée.
Cela posé, nous ferons voir qu’il n’existe qu'un seul nombre com-
plexe entier
a4 Bz 4 yo+
P

pour lequel le degré p. sera le moindre possible.
En effet, soient au contraire

glz)  a+Brtgzr4..4 2

4 P

et
p(z) a4+ Bix 4+ 27+ 2

P pP

deux nombres entiers distincls et tels que le degré u ait la moindre
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valeur possible. Alors la différence ﬂ#ﬂ sera encore un nombre

complexe entier dont le numérateur est du degré inférieur a p, ce qui
est contre I'hypothése. Donc il n’existe qu'un seul nombre complexe

f—(;—) de la forme indiquée.

Maintenant nous ferons voir que tout nombre complexe entier de
la forme
a+ bx+ex*+.. .+ lem!
P

sera aussi de la forme

A"—’%—{—B,

A et B étant deux polyndmes i coefficients entiers.
En effet, en divisant la fonction a + b + c2® +...+ {x"* par
»(x), eten désignant par A le quotient et par R le reste, on aura

a+bx+cx®+...+Ilx"'=Agp(x)+ R,

le degré de R étant inférieur  celui de ¢(x).
Le nombre complexe

I_{=a+bx+c.z-’+...+lz"" __A‘P(“"')
2 P P

est évidemment un nombre entier; donc, en verta de la propriété du

nombre ﬂpi), on en conclut que tous les coefficients de R sont divi-

sibles par p. : )
Ainsi R = pB, B étant la fonction entiére i coefficients entiers, et 'on
aura

‘ b Ny}
a4+ bz + cx*+ -+ =A?(x)+B.
r P

Passons maintenant aux nombres complexes entiers de la forme

_a+brtecxt+.. .-l
¢ = — :
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On peut présenter ces nombres complexes sous la forme
g_:%—l— o+ B+ yx?+. .+ hxtt

2, f8, 7, ..., A étant des entiers et f(x) un polyndme a coefficients
entiers compris entre o et p*. La fonction f{x) counsiste i son tour en

deux parties,
J(®)=fi(x)+ pfa(x)

Ji(x) ne contenant pas de termes divisibles par p. En divisant f,(x)
par ¢(x), ¢ (x) étant le polynéme considéré ci-dessus, on aura

f(x)= Ag(x) +B.
A=) _s

De ce que P (TT) — f2(x) estun nombre entier,on en conclut
que le degré de f,(x) n'est pas inférieur & celui de ¢(x).

En posant f,(x) + pB = ¢,(x), on aura

4 r P

d’ou I'on voit que le nombre complexe 9—‘%—) est un nombre entier. 1l

. . x) .
existe un nombre complexe entier,de la forme ?—'L;}, pour lequel ¢ [ a)
. 7 .

sera du moindre degré possible. Le coefficient de la plus haute puis-
sance de xx dans la fonction ¢,(x) peul étre supposé égal a I'unité.

En introduisant le nombre 2'—}—()1), il est facile de faire voir que tous les

2

nombres entiers complexes de la forme

a—+bx et~ .. 4 12
p'l

seront aussi de la forme

A?—'[Ef)+B@+C,

A, B, C étant des fonctions entiéres a coefficients entiers.
Journ. de Math. (3® série), tome VI. — Mar 1880. 19
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En effet, la fonction a + bx 4+ cx? + ... + [x*' v'est pas de degré
inférieur a celui de ¢, (x). En la divisant parg,(x), on aura le quotient
A et le reste R, de degré inférienr a celui de p,(x).

D’abord il suit de I'égalité

a+b.r+c.z’+...+lz'"_A9.(.r) R

Iz R

R . . . . :
que = est un nombre entier. Puis, le degré de R étant moindre que

celui de g,(x), on voit que tous les coefticients de R sont divisibles par
P, et, par conséquent, R = pR,.

. \ . . R oA
Par ce qui précéde, on sail que le nombre entier F’ doit étre de la

forme BZ(PL) -+ C. Donc

2 —1
n+bz+c:t):-. L +A?(,:)=B?(1) +C.

En considérant de la méme maniére les nombres complexes entiers

de la forme
a4+ bax4 .4l a—+bxr ... lx*!
. 1

p:s Pm

= ¢tant le plus hant degré de p qui figure dans les dénominateurs de
nombres entiers complexes, nous choisirons parmi eux les nombres

qi-l'_), ey L(z), semblables i M et !L(i).

” P L P P

Le coefficient de la plus haute puissance de x dans chacune des
fonctions @,(x), ..., Pm-y(x) peut étre supposé égal a I'uniteé.

Soient respectivement i, fL,, - - ., Py les degrés des fonctions g(x),
pi()s ...y @moi(x). On aura

eSS S
En effet, si I’on a, par exemple,

P-i> Fivrs
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?'+| ( )

il en résultera une contradiction, car, le nombre étant enner,

"—'*7'}—)-le sera aussi, et la fonction g, ,(x) est de degré inférieur a
celui de ¢;(x), ce qui est en contradiction avec la définition de la
fonction g;(a).

De plus, si I'on a

P’i = P‘i-c-n

on peut toujours faire g,(x) = g, (x), car ?”"( %) estun nombreentier,

et ¢;.,(x) est du méme degré que o;(x).
Posons, en général,

o=k = F e
Prrs = Pppa = .. = Uy

Alors, en suivant la méme marche que plus haut, il est aisé de faire
voir que tout nombre complexe entier { est congru suivant le mo-
dule p au nombre

mi(r)

Pl‘-ﬂ

po(s) |, pr(®) o mle).
(') A P* Bplr,.-ﬂ C le 1 EakER

A, B, C, ..., L étant des fonctions entiéres & coefficients entiers.
Les degrés de A, B, ..., K, L seront respectivement

A du degré n —1— pypy,
B » I"'m-l - P-Ir,, —1

L du degré p;— 1.

Réciproquement, tout nombre complese ayant la forme (1) est évi-
demment un pombre enlier.
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Remarquons maintenant que, lorsque les deux nombres complexes

(%) bil %)

gnr () # t
A : -+ B Pl:ﬁ-t + C Pkn-|+l

pm

A ¢m—’;’(‘"’) + B ?l‘;.‘ffl) +C ?;;;:S:I) fenen

4 eeey

sont congrus suivant le module p, on aura
A=A, B'=B, ..., K'=K, L'=L (mod.p),
de sorte que tous les coefficients dans les différences
A—A, B—B,..,L—L

seront divisibles par p.
En effet, la différence

(A —A) guoi(2)  (BF—B)ei ()  (¢"—C)pi_ (=)
p-+| + plq.-o-: + pk,,.—q-z

—+ .

étant, par hypothése, un nombre entier, et p” la plus haute puissance
de p qui puisse figurer dans les dénominateurs des nombres complexes
entiers, s’ils sont réduits a leurs plus simples expressions, on voit que
les coefficients de toutes puissances de & dans la fonction

(' A) gt () + (B — B) (p gy, () 4+ (C— C)pm gy, (@) + ...
doivent étre divisibles par p, ou, ce qui revient au méme

A'— A==o0 (mod.p).

Donc
(A — A) gmi(®)
. pﬁ"‘l
est un nombre entier.
Il résulte de 1a que le nombre (B—Blo(z] , (C—Coni(=s) o
Pl.+2 P“"l-H

sera aussi. Mais, la fonction

(B'— B) gy () + (C'— C)phtaigy_ (x) + ...
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étant du degré inférieur a celui de ¢,,_, (x), on voit que les coefficients
de toutes les puissances de x dans cette fonction doivent étre divi-
sibles par p. Donc

B—B=o (mod.p).-

On s’assurera de la méme maniére que C'— C==0 (mod. p), etc.
Ou en conclut que la quantité des nombres complexes entiers incongrus
entre eux suivant le module p et non divisibles par p est égale a p” — 1.

En effet, les coefficients des fonctions A, B, C, ..., L sont respecti-
vement en nombres

0o Pty Pones — MPpay May— Paary » - -y [ord

chacun d’eux a, sunivant le module p, p valeurs distinctes. Si I'on

exclut le nombre pour lequel tous les coefficients des A, B, ..., L

s'annulent, on aura p” — 1 nombres incongrus suivant le module p.
Bemarque. — La formule générale (1), pour les nombres complexes

. L P ()
entiers pris suivant le module p, suppose que les nombres T
(™)

T solent connus.

Tous les nombres peurront effectivement étre déterminés apreés un
nombre fini d’opérations. En effet, considérons des nombres com-
plexes de la forme

a4 bxr e+, .. 1z
Pl'

2

en supposant I'exposant i donné et les coefficients a, b, c, ..., [ com-
pris entre zéro et p'. Ces nombres étant en nombre fini, on peut tou-
jours reconnaitre parmi eux ceux qui sont entiers et choisir celui pour

lequel la fonction @ + bx + ca®+ ... + lo™' aura le moindre degré
possible.

11 existe des méthodes pour trouver ces nombres LG NG

E) —p-h_“
plus promptement ; mais je ne m’arréte pas sur ce point, n’y voyant
rien d’essentiel.

4

26. D’aprés ce qui a été établi dans le numéro précédent, ou
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peut toujours reconuaitre si un nombre complexe donné

_ i)
I =5

J et o désignant des fonctions entiéres a coefficients entiers, est un
nombre entier.
En effet, ce nombre peut étre représenté sous la forme

y=¥2,

J(x) étant un polyndme i coefficients entiers qui n’ont pas avec N
de diviseur commun.

Cela posé, si N est divisible par un nombre premier qui n’appar-
tient pasaux modules exceptionnels pour I'équation F{x)=o0, on en
conclut que y ne sera pas un nombre entier.

Maintenant supposons

N=p=pi..
Ps P1y - --» Ps é1ant des modules exceptionnels,
$(=)

Alo ors ¥2) x) 4:("’) coey —"—'-(,—:;—)doivent étre des nombres entiers si ——
I F Fs N

en est un.
=) dla) | dle)

Bemproquemem 51 =1 [)""

1P()

sont des nombres entiers,

5

. le nombre le sera.

d(z)
Pm‘
M étant un nombre ordinaire premier avec N. Donc on pourra

trouver deux nombres P et Q teis qu’on ait

Effeclivement, la somme +ee o+ if <) est égal &

$(z)
o

My ()
N r

PM — QN =1.
M¢( ) _

En remarquant que ——— + Q¢ (x) est un nombre entier,

on conclat que ( Y= 1o sera.

$12),

Nous somimes donc amené a reconnailre si les nombres
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b (=)
P
méro précédent et des formules analogues pour les antres nombres
premiers p,, p;, ....

-++ sont entiers. Cela se fait au moyen de la formule (1) du nu-

27. Dans ce numéro et dans les suivants, nous allons démontrer
quelques théorémes qui nous seront indispensables pour décomposer
les nombres complexes en facteurs idéaux.

Désignons par

(") Oyy Doy o, Olgy

c étant égal & p"— 1, les p"— 1 nombres incongrus suivant le mo-
dule p. Si I'on exclut les nombres complexes qui sont multiples de p,
chaque nombre sera congru 4 un des termes de la suite (1).

Nous nommerons le nombre complexe « premier avec le module p
si le produit &3 n’est pas divisible par p, quel que soit le nombre de
la suite (1) que 'on prend au lieu de S.

Dans le cas contraire, les nombres « et § ont des factenrs communs.

Nous dirons que deux nombres « et 8 n’ont pas de diviseurs com-
muns avec p ou qu'ils sont premiers entre eux suivant le module p
si les nombres ay et fy ne sont pas divisibles par p ensemble, quel que
soit le nombre 7 de la suite (1). Remarquons maintenant que la norme
du nombre « ne sera pas divisible par p si « est premier avec P

En effet, soit au contraire N(«) divisible par p. Alors on pourra
trouver, comme nous allons voir, un nombre 3 non divisible par p et
tel que aff=o0 (mod. p).

Désignons par o', a”, ..., a"' les valeurs du nombre « correspon -
dant aux autres racines de I'éyuation fondamentale F(x)=oet par
A le produit a’a”. .. a4,

Supposons A divisible par p* et non divisible par p*+ {v peut étre

. 2 o A .
égal a zéro). Donc 5 sera un nombre complexe non divisible par p.

Le produit B = o =, sera un vowbre entier ordinaire, divisible par P

car B = N(a)N (%) Il résulte de la qu’on peut prendre au lien de
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s A . ‘
8 le nombre congru a > suivant le module p. Donc le nombre « ne

sera pas premier avec p, comme nous avons supposé.
Réciproquement, si la norme N(«) du nombre complexe « n’est pas
divisible par p, il n’existe aucun nombre 8 non divisible par p, et tel
que le produit af soit divisible par p.
En effet, supposons au contraire que 3 soit un tel nombre. On a

aff = pp
v étant un nombre complexe entier.
Le nombre «, comme on sait, est la racine de I’équation

a"+ g+ gt - gp=o0,

i coefficients entiers, dont le dernier, ¢,, v’est pas divisible par p, car
il est égal a la norme N(«).
1l suit de 1a que le nombre 3 est la racine de I'équation

E n E n—t _
(1) qn(,,) +q»-«v(,,) +.o = o
Mais le nombre 8, comme un nombre entier, satisfait encore a I'¢-
quation
n E n 72-m i E 7=t . —
(11) P (,,) + 8P (,,) Hega=0,

81y 82> - - +» 8 Stant des nombres entiers ordinaires.
Le nombre g, étant premier avec p, on pourra trouver deux
entiers M et N tels qu’on ait

goM + Np'=1.

En multipliant I’équation (I) par M et ’équation (Il) par N, on
aura, aprés l’addition, .

(E "+(qn_|7M + g, p"'N) B ”—'+...=: o,
Vi '
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d’oti Pon voit que £ est un nombre complexe entier, et, par consé-
P

quent, 3 est divisible par p, ce qui est coutraire a la supposition.

TarongMe. — Si les nombres complexes A et B n'ont pas de divi-
seurs communs avec p, ainsi que les nombres A et C, les nombres A
et BC w’auront pas aussi de diviseurs communs avec P

En effet, supposons au contraire que les nombres A et BC ne soient
pas des nombres premiers entre eux suivant le module p; alors, par
conséquent, on pourrait trouver un nombre complexe R tel que AR
et BCR soient divisibles par p; mais CR nest pas divisible par p, cur
antrement A et C auraient des diviseurs communs avec p. En remar-
quant maintenant que le produit ACR est encore divisible par P carp
divise le facteur AR, on voit qu'il existe un nombre complexe CR non
divisible par p et tel que les produits A > CR ¢t B < CR soient les mul-
tiples de p.

Donc A et B ont des diviseurs communs avec P, ce qui est contraire
a la supposition.

28. Tatorime. — Si le nombie complexe A 1'a pas de diviseurs
communs avec p, il existe dans la suite (1) (0° 27) un nombre M tel
qu’on ait

AM==1 (mod. p).
En effet, considérons la suite des nombres

(1) Aay, Awyy, ..., A,
Cesnombres sont congrus suivant ie module p aux nombres (1) (n°LT),
abstraction faite de I'ordre. En effet, aucun des nombres (I) est di-
visible par p, car autrement A ne serait pas un nombre premier avec p.
’ar la méme raison, tous les nombres de la suite (1) sont incongrus
suivant le module p. Donc I'un d'eux est congru a P'unité, qui est
congru a 'un des termes de la suite (I).

29. Turorime. — Soient A et B dewx nombres complexes premiers

Journ, de Math. (3¢ série), tome VI. — May 1580, 20
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entre eux suivant le module p. On peut toujours trouver deux nombres
complexes entiers M et N tels qu’on ait

AM —BN=1 (mod. p).

Considérons deux nombres complexes quelconques g et v, dont
chacun est premier avec le module p.
Soit

(1) Ap —By=E (mod. p).

Supposons, en premier lieu, que & soit un nombre premier avec le mo-
dule p.
On pourra alors trouver (n° 28) un nombre Q tel qu’on ait

Q=1 (wod. p).
Par conséquent, en posant
M=Qp, N=QJ (mod. p),
AM — BN=1 (mod. p)

on aura

et le théoréme sera démontré.

Considérous, en second lieu, le cas dans lequel £ n’est pas premier
avec le module p.

Alors les nombres A et &, ainsi que B et £, n’auront pas de diviseurs
communs avec le module p. En effet, supposons, par exemple, les
nombres B et £ ayant des facteurs communs avec le module p. Il ré-
sulte de la qu’il existe un nombre Q non divisible par p et tel qu'on
ait

BQ=o0 et EQ=o0 (mod. p).

On voit par la congruence (1) que ApQ sera aussi divisible par p.
En multipliant ce nombre par un nombre p’ satisfaisant i la congruence

ppr'=1 (mod. p),

on trouve que le nombre AQ est divisible par p. Mais ce résultat est
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contre I’hypothése, car les deux nombres AQ et BQ ne peuvent étre
divisibles I'un et 'antre par p. Donc les nombres A et £, ainsi que B
et £, n'ont pas de diviseurs communs avec p.

Remarquons encore que le nombre £ peut toujours étre supposé
non divisible par p. En effet, soit

(2) Au=By (mod. p).

Cette congruence ne peut étre satisfaite qu'en supposant chacun des
nombres A et B premier avec le module p- Euo effet, si par exemple B
a des facteurs communs avec p, on pourra déterminer un nombre Q
tel qu’on ait

BQ=o0 (mod. p).

Alors la congruence (2) nous donne

ApQ=o (mod. p),

d’ou I'on déduit, comme ci-dessus, que
AQ=o0 (mod. p),

ce qui ne peut avoir lien, A et B étant deux nombres premiers entre
eux snivant le module p.

Donc la congruence (2) suppose chacun des nombres A et B pre-
mier avec p. Mais, cela étant, il est facile de déduire notre théoréme du
théoréme du n° 28. En effet, on peut prendre N = o et déterminer M
par la congruence

AM==1 (mod. p).

Ainsi nous supposons £ non divisible par p.

Comme les nombres A et B sont premiers entre eux suivant le mo-
dule p, 'un des deux nombres A%, BZ au moins ne sera pas divisible
par p.

Supposons, pour fixer les idées, AZ non divisible par p. D’apres le
théoréme du n® 27, on voit que les nombres AE et B sout premiers
entre eux suivant le module p.
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Considérons maintenant le nombre
Afu — Bv=E&, (mod. p).

Dans le cas ot £, est un nombre premier avec le module p, on dé-
montre notre théoréme tout de suite; mais, si £ n’est pas un nombre
premier avec p, les nombres £, et B, ainsi que &, et AE, sont premiers
entre eux suivant le modale p. 11 suit de 1 que &, et & ne sont pas
des nombres congrus suivant le module p. Dans ce cas, on peut passer
du nombre £, au nombre £, de la méme maniére que de £ i £,, ete.

Remarquons que la séric de nombres £, &, &,, ... est toujours
finie, car ils sont tous incongrus suivantle module p. On voit donc que
nous arrivons enfin 4 une congruence

Ay —By'=v (wmod. p),

7 étant un nombre premier avec le module p. Mais de cette congruence
il résulte, comme nous avons vu, notre thécreme.

Remarque. — En poursuivant la méme marche, il est facile de dé-
duire le théoréme plus général :

Soient A et B deux nombres complexes premiers entre eux suivant
le module p. On peut toujours trouver deux nombres complexes en-
tiers M et N tels qu’on ait

AM —BN==1 (mod. p™),
m étant un nombre entier et positif.

30. Nous compterons parmi les nombres complexes premiers un
nombre réel p si tous les nombres

(1) Cyy Ooy +oey AG

sont premiers avec p.
Pour décomposer les autres nombres premiers ordinaires en facteurs
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premiers idéaux, nous supposons que les termes de la suite (¥) ne
sont pas pris arbitrairement, mais qu'ils satisfont 4 une certaine con-
dition que nous allons connaitre, ] ,

Soit a un des nombres de la suite (1), dont la norme est divisible
par p.

De tous les nombres complexes entiers « + p& congrus A « suivant
le module p, nous choisirons un de ceux dont les normes contiennent
comme facteur le moindre degré possible du nombre p.

Voici comment on peut trouver ce nombre.

Supposons que

N(«)=p"P,
P é1ant un nombre non divisible par p.
Soit
(2) “ By 1

la suite composée de tous les nombres congras 4 « suivant le module p
et telle qu’il n'y en ait que deux congrus suivant le moiule p*.

On sait par le n° 25 comment cette suite (2) peut étre trouvée

Soit maintenant A un nombre complexe quelconque congrua «
suivant le module p. Il sera congru suivant le module p* 3 un nombre
de la suite (2).

Supposant, par exemple,

A= (mod. p*),
on aura

N(A)=N(f) (mod. p*).

Dong, si la norme N(A) contient p comme facteur moins de % fois, il en
contient le méme nombre de fois que 1a norme N 3.

Il suit de la que parmi les termes de la suite (2) on pourra toujours
trouver au moins un nombre dont la norme contient comme facteur
le moindre degré possible du nombre p.

Supposons que ce nombre soit le nombre  lui-méme qui figure dans
la suite (1) et que tous les nombres de celte suite non premiers avec p
satisfassent a la méme condition que le nombre a.
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Cela posé, nous allons établir une propriété importante des nombres
contenus dans la suite (1). ‘

Chaque nombre « de la suite (1) ayant la norme divisible par p* sa-
tisfait a I'équation

(3) o+ b et - by . .+ b+ b, =0,

dans laquelle le coefficient b, est divisible par p* par hypothése et les
autres coefficients b,_,, b, o, ... sont respectivement divisibles par

| 2

Pour démontrer cette proposition, considérons un nombre « — Jp,
A étant un entier ordinaire.

Les nombres «, &, &7, ... désignant toutes les racines de ’équation
(3), la norme du nombre complexe a — 2 p se présente sous la forme

N(a—2p)=(a—2Api(a’—2p)...(a™"—2Ap)
— == (pn)\n_'_ b‘pn—l)\n—l + [}?Pn—ﬂln—-z_*_ e bn)-

oA . . ..
Cette norme doit étre divisible par p*, quel que soit 1, car p* divise
N(«), contenant comme facteur le moindre degré du nombre p.
En posant b, = p*c,, on voit que le nombre

PPN b N - b+ p‘r‘" Cn

" doit étre divisible par p*—, quel que soitd. Donc b,_, est divisible par
p, et1’on peut poser b,_, = pCn_y, C,—, étant un nombre entier. Puis on

voit gque le nombre
PN b pt AT e bao X A+ PR,

doit étre divisible par p*—2, ) étant quelconque. Done les coefficients
b, et c,_, doivent étre divisibles par p.

1l est clair que I'on peut poursuivre de cette maniére jusqu’a ce que
I'on ait démontré la divisibilit¢ du nombre &,_, par p**, b,_, par
p*2, . ... Cette démonstration peut étre en défaut dans quelques cas
particuliers si p est inférieur a n.
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En voici une autre qui ne souffre aucune exception.

Soient
b, =p*cay by =phca, ...

— plth
bn—l(_"Pp-Lrl—-lﬂ cr et e

Cny Cniv -y Coy 6lant des entiers non divisibles par p. Désignons
- r I3 .
par 2= -, r et s élant des nombres entiers, la plus grande valeur des

fractions
Coop—p ¢ —
P [y ___;__z’ T .

. I . 2
Cela posé, nous ferons voir que le nombre £ est un nombre en-
-

tier.
A
C, - ’ .
En effet, le nombre Z-2 est une racine de 'équation
y = q

+ Cn,,gf)P"-F)\—F%""' 4+ CpzChn Pp.,+2).-‘g 'én 24 . ..=o0

.

Les exposants p, + A — p, (13 + 2h — @, ... peuvent étre fraction-

naires, mais aucun d’eux ne peut étre négatif, car p; + iA — pZoou,

ce qui est le méme, A~ 2", Cela est d’accord avec la définition de ).
q ’ 7

. . e, .
1l résulte de ia que le nombre L% est un nombre entier.
. &

Considérons maintenant un nombre complexe entier

Y
- P ?

congru i « suivant le module p, i élant un entier quelconque ordi-

naire et positif.
On aura évidemment
_ N [ 8 /,ri+1 c‘f,i) .

N(C)_' N(a“)

Afin de savoir quelle puissance de p est contenue comme facteur
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dans la norme N&, nous remarquons que

( Si-4 P”H .n)
riet o si re 1 ~f rit ¥
:N(a__pu+lc's:+1>N(a_(‘)Pu+l Cn—rl)‘(a__w Pu—e—l ,\:+l>A'.’

ri+1 ~7
» étant uneracine primitive si + 1'*" de I'unité, etN(a — wipitie ”“\)
désignant le produit

i—o;l Si ritd s ri41 57
(a _ wkpsm-l C:L+l) (al _ wkp.nAi L‘:‘ o x) (au — Pu-H u+i> R

ou «, «', @, ... sont toules les racines de I’équation (3).
En posant

(z)=(z~a)(z— ) (z—a")...=2"+ b, 2" - byz' *+ . 4 b,
il vient
et sk rovt s it s
( .n-H Pl‘l-i—l ,.n) — im (D(Psi-v-t CZ‘*‘)KI)(wp“'“ C:—H) (I)(m‘zpax-n C,;z-q)

on

Il+l si ri+-t 5,

rre+1 a7
i - [ Tk :
(D(P31+1 ~1+1) Py.c - P sz+l C:z«o—l C,,_,, p Si4 1 Cil L',, 2 ..

ri

On pourra assiguer un nombre i de telle maniére, que parmi les expo-
i+ 1 1 . , . .
Sants p, b o——s Py 42— - il 0’y en ait pas deux égaux
entre eux. Soit A celni des exposants qui a la valeur moindre.
Maiutenant il y a deux cas & distinguer : A > 1 et 257,
Supposons d’abord X >> 1. On va voir que A est inférieur 3 e

En effet, soith = ¢ f —Ff on aura

prAf=p.
. . ? o, . \ e
Mais, 2 = - étant supérieur 4 'unité, on a
R

i1
- £
st 41

A>
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et par conséquent
ri1
wr+S e <

Done, a fortiori, A < p.
Cela posé, on s’assure aisément que le nombre entier égal au pro-
duit

i1 Si ri—1 Si
(I)(pu+ic;i+1)q)<mpsi+1 C“:._H) .

contient (si +1)A fois le facteur p. 1f résulte de 1a que la norme
le contient (si + 1)A — sip. < . fois, ce qui est absurde, en vertu du
choix des nombres o, car § est congru a & suivant le module P

Ainsi 1 <1, et par conséquent

|l ol
=D
quel que soit &, d’on _
HAZ p—h
Donc le théoréme est démontré,

Cn

Corollaire I. — Le nombre complexe’l

est nn nombre entier.

1 .
En effet, équation (3) multipliée par r:— nous donne la suivante,

e\ by [ pra\ 2! bu_atn [ pry\
ALY m,_:(’— ] L ALY M
k<3 ,l‘ . a P a

’ . . 2Ch
» -++ étant'des nombres entiers. On en conclut que P est un
14

buoy basts
P e
nombre entier. Donc, pour chaque nombre « de la suite (1), il existe
un nombre ordinaire H non divisible par p, et tel que le produit Hp
soit divisible par a.

Corollaire 1I. — Soit £ un nombre complexe non compris dans Ia
suite

(1) iy Gy oovy Og

et non divisible par p.
Journ. de Math. (3¢ série), tome VI, — Masr 1880 21
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Nous ferons voir qu'il existe alors dans cette suite un nombre « tel
que le produit Hf soit divisible par &, H étant un nambre ordinaire
premier avec p. . )

Eu effet, supposant 3 congru au nombre « de la suite (1), on aura

f=u+py,

<7 étant un nombre entier complexe. Désiguons maintenant par H un
nombre non divisible par p et tel que le produit Hp soit divisible par
o (corollaire I). Alors il vient

Hf =a(H+ oY),
Hp

s , .
o étant égal 4 —=. . Q. F. D.
g . c. Q D

31. Nous dirous, pour abréger, que le nombre 3 contient tous les
facteurs du nombre p appartenant au nombre « 5'il existe un nombre A
premier avec p et tel que A3 soit divisible par a.

Désignons par H la norme N(A), H étant un nombre ordinaire non
divisible par p. On voit que Hf est divisible par «. Ainsi, lorsque 5
contient tous les facteurs de p appartenant i «, il exisle un nombre
ordinaire H non divisible par p et tel que Hf3 soit divisible par «.

Tueorime. — Si le produit 3y de deux nombres complexes contient
tous les facteurs de p appartenant & « et si les nombres « et 3 n'ont
aucun facteur commun avec p, le nombre < contient tous les facteurs
de p appartenant a a.

Posous, pour abréger,
N{a)=p*b,
b n'étant pas divisible par p.
1l existe, par hypothése, un nombre ordinaire H non divisible par p
et tel que le produit Hf3y soit divisible par e. On peut prendre & au

. . b , .
lien de H (n° 24), et soit —fl = ¢, & étant un nombre entier com-
plexe. Mais, o et § n'ayant point de facteurs communs avec p, on
pourra trouver deux nombres complexes £, n tels qu'on ait (n° 29)

B —an=1t (mod.p")
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on, ce qui est la mnéme chose,
BE=an—+1 +p7‘E,
¢ étant encore un nombre entier. Donc

b bp:
£ =L 4 by + LT,
24 @
‘ , N bp* . . by
En ayaut égard a ce que —— est un nombre entier, on voit que = le
@ a

sera aussi; par conséquent, y contient tous les facteurs de p apparte-
nant a «.

32. Tutorime. — Si les deuxr nombres complexes 3 et  ont des
diviseurs communs avec p, et si aucun de ces dewx nombres ne contient
tous les facteurs de p appartenant & Uautre, il existe un tel nombre «
que chacun d'eux contienne tous les facteurs de p appartenant & a.

En effet, les nombres 3 et y ayant des diviseurs communs avec p,
ou pourra toujours trouver dans la suite

(1) Ryy Ogy «vey Ugy

que nous avons considérée dans le n° 30, un nombre M tel que les
nombres M3 et My soient divisibles par p (n° 27). Soient

Mp=pfi, My=py.
Dailleurs, on sait par le n° 30 qu’il existe toujours un nombre ordi-

naire H, non divisible par p, tel que ~l—\;—u soit un nombre entier.

. ., Hp
En désignant ¢ par «, on aura

(2) HB=0aff,, Hy=oy,.

Donc les nombres 8, 7 contiennent I'un et I'autre tous les facteurs
de p appartenant  a.

-D'aprés le corollaire 11 (n° 30), il est permis de supposer que «
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soit encore un terme de la suite (1). De plus, aucun des nombres
f3: et y, ne sera premier avec le module p.

En effet, supposons, par exemple, {2, premier avec le module p.
Alors (n° 31) « contiendra tous les facteurs de p appartenant a 3. Donc
+/ les contient aussi, ce qui est contraire a la supposition.

Les équations (2) nous donnent, en prenant les normes,

H*N(B) = N(«)N(8,),
H*N(7y) = Nia)N(7,).

En ayant égard a ce que N(f3,) et N(7,) sont divisibles par p (n° 27),
on en conclut que p rentre comme facteur dans la norme N(a) moins
de fois que dans les normes N(8) et N (7).

33. Je reprends maintenant la suite des nombres
(1) Ay Clay ..y Oy

incongrus suivant le module p.

Nous dirons que le nombre « de cette suite ne contient qu'un fac-
teur premier idéal du nombre p si chaque nombre non prewier avec «
suivant le module p contient tous les factears de p appartenant a «
(n° 31).

Le corollaire II (n° 30) nous fait voir qu'il suffit de comparer le
nowbre « 4 tous les termes de la suite (1) pour savoir s'il ne contient
qu’un facteur premier du nombre p. Faisons d’abord voir que de tels
nombres « existent effectivement.

Soit 8 un nombre quelconque de cette suite non premier avec p.
Supposons qu’il existe un autre nombre ¢ non premier avec 8 suivant
le module p et ne contenant pas tous les facteurs premiers de p appar-
tenant a 8. )

Cela posé, on voit, d’aprés le numéro précédent, qu’il existe dans la
suite (1) un nombre « tel que 3 contienne tous les facteurs de p appar-
tenant 4 «; la norme N(a) contiendra p comme facteur moins de fois
que la norme N(f3).

Si « contient plus d'un facteur premier du nombre p, on peut, par
la méme raison, trouver dans la suite (1) un nombre o' tel que « con-
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tienne tous les facteurs de p appartenant i «, et p rentrera dans la
norme N(a') avec 'exposant moindre que dans la norme N(a).

On voit que, en poursuivant la méme marche, on trouvera un
nombre qui ne contient qu'un seul facteur premier de p.

Ainsi, chagque nombre non premier avec p contienl au moins un
facteur premier de p appartenant au nombre compris dans la suite (1)
el qui ne comprend point d’autres facteurs de p.

Soient

(2) pn @-p ceey (3/:

tous les nombres de la suite (1), dont chacun ne contient qu’un seul
facteur premier idéal du nombre p- Si les deux nombres de cette snite
ne sont pas premiers entre eux suivant le module p, nous dirons qu’ils
contiennent un méme facteur idéal du nombre p- On peut choisir dans
la suite (2) tous les nombres qui contiennent des facteurs distincts de P
Soient v, v,, v,, ..., v, ces nombres.

Nous dirons que le nombre complexe « contieut le facteur de p
appartenant 2 fois au nombre v §'il contient tous les facteurs de p
appartenanta ¢™ et ne contient Pas tous les facteurs de P appartenant
51 va.

Il suit de cette définition que, dans ce cas, Ha = v 3, H étant un
nombre ordinaire non divisible par p, et 3 un nombre complexe entier.

En prenant les normes, il vient

H"N(a) = [N(v)]"N(8).

Il en résulte que, pour chaque nombre donné a, m ne surpasse pas
une limite finie. En effet, soient p* et p* les plus hautes puissances
de p qui divisent N(«) et N(¢); on anra .

AZmpu.
34. TukoriMe. — Le produit By de deux nombres complexes con-

tient le facteur idéal de p appartenant & v autant de fois que les deux
nombres {3 et y ensemble.
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Supposons que 8 contienne ce facteur m fois et r fois y. Ainsi,
on a
(1) Hf =,
1

Hl'y = ‘J' 7!1

H et H, étant des entiers ordinaires non divisibles par p, §, et , deux
nombres complexes entiers.

Nous allons voir que chacun des nombres 3, et y, ne contient point
de facteur idéal de p appartenant i o.

Supposons que, par exemple, 3, le contienne. Alors nous aurons

hﬁv = "[327

ou k désigne un nombre ordinaire non divisible par p, et £, un nombre

complexe entier. Donc
HAL = v+ B,

de sorte que {3 contiendrait tous les facteurs de p appartenant a v™*',
ce qui est contraire a la supposition.
Les égalités (1) nous donnent la suivante,

HHcﬁY = "m+rﬁ| T

d’ou I'on voit que le nombre @37 contient tous les facteurs de p ap-
partenant & v"*". Maintenant, il nous reste 4 faire voir qu'il ne con-
tient pas tous les facteurs de p appartenant a ¢™*"*!. Supposons, au
contraire, que k {3y = ¢v™*'y,, h étant un nombre premier avec p
et y, un nombre complexe entier.

Il s’ensuit que

, hEyp=HH, 0y,

Donc f,y, contient le facteur de p appartenant a v, ce qui ne
peut étre en vertu du théoréme n° 31.

En s’appuyant sur les théorémes établis, on démontre facilement
toutes les propositions connues sur la divisibilité des nombres com-
plexes.




