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TnÉORIE DES NOMBRES COMPLEXES. I2Q 

Sur la théorie des nombres complexes 
[SUITE]; 

PAR M. G. ZOLOTAREFF. 

21. Maintenant nous allons considérer les nombres complexes qui 
dépendent des racines de l'équation 

/ \ ι x-1 

où η est un nombre premier impair. 
Nous allons voir que les théorèmes de M. Rummer concernant ces 

nombres se déduisent très facilement de la théorie générale des 
nombres complexes exposée plus haut. 

Soit α une racine de l'équation (i). Toutes les racines de cette 
équation sont alors 

(a) α, a2, ..., an~{. 

Soit encore ρ «η nombre premier impair. Supposons d'abord ρ = η 

La fonction ^-3-- est congrue à (x — i)"_l, suivant ce module. 

Le nombre η est effectivement une puissance [n — x)iè,nc d'un nombre 
complexe. Nous avons 

« = (« - «)(i - «*)...(!- «-·) = (1 - a)"-· 
Jour η, de Math. (3E série), tome VI. — AVRIL I88O. 1 7 
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et le produit '—— -——-—est une unité complexe, comme 

il est facile de le voir. 
Supposons maintenant que ρ ne soit pas égal à η et qu'il appar-

tienne à l'exposant A suivant le module n, en sorte que 

p^~ ι (mod η). 

Désignant le nombre " h ' par A: et une racine primitive quelconque 

de η par g, toutes les racines (a) se laissent distribuer en périodes : 

β —« a/ + α-t- ... 
β, = et* + αΓ1 h- af** + ... + 
..................... 
= a**.1 + ocgli ' + ae'k '+...+ a*** 

En vertu des liaisons connues entre les périodes, toute fonction 
rationnelle et entière à coefficients entiers des périodes pent être 
représentée sous la forme 

α„β ■+- a, β, -+-... + αΑ_, 

Λ0, a,, ..., Λ*_, étant des nombres entiers. 
Cette fonction peut être considérée comme fonction d'une seule 

période β, et, par conséquent, on la désigne par F(j3). 

Nous avons démontré que la fonction suivant le module ρ a 
la forme 

(3) £_1
 =

 ρ
Ρ)

...ρ
Α
_

( + /)
ψ

(
*), 

Ρ, Ρ,, ..., Ρ*_, étant des fonctions irréductibles suivant le module ρ 
du degré A, et ψ (a:) un polynôme à coefficients entiers. 

Nous avons vu encore que, en remplaçant dans les expressions des 
périodes α par x, les périodes obtenues η, YJ(, ..., rjseront con-
grues suivant le module ρ et suivant chacune des fonctions Ρ, Ρ,, . ■ ■, 
P*_, à des nopibres constants. 
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Supposons que, suivant le module p et la fonction P, ces périodes 
soient congrues aux nombres u, ..., Alors, en remplaçant la 
fonction Ρ par une autre de la suite P,, P„ ..., P*_t, les nombres 
u, u

t
, ...,uk_, seront permutés cycliquement, en sorte que les périodes 

seront congrues respectivement à u
r

, u
r+l

, u
r+k

_,, où l'on sup-
pose Uy+sk = Uy. 

Nous désignerons par F(«) et F(u
r

) les valeurs des fonctions 

F(ij) —α„Ίι H- ft,τη, -t-...-ι-aA_( 
F(nr) = a0v]r-h a, 

quand ij, ri,,..., IJa_, seront remplacés respectivement par u, u
t

, ..., 

On voit, d'après l'équation (3), que le nombre p contient k facteurs 
idéaux appartenant respectivement aux fonctions P, P

(
, ..., PA_,. 

Faisons voir maintenant comment on peut reconnaître si un nombre 
complexe quelconque y (a) contient le facteur idéal appartenant à la 
fonction P. 

Il est connu que α est une racine de l'équation 

αΑ4- Α,α4-1 -ι- A2aA~2-+-... = ο, 

où A,, A2, ·■■ sont des fonctions des périodes β, β,, β/,-, ; par 
conséquent, tout nombre complexe y(a) peut être représenté sous la 
forme 

y(«) = ψ,(β) -h φ
2
(β)« -+- y

3
(/3)ot2-f- ... 4- φΛ(β)α''~\ 

φ,{β), ψ
2
{β), · · ·. ψι,(β) étant des fonctions rationnelles entières des 

périodes β, β,, ..., β^,. 
Pour que le nombre y (a) contienne le facteur idéal de p appartenant 

à la fonction P, il est nécessaire et il suffit que la fonction 

φ{χ) =z φ,(ιη) -h φ.,(ιη)χ -h <?*{tl)x2 -h . . ■ 4- y^Y])#4-', 

déduite de y (a) en remplaçant α par x, soit divisible par P suivant le 
module p. 

En vertu des propriétés des périodes, nous pouvons remplacer τη, 
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■η,, ..., VJA_, respectivement par les nombres entiers «, «4_, et 
par conséquent la fonction <p(x) par la suivante : 

?■(") -+-φ
2
(κ)χ-ΐ- y

3
{u)x* + ... + . 

Cette dernière ne peut être divisible suivant le module p par la fonc-
tion Ρ du degré h que dans le cas où l'on a 

?,(«) = o, p2(u) = o yh{u) = ο (mod. ρ). 

Ces congruences constituent les conditions données par M. Rummer 
pour que ψ (α) contienne le facteur de ρ appartenant à la fonction P. 

Il est aussi facile d'exprimer les conditions pour que le nombre 
complexe φ (a) contienne ce facteur λ fois. 

En vertu de ce que nous avons dit au n° 7, dans ce cas aura lieu la 
congruence 

(3) φ(·τ)Ρ(Ρ
)
Ρ

2
...Ρ

Α
_,)λ+, = ο (mod. p

l+
',Çizj)' 

et cette autre, 

(4) «P(^)P(PIP2...PA_<)>-2^O (mod. 

ne sera pas satisfaite. 
Or on a 

^ = Ρ Ρ,... ΡΛ_, 4- ρ ψ (λγ), 

où ψ(χ) peut être regardé comme non divisible par aucune des fonc-
tions Ρ, P,, ...,P*_,; par conséquent, on peut représenter les con-
gruences (3) et (4) sous la forme 

- ψ(Λ·)?(*)(ρ«Ρΐ···ρ*-.)λ =° (mod-A^~r)' 

— ψ(Λτ)φ(α7)(Ρ,Ρ
3
.. .P*_,)u,= o (mod. p^',^—^j. 

En remarquant que ψ(.τ) n'est divisible par aucune des fonctions P, 
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Ρ,, ..., Ρ*-., on peut remplacer ces congruences par les suivantes ·. 

(1) O(JC)W> =o ^mort. p\ ' ji 

(II) imod.p>+',^~^), 

où W — P,P„. ..PA_,. 
Ainsi, pour que le nombre complexe φ(α) contienne λ fois le fac-

teur de p qui appartient à la fonction P, il est nécessaire et il suffit que 
la congruence (I) ait lieu et que la congruence (II) ne soit pas satisfaite. 
Il est facile de transformer ces conditions dans celles de M. Rummer. 
Nous allons chercher pour cela une fonction des périodes β, β,, .. ., 
β/t-i qui ne contient qu'un facteur idéal de ρ appartenant, par exemple, 
à la fonction Ρ et seulement une fois. 

Dans le n° 20, nous avons obtenu une congruence suivant le mo-
dule ρ et la fonction P, à laquelle satisfont les fonctions x, x^

f 

xg,i, ..., Cette congruence est de la forme 

χΛ-+-1,x"~' -+- . .. -t- l
h
 = o (mod. ρ, P), 

/,, /
2

, . .., Jh étant des entiers. Comme P est une fonction irréductible 
suivant le module p du degré h, on aura 

Ρ = χΛ + /, χΛ_ι -t- . . . -ι- l
h (mod. p). 

Il suit de là qu'en remplaçant, dans Ρ, χ successivement par xgi 

xg'\ ..., JC*''-1'*, on obtiendra des fonctions divisibles par P suivant 
le module p. Il est évident que la même circonstance aura lieu relati-
vement aux autres fonctions P,, Pa, ..., ΡΛ_,. 

Soient maintenant A et Β deux fonctions entières à coefficients en-
tiers qui satisfont à la congruence 

(5) A P — BW == χ -t- xg -t- xgZ + ... -+- xgi 1 (mod. p), 

où, comme précédemment, W = P, P,... PA_,. 
Comme P et W n'ont point de facteurs communs suivant le mo-

dule p, on trouvera toujours des fonctions A et Β qui satisferont à la 
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congruence (Γ>). Cette dernière équivaut à l'équation 

AP — BW — a? 4- xg -+-xg' + . .. + χ**" 4- pf(x), 

f{x) étant un polynôme à coefficients entiers. 
Remplaçons dans cette équation χ successivement par xgk, xgli, ..., 

et désignons par 
A', A", ..A'4'". 
Β', B", B'4-", 
Ρ', Ρ", ..., Ρί*-'», 
W', W", 

les valeurs des fonctions A, Β, P, W qui correspondent à ces rempla-
cements; nous aurons les équations 

A'P' — B'W' = xgi
4- xgt+' -H x^ H-... + xg*~l 4- pf(xgÎ), 

A"Ρ" - B"W" = xg* +· xg,i+' 4- ... 4- Xgli" 4- pf{x*% 
............................... 

En faisant donc 

F(vj) = AP 4- A'P' 4- A"P" 4- ... 4- A<A-" P(*-", 
F

1
(VÎ) = BW4-B'W'4-B"W"4- .. . 4- B(A_,) WiA_,), 

où les seconds termes de ces équations sont évidemment des fonctions 
des périodes τη, r,,, ..il suit des équations précédentes 

(6) F(ÎJ) —F,(«)=-I (mod .p.fL-L). 

Nous avons vu que P', P", ... sont divisibles par Ρ suivant le mo-
dule p; de même W', W", ... sont divisibles par W suivant ce module; 
par suite, les fonctions F(ij) et F, (ij) sont divisibles respectivement par 
P et W suivant le module p. 

On voit par la congruence (6) que F(ij) n'est divisible suivant le 
modulep par aucune des fonctions Ρ,, Ρϊ( ..PA-(· Par conséquent, 
le nombre complexe F(^) contient seulement le facteur idéal de p 
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appartenant à la fonction P. Si ce facteur est contenu dans F(/i) plu-
sieurs fois, nous allons prendre le nombre complexe F(j3) -+- ρ- Il est 
évident que ce nombre ne contient de tous les facteurs idéaux de ρ 
que celui qui appartient à la fonction P; de plus, comme ρ contient 
ce facteur au premier degré etF((3) à un degré supérieur, la somme 
¥(β)+ρ contiendra le même facteur une seule fois. Cela se vérifie 
au moyen des congruences (I), (II). 

Ainsi, on trouvera toujours un nombre complexe Φ (β) qui contiendra 
un seul facteur, idéal de p, ou, ce qui est la même chose, on trouvera 
une fonction des périodes Φ(·*ΐ), qui, suivant le module p, est repré-
sentée sous la forme 

Φ(»ΐ)= Pra(ar) (mod. p), 

ST(JC) étant un polynôme non divisible suivant ce module par aucune 
des fonctions Ρ, P,, .. P*. 

Soit maintenant 

s^(»j) = 4>(r4î) ... 

Il suit de ce qui a été dit que Ψ(η) suivant le module p est de la forme 

Ψ(η) = Wn(ar) (mod. ρ). 

Ω[χ) n'étant divisible par aucune des fonctions P, P,, ..., P*_,. 
En vertu dun°8, on peut remplacer, dans les congruences (I), (II), 

W par Wû(jr), et l'on aura, au lieu de ces congruences, 

?(·τ)[Ψ(ϋ)]λ =o (mod. p\ 

y(a:)[
l
I'(»)]

x+,
=s ο (mod.ρ

λ
"-\ ^ ■ 

Ainsi, pour que le nombre complexe <p(a) contienne λ fois le fac-
teur de p appartenant à la fonction P, il est nécessaire et il suffit que le 
nombre complexe φ(α)[Ψ((3)]λ soit divisible par ρλ et que le nombre 
complexe φ(α)[Ψ(β)]λ+ι ne soit point divisible par p)+l. C'est dans 
cette forme que ces conditions sont données par M. Kunimer. 

Remarquons enfin qu'en appliquant au cas considéré, où les fonc-
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tions Ρ, Ρ,, ..Ρ*_, sont toutes du degré h, ce qui a été démontré au 
n° 11, on aura ce théorème : 

Si la norme du nombre complexe ψ (a) est divisible par un nombre 
premier ρ appartenant à l'exposant h suivant le module nielle est divi-
sible par ρΛ. 

22. Jusqu'ici nous avons exclu de notre recherche (n° 5) les équa-
tions 

(x) F(x) = X"+ a,X"~3 -t- a^X."'1 -h.. .-h a„ = ο 

telles que la fonction F(x) suivant le module premier ρ ait la forme 

(a) F(40 = V-Vr,...V,"'+/>9{*)
l 

le polynôme φ (x) étant divisible suivant ce module par l'une des fonc-
tions V, dont l'exposant m surpasse l'unité. 

Par le même numéro, on sait qu'il n'y a qu'un nombre fini de mo-
dules tels que p. Quant aux autres nombres premiers, leur décomposi-
tion en facteurs complexes qui dépendent des racines de l'équation (i) 
s'opère d'après les principes exposés plus haut. 

Il nous reste maintenant à considérer les modules exceptionnels 
suivant lesquels la fonction F(a?) peut être présentée sous la forme 
(a). D'abord nous allons établir que la propriété des nombres 
complexes démontrée dans le n° 12 (corollaire I), savoir, si le rap-

port | de deux nombres complexes entiers n'est pas un nombre 

entier il ne peut satisfaire à aucune équation de la forme 

ΊΡ -\r qfU1 1 4- ...+- q
n
 — O, 

q<, 9j, ..7„ étant des nombres entiers, cesse d'avoir lieu s'il y a des 
modules exceptionnels. 

En effet, supposons dans l'équation (a), pour fixer les idées, m > ι 
et <p(x) divisible par V suivant le module p. 

En désignant par ζ le nombre complexe 

t γ-wt ^ ^ 
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nous allons démontrer qu'il satisfait à l'équation 

(«) ζΝ + ?
1
Γ-' + <?

ΐ
ζΝ~ΐ+··· + <7Ν = °, 

à coefficients entiers. 
En effet, l'équation (2) nous donne 

(3) v'nvr<...vr'= -ρψ(Χ), 

où <p(x), en vertu de la supposition, est de la forme 

Φ(Χ) = AV -+- /)B, 

A et Β étant des fonctions entières à coefficients entiers. 
En multipliant les deux membres de l'équation(3) parV'"~2V"' ...V"'', 

on aura 

y2m_2 y ton, y Sm, _ Ο AV'"-1 V™' . V"** pîBV"1-2 V™' V"'' 

ou, ce qui revient au même, 

ζ2 -+· A ζ -+- BVra-2 V?*... V?· = ο. 

En remplaçant successivement, dans les coefficients A et BV'" 2, 
VJ"'...V"'' de cette équation, χ par toutes les racines de l'équa-
tion (1), et en multipliant les résultats, on aura une équation de la 
forme (a). Acause de cette propriété des modules exceptionnels, il nous 
faut généraliser la notion des nombres complexes entiers. 

Chaque nombre complexe 

γ = a + bx + lx"~', 

a,b, ..., / étant des nombres rationnels, sera nommé nombre entier 
s'il satisfait à l'équation de la forme («). D'ailleurs, pétant une fonc-
tion rationnelle à coefficients entiers, le degré de l'équation peut être 
évidemment supposé égal à n, savoir au degré de l'équation don-
née F(JJ) = O. 

Journ. de Math. (3e série), tome VI. — AVRIL I88O. IO 
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Le produit y
0
y
t
.. où 

= a 4- bx0 4-... 4- Ixl ', 
y, = a 4- bx, 4- ... + ÏXÎ *. 
....................... 

7„_, — a 4- ù.r„_
(
 4- ... 4- /a·;.;, 

sera dit la norme du nombre complexe jr. Ce produit est évidemment 
un nombre entier ordinaire, et nous le désignerons toujours par N(/). 

Remarque. — Supposons que y soit" une fonction rationnelle à 
coefficients entiers d'une racine de l'équation F(.r) = o et, déplus, 
qu'il satisfasse à l'équation 

les valeurs des coefficients A,, A2, ..., Αμ lorsqu'on y remplace la racine 
de l'équation (ι) par les autres racines de la même équation. 

En multipliant les résultats 

γ* 4- AfyV·-' 4- Aa
y^~2 4-... 4- Αμ = ο, 

y^ 4- A,y^' 4- A
2

yV~* 4- ... 4- Αμ, 
yf- 4- A', γ*'* 4- A'.y*-1 4-...+^, 
yv- 4- A' γ+~* + 4- ... 4- Δ; , 

· > 

A,, Aa, ..., Αμ étant des nombres complexes entiers. Alors y sera un 
nombre entier. 

En effet, soient 
Λ 1 9 λ2> · · ·> » 
Λ t > Λ 2 ' ' ' M Λ|Α -) 
................... 

on aura une équation de la forme 

yV·" SiyV·"-1 4" .fiyV·"-2 -h ... — o, 

s,, J
2
, ... étant des entiers ordinaires. Donc y est un nombre complexe 

entier. 
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23. Soit ξ un des nombres entiers complexes satisfaisant à l'équa-
tion , 

ξ" + q, + 72ξ"-2 -+- . . . + q„ = o, 

q<i ■ ■ M q
n
 étant des entiers ordinaires. Il peut être présenté sous 

la forme 

s α-Ι-βχ·4-γ.τ2-4-...-4- λχ"-1 

α, β, y, ..., λ, Ν étant des entiers qui n'ont pas de diviseurs com-
muns. 

Remarquons, en premier lieu, que Ν n'est divisible que par les mo-
dules exceptionnels. 

En effet, soit ρ un autre nombre premier quelconque et supposons 
qu'il entre comme facteur dans N. Alors on en conclut, d'après le nc 15 
(corollaire I), que tous les nombres oc, β, γ, ..X sont divisibles par 
p, ce qui est contre l'hypothèse. 

En second lieu, nous ferons voir que le discriminant Δ d'une équa-
tion donnée F(.r) = ο est divisible par Ns. 

Soit, en effet, 
Jjx 

P> Pit Pit · · ■ étant des facteurs premiers et différents du nombre N. 
La proposition dont il s'agit sera démontrée si l'on fait voir que le 

discriminant Δ est divisible par pîpar p\L' 
A cet effet, considérons le nombre complexe entier 

V =pfpp...Ç= ρ 

Par hypothèse, un des nombres a, j3, γ, . .., λ au moins n'est pas 
divisible par p. Désignons par exf- un des termes de la fonction 

α -t- βχ -+- γ χ3 -t- ... -+- λχn_<, 

dont le coefficient ε n'est pas divisible par p. 
De plus, soit Ε une racine de la congruence 

ΕΕΞΙ (mod. ρ*). 
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Donc 
sE = ι /#j\ 

f étant un nombre entier. 
Nous considérons encore un nombre complexe 

ζ (χ) = Evj —fa* = 

En premier lieu, il est aisé de voir que le déterminant 

A = 

τ «ν» «η 2 y*"1 "* 1 Ρ* ( γ> \ ιγ\η 1 

τ <ν* «ν* 2 ■yd1 ^ ?* / "y ) "y114 Α-1 _„rt 1 

........................ 
I ·*■«_ ι ■·· »*·« — 1 bv·*'*—ι; ■ΛΛ —1 · ·· ^Λ-1 

est un nombre entier, car, d'une part, ce déterminant est évidemment 
une fonction symétrique des racines λ?,, ..., αν.,, et par consé-
quent il est égal au nombre rationnel ordinaire; d'autre part, étant 
une fonction rationnelle des racines des équations 

F(X) = X" + α, X"-' -+- α
2
 X"-2 -4-. .. = ο 

et 
ξ« + 9ι

ξ»-' + <?2ξ«-3 + ...-Η Ϊλ = 0> 

il satisfait encore à une équation de la forme 

Am -+- A, Am~' -+- A2 Am-2 + , .. = o, 

A,, A
2
, .... étant des entiers. Il suit de là que A est un nombre entier. 

En second lieu, en remplaçant ζ(χ0), ?(;*",), ... par leurs valeurs, 
on aura 

A = £· 

Donc Δ est divisible par ρ*Ά On s'assure de la même manière que Δ est 
divisible par ρ?1, ρJ1·, .... 

D'où il suit que Ν ne surpasse pas yA. 



THÉORIE DES NOMBRES COMPLEX ES. J 4
 1 

24. La notion des nombres complexes entiers étant établie, nous 
indiquons comment on doit concevoir leur division. 

Un nombre complexe entier ξ sera dit divisible par un autre nombre 
a, si le quotient est encore un nombre entier. 

Cela posé, nous allons démontrer une proposition qui nous sera 
utile dans ce qui suit. 

Soient ρ un nombre premier ordinaire et α un nombre complexe 
dont la norme est divisible par p. Supposons N(«) = pxb, b étant un 
entier non divisible par p. 

Maintenant, s'il existe un autre nombre complexe ξ qui, étant mul-
tiplié par un nombre quelconque ordinaire H, premier avecp, devienne 
divisible par «, le produit όξ le sera aussi. 

En effet, H étant premier avec p, on peut toujours trouver deux 
nombres entiers Ρ et Q tels qu'ils satisfassent à l'équation 

PH — p*Q— i. 

De ce que le nombre H ξ est divisible par α il suit que le nombre 

= - + —— et par consequent le nombre— -t-J—— sont des 
nombres entiers. Mais, en désignant par α', a", ..., a"1-'' les valeurs 
de α quand on y remplacer par les autres racines de l'équation (1) du 
n° 22, on aura 

= a'a". . Q£. 

Ο pfrQI; esJ. un HQpjbj.g entjer . donc tl le sera 

25. Passons maintenant à la classification des nombres entiers par 
rapport au module premier p. 

Remarquons que chaque nombre complexe entier est congru sui-
vant un module pm, m étant un exposant quelconque, bien entendu, 

positif et entier, au nombre
 a + bx + cx^ + - ■ - +lx"

 ;
 l'

en
i|

e
r μ pou-

vant être égal à zéro. 

hxi enet, soit ς = — - un nombre entier quel-
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conque dont le dénominateur Ν se mettra toujours sous la forme 

Ν = /?μΜ, 

M n'étant pas divisible par p. 
Cela posé, on pourra trouver les entiers Ρ et Q tels qu'on ait 

PM — Q pm= i, 

et, par conséquent, le nombre ζ pourra être présenté sous la forme 

_ P(A + B.r-t-C^ + ...4-L^-') _ Qpmç^ 

Donc 

^?.(A+B» + (tf + -+l«· ') (mod. 

Ainsi, pour faire une classification des nombres entiers suivant un 
module premier p, il suffit de considérer les nombres entiers 

α -+- β χ + y χ3 lx"-', 

α'+ β'Λ +7'·*' + . . .-t-

α"+ Ρ"χ -+- y" a? +... + V .r"-' 
......................... 

Nous avons vu plus baut que les exposants du nombre ρ qui figure 
dans les dénominateurs ne surpassent pas la limite connue (n° 23). 

Considérons d'abord les nombres complexes entiers de la forme 

α -h β-r 4- γα:3 4-. . , 4- îx"~l 

On peut évidemment poser 

ζ = + a bx -h ex3 -h ... -h Ix, 

a, b,c, ... étant des entiers et ψ (χ) une fonction entière dans laquelle 
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les coefficients des diverses puissances de χ sont rabaissés au-dessous 
de p. 

De tous les nombres complexes entiers nous choisirons celui 

pour lequel ψ(x) sera du moindre degré possible. Le coefficient de la 
plus haute puissance de χ dans <p(x) peut toujours être supposé égal 
à l'unité. 

En effet, soit 
φ(χ) = A ■+- Bx -+- Cx' + Εχμ. 

Si le coefficient L est différent de l'unité, on prendra un nombre g tel 
que l'on ait 

gL=i (mod. ρ). 

Alors considérons le nombre complexe entier 

!Îfl = a + pI + 7l!+,„ + If + ^ 

et prenons, au lieu de * le nombre complexe 

oc -4- βχ -+- y.x7 -h... -4-
ayant la forme désirée. 

Cela posé, nous ferons voir qu'il n'existe qu'un seul nombre com-
plexe entier 

α -h βχ -4- γχ' ~l· Λ"1* 

pour lequel le degré μ sera le moindre possible. 
En effet, soient au contraire 

?(#) β -t- ..-t-ae 
et 

Ti(g) a, -t- p.a: -I- γ,®1 ·+■ a? 

deux nombres entiers distincts et tels que le degré μ ait la moindre 
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valeur possible. Alors la différence IÎ±L__?liiî)
 se

ra encore un nombre 

complexe entier dont le numérateur est du degré inférieur à μ, ce qui 
est contre l'hypothèse. Donc il n'existe qu'un seul nombre complexe 

de la forme indiquée. 
Maintenant nous ferons voir que tout nombre complexe entier de 

la forme 

a -4- bx -1- ex3 -h ·.· H- lxn~l 
sera aussi de la forme 

AiW+B, 

A et Β étant deux polynômes à coefficients entiers. 
En effet, en divisant la fonction a -+- bx -h ex2 + . . . -t- /x""1 par 

y(.r), et en désignant par A le quotient et par R le reste, on aura 

a-h bx -1- ex2 4-... H- lxn ' = Α,ψ(χ) -t- R, 

le degré de R étant inférieur à celui de φ(χ). 
Le nombre complexe 

R a -f- bx -4- c.î*2-4- . . - -f- lx"~1 . 

est évidemment un nombre entier; donc, en vertu de la propriété du 

nombre on en conclut que tous les coefficients de R sont divi-

sibles par p. 
Ainsi R = ρ Β, Β étant la fonction entière à coefficients entiers, et l'on 

aura 

+ __ Λ îifl β 

Passons maintenant aux nombres complexes entiers de la forme 

a -4- bx -f- cxa -h... H- /λ""1 
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On peut présenter ces nombres complexes sous la forme 

ζ — 4- α 4- βχ 4- y χ1
 4- ... 4- λ^"-', 

α, β, y, . . ., λ étant des entiers et j \x) un polynôme à coefficients 
entiers compris entre ο et p2. La fonction f(x) consiste à son tour en 
deux parties. 

/(x)=M*) + PMx) 

f,(x) ne contenant pas de termes divisibles par p. En divisant^{χ) 
par φ(χ), ψ(χ) étant le polynôme considéré ci-dessus, on aura 

ft(x) = Af>(.r)4-B. 

De ce que ^ = -χ-ί —fi(x) estun nombre entier,on en conclut 

que le degré de J\{x) n'est pas inférieur à celui de φ (χ). 
En posantf,(x) 4- pB = <pt(x), 011 aura 

/(*) _ T'(J) + AÎH, 

d'où l'on voit que le nombre complexe est un nombre entier. Il 

existe un nombre complexe entier,de la forme 1 pour lequel q»,(.r) 

sera du moindre degré possible. Le coefficient de la plus haute puis-
sance de χ dans la fonction φ,(#) peut être supposé égal à l'unité. 

En introduisant le nombre ^7-^1 il est facile de faire voir que tous les 

nombres entiers complexes de la forme 

a -+- bx -4- ex* H- ... H- /jr""1 

seront aussi de la forme 

Aî# + B^1 + C, 

A, Β, C étant des fonctions entières à coefficients entiers. 
Journ. de Matk. (3e série), tome VI. — MAI 1880. 19 
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En effet, la fonction a 4- bx 4- exa 4-... 4- /.τ*-1 n'est pas de degré 
inférieur à celui de φ, (χ). En la divisant par φ, (a:), on aura le quotient 
A et le reste R, de degré inférieur à celui de f ,(x). 

D'abord il suit de l'égalité 

β -+- bx -t- ex1 -t-. . . -+- lx*-' (.r) R 

que — est un nombre entier. Puis, le degré de R étant moindre que 

celui de φ,(Λτ), on voit que tous les coefficients de R sont divisibles par 
p, et, par conséquent, R —pR,. 

Par ce qui précède, on sait que le nombre entier y doit être de la 

forme -t- C. Donc 

P" P' P 

En considérant de la même manière les nombres complexes entiers 
de la forme 

a -+- bir H- . 1 a -f- bx -i- . . . -4- lx"'' 

étant le plus haut degré de p qui figure dans les dénominateurs de 
nombres entiers complexes, nous choisirons parmi eux les nombres 

îlif), T—-'(x), semblables à et 
Le coefficient de la plus haute puissance de χ dans chacune des 

fonctions <p2(x), .... f
m
-i(x) peut être supposé égal à l'unité. 

Soient respectivement μ, μ
(
, ..μ

/Μ
_

(
 lesdegrésdes fonctions ψ(χ), 

ψ,{χ), ..., (.r). On aura 

μ5μ,5μ,<. . . 5μ„..,. 

En effet, si l'on a, par exemple, 

μ<· ρ·ί+1 ·> 
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il en résultera une contradiction, car, le nombre -^4^ étant entier, 

le sera aussi, et la fonction ψί+,(χ) est de degré inférieur à 

celui de φί(ητ), ce qui est en contradiction avec la définition de la 
fonction 

De plus, si l'on a 
f^X f^M-l * 

on peut toujours faire fi(x) = <pi+l{x), car est un nombre entier, 

et est du même degré que <?i{x)· 
Posons, en général, 

μ — μ, = . . . = μΑ, 

f*A-M f^A-t-S · · — > 

* 
f^Ajj-t-ι — [J-kf+2— · · · — ι · 

Alors, en suivant la même marche que plus haut, il est aisé de laire 
voir que tout nombre complexe entier ζ est congru suivant le mo-
dule ρ au nombre 

(') A^ + b^ + C^ + ...-HK^ + L, 

A, B, C, . .L étant des fonctions entières à coefficients entiers. 
Les degrés de A, Β, ..., K, L seront respectivement 

A du degré η — ι — μ,„_,, 

Β » P-m-, — — l, 

C » P-h—!
X
H-, —

 1
 ' · 

.......................... 
L du degré μ* — ι. 

Réciproquement, tout nombre complexe ayant la forme (i) est évi-
demment un nombre entier. 
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Remarquons maintenant que, lorsque les deux nombres complexes 

A ~^r- + B -^ΪΓ + ^ + ' 

A,!t±if)
 + Β'ϋ^ -, 

sont congrus suivant le module ρ, on aura 

Α'ΞΞΑ, Β'ΞΞΞΒ, Κ'ΞΞΚ, L'=L (mod. Ρ), 

de sorte que tous les coefficients dans les différences 

A'-A, B'-B, L'-L 

seront divisibles par p. 
En effet, la différence 

(A'-A) ?._,(*) ■ (B'-B),,.(«) (C-C)N4_,(*) 

étant, par hypothèse, un nombre entier, et pm la plus haute puissance 
de ρ qui puisse figurer dans les dénominateurs des nombres complexes 
entiers, s'ils sont réduits à leurs plus simples expressions, on voit que 
les coefficients de toutes puissances de χ dans la fonction 

. (A'-A)y
m
_,(x) + (B'-B)(p'»^^(ar) + (C'-C)p'"-^^

(l
_

i
:(a:) + ... 

doivent être divisibles par p, ou, ce qui revient au même 

A' — A = o (mod. ρ). 
Donc 

(A A) yw.-i(.r) 
est un nombre entier. 

Il résulte de là que le nombre - ijj + + · · le 

sera aussi. Mais, la fonction 

(B' - B) 9tk[x) + (C - C )/*-**--■ φ
Α4

_, (.τ) -Η ... 
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étant du degré inférieur à celui de (x), on voit que les coefficients 
de toutes les puissances de χ dans cette fonction doivent être divi-
sibles par p. Donc 

Β' — Βξο (mod.ρ). 

On s'assurera de la même manière que C'— C=o (mod. ρ), etc. 
On en conclut que la quantité des nombres complexes entiers incongrus 
entre eux suivant le module ρ et non divisibles par ρ est égale à pf — ι. 

En effet, les coefficients des fonctions A, B, C, ..., L sont respecti-
vement en nombres 

^ Ρτη— M P'*n~» pAAî ft-AA—υ ' ■ * > f-A » 

chacun d'eux a, suivant le module ρ, ρ valeurs distinctes. Si l'on 
exclut le nombre pour lequel tous les coefficients des A, B, ...,L 
s'annulent, on aura ρ" — ι nombres incongrus suivant le module p. 

Remarque. — La formule générale (i), pour les nombres complexes 

entiers pris suivant le module p, suppose que les nombres — 

M—-, ... soient connus. 

Tous les nombres pourrout effectivement être déterminés après un 
nombre fini d'opérations. En effet, considérons des nombres com-
plexes de la forme 

a bac -f- ex* -f- ... -f- la?—1 

en supposant l'exposant i donné et les coefficients a, b, c, ..., / com-
pris entre zéro et p'. Ces nombres étant en nombre fini, on peut tou-
jours reconnaître parmi eux ceux qui sont entiers et choisir celui pour 
lequel la fonction a -+- bx + ca?s -(-... + laf~* aura le moindre degré 
possible. 

Il existe des méthodes pour trouver ces nombres φ" 
plus promptement ; mais je ne m'arrête pas sur ce point, n'y voyant 
rien d'essentiel. 

26. D'après ce qui a été établi dans le numéro précédent, on 
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peut toujours reconnaître si un nombre complexe donné 

y-,(*/ 

J et ψ désignant des fonctions entières à coefficients entiers, est un 
nombre entier. 

En effet, ce nombre peut être représenté sous la forme 

+ (■*■) 

ψ (a?) étant un polynôme à coefficients entiers qui n'ont pas avec Ν 
de diviseur commun. 

Cela posé, si S est divisible par un nombre premier qui n'appar-
tient pasaux modules exceptionnels pour l'équation F(x) = o, on en 
conclut que jr ne sera pas un nombre entier. 

Maintenant supposons 
Ν = pmp'"'.. .p™', 

ρ, ρ,, .. .,p
s
 étant des modules exceptionnels. 

Alors ···> ■ doivent être des nombres entiers si 
en est un. 

Réciproquement, si sont des nombres entiers, 

le nombre le sera. 

Effectivement, la somme l±-i -ρ j-1—.. ■ h—i—est égal a —^—-■> 

M étant un nombre ordinaire premier avec N. Donc on pourra 
trouver deux nombres Ρ et Q tels qu'on ait 

PM — QN = ι. 

En remarquant que —-h Qy(.r) est un nombre entier, 

on conclut que^^ le sera. 

Nous sommes donc amené à reconnaître si les nombres 
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sont entiers. Cela se fait au moyen de la formule (i) du nu-
méro précédent et des formules analogues pour les autres nombres 
premiers p,, pa, 

27. Dans ce numéro et dans les suivants, nous allons démontrer 
quelques théorèmes qui nous seront indispensables pour découiposer 
les nombres complexes en facteurs idéaux. 

Désignons par 

(ι) α
4
, «2, .. , a„ 

σ étant égal à ρ" — ι, les ρ"— ι nombres incongrus suivant le mo-
dule p. Si l'on exclut les nombres complexes qui sont multiples de p, 
chaque nombre sera congru à l'un des termes de la suite (i). 

Nous nommerons le nombre complexe « premier avec le module p 
si le produit αβ n'est pas divisible par p, quel que soit le nombre de 
la suite (i) que l'on prend au lieu de β. 

Dans le cas contraire, les nombres a et β ont des facteurs communs. 
Nous dirons que deux nombres α et β n'ont pas de diviseurs com-

muns avec ρ ou qu'ils sont premiers entre eux suivant le module p 
si les nombres ay et βγ ne sont pas divisibles par p ensemble, quel que 
soit le nombre y de la suite (i). Remarquons maintenant que la norme 
du nombre a ne sera pas divisible par p si α est premier avec p. 

En effet, soit au contraire N(a) divisible par p. Alors on pourra 
trouver, comme nous allons voir, un nombre β non divisible par p et 
tel que αβ = ο (mod. ρ). 

Désignons par α", .an~' les valeurs du nombre « correspon-
dant aux autres racines de l'équation fondamentale F (a?) = ο et par 

A le produit a'a". .. 
Supposons A divisible par pv et non divisible par pv+l (v peut être 

égal à zéro). Donc — sera un nombre complexe non divisible par p. 

I,e produit Β — «— sera un nombre entier ordinaire, divisible par p, 

car B"= Ν (α) Ν (~ΐγ I' résulte de là qu'on peut prendre au lieu de 
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β le nombre congru à ^ suivant le module p. Donc le nombre « ne 

sera pas premier avec p, comme nous avons supposé. 
Réciproquement, si la norme N(a) du nombre complexe α n'est pas 

divisible par ρ, il n'existe aucun nombre β non divisible par p, et tel 
que le produit αβ soit divisible par p. 

En effet, supposons au contraire que β soit un tel nombre. On a 

αβ = ρΊ, 

y étant un nombre complexe entier. 
Le nombre a, comme on sait, est la racine de l'équation 

a" -t- q, a."-' -+- qt a"-2 ■+■ ... -h q
n
 = o, 

à coefficients entiers, dont le dernier, q
n

, n'est pas divisible par p, car 
il est égal à la norme N(a). 

Il suit de là que le nombre β est la racine de l'équation 

(!) ?»(£)"+7«-<7(^)" '+···+7*= 

Mais le nombre β, comme un nombre entier, satisfait encore à l'é-
quation 

(H) P
n

(jY-
+
-S<P'"~'(l)

a -t-g
n

=o, 

gu ga> · ■ -ign étant des nombres entiers ordinaires. 
Le nombre q

n
 étant premier avec p, on pourra trouver deux 

entiers M et Ν tels qu'on ait 

q„ M H- Ν ρ" = ι. 

En multipliant l'équation (I) par M et l'équation (II) par N, on 
aura, après l'addition, 

(^) ' + ... = o, 
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d'où l'on voit que - est un nombre complexe entier, et, par consé-

quent, β est divisible par p, ce qui est contraire à la supposition. 

THÉORÈME. — Si les nombres complexes A et Β n'ont pas de divi-
seurs communs avec p, ainsi que les nombres A et C, les nombres A 

et BC n'auront pas aussi de diviseurs communs avec p. 

En effet, supposons au contraire que les nombres A et BC ne soient 
pas des nombres premiers entre eux suivant le module p; alors, par 
conséquent, on pourrait trouver un nombre complexe lt tel que AR 
et BCR soient divisibles par p; mais C.R n'est pas divisible par p, car 
autrement A et C auraient des diviseurs communs avec p. En remar-
quant maintenant que le produit ACR est encore divisible par p, car p 
divise le facteur AR, on voit qu'il existe un nombre complexe CR non 
divisible par p et tel que les produits A χ CR 11 R χ CR soient les mul-
tiples de p. 

Donc A et R ont des diviseurs communs avec p, ce qui est contraire 
à la supposition. 

28. THÉORÈME. — Si le nombre complexe A n'a pas de diviseurs 
communs avec p, il existe dans la suite (i) (n°27) un nombre M tel 
qu'on ait 

AM = i (mod. p). 

En effet, considérons la suite des nombres 

(I) A»,, A«j, . . ., Ast,. 

Cesnombres sont congrus suivant ie module p aux nombres (i) (n°27), 
abstraction faite de Tordre. En effet, aucun des nombres (I) n'est di-
visible par p, car autrement A ne serait pas un nombre premier a sec p. 
Tar la même raison, tous les nombres de la suite (1) sont incongrus 
suivant le module p. Donc l'un d'eux est congru à l'unité, qui est 
congru à l'un des termes de la suite (I). 

29. THÉORÈME. — Soient A CI R deux nombres complexes premiers 
Journ. de Math. (3e série), tome VI. — MAI 1S80. 
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entre eux suivant le module p. On peut toujours trouver deux nombres 
complexes entiers M et Ν tels qu'on ait 

AM —BN = i (mod./>). 

Considérons deux nombres complexes quelconques μ et v, dont 
chacun est premier avec le module p. 

Soit 

(ι) Αμ— Bv = | (mod. ρ). 

Supposons, en premier lieu, que ξ soit un nombre premier avec le mo-
dule p. 

On pourra alors trouver (n° 28) un nombre Q tel qu'on ait 

(}ξ = ι (mod. ρ). 

Par conséquent, en posant 

M^Qp, N = Qv (mod. ρ), 
on aura 

ΑΜ-ΒΝξι (mod. ρ) 

et le théoréme sera démontre. 
Considérons, en second lieu, le cas dans lequel ξ n'est pas premier 

avec le module p. 
Alors les nombres A et ξ, ainsi que B et ξ, n'auront pas de diviseurs 

communs avec le module p. En effet, supposons, par exemple, les 
nombres Β et ξ ayant des facteurs communs avec le module p. IL ré-
sulte de là qu'il existe un nombre Q non divisible par ρ et tel qu'on 
ait 

BQ = o et £Q = ο (mod. ρ). 

On voit par la congruence (ι) que ApQ sera aussi divisible par p. 
En multipliant ce nombre par un nombre μ' satisfaisant à la congruence 

ρ.μ/=ι (mod. ρ], 

on trouve que le nombre AQ est divisible par p. Mais ce résultat est 
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contre l'hypothèse, car les deux nombres AQ et BQ ne peuvent être 
divisibles l'un et l'antre par p. Donc les nombres A et ξ, ainsi que Β 
et ξ, n'ont pas de diviseurs communs avec p. 

Remarquons encore que le nombre ξ peut toujours être supposé 
non divisible par p. En effet, soit 

(2) Αμ=Βν (mod. ρ). 

Cette congruence ne peut être satisfaite qu'en supposant chacun des 
nombres A et Β premier avec le module p. En effet, si par exemple Β 
a des facteurs communs avec p, on pourra déterminer un nombre Q 
tel qu'on ait 

BQ = o (mod. μ). 

Alors la congruence (2) nous donne 

ApQ = o (mod. ρ), 

d'où l'on déduit, comme ci-dessus, que 

AQ = o (mod./>), 

ce qui ne peut avoir lieu, A et Β étant deux nombres premiers entre 
eux suivant le module p. 

Donc la· congruence (2) suppose chacun des nombres A et Β pre-
mier avec p. Mais, cela étant, il est facile de déduire notre théorème du 
théorème du n° 28. En effet, on peut prendre Ν = ο et déterminer M 
par la congruence 

ÀM = i (mod. ρ). 

Ainsi nous supposons ξ non divisible par p. 
Comme les nombres A et Β sont premiers entre eux suivant le mo-

dule p, l'un des deux nombres Αξ, Βξ au moins ne sera pas divisible 
par p. 

Supposons, pour fixer les idées, A ξ non divisible par p. D'après le 
théorème du n° 27, on voit que les nombres Αξ et Β sout premiers 
entre eux suivant le module p. 
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Considérons maintenant le nombre 

Αξρ. — ΒνΞΞξ, (mod. ρ). 

Dans le cas où ξ, est un nombre premier avec le module p, on dé-
montre notre théorème fout de suite; mais, si ξ n'est pas un nombre 
premier avec p, les nombres ξ, et Β, ainsi que ξ, et Αξ, sont premiers 
entre eux suivant le module p. Il suit de là que ξ, et ξ ne sont pas 
des nombres congrus suivant le module/?. Dans ce cas, on peut passer 
du nombre ξ, au nombre ξ2

 de la même manière que die ξ à ξ,, etc. 
Remarquons que la série de nombres ξ, ξ,, ξ2, ... est toujours 

finie, car ils sont tous incongrus suivant le module p. On voit donc que 
nous arrivons enfin à une congruence 

Αρ.'—Bv' = ») (mod. ρ), 

ν; étant un nombre premier avec le module p. Mais de cette congruence 
il résulte, comme nous avons vu, notre théorème. 

Remarque. — En poursuivant la même marche, il est facile de dé-
duire le théorème plus général : 

Soient A et 11 deux nombres complexes premiers entre eux suivant 
le module p. On peut toujours trouver deux nombres complexes en-
tiers M et Ν tels qu'on ait 

AM — BN = ι (mod. pm), 

m étant un nombre entier et positif. 

50. Nous compterons parmi les nombres complexes premiers un 
nombre réel ρ si tous les nombres 

(ι) α,, a2, .. ., a<? 

sont premiers avec p. 
Pour décomposer les autres nombres premiers ordinaires en facteurs 
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premiers idéaux, nous supposons que les termes de la suite (i) ne 
sont pas pris arbitrairement, mais qu'ils satisfont à une certaine con-
dition que nous allons connaître. 

Soit α un des nombres de la suite (i), dont la norme est divisible 
par p. 

De tous les nombres complexes entiers α -t- pi congrus à α suivant 
le module p, nous choisirons un de ceux dont les normes contiennent 
comme facteur le moindre degré possible du nombre p. 

Voici comment on peut trouver ce nombre. 
Supposons que 

N(«) = ph P, 

Ρ étant un nombre non divisible par p. 
Soit 

(a) «, β, y, 

la suite composée de tous les nombres congrus à « suivant le module p 
et telle qu'il n'y en ait que deux congrus suivant le module ph. 

On sait par le n° 25 comment cette suite (a) peut être trouvée 
Soit maintenant A un nombre complexe quelconque congru à α 

suivant le module p. Il sera congru suivant le module ph à un nombre 
de la suite (2). 

Supposant, par exemple, 

A = β (mod. ph), 
on aura 

Ν(Α)ξξξΝ(/3) (mod. ph). 

Donc, si la norme N( A) contient p comme facteur moins de h fois, il en 
contient le même nombre de fois que la norme N,S. 

Il suit de là que parmi les termes de la suite (2) on pourra toujours 
trouver au moins un nombre dont la norme contient comme facteur 
le moindre degré possible du nombre p. 

Supposons que ce nombre soit le nombre α lui-même qui figure dans 
la suite (1) et que tous les nombres de cette suite non premiers avec p 
satisfassent à la même condition que le nombre a. 
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Cela posé, nous allons établir une propriété importante des nombres 
contenus dans la suite (i). 

Chaque nombre a. de la suite (i) ayant la norme divisible par p* sa-
tisfait à l'équation 

(3) a" + b{
 a." ' -4- b

2
af 3 -f-... -+- b,,_A α + b„ == ο, 

dans laquelle le coefficient b„ est divisible par p* par hypothèse et les 
autres coefficients b

n
_

2
, .. . sont respectivement divisibles par 

p ,p ,..... 

Pour démontrer cette proposition, considérons un nombre α — \p, 
λ étant un entier ordinaire. 

Les nombres α, a', a", désignant toutes les racines de l'équation 
(3), la norme du nombre complexe a — \p se présente sous la forme 

Ν(α — \p) — {a — λρ}(α' — \p).. . (a'"""'1 — ~kp) 
= ± (ρΜλ" + bff-'l"-* -+- btpr-3)»-*-i-... + bn). 

Cette norme doit être divisible parpf·, quel que soir λ, car p* divise 
N(a), contenant comme facteur le moindre degré du nombre p. 

En posant b„ — ρμϋ
η

, on voit que le nombre 

pn-, λ« + bi
pr-ty-' +....+ b,t_, λ + pï-< c„ 

doit être divisible par/j^', quel que soit λ. Donc b„_, est divisible par 
p, et l'on peut poser = />£„_,, c„_, étant un nombre entier. Puis ou 
voit que le nombre 

p"-1!" -h b, +... + £
Λ
_

2
λ2 + c„.

t
 λ -+- pv~*c

n 

doit être divisible par ρλ étant quelconque. Donc les coefficients 
2 et cn_, doivent être divisibles par p. 

Il est clair que l'on peut poursuivre de cette manière jusqu'à ce que 
l'on ait démontré la divisibilité du nombre b„_, par p^', b„_

3
 par 

pi*—% . ... Celte démonstration peut être en défaut dans quelques cas 
particuliers si ρ est inférieur à n. 
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En voici une autre qui ne souffre aucune exception. 
Soient 

b„ = p*c
n

, b
n
_

t
 = p^c„_, .. 

bji—k = ,ρμν„„ A 
î * 

Cm c
n
 ι- · ■ ■» c«-a étant des entiers non divisibles par p. Désignons 

par λ = r et s étant des nombres entiers, la plus grande valeur des 

fractions 

p. μ,, 2 , ···■> /.'···■ 

Cela posé, nous ferons voir que le nombre est un nombre en-

tier. 

En effet, le nombre est une racine de l'équation 

ς" -t- .,ρΡ'+λ-Ρς"-' -t- c„_
2
c„ pp.+2)- Ρ ξ"-2 + ... = ο. 

Les exposants μ, -t- λ — μ, μ, -ι- aX — μ, ... peuvent être fraction-
naires, mais aucun d'eux ne peut être négatif, car μ,· -h ιλ — μΐ ο ou, 

ce qui est le même, . μ'· Cela est d'accord avec la définition de X. 

Il résulte de là que le nombre —p· est un nombre entier. 

Considérons maintenant un nombre complexe entier 

ζ = *-' 

congru à a suivant le module p, i étant un entier quelconque ordi-
naire et positif. 

On aura évidemment 

Ν(ίΓ) = — ', "'· 

Afin de savoir quelle puissance de ρ est contenue comme facteur 
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dans la norme NÇ, nous remarquons que 

Ν [β''*' — ρ"'+,<) 

= Ιϊ(α — p" + t c*+1)n (α — ω ρ?"' c^i+1) Ν (a — ur p"*1 r*i+1) . . ., 

«étant uneracine primitive.» -t- ikme de l'unité, etN(a — «y4"1t-y) 
désignant le produit 

V« — toy^ <'"*"7 - ω*/>',+ι y ν v«" - «y,+i cyj 

où <z, α', at", . . . sont toutes les racines de l'équation (3). 
En posant 

Φ(ζ) = (ζ - α) (ζ — α')(ζ — α")... ~ ζ" + ù, ζ""' -+- /y 2 + . . . -ι- />,„ 

il vient 

Ν (α"'*' - ρΤ'+* ci) = ± c*'+1) φ(ωρ*'^ ' <Γ')·--· 

OÙ 

Φ VpjTh"' «yj = />^« + y <v-, + y + 

On pourra assigner un nombre i de telle manière, que parmi les expo-

sants μ, μ, -t- ^ » μ
2

-h a j——, ■·■ il η y en ait pas deux égaux 

entre eux. Soit Δ celui des exposants qui a la valeur moindre. 
Maintenant il y a deux cas à distinguer : λ > ι et λ £ ι. 
Supposons d'abord λ > ι. On va voir que Δ est inférieur à μ. 

En effet, soit λ — on aura 

μ
/

-+- XJ — μ. 

Mais, λ = - étant supérieur à l'unité, ou a 

, - η -t- ι 
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et par conséquent 

F/+/
f
TTT<^· 

Donc, a Jortiori, Δ<ρ. 
Cela posé, on s'assure aisément que le nombre entier égal au pro-

duit 

/ ri 1 si \ / ri ·+■ 1 si ^ 

contient («-ΗΙ)Δ fois le facteur p. Il résulte de là que la norme ζ 
le contient (si ■+- ι)Δ — sip < μ fois, ce qui est absurde, en vertu du 
choix des nombres a, car ζ est congru à α suivant le module p. 

Ainsi λ f ι, et par conséquent 

V- — H <, 
quel que soit h, d'où 

pk>p — h. 

Donc le théorème est démontré. 

Corollaire I. — Le nombre complexe — est un nombre entier. 

En effet, l'équation ( 3) multipliée par nous donne la suivante, 

H-3 = o; +bn-cn 

,f",... étant des nombres entiers. On en conclut que — est un 
nombre entier. Donc, pour chaque nombre a. de la suite (ι), il existe 
un nombre ordinaire H non divisible parp, et tel que le produit Hp 
soit divisible par a. 

Corollaire II. — Soit β un nombre complexe non compris dans la 
suite 

( i) «25 · · ·, «er 

et non divisible par p. 

Journ. de Math, (3e série"), tome VI. — MAI 1880 2 Κ 
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Nous ferons voir qu'il existe alors dans celte suite lin nombre α tel 
que le produit H|3 soit divisible par α, H étant un nombre ordinaire 
premier avec p. 

Eu effet, supposant β congru au nombre a. de la suite (1 ), on aura 

β = u -+- py, 

-/étant un nombre entier complexe. Désignons maintenant par H un 
nombre non divisible par p et tel que le produit H ρ soit divisible par 
α (corollaire I). Alors il vient 

H|S = k(H+ 3γ), 

RI étant égal à 5^· c. Q. F. D 

31. Nous dirons, pour abréger, que le nombre β contient tous les 
facteurs du nombre ρ appartenant au nombre α s'il existe un nombre A 
premier avec ρ et tel que A β soit divisible par a. 

Désignons par H la norme Ν (A), H étant un nombre ordinaire non 
divisible par p. On voit que H β est divisible par a. Ainsi, lorsque β 
contient tous les facteurs de ρ appartenant à a, il existe un nombre 
ordinaire H non divisible par ρ et tel que H]3 soit divisible par «. 

THÉORÈME. — Si le produit β γ de deux nombres complexes contient 
tous les facteurs de ρ appartenant à a. et si les nombres a et β n'ont 
aucun facteur commun avec p, le nombre y contient tous les facteurs 
de ρ appartenant à «. 

Posons, pour abréger, 
Ν (α) = jrb, 

b n'étant pas divisible par p. 
Il existe, par hypothèse, un nombre ordinaire H non divisible par ρ 

et tel que le produit Η|3γ soit divisible par a. On peut prendre b au 

lieu de H (n° 24), et soit ~ δ étant un nombre entier com-

plexe. Mais, α et β n'ayant point de facteurs communs avec p, on 
pourra trouver deux nombres complexes ξ, IJ tels qu'on ait (n° 29) 

βξ~οηη = ι (mod.p*) 
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ou, ce qui est la inètne chose, 

βξ = OL-fi -+- 1 + pXt, 

ι étant encore un nombre entier. Donc 

ξ*
=

*1 + Α„
7+

Vf7. 

En ayant égard à ce que est un nombre entier, on voit que — le 

sera aussi ; par conséquent, y contient tous les facteurs de ρ apparte-
nant à or. 

52. THÉORÈME. — Si les deux nombres complexes β et y ont des 
diviseurs communs avec p, et si aucun de ces deux nombres ne contient 
tous les Jacteurs de ρ appartenant à l'autre, il existe un tel nombre a 
que chacun d'eux contienne tous les Jacteurs de ρ appartenant à a 

En effet, les nombres β el y ayant des diviseurs communs avec p, 
ou pourra toujours trouver dans la suite 

(0 <*21 * ' *5 

que nous avons considérée dans le n° 30, un nombre M tel que les 
nombres MjB et My soient divisibles par ρ (n° 27). Soient 

Μβ = ρβ
η

 M y = py{. 

D'ailleurs, on sait par le n°30 qu'il existe toujours un nombre ordi-

naire H, non divisible par p, tel que soit un nombre entier. 

En désignant^ par or, on aura 

(a) Ηβ = αβ,, H y = ay,. 

Donc les nombres β, y contiennent l'un et l'autre tous les facteurs 
de p appartenant à a. 

D'après le corollaire II (n° 30), il est permis de supposer que κ 
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soit encore un terme de la suite (J). De plus, aucun des nombres 
β, et y, ne sera premier avec le module p. 

En effet, supposons, par exemple, (3, premier avec le module p. 
Alors (n° 31) α contiendra tous les facteurs de ρ appartenant à β. Donc 
y les contient aussi, ce qui est contraire à la supposition. 

Les équations (2) nous donnent, en prenant les normes, 

H"N(/3) = N(«)N(j3
(
), 

Η"Ν(γ) = Ν(«)Ν(γ, ). 

En ayant égard à ce que Ν (β,) et N(7,) sont divisibles par ρ (n° 27), 
on en conclut que ρ rentre comme facteur dans la norme N(a) moins 
de fois que dans les normes N(|3) et Ν(7). 

33. Je reprends maintenant la suite des nombres 

(1) oî (, κ,, ..., ' x
a 

incongrus suivant le module p. 
Nous dirons que le nombre χ de cette suite ne contient qu'un fac-

teur premier idéal du nombre ρ si chaque nombre non premier avec α 
suivant le module ρ contient tous les facteurs de ρ appartenant à χ 
(n° 31). 

Le corollaire II (n° 30) nous fait voir qu'il suffit de comparer le 
nombre χ à tous les termes de la suite (t) pour savoir s'il ne contient 
qu'un facteur premier du nombre p. Faisons d'abord voir que de tels 
nombres χ existent effectivement. 

Soit β un nombre quelconque de cette suite non premier avec p. 
Supposons qu'il existe un autre nombre 7 non premier avec β suivant 
le module ρ et ne contenant pas tons les facteurs premiers de ρ appar-
tenant à β. 

Cela posé, on voit, d'après le numéro précédent, qu'il existe dans la 
suite (1) un nombre χ tel que β contienne tous les facteurs de ρ appar-
tenant à a; la norme Ν (α) contiendra ρ comme facteur moins de fois 
que la norme N(|3). 

Si α contient plus d'un facteur premier du nombre ρ, on peut, par 
la même raison, trouver dans la suite (1) un nombre x' tel que χ con-
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tienne tous les facteurs de p appartenant à et ρ rentrera dans la 
norme Ν (a') avec l'exposant moindre que dans la norme N(a). 

On voit que, en poursuivant la même marche, on trouvera un 
nombre qui ne contient qu'un seul facteur premier de p. 

Ainsi, chaque nombre non premier avec ρ contient au moins un 
facteur premier de ρ appartenant au nombre compris dans la suite (i) 
et qui ne comprend point d'autres facteurs de p. 

Soient 

(*) βM Pat ···. P* 

tous les nombres de la suite (i), dont chacun ne contient qu'un seul 
facteur premier idéal du nombre p. Si les deux nombres de cette suite 
ne sont pas premiers entre eux suivant le module p, nous dirons qu'ils 
contiennent un même facteur idéal du nombre p. On peut choisir dans 
la suite (a) tous les nombres qui contiennent des facteurs distincts de p. 
Soient ν, v,, es, ..., v, ces nombres. 

Nous dirons que le nombre complexe α contient le facteur de ρ 
appartenant m fois au nombre t> s'il contient tous les facteurs de ρ 
appartenant à emetne contient pas tousles facteurs de ρ appartenant 
à v'n*~'. 

Il suit de cette définition que, dans ce cas, Ha = emp, H étant un 
nombre ordinaire non divisible par p, et β uti nombre complexe entier. 

En prenant les normes, il vient 

Η"Ν (α) = [N (i')]"'N(P). 

Il en résulte que, pour chaque nombre donné a, m ne surpasse pas 
une limite finie. En effet, soient ρλ et ρμ les plus hautes puissances 
de p qui divisent N(a) et N(e); on aura 

Y> mµ. 

34. THÉORÈME. — Le produit βy de deux nombres complexes con-
tient le facteur idéal de p appartenant à ν autant de fois que les deux 
nombres β et y ensemble. 
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Supposons que β contienne ce facteur m fois et r fois y. Ainsi, 
on a 

(0 
H ]3 = β,, 

H, γ = <'r y,, 

H et H, étant des entiers ordinaires non divisibles par Ρ, β< e' 71 deux 
nombres complexes entiers. 

Nous allons voir que chacun des nombres JS, et y, ne contient point 
de facteur idéal de ρ appartenant à e. 

Supposons que, par exemple, /3, le contienne. Alors nous aurons 

Aj3, = νβ
3

, 

où h désigne un nombre ordinaire non divisible par p, et β
3
 un nombre 

complexe entier. Donc 
1ΐΗβ = ̂ 'βΐ. 

de sorte que β contiendrait tous les facteurs de ρ appartenant à ^n+l, 
ce qui est contraire à la supposition. 

Les égalités (i) nous donnent la suivante, 

HH,|3y = e",+r/3,7,, 

d'où l'on voit que le nombre (37 contient tous les facteurs de ρ ap-
partenant à vm+r. Maintenant, il nous reste à faire voir qu'il ne con-
tient pas tous les facteurs de ρ appartenant à Dm+r+l. Supposons, au 
contraire, que h β y == vm*r*''y

1
, h étant un nombre premier avec ρ 

et y
2
 un nombre complexe entier. 

Il s'ensuit que 
— HH, vy... 

Donc β, y, contient le facteur de ρ appartenant à e, ce qui ne 
peut être en vertu du théorème n° 31. 

En s'appuyant sur les théorèmes établis, on démontre facilement 
toutes les propositions connues sur la divisibilité des nombres com-
plexes. 


