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DÉMONSTRATION D'UN TIIKORÈME DΓ GÉOMÉTRIE. I I Ï 

Essai d'une démonstration d'un théorème de Géométrie, 
rédigé sur Vinvitation de M. Charles Hermite; 

PAR M. H A. SCHWARZ, 

Essai d'une démonstration du théorème : 

Les coordonnées d'une courbe plane du degré η qui a précisément 

(η — i)(n ·— 2) 

points doubles différents s'expriment rationnellement par un para-
mètre et par une racine carrée d'une Jonction entière du cinquième ou 
du sixième degré de ce paramètre. 

Prenons une courbe plane C„ irréductible, dont 

F(.r, j) = ο 

soit l'équation, qui ait précisément ———— — a points doubles 
différents. 

Premièrement, il sera toujours possible de faire passer par les points 
doubles et en outre par un point P„ de la courbe C„ pris arbitrai-
rement une courbe C„_

3
 du degré » — 3, car le nombre proposé de 

points 

n}— 3 η — a 

n'est pas plus grand que . 
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La courbe C„_, rencontre la courbe C„ aux points doubles et en 
outre aux deux points P„ et P'

0
. 

Prenons sur C„ un point different des points doubles et des deux 
points P

0
, P'

l)
, et faisons passer par ce point nouveau et par les points 

doubles de C„ une courbe C'„_
3
 du degré « — 3. Cette courbe sera dif-

férente de la courbe C„_3. Soient φ, = ο, φ2= ο les équations des 
courbes C„_3, C„_3 5 

. ψ, — λφ
2
= ο 

sera l'équation d'un faisceau de courbes du degré η — 3 passant par 
les points doubles de la courbe C„ et dont chacune a en commun 
deux points avec C„. Donc, à chaque valeur de la variable λ cor-
respondront deux points de C„, ou chacun des points de la courbe C„ 
est conjugué à un autre et cet autre est conjugué réciproquement au 
premier. 

Il est nécessaire que les deux points d'intersection delà courbe 
ψ, — Xy

2
 = ο avec la courbe F(at, j) = ο soient variables avec λ ; si 

l'un d'eux seulement était variable avec λ, l'autre constant, la courbeC„ 
ou F(x, j) — ο serait une de celles-ci, dont les coordonnées peuvent 
être exprimées rationnellement par le paramètre λ, et le nombre des 

points doubles serait ——2^> ce qui est contraire à l'hypothèse. 

Prenons en second lieu sur la courbe C„, a rbitrairement, η points qui 
soient différents des points doubles et dont aucun ne soit conjugué à 
un autre de ces η points. 

Soit le point P
0
 un de ces points, et désignons les autres par P

t
, 

Γ3, . . . , JT„_, . 

Faisons passer par les points doubles et par les points P
0
, ..., P„_

( 

une courbe C„_
s
 du degré η — 2, ce qui est toujours possible; cette 

courbe rencontrera la courbe C„ en outre aux deux points P„ et P„
t

,. 
Choisissons les points doubles et les points P

3
, P

4
, ..., P„, P„

+l
 pour 

les points fondamentaux d'un faisceau de courbes du degré η — 2. Une 
de ces courbes est C„_2; C'„_, en est une autre. Soient ψ, = ο, ψ

2
= ο 

les équations des courbes C„_
2
 et C'„_

s
; 

ψ, — ρ.ψ2= ο 
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sera l'équation du faisceau de courbes du degré η — 2, dont chacune 
a trois points en commun avec C„ outre les poinls fondamentaux, et 
ces points sont tous les trois variables avec le paramètre ιλ. 

Pour éviter la possibilité que le point P„ fût commun aux combes 
C„_

2
 et on pourrait changer la signification des points P

0
, Ρ,, P

2
 ; 

si l'on a déterminé la courbe C'„_, par un point différent des points 
P„, P,, P

2
, la courbe outre les points fondamentaux, ne peut 

avoir que deux de ces trois points en commun avec la courbe C„_
2

, 
et l'on pourrait choisir le troisième pour le point P

0
; puis on pourrait 

déterminer de nouveau la courbe C„_
3

, φ, = o,.... 
Mais on peut démontrer a posteriori que cette possibilité n'a pas 

lieu , car, dans ce cas, chacune des courbes du faisceau ψ, — μψ
2
 — ο 

rencontrerait la courbe C„ seulement dans un point variable, les coor-
données s'exprimeraient rationnellement par p. et le nombre des points 

doubles serait ————> ce qui est contraire à l'hypothèse. 

Parmi les trois points variables qui sont communs à une courbe du 
faisceau ψ, — μ.ψ

2
 = ο et à la courbe C„, on ne trouve pas, en géné-

ral, une paire de points conjugués, car, si l'on pose λ = ο, p. = ο, les 
trois points sontP„, P,, P

2
, dont aucun n'est, par hypothèse, conjugué 

a quelqu'un des deux autres. 
On peut donc conclure : A chaque point de C,„ excepté les points 

doubles et les points fondamentaux, correspond : i" une seule valeur 
de λ ; 2° une seule valeur de μ. 

A chaque valeur du paramctie λ correspondent DEUX points de C„, 
et par conséquent DEUX valeurs du paramètre p.·, à chaque valeur du 
paramètre μ correspondent TROIS points de C„, et par conséquent TROIS 

valeurs du paramètre λ. 
Cette correspondance est définie par une équation algébrique 

entre les variables λ et μ, qui est du deuxième degré pour μ et du 
troisième degré pour λ : 

G (λ> F) = h F* -+- 2X= y- -+- λ3 = °. 

où χ,, χ
}

, χ
3
 sont des fonctions entières du paramètre λ du troisième 

degre. 
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Outre les solutions qui correspondent aux points doubles et qui ne 
dépendent pas des valeurs des paramètres λ et μ, les équations 

ψ ι ~ λφΐ — Ο, 

ψ. - μψΐ = ο, 
F(x,y)= 0 
G(X. μ)=ο, 

ont, en général, une seule solution (x,f) en commun, car, si l'on pose 
λ = ο, μ = ο, le point P

0
 e.-t le seul point qui soit commun aux courbes 

ψ, = ο, ψ, = o, F = ο, outre les points doubles. 
Par cette raison, d'après un théorème connu, les coordonnées x

f
 y 

du seul point variable qui soit commun aux courbes 

F(x,j) = o, ψ, — λφ
2
 = ο, ψ, — μψ

2
 = ο, 

ou les variables λ, μ sont liées entre elles par l'équation G (λ, μ) — ο, 
s'expriment rationnellement par les paramètresXet μ, c'est-à-dire par λ 
et la racine carrée y/χΐ — ΧιΧι d'une fonction entière du cinquième 
ou du sixième degré, ce qu'il fallait démontrer. 


