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DEMONSTRATION D'UN THEOREME DE CEOMETRIE. 1ot

Essai d'une démonstration d'un théoréme de Géométric
rédigé sur Uinvitation de M. Charles Hermuite;

2

Par M. H.-A. SCHWARZ.

Essai d’'une démonstration du théoréme :
Les coordonnées d’'une courbe plane du degré n qui a précisément

(n—1)(n—2)
1.2

-2

points doubles différents s’expriment rationnellement par un para-
métre ct par une racine carrée d’une fonction enticre du cinquiéine ou
du sixiéme degré de ce paramétre.

Preaons une courbe plane C, irréductible, dont
Flz,y)=o0
R . .. e (n—l](lz—z) .
soit I'équation, qui ait précisément —— 5 — 2 points doubles
différents.
Premicrement, il sera toujours possible de faire passer par les points

doubles et en outre par un point P, de la courbe C, pris arbitrai-

rement une courbe C,_; du degré n — 3, car le nombre proposé de
points
n'— 3n —o

— 1
2

w’est pas plus grand que (R—E—gﬂ
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La courbe C,_, rencontre la courbe C, aux points doubles et en
outre aux deux poinls P, et P,

Prenons sur C, un point différent des points doubles et des deux
points Py, P, et faisons passer par ce point nouveau et par les points
doubles de C, une conrbe C,_, du degrén — 3. Cette courbe sera dif-
férente de la courbe C,_;. Soient 9, =0, ¢, = o les équations des
courbes C,_;, C,_;;

9y — Agy=o0

sera 1'équation d’un faisceau de courbes du degré n — 3 passant par
les points doubles de Ja courbe C, et dont chacune a en commun
deux points avec C,. Donc, d chaque valeur de la variable X cor-
respondront deux points de C,, ou chacun des points de la courbe C,
est con_]ugué a un autre et cet autre est ccmjugué re'ciproquement a
premier.

1l est nécessaire que les deux points d’intersection dela courbe
9, — Ap, = o avec la courbe F(z, y) = o soient variables avec 43 si
F'un d’eux seulement était variable avec A, 'autre constant, la courbeC,,
on F{x, y) = o serait une de celles-ci, dont les coordonnées peavent
étre exprimées rationnellement par le paramétre 2, et le nombre des
(n—1)(n—2)

1.2

Prenons en second liex sur la courbe C,, arbitrairement, n points qui
soient différents des points doubles et dont aucun ne soit conjugue a
un autre de ces n points.

Soit le point P, un de ces points, et désignons les autres par P,
Py ...y Py

Faisons passer par les poiuts doubles et par les points P, ..., Py,
une courbe C,_, du degré n — 2, ce qui est toujours possible; cette
courbe rencontrera la courbe G, en outre aux dewx points ', et Py,

Chioisissons les points doubles et les points Py, Py, ..., Ppy Py pour
les points fondamentaux d’un faisceau de courbes du degré n — 2. Une
de ces courbes est C,_,; C,_, en est une autre. Soient ¢, =0, $,=0
les équations des courbes C,_, et C. .

points doubles serait » ce qui est contraire a ’hypothése.

¢y — pgy=o
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sera I'équation du faisceau de courbes du degré n — 2, dont chacune
a trois points en commun avec C, outre les poiots fondamentausx, et
ces points sont tous les trois variables avec le parametre *.

Pour éviter la possibilité que le point P, fait commun aux courbes
C,._» et C,_,, on pourrait changer la signification des points P,, P,, P,;
si Pon a déterminé la courbe C,_, par un point différent des points
Py, P,, Py, la courbe C, ,, outre les points fondamentaux, ne peut
avoir que dewx de ces trois points en commun avee la courbe Cpos,
et 'on pourrait choisir le troisiéme pour le point P,; puis on pourrait
déterminer de nouveau la courbe C,_,, Fy==0y....

Mais on peut démontrer a posteriori que cetle possibilité n’a pas
lieu, car, dans ce cas, chacune des courbes du faiscean b= ply=o0
rencontrerait la courbe C, seulement dans un point variable, les coor-
données s'exprimeraient rationnellement par p. et le nombre des points
(r—1){n—2)

doubles serait » ce qui est contraire 4 'bypothése.

Parmi les trois points variables qui sont communs a une courbe du
faisceau &, — pg, = o et i la courbe Cn, ou ne trouve pas, en géné-
ral, une paire de points conjugués, car, si I'on pose 2 = o, p. =0, les
trois points sont Py, P, P,, dont aucun n’est, par hypothése, conjugué
a quelqn’un des deux autres,

On peut donce conclure : A cbaque point de C,, cxceptd les points
doubles et les points fondamentauz, correspond : 1° une seunle valewr
de }; 2° une seule valeur de .

A chaque valeur du paramétie ) correspondent vEux points de C,,
et par conséquent pEvX valeurs du paramétre p; & chaque valeur du
pammétre p.correspondent TROIS poz'nls de C,, et par conse’quent TROTS
valeurs du paramétre ).

Cette correspondance est définie par une équation algébrique

entre les variables X et p, qui est du deuxiéme degré pour p et du
troisiéme degré pour A :

G p) = ap? + 242t + s = o,
ou y,, X1, Xs sont des fonclions entiéres du paramétre ) du troisieme

degre. ’

Journ. de Matk. (3¢ séric), tome V1. — AvRiL 1880. 15
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Outre les solutions qui correspondent aux points donbles et qui ne
dépendent pas des valeurs des paramétres } et p, les équations

@y 3‘?2 = 0,
¢ — g =0,
F(x,7)=o,
G(h.p)=o,

ont, en général, une seule solution (x, y) en commun, car, si I'on pose
X = o, p. = 0, le point P, est le seul point qui soit commun aux courhes
o, = 0, §, = 0, F = 0, outre les poiuis doubles.

Par cette raison, d’aprés un théoréme connu, les coordonnées x, y
du seul point variable qui soit comwun aux courbes

F(x,_y) =0, §,—Ap=0, ¢, — ud, =0,

ou les variables X, u sont liées entre elles par I'équation G (), i) = o,
s’expriment rationnellement par les paramétres) et p, c’est-a-dire par 2
et la racine carrée vy 2 — y, s d’une fonction entiere du cinquieme
ou du sixiéme degré, ce qu'il fallait démontrer.



