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GENERALISATION DES FONCTIONS X, DE LEGENDRE. 47

Généralisation des fonctions X, de Legendre au cas de deux
entiers, ou des fonctions qui naissent du développement des

expressions
ol 41

[\ —20x+a] 2 ;

Par M. ESCARY,

Professeur au Lycée de Tarhes,

§ I

Considérons I’expression
algx
(t —20x+2a*) *

dans laquelle on a a <1 et x inférieur 4 I'unité en valeur a bsolue.
Cette expression est une puissance entiére, impaire ¢t négative du po-
tentiel. On est donc naturellement conduit a se demander, tout
d’abord, si la propriété caractéristique de cette derniére fonction per-
siste dans la premiére, ou i rechercher si son paramétre différentiel
du second ordre est nul.

A cet effet, si 'on revient aux coordonnées rectangles, et gquon

0se
p . al4-x

=&~ 2P+ =P+ T

on trouve sur-le-champ

odEp gu+ip Qu+ip
o L+ 07' (23] dzts

== 0.
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) - al+1 ., .
Daus le cas de I'exposant + négatif, et en posant

1
J'_,':Q7

on voit qu'en obtiendra la méme équation aux dérivées partielles, de
Yordre 21+ 4, en Q.

Dans le calcul de ces deux équations aux dérivées partielles, on ob-
serve que leur existence tient précisément 4 ce que P est une puis-
sance, entiére, impaire et négative du potentiel. Celte circonstance
négatif, et en désignant

o - -2l
-nous conduit donc, lors de Vexposant sl
par V l'inverse de la distance de deux points, a poser

P = V-(zl-n ),

On en conclut

en posant, pour abréger,

#F  PF &

s +— + 97 _AEF.
Em posaut U = %,a et faisant
HF  HF  OF —A,T,

T T
on conclut de méme immédiatement
AQ=T*A,U=o.

Nous voyons donc ainsi que les diverses puissances impaires de la

_ distance de deux points peuvent se classer en deux catégories. La

premiére catégorie, dont la forme générale est P = =V-2+0, et dont le

parameétre différentiel du second ordre est nul, comprend les puis-

sances impaires et positives du potentiel. La secoude catégorie, dont la

forme générale est Q =U**, et dont le paramétre différentiel du
'
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quatriéme ordre est nul, comprend les puissances impaires et néga-
tives de la méme fonction.

Sous ce premier point de vue, V et U sont donc les éléments sim-
ples auxquels il convient de rattacher toutes les puissances impaires
successives de la distance de deux points. Maintenant, il parait inté-
ressant de rechercher si, dans la généralisation des X, de Legendre, au
cas de deux entiers, et qui résulte du développement des expressions

2+t
2

(1 —2ax +a?) *,

ordonné suivant les puissances ascendantes de e, les analogies de pro-
priétés analytiques avec ces polyndmes célebres se conservent com-

plétement, et, dans le cas contraire, de trouver les inégalités aux-
2l4-1

" quelles P'exposant doit satisfaire pour qu'’il en soit ainsi.
g p P q

§ II.

Nous allons d’abord considérer le développement
(@) (1 — 20+ ® P =XP+XPa +-XPo* + ... + XD+ ...,

qui nous sera utile dans la suite, et dans lequel . est un nombre quel-
conque positif ou négatif. Le polynéme général X{? a pour valeur

. non bl — —2) ... (p—n-+1)
[ et
) n n(n—2) e nn—1)(n—2){(n—3) .
(1) > [.x + 2.2{g—nr-+1) ’ 22 2.4 (g—n—1) (p—n+2j '

n{n—1)...[n —5)

ot 2%.2.4.6{g—n-+1j...{p—n-3)

x5 ]

Si I'on désigne par y un angle réel compris entre zéro et 7, que 'on
pose x = cosy, et qu'on remplace X[ par P, la formule (1) prend
P'une des quatre formes suivantes, selon la maniére dont on dirige le

Journ. de Matk. {3 série), tome V. — Fivamn 1879. 7
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développement :

., r(r—1)
[cos /+2.2(l.l.~—ﬂ+l)
r(r—r)(n— 3)(r—3)

28 2. 4{p —n-+1){p—n-+2)

w__ o 2pfep—r){zp—2)...(22—n4-1} plap—2)(2p—3)...(2p—n), . ;7
Pr=( I)[ 1.2.3.4...n i 1.2.3...n—1 45m2;

7 T Al ® = — )'~ b
SMERREITRA

anch~2
cos™? vy

cos" 'y + .. .],

(e—1) (20—4)(2p—5)...(2p—n—1) ,q . :
+p'!:.2t . 1.1;.,.3...1_(2: E 4’5"1‘%—-“},-

PO = 2p(2g—1)(2p—1x)...(2p—Rr+T1) p(2p—2) (2 —3)...(2p—nr) hcos?
e 3 - - 2

1.2.3.4...n I 1.2.3...n—1
- f&(ftfl) (2p—4) (2 —8)...op —n—1) oo a” |,
1’2 1.2.3...—2 2

Lpina(— 1y ple—1)(p—2)...(r—=+1)
2

) 1.2.3.4...n cosny - )

pele sl s —a)y
- et el et R eon i — ahy - |-

Enfin, trois fonctions consécutives du développement (a) vérifient
Ia relation linéaire '

(2) nXP—(2n —a2p —2) X0 4 (2 —2p — 2) X =o.

Cette équation s’obtient aisémeat, et montre gue les polyndmes {r)
remplissent I'office des fonctions de Sturm quand le nombre p.- satis-
fait & inégalité

n—2
(6) gl

§ IM.

La différentiation par rapport & x, l fois répétée, des deux mem-
bres de I’égalité

n=o

— 2 T a (.z’ _ I)n a”
- 2°T' (r +1) dx® ’

n=0

BiH

(1 — 2ax +a?)
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donne sur-le-champ

al+x n=
(3) (1—20x+a%; * = Z X, o
) : n=o0 2
en posant, pour abréger,
(4) r(i+r) deet (o —ppt X
/ 2T (20 + 1)} T (B + L +1) dxi+id -

et divisant, aprés chaque différentiation, les deux membres de I'éga-
lité précédente par (2m— 1), m indiquant I'ordre de la dérivation
effectuée. Le développement (3) est d’ailleurs évidemment convergent
dans la méme étendue que celui dont il est dédnit par voie de différen-
tiation. Sous cette forme (4), on voit immédiatement, par le théoréme
de Rolle, que 'équation

X =0

2
a toutes ses racines réelles, megales et comprises entre deux nombres
moindres que l'unité. .

La relation (2) entre trois fonctions consécutives devient, dans le
cas actuel,

(2 bis) nX"" —(2n+ 20l — I)I‘X.("_,;_),_, +(n+2l—1) X"“,;L, =o.

2 ry

On trouve encore, sans difficulté, qu'une méme fonction et ses
deux premiéres dérivées du developpemenl; (3) vérifient I'équation
linéaire

5) (=2 Z sz tn(ntalt)y=o

dont Pintégrale générale est

dx

(6) 7’: AX(:)#—}- BX'(:’_’?/‘(X.W ) (I—x’)““

A et B étant deux constantes arbitraires.
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Au moyen de P'intégration par parties, on conclut aisément

(7) / XM9+: 7!__4—5’{1':0:

oy

quand v est différent de z2; et, en se servant de la relation (2 bis) entre
trois fonctions consécutives, et en ayant égard au théoréme précé-
dent (7), on a, dans le casde v =,

8) f"‘ (sz[“ tp e g 241 (rz—i—zl)(n—i—zl—'rﬁ..(el-!—ﬂ_

- 2:1-:-21—1—1 1.2.3.4...n

Le déve]oppement (3) a été donné, pour la premiére fois, sous une
forme équivalente, par M. Heine (Journal de Crelle, t. LXII, p. 110).
Ce géométre a encore considéré plusieurs autres cas ou 'exposant p,
entier ou fractionnaire, est foujours négatif. Nous nous attacherons
plus particuliérement aux deux catégories d’expressions que nous
avons tout d’abord indiquées, en nous bornant, pour les autres cas, a
ce qui nous sera directement nécessaire. L’équation différentielle ( 5)
a été obtenue par Lamé dans le cas oal'ona y =X"7,, (Legons sur les

Jonctions inverses des transcendantes et les su(faces isothermes,

p. 233), et "éminent géométre en a trouvé I'intégrale particuliére en-
tiére, laquelle était seule utile pour le but qu'il poursuivait. Il I'a ex-
primée au moyen d’un polyndme entier. Les aulres résultats que nous
venons d’obtenir ne paraissent pas avoir été remarqués jusqu’ici, du
moins que nous sachions.

§IV.

L’intégration entre les limites x et —1, [+ 1 fois répétée, des deux
membres de Pégalité

n=cw=

-

- 2 ! L (#2 =11
(1—2ax + o®) ——22"1‘(;;-{—1) p

n=

multipliée préalablement par (2m — 1) adx, i indiquant 'ordre de
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I'intégration a effectuer, donne immédiatement

al+z n=w

{9) (1—aqx +a?)* Z X"”,“_,éc",

3

n=o
en posant, pour abréger et i partir du terme de rang 21+ 3,

r{al-3) N o )

3 y\t (n)
(1) (=™ Fgaarp=y  de T R
En particulier, le coefficient de a7+ est
{2l 3)
Nt : 2 __ g\ — {7“—:x.
(I I) ( I) 22(+2r([+2)r(1+2) (x l) Xi:_:{

On voit donc ainsi que les coefficients des diverses puissances de «,
qui précédent le terme de rang 2/+ 3, ne se trouvent plus repré-
sentés par des expressions dlfférennelles. L’inégalité (b) devient, dans
" le cas actuel,
n>a2l+ 3,

et I'on observe encore que la propriété curieuse de ces polynémes de
remplir I'office des fonctions de Sturm se perd en méme temps que
celle d’étre représentés par des expressions différentielles.
Sous les formes (10) et (11), on voit que I’équation
X(zl+z)

2l+c
=

a toutes ses racines réelles et égales & I'unité en valeur absolue, et que
généralement I’équation

{3 JR—
X7’+r

[+ racines égalesd + 1, [+-1 égalesd — 1, et n—2 - 2 réeles,
.inégales et comprises entre — 1 et = I.
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§V.

Dans cetle hypothése de » > 2/ 3, la relation (2) entre trois
fonctions consécutives s’écrit

(2 ter) nXi’,‘L, —(2n—2l— 3)xX§',‘;:’—'— (r—20l-3)X§? =o.

Une méme fonction X;’;ZH et ses deux premiéres dérivées vérifient

I’équation différentielle finéaire
(r—xﬂ%—l—alwi—i +n(ﬁ-—— 2l —1)y = o,

dont I'intégrale générale est

(1—a?)dx
J= MX(JQ{-: I+: f (X_m_ >z’

M et N étant deux constantes arbitraires.
L’intégration par parties conduit sur-le-champ au théoréme

(12) | [T XX diz = o,
v —X
pour v différent de n. En se servant de la relation (2 fer) entre trois
fonctions consécutives, et en ayant égard au théoréme précédent (r2),
on a, dans le cas de y=mn,

W) N2 e 2l +1 (n—zl—z)(rz—zf—?i)...(—-21—:)
(13)‘/:_‘ (Xgl')'“ dm—?zzn—-zl—r 1.2.3.4...n )
§ VI.

Si nous revenons 4 la valeur générale (1) du polynéme X!{™ et que
nous y fassions z = ., nous obtenons

(1) XW=(— l)l’-z(’-[xl"-.'_P(‘;;I)x!’”’—{-p(f‘_' Je—2) (e—3) s + ]

2%.2.4.1.2
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Or ce polyndme, ayant tous ses termes de méme signe et de méme pa-
rité, ne peut s’annuler pour aucune valeur réelle de x, sauf pour la
valeur zéro quand il est de degré impair. La méme conclusion sub-
siste a fortiori lorsque p, étant supposé entier, est supérieur 4 r. Nous
pouvons donc énoncer ce théoréme :

TasoriME I, — Dans le cas de Uexposant p. entier et positif, Uéqua-
tion ’ A
Xf:’ = 0,

dans laquelle on a v Zp., a toutes ses racines imaginaires conjuguées,
sauf une racine nulle, quand elle est de degré impair.

A I'inspection de la valeur (14) du polynéme X¥, on voit que ce
théoréme subsiste dans le cas de p. positif et fractionnaire, pourvu que
" Ientier 7 soit inférieur ou égal au plus grand entier contenu dans.y.

Dans le cas de 'exposant p. entier et positif, le développement () a
un nombre limité de termes ; de plus, le premier et le dernier de ces
termes sont du degré zéro en x. Cette derniére remarque conduit 4
soupconuer I’existence du théoréme suivant, qui d’ailleurs est presque
évident :

Trtorime II. — Dans le développement de I expression
(1 — 2ax + a®)¥,

ordonné suivant les puissances ascendantes de a, lors de Uexposant p.
entier et positif, les polynémes X équidistants des extrémes sont
identiquement égaux.

En effet, cela résulte de ce que 'on 2 identiquement
(r —2ax + ) = (2 — 202 + 1 )F
dans Phypothése de p. entier et positif. On en conclut Videntité
X&’-—P) — Xf,_“""".

Par conséquent, le développement précédent a toujours un nombre
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impair de termes et renferme, par suite, un polynéme X® de degré
plus élevé que tous les autres. )

§ VIL

Si maintenant on traite Iexposant p comme un paramétre arbi-
traire et qu’on le fasse passer d’une maniére continue par toutes les
valenrs positives, il résulte du théoréme précédent, rapproché de la
valeur générale (1) (§ II) du polyndme X%, que.les polyndmes X*
‘et XG-, dans lesquels on fait tendre p, supposé fractionnaire et infé-
rieur 4 I, vers cet entier, ont chacun a la limite, lorsqu’on les égale a
zéro, 21 et 27 — 2 racines infinies respectivement, le dernier ayant en
ontre une racine nulle. Car on sait que, quand une équation algé-
brique de degré 21 s’abaisse au degré zéro, par suite de la variation -
continue de ses coefficients, toutes ses racines-deviennent infinies. Les -
polyndmes Xi~ et X, égalés a zéro, dans la méme hypothése, ont
chacun un couple de racines imaginaires conjuguées, avec 2. — 4
et 2l — 6 racines réelles infinies respectivement, le dernier ayant en
outre une racine nulle, et ainsi de suite.

Le paramétre j croissant encore d’une unité, les polynémes Xi' de
dégré impair, dont il a été question dans le théoréme précédent, de-
viennent de degré pair; et ceux dont le degré n est compris entre p.
et 2p. se trouvent avoir échangé par cet accroissement, lorsqu’on les
égale a zéro, et d’aprés le théoréme II, deux de leurs racines réelles
en un couple de racines imaginaires conjuguées. Ils ont acquis en .
méme temps une nouvelle racine réelle. En résumé, par V’accroisse-
ment d’une unité de Uentier positif 2, les polyndmes X{? égalés 4 zéro,
et dont le degré est impair et compris entre p. et 21, ont gagné deux
racines imaginaires conjuguées et en ont perdu une réelle qui était
nulle. Les polyndémes dont le degré est pair et compris entre px et ap.
acquiérent une racine réelle nulle et éprouvent d’ailleurs absolument
la méme modification que ceux de degré impair.

11 est facile de constater qu’en passant du réel 4 I'imaginaire par
I'infini les racines de ces polynémes égalés 3 zéro passent par I'éga-
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lité. En effet, considérons I'équation du second degré
XP = o,

et le cas ot . converge vers I’unité par des valeurs croissantes. En sup-
primant les facteurs indépendants de x et posant

on a
=2t —pi=o,

équation qui a deux racines égales pour @ = 5. Done les racines de
PPéquation X = o deviennent égales au moment ot elles deviennent
infinies.

§ VIIL

Nous avons vu que I'équation

I43)
G =
2
a ses racines égales A 'unité en valeur absolue, et que celles de I'équa-
tion
ral) ___
X =o

sont infinies. Il en résulte que les racines de I’équation
XEI-H) =o, 7

dans le cas ol p est compris entre I et [+ %, sont toutes réelles et
supérieures & I'unité en valeur absolue.

Enfin il suit encore de cette discussion que, lorsque g, supposé frac-
tionnaire, est compris entre [ et [ + 1, les polynémes X9 et X&',
égalés  zéro, ont chacun un couple de racines imaginaires conjuguées
avec 2 — 2 et 21 — 4 racines réelles et supérieures 4 I'unité; que les
polyndmes X&/=2, X&= _,_, égalés a zéro, ont chacun, dans cetle
méme hypothése, 2/ — 6, 27 — 8, ... racines réelles et supérieures 4

Journ. de Math. (3¢ série), tome V, — Ftvnier 1879. &
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'unité. Les polynomes de degré impair renferment, en outre, une
racine nulle. )
Remargue. — Le théoréme de Sturm est propre & séparer les racines

de I’équation _
XM = o,

pourvu que U'inégalité (b) soit satisfaite; par conséquent, pour p, entier
oun fractionnaire, mais inférieur & -+ r, I'équation précédente a toutes
ses racines réefles et inégales.

§ IX.

1l existe encore quelques relations entre deux ou entre trois poly-
némes consécutifs X, qui ont lien pour toutes les valeurs de p, et,
par conséquent, quelle que soit la nature des racines de ces poly-
némes. Voici d’abord une équation entre deux fonctions consécutives:

7) -1
x.d_x__(lf_ —_ & — nX(")
dz dz w2
qu’on frouve aisément, et qui est indépeundante de p. explicitement.
On trouve encore immédiatement

dX(p+1) ax  ax{pE-
e # = g,
22— + ——+2pX 0 =0

Cette équation, combinée avec 1 précédente, donne

dX_'(‘n+r) d X&"— )

R

—2(n—p)XP =o,

relation qui fournit, pour p. =1, une seconde démonstration du théo-
réme II. : ‘ , ‘

Si, dans cette équation, on change suecessivementz enn —2,7 — 4,
n—6, ..., et qu'on ajonte les équations ainsi obtenues, on trouve

dxl(‘u+x)
dz

=a(n ;p)Xiﬁ"’+2(n — = D)X s —p— X+
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§ X.

Résumons. Le développement de la fonction (1-— 2ax -+ «*), or-
donné suivant les puissances ascendantes de «, et dans lequel p. peut
passer par toutes les valeurs depuis — « jusqu'a +- oo, donne nais-
sance, au point de vue de Vespéce des racines, & cinq catégories de
polynomes :

La premiére catégorie, obtenue en attribuant & . toutes les valeurs
inférieures 4 I'unité, se compose de polynémes dont toutes les racines
sont réelles et inégales. :

La deuxiéme catégorie se compose de polyndmes dont le degré est
infériear ou égal i p, supposé positif. Toutes leurs racines sont ima-
ginaires.

La troisiéme catégorie se compose de polyndmes dont le degré est
compris entre p. et 2, g étant supposé positif. Leurs racines sont en
partie réelles et supérieures 4 I'unité, et en partie imaginaires.

La quatriéme catégorie se compose de polyndmes dont le degré est
21+ 1, tandis que p est compris entre [ et [-+ 4. Leurs racines sont
réelles et supérieures & I'unité.

La cinqui¢me catégorie se compose des polyndmes dont le degré
n’est pas inférieur & 27 + 2, tandis que . n’est pas supérieur a 2l
Leurs racines sont en partie réelles et égales 4 Punité en valeur absolue,
et en partie réelles, inégales et comprises enlre — r et 4-1I.

.

§ XL

On apercoit immédiatement une application intéressante de I'analyse
précédente, dans Vintégration des équations aux dérivées partielles du
second ordre de la théorie analytique de la chaleur, lors de I'état sta-
tionnaire. Cette application concerne les problémes de la sphére et
des deux ellipsoides de révolution. Le facteur P{” de Lamé relatif &
la latitude, dans le probleme de la sphére (Legons sur les fonctions
* inverses, etc., p. 229), ainsi que ses analogues dans les deux ellipsoides
8..
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de révolution, se met sous la forme d’une expression différentielle. La
forme de ce résultat avait été indiquée par M. Liouville en 1846; mais
nous donnons ici une génération uniforme de ces expressions, et nous
indiquons d’une maniére précise Ja pature des fonctions simples qui -
les composent. :
D’abord, pour la sphere, on a
P(n) — (I —_ 2)2 Muz~l)

2+
z

‘en posant, pour abréger, -

Me=8 r{l+y) drtl{p—aje
ke T 2"—1[‘(21—1- UT(rt1)  dptHl

On voit, par cette forme du facteur M(”,,H, que P'entier [ est essen-

tiellement positif, et toujours inférieur ou égal & n. Trois fonctions
conséeutives P, P13, P{*~3, dans lesquelles [ reste constant, satis-
font 2 la reIation : .

(1) (I— 2)2[("—1) "‘?fiz—(271—1)HM‘”:}:§’+('Z+Z—I "‘I?:f‘,’]—-o

L'intégration par parties donne le théoréme
(2) f P pY a'p. = o,
. - —1I

quand » est différent de z. En se servant de ce théoréme (2) et de la
relation (1), entre trois fonctions consécutives, on trouve, dans le cas -
de v=n, d’abord

+1[P$n)]2d‘]_ = (I — )Z[an_l{gx]zdp’
_sl41 (n+l)(p4+l—1)...3l4+1 [T .
T 2n+1 1.2.3.4...0—1 f; (1 — p*Ydps

ensuite, en achevant P'intégration,

“+1 ' ;
; e g, o2+ at+let+l—1...2l+1 2.4.6...20
(3) . .[_, [P, 1 dy'—'zﬁn-l-x © 1.2.3.4 con—1 3.5.0..20+1
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Cette valeur (3), que Lamé désigne par la notation p{™, est celle qui
convient aux expressions des constantes arbitraires G et H{”, et, par
suite, & 'expression V de la température. C'est encore cetje valeur de
p™ qui entre dans I'expression du développement en série d’une fonc-
tion arbitraire F(¢, 1) des coordonnées sphériques ¢ et p. On voit,
par les considérations précédentes, que les termes de la série capable
de représenter cette fonction acquiérent une signification analytique
précise et appropriée i l’etude ultérieure des particularités qu’elle
peut offrir.

§ XII.

Dans les ellipsoides de révolution, Lame a ramené l’mtegratxon des
équations aux dérivées paruelles du second ordre, exprimant ’équi-
libre de température, & l'intégration d’équations aux différentielles
ordinaires. Il a atteint ce résultat au moyen d’'un heureux choix de
variables on de coordonnées. Dans l'ellipsoide de révolution plané-
taire, il raméne I'intégration 4 celle des deux équations différentielles

di1— 2?)
= [ . — n(n+ [)J P,
I—x
(4) iR .
. d(1+ z7) I 2
| —= = "(”+1)‘m] .
dans lesquelles on a pos2
¥ =S8
RN 1)
pour la premiére, et
% = tangy )

pour Ia seconde; 3 et y sont les paramétres thermométriques, & savoir:

Yooav
@ = ‘/o' g 1”’

’

—n P
V=C) Fre
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Les intégrales générales des équations (4), lorsqu’on y remplace P
3 [
par (1 — x*)*X et R par (1 + x?)*U, sont

— e dx
f"‘ AX'( zlfl)-x -+ BX( 1l+x f[x(n——l) g ([—x:)l+x

al+41

(5) et

241

ax
2 —_
Y= =A' U("'zlj- —+ B’U(uzlﬂ-tf[n{n—l) T2 ([ —+ z*)l-l-l .

1

Les polynémes X2, qui composent la premiére intégrale (13 sont
poly -zt 4 P p & ’

les coefficients du developpement de I'expression

2l-1

(1—aax +a®) *,

ordonné suivant les puissances croissantes de «. Ce développement
est convergent, d’aprés la régle connue de convergence de la série de
Lagrange, tant que l'on a 2 <1, c’est-2-dire tant que x reste dans le
champ de variation assigné par sa définition analytique.

Le facteur P de Lamé a encore ici pour valenr

—1,
'Pgll) = (I x'«‘)?X(u zl-l)-x H

et se trouve mis sous forme d’expression différentielle. Les propriétés
analytiques sont celles de la fonction P{) relative 4 la sphére. Le fac-
teur R se met également sous la forme

4
R = (1+ 2 U,
I

et il convient alors aux points intérieurs de Vellipsoide. La deuxiéme
intégrale particuliére, qui est fraclionnaire, ne peut s’annuler pour
aucune valeur réelle de x. Elle se rapporte, ainsi que M. Liouvilleen a
fait la remarque (Lettres & Blanchet, Journal de Mzztkematzques pures
et appliquées, t. XI),4 l occasion del’ elhpsmde a trois axes inégaux, aux
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points extérieurs au corps solide. D’ailleurs le polynéme U"‘,H_, est le

coefficient de o™ dans le développement de I’expression

al+r

(1t — 2aix +a®) * ,

ordonué suivant les puissances ascendantes de a.
Si, au lieu de prendre pour variables indépendantes des factenrs P
etR les paramétres géométriques demi-axes polaires X'=cx et p'=cx,

on prend A= ye* — X2 et p==\/p"* — 3, les equanons différentielies (4)

se transforment en

) (0 — 2 22 - (ah — )T = (X2 — 127 P,
(4bis

R dR ) )

| (o' =) gz + (20" — c*p) r = (g — LPc*) R

Dans ces équations, on a mis % au lieu de n(n -+ r), et les paramétres A
et p sont les fonctions inverses des transcendantes.

,c -
g= f 2,
A —

dp
= ¢ —_—
7 fm/e—c’

Les intégrales générales de ces équations (4 bis) se déduiront des va-
leurs (5), en y remplagant, aprés avoir effectué les différentiations
indiquées, x par y1 — x* dans la premiére, et par Y —1 dans la_

I
seconde. Les nouvelles variables & ont pour valeurs x =-= 36

pour la premiére, et & = E =sécy pour la seconde. Les facteurq P
et R s’obtiendront en foncnon des nouvelles variables, en effectuant
sur leurs valeurs, données plus haut, les mémes changements ou sub-
stitutions.
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§ XIII.

Le développement, par la formule de Lagrange, de la plus petite
des racines de I'équation du second degré

. . ur—x
u=1ix -+ e

donne immédiatement
n=«
. 4 jam—1 dn(_z:+ ,)n
= 2\T 9 — 7
(1 —2aix + &®) 2: Zz"[‘(n—i—l) s

n=o

Le module d'une imaginaire étant positif, il résulte, des conditions
connues de convergence de la formule de Lagrange, que ce dévelop-
pement est convergent dans toute I'étendue du plan On peut d’ail-
leurs observer qu'il est égal 4 la somme de deux séries  termes alter-
nativement positifs et négatifs, lesquels finissent toujours par étre
constamment et indéfiniment décroissants, et alors la régle de Leibnitz
suffit pour conclure la convergence

La différentiation par rapport a x, [ fois repetee, des deux membres
de ’équation précédente, conduit au développement suivant :

V_zl-i-r ’,1=’

I - 2

kl - 2“1x + o ) ? U"lzl+x
r

n=c

également convergent; a fortiori, dans toute I'étendue du plan, et ou
Pon a posé, pour abréger,

I‘(l -+ I) i2n+l—fl d""‘”(a;’ 4+ l)n+l
T {2l+1)T(rn+4-1+1) dz™+i

U("zl-!-r =

Sous cette forme, le théoréme de Rolle, étendu par M. Liouville
aux’ racines imaginaires des équations (Journal de Mathématiques
pures et appliquées, 2° série, t. IX, p. 84), suffit pour montrer que
Péquation .

; u",..=o

a toutes ses racines imaginaires, inégales et comprises dans l'intérieur
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d’un cercle dont le rayon est inférieur 4 I'unité. On voit, de plus, que
les points racines de cette équation sont tous situés sur la partie de
Yaxe des y comprise dans I'intérieur du méme cercle.

Trois fonctions consécutives de ce dernier développement satisfont
a la relation suivante, ot ’on a fait disparaitre le signe imaginaire i
en divisant par i3"+~* et remplagant % par —1:
(6) nU"‘,,,,_x —(2r+2l— l).acU"‘,—,;’_x —~ (n+ 20— l)U"‘;:)_, =o.

2

Une méme fonction U, et ses deux premiéres dérivées vérifient
Péquation linéaire
4y ar —_
(7 ([+x’)—¢?'+a(l—;—r)xa—n(n—i-zl-i—:)j_:o,

ou le signe imaginaire i a disparu, et dont I'intégrale générale s’ob-

tient en remplagant, dans la seconde des equanons (5), U"‘;‘,’j_, par

U(n

zl+" )
L’intégration par parties conduit immédiatement au théoréme

(8) U(”:I+2U(nzl+td'x =0,

—_ e

tant que v différe de n. Au moyen de la relation (6) entre trois fonc-
tions consécutives, et en ayant égard i ce théoréme (8), on trouve,
dans le cas de v = #,

) I+1 (r+2l)(r+2i—1)...(2l+1),
) 2 dp — 2 2041
f [U 2l+x dx—22n+2l+1 : 1.2.3.4...n e

Revenant au facteur {? de Lamé, nous trouvons que trois fonc-
tions R{?, Ry, R{*™, dans lesquelles £ reste constant, satisfont a la

relation
I
(H—x’)’[( l)U(":fi,—(zn—r) D‘";’:,"

—(r+1+ x)U"’;‘,ﬂ;”] =o,

(9)

oulonalin.

.

Journ, de Matk. (3¢ série), tome V. — FEvRier 1879. ‘ 9
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L’intégration par parties conduit au théoréme

(o) _ B""R‘“ dx =o0

—i

tant que v différe de 7. En se servant de ce théoréme (10) et de la re.
lation (g) entre trms fonctions consécutives, on trouve, dans le cas
dev =n,

g ‘Eopde= [ 0+ 22y (v ‘”,12,) L | -

al4t a+-lntl—1ntl—2..al4+1 246...20 . sy
[A < .
2r—+1 - 1.2.3.4...n—1 3.5.7. .20+

{r1)

Ainsi, le facteur R{” se trouve également mis sous forme d’expres-
sion différentielle, et ses propriétés analytiques sont encore, comme
on le voit, semblables & celles de la-fonction P{? relative 4 la sphere.

§ XIV.

Dans le cas de Pellipsoide ovaire, Lame a ramené Vintégration de
I'équation aux dérivées partielles du secend ordre reglssant l’equtlxbre
de température des points intérieurs du corps supposé homogeéne, 2
celle des deux équations

d(c’—v’)dp

& Be
dv — (c‘ — IZ)

, dR
d(p’—c’)—‘}; o h
- T ‘ dp = (P‘—-c‘ + ) R.

(12)

Dans ces deux équations, on a k= n(n+ 1),
&le} - -
E(a)’

E(y)
()

y=yE vi=o

p= V7T = )
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Les paramétres thermométriques o: et y sont définis par les intégrales

- a cfc _d
= s
- o Vet —"2
- - & dP'

= —_————
L P

Enfin V' et p’ sont les fonctions inverses de ces deux transcendantes

2 et 7. En remplacgant ‘-;- et -S par x, dans les équations (12), on voit

que les intégrales générales de ces équations ont la forme de la pre-
miére des intégrales (5) de l'ellipsoide planétaire. Les facteurs de
Lamé, P et R, relatifs & Pellipsoide ovaire, ont donc la forme du fac-
teur P{” dans le cas de la sphére, et leurs propriétés analytiques sont
encore les mémes.

Les fonctions au moyen desquelles on exprime les intégrales des

équations (12) sont les polynémes en x qui naissent du développe-
: 4l--1 :

ment de I'expression (1 — 2ax + @) 2 ordonné suivant les puis-
sances ascendantes de «. D’aprés la rézle de convergence de la série
de Lagrange, appliquée au développement de la plus petite des racines

de I’équation

w—1
u=x+no

9

ce développement est convergent tant que 'on a ox < 1 dans la pre-
miére, et > 1 dans la seconde, ou bien, tant que x reste, dans les
deux cas respectivement, dans le champ de variation assigné par sa
définition analytique. Seulement, dans le second cas, on voit, par

Y . . X
cette méme régle, que, pour la convergence, on doit avoir a$_—, et

que, par conséquent, quand x devient de plusen plus grand, on doit
supposer « de plus en plus petit, ce qui est tonjours permis.
Si, au lieu de prendre pour variables indépendantes v et p, on prend

v = y/c* —1? et p’ =/ p* — ¢ les équations (12) deviennent

' —c‘v"")j—:’,}; + (2v'* — ¢*V) Z—ﬁ = (Rv'2 —I2c?) P,
(r2 bis) |
(P’-“'{" czpln)_:_:'lt__!_ (2pls 4 cﬁp' :it_-f" p— (kp'z—l- l’c’) R.

g..
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Leurs intégrales générales se déduisent de celles des équations (12),

) .-
en changeantx en y 1 —x* = () daos la premiere, et x en

dans la seconde. On obtient les nouveaux facteurs P et R en effectuant
sur les anciens les mémes changements de variables, '

On sait que les formes analytiques sous lesquelles nous avons mis
les factenrs P et R, que nous venons de trouver, ont été indiquées par
M. Liouville dans les mémes cas de la sphére et des ellipsoides de révo-
lution (Journal de Mathématiques pures et appliguées, t. XI, p. 275).
C'est en comparant les séries de Lamé, ordonnées suivant des produits
de fonctions elliptiques, & celles ordonnées suivant les Y, de la Méca-
nique céleste, que M. Liouville est parvenu 2 ces indications. On sait
aussi, d’un autre c6té, que Jacobi avait déja mis les différents termes
dont sont composés les Y, sous celte méme forme de produits d’ex—
pressions différentielles (Journal de Liouville, t. X, p. 229.)

Enfin, il importe de faire observer que les fonctions simples x, qui
entrent daus les expressions des facteurs P et R, sont, dans tous les cas,
des fonctions simplement périodiques, ou plus exactement, en ayant
égard aux remarques préseniées par Lamé dans la neuviéme de ses
Legons sur les fonctions inverses des transcendantes et les surfaces
isothermes, des fonctions doublement périodiques parvenues 4 cet état
limite de déformation continue ot une de leurs périodes est infinie.




