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SUR L’EQUATION 7' — 5y% = 2272, 4ob

Sur Uéquation 73" — by' = 275" ;

Par e P. PEPIN, S. J.

1. La résolution en nombres entiers des équations cowmprises dans
la formule générale ) »
ax' -+ by =cz®

est le plus souvent impossible; mais, lorsqu’une équation de cette sorte
admet une solution, elle en admet une infinité qu’on déduit successi-
vement I'une de Pautre au moyen de diverses formules. Toutefois, il
n'est pas toujours possible d’affirmer qu’on ne laisse échapper aucune
solution exprimée par des nombres inférieurs 4 ceux qui forment les
solutions calculées. Il est évident qu'en ce cas le probléme n’est pas
complétement résolu. Je me propose d’étudier, en prenant pour
exemple I’équation

(1) 72— 5yt =az,

diverses méthodes que 'on peut employer pour chercher uné solution
compléte, permettant d’obtenir avec certitude toutes les solutions ex-
primées par des nombres inférieurs & une limite donnée. Il ne faudrait
pas se faire illusion sur la généralité de ces méthodes; elles conduisent
au résultat cherché dans le cas actuel et dans d’autres cas semblables;
mais elles pourraient bien, en certains cas, ne donner qu’une solution
incompléte. '
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2. La méthode de décomposition en facteurs, employée par Fermat,
n’est pas immédiatement applicable & I’équation proposée; mais, si on
en retranche 'identité

qat — Sxt= 2x*,

”

on obtient I'équation équivalente

5(x* — 1) =a(z* —x*).
Si nous posons
x2 + y?=m(x® — 2z),

m sera un nombre rationnel et I'on déduira de I'équation précé-
dente

S5m(y® — x%) = 2(2* + 2z},
de sorte que les trois indéterminées x, ¥, z, considérées comme fonc-
tions di nombre rationnel m, sont assujetties 2 vérifier les deux équa-
tions

(r —m)x® + y* + mz=0,

(5m -+ 2)x? — bmy® +22=0,

dont la résolution s’obtient par les formules suivantes :

o2 ¥ z
Bt o Bmr-Fim—2  Swt—1om—2

Conime lessolutionsot: lesindéterminées auraient un facteurcommun
se déduisent facilement des solutions en nombres entiers et premiers
entre eux, nous ne considérons que ces derniéres solutions et nous
_Supposons x, ¥, % premiers entre eux deux a deusz. Ces nombres peu-
vent s’exprimer en fonction de deux nombres entiers et premiers entre

eux; il suffit pour cela de poser m = ’-;-« dans les derniéres équations,

qui deviennent alors

at V& z

5o Bp+hpg—29 bp—rtopg—2¢°

Comme x, ¥ et 2 sont premiers entre eux deux & deux, si Pon re-
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présente par p. le plus grand diviseur commun-des trois dénominateurs,
on en déduit
' pxt =5p*+ 2¢%

(a) i byt =5p"+ hpg—2q’,
pz =5p*— 10pq — 2¢*.

5. Or le nombre p n’est susceptible que d’un petit nombre de va-
leurs faciles 4 déterminer. D’abord la premiére formule montre que p.
doit éire positif; puis, en subslituant 5 p*= — 2¢® (mod. p), on déduit
des deux autres équations :

4pg— hg*==o0, 10pq + hg*=o0 (mod. p);

d’on 'on eonclut
(6) 14pg=o0 (mod. p).

D'ailleurs, en considérant que p et g sont premiers enire eux, on
déduit de la premiére des formules (@) que p ne peut avoir avec p*
aucun divisear commun autre que 2, etavec ¢ aucun diviseur commun
autre que 5. On doit donc conclure de la formule (b) que le nombre

doit étre un diviseur positif du produit 2.5.7 = 70.
Supposons d’abord p. non divisible par 5. 11 sera donc diviseur po-

sitif de 14, de sorte qu’il n’aura que Yune des valeurs 1, 2, 7 ou 14.
Mais les deux valeurs extrémes 1 et 14 sont exclues par la congruence

pa’=2¢* (mod.5),

que 'on déduit de la premiére des formules (a). Si p.= 2, posons
p = ap, et divisons par 2 les formules (). Nous obtenons un premier
systéme de solutions exprimé par les formules '

) ( x*= g° 4+ 10p},

(L ! yr=10pi+ 4pq—q%
( z = 10p; — 10p.q — §*

Si i =7, la deuxiéme des formules (@), mise sous la forme

752 =17p* —2(p— 4%
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montre que p — g est divisible par 7, de sorte que I'on peut poser
p —q =1/, en désignant par f un nombre entier premier avec ¢. Dans
ce cas, les formules (@), débarrassées du facteur 7, deviennent

(x2=q2+(ofq+35f’=(q+5f)"’+Iof’, ,
e s il L R
2 = 35f2 —q. :
Lorsque p. est multiple de 5, le nombre q doit étre aussi divisible

par 5, de sorte que nous pouvons poser i = 5a, ¢ =>5¢,; les équa-
tions (@), débarrassées du facteur 5, deviennent alors

ox® = p*+ 1043,

ay® =p*+4pg. —1ogi,
oz =p*—iopg, — 104;.

(@)

On déduit de la premiére formule que e doit étre résidu quadratique
de 5, ce qui exclut les valeurs 2 et 7. Comme ce nombre « est un divi-
seur positif de 14, il ne peat avoir que 1'une des deux valeurs 1 ou 14.
Dans le premier cas, les formales précédentes deviennent

x*=p*+ 1043,
7 =p*+hpg: —104],
z =p*— 10pq, —104;.

(m)

Si o =14, la seconde formule du groupe ('), mise sous la forme
hy®=(p+ 2q,)° — 1dqi,
montre que la somme p-+ 2q,7 est divisible par 14; posant donc
p=14f~ 24,

et supprimant le facteur 14 aprés la substitution, on obtient

. (=0t —ifprif
) 7r=xbf—gl,
12 =gt sfa+ war.
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4. La résolution de Péquation proposée se trouve ainsi raménée
celle des quatre systémes que nous venons d’obtenir. Toutefois, il nous
suffira d’en considérer deux, car les systémes I et 1V sont impossibles.
L'impossibilité du systéme (I) est rendue wmanifeste par la deux1eme
équation. On peut, en effet, la mettre sous la forme

yi=14pt—(q—ap:)%

sig-— 2p, n'est pas divisible par 7, on en déduit cette conséquence
fausse que — 1 serait résidu quadratique de 7. Si, au contraire, ¢ — 2p,
est multiple de 7, on obtient pour x et y des valeurs divisibles par 7,
tandis que nous supposons ces nombres premiers entre eux. La derniére
formule montre immédiatement que, si 'on suppose g==2p, (mod. 7),
yestmultiplede 7. Onlecoustatepourxensubstituantg®==/4p2(mod.7),
ce qui donne z*==14p?(mod. y).

On constate de la méme maniére I'impossibilité du systéme 1V.
D’abord on ne peut pas snpposer g, multiple de 7, parce que les trois
nowbres z, 7, z auraient un diviseur commun, coufrairement & 'hy-
pothése. Mais, ¢, étant premier avec 7, on déduirait de la deuxiéme
équation que — 1 serait résidu quadratique de 7, ce qui n’est pas.

11 nous suffit donc-de résoudre les deux systémes II et IIL. Bien plus,
un seul de ces systémes donne toutes les solutions possibles; car le
systéme II se raméne an systéme III par la substitution unimodulaire
q =p — 5q,, f = q,; ces deux systémes sont donc équivalents.

5. Notre probléme se trouve ainsi ramené i celui de trouver, en
nombres entiers et premiers entre eux, tontes les solutions des deux
équations simultanées

x* = p*+-10g%,
y*=p*+4hpy — 109"

\

(e)

Pour que les deux nombres x el y soient premiers entre eux, il est
nécessaire que p soit impair; et, comme la différence 22 — p? ne peut
étre paire sans étre divisible par 8,-il faut que le nombre g soit pair.
Nous pouvons donc poser g =2mn et déduire de la premiére des
52
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410 . P. PEPIN.

équations (¢), par la décomposition en facteurs,

xp=a2m* ou 4m,

xEp=20n® ou ion’
de sorte que les trois nombres p, ¢, x seront exprimés par l'un des
deux systémes d’équatiens '

x=m? 4 1on’, Ep=m* —ion’, q=2mn;
x=om*+5n%, E=p=—am*—5n, gq=2mn.

Ta valeur de y* sera.exprimée dans le premier cas par la formule -
¥ = (m?+ fmn —10n*)*— 56m*n?,
et, dans le second cas, par la formule -

7t = (2(11’ + fmn—5n*)* — 56m*n2.

Clest & la résolution de ces deux équations que netre-probléme se
trouve ramené. Mais, avant d’aller plus loin, nous remarquerons que
Pemploi des nombres complexzes donne beaucoup plus simplement
le résultat que nous venons d’obtenir. : '

6. Comme il n’existe que deux classes de formes quadratiques dont
le déterminant soit égal 3 — ro, on déduit des principes exposés dans

notre Mémoire sur les nombres complexes a +by—c (t. 1 de ce
Journal, p. 317) que les solutions en nombres entiers et premiers

entre eux de Péquation
bat + 22° = gt

sont données par les deux formules

=yirEy—s=(5+y—2)p +qV—rto)
Byt s = (V5 +y=3) (VB V=)'
dont la_premiére fournit les solutions oit le mombre x est de la

forme p®--10g¢?®, et l'autre celles ot ce nombre est de la forme
5p*+ 2q°. En effectuant les calculs indiqués, puis en égalant entre.

eux les coefficients de V5 et de y— 2, et en déterminant le signe de y*
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par la considération du module 4, on trouve que les deux groupeé de
solutions sont exprimés respectivement par les deux systémes d’équa-
tions '

x = p*+ 10¢%,
(2) { y*=p'— 6op*q*+ 100q* — 8pg (p*— 10¢?%),
z = p'— 6op*q®+ 100¢* + 20pg(p* — 104°,
x = 5p*+ 2¢%, ,
(3)  {r7=25p'—6op*q+hq* —8pq(5p*— 2¢*),
E z = 25p* — Gopq* +-4g* + 20pg(5p* — 24%).

Nous ne prenons dans ces formules qu’une seule des deux valeurs
de z égales et de signes contraires, parce que lessignes des indéter-
minées sont indifférents pour le but que nous avons en vue. Les deux
nombres P et q peuvent recevoir toutes les valeurs premiéres entre
elles, capables de vérifier la deuxiéme équation de chacun des denx
systémes. Ces équalions peuvent se metlire sous la forme suivante :

{ ) =" —hpq—1og’ = 36p*F,

1 (2) r*=(5p"—bpqg — 2¢°)" —56p°¢".

Elles ne différent que par les notations de celles que nous avons oh-
tenues dans le numéro ‘précédent. Nous allons les résoudre successi-
vement. '

- (4)

7. On déduit de la premiére de ces équations, par la décomposi-
tion en facteurs,
®={p*— 4pg —1049*) Ey =25 ou 4s°,
&= (p* — hpg —10¢*) ¥ = 282 ou 144%,
de sorte que la résolution-de cette équatioﬁ est ramenée a celle des
deux systémes
= (p*— hpq — 10g®) =+ T4L3, pp=st, =) =s*—14t}
_.l_-(Pz._ﬁp(/—IOqz)=2sﬂ+7tz’ pq = st, ij'=2$z—7l2.

Comme on a identiquement p* — fpg — 104> = (p— 29)* — 14¢4* on
voit immédiatement, par la considération du module 7, que I'on doit
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exclure le signe inférieur dans la premiére équation de chacun de

ces deux systémes; car avec ce signe on serait amené 2 cette conclu-

sion absurde que — 1 ow — 2 seraient résidus quadratiques de 7.
Ainsi on aurait dans le second systéme

(p—2gP — 728 =2(s* +7¢");

ce qui est impossible; car, le nombre p étant impair, £ doit I'étre éga-
lement; de sorte que Fon déduit de I'équation pg = st que les deux
nombres s et ¢ sont tous deux pairs ou tous deux impairs. Le second
membre de la derniére formule est donc nécessairement multiple
de 8, tandis que le premier membre est de l2 forme 87 -+ 2. La réso-
lution de I'équation (A, 1) est donc ramenée 4 celle du systéme unique

(4) pa=st, p*—hpg—1o'=s H14#, Ey=s—14t"

.

- De méme, en appliquant i Péquation (4, 2) la décomposition e
facteurs, on obtient Tes formules suivantes :

pg=st, =(bp*—4pg— 2¢®) =y =25 ou 4s% '
*+=(5p% — hpg — 2¢*) =y = 281* ou 143,
pg=st, =(5p*—fhpg—2¢*)=¢" -+ 148, +y=s2—r14i?,
-pg=st, E(5p— hpg—2¢)=12s*+q?, Ey=25"—7%

On conclut d’abord de-V'identité 5p* — fpg — 29* =7p* — 2(p+q)?
quon doit prendre le signe inférieur dans la deuxiéme équation de .
chacun de ces deux systémes; car avec le signe supérieur on aurait ce
résultat absurde que — 2 serait résidu quadratique de 7. De plus, on
doit rejeter le premier systéme. On aurait en effet

2(p+gq) —7p ="+ 142%

or, p étant impair, il faut que s le soit aussi, de sorte que I'équation
pg=st exige que les deux nombres ¢ et £ soient de méme parité, de
sorte que des deuz nombres £ et (p+g) I'un est nécessairement pair
tandis que 'autre est impair. Si donc nous mettons [a derniére équa-
tion sous la forme .

2(p + q): - r4i’#s’+ 7P%,
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nous voyons que le premier membre est de la forme 8/ + 2, tandis
que le second est multiple de 8. Il suffit donc de considérer le second
systéme. :

Les résultats obtenus jusqu’ici peuvent se résumer de la maniére
suivante. Les solutions de I’équation proposée se partagent en deux
groupes, suivant la forme quadratique de la premiére indéterminée x,
et sont déterminées en fonction de p, ¢, s et £, au moyen des deux
systémes de formules

x =p® +10¢%, ]‘—Sz—ll;ﬁ

{5) z=p* + 20p°q —6op*q* — 200p¢* + looq ,
PG==5t, p*®— 10" =5+ 4St + 148";
x=5p* 4+ a¢g®, y=oas*—q8,

(6) z =z 25p* 4+ 100p°¢-~— 6o p*q* — fopg® + 4¢*,
pq=st, ap*— 5:1’:2&'“‘——4\9! -+ g%,

8. L& quahon pg = st, commune- aux deux systemes, est résolue
&’une maniére compléte par les formules

(7) P:)‘ba quk; S=l‘U., t=hk,_

ou X, u, & etk désignent des nombres entiers quelcenques, assujettis
4 la condition unique de rendre premiers entre eux les deux nombres
p et g, ainsi que les deux nombres s et £. Cette condition est remplie
en prenant les quatre nombres, p., & et £ premiers entre eux deux 2
deus, et elle ne peut I'étre que de cette maniére.

La substitution des expressions (7) dans la derniére formule du
systéme (5) donne entre les quatre nombres 1, p, % et & Péquation

(8)  2(7h? -+ 5p) A% + hhp AR +2¥(p? — B?) =
en la résolvant successivement par rapport aux deux quotientsé et _é.’
on trouve
(k_—yh \/2"’/5‘—5[1.}
( ) ‘ T 7h? - 52
g_i tlz___ — ok — 1fo it
B i —x y
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On voit, par la premiére de ces formules, que les nombres %, p forment
une solution de I'équation proposée, car, pour déterminer une valeur

. k. . £ s .
rationnelle du rapport = ils doivent vérifier la condition

(r0) Tk —5pr =2l

[ désignant un nembre entier. Ainsi toute solution de 1’équation pro-

posée dans laquelle la premiére indéterminée, x, est de la forme
p* + 10¢°, dépend d’une solution x = h, y = p.de la méme équation,
et on la déduit de cette solution au moyen des formules (g), (7)et(5).
Inversement, de toute solution de I’équation (1) on déduit deux solu-
tions de I’équation (8); car,si les nombres x = h, y = p satisfont &
I'équation (1), la premiére des formules (9) donne deux valeurs ra-

. k sy . N . . .
tionnelles du rapport 3. En les réduisant a des fractions irréductibles,

on aura deux systémes de valeurs des nombres & et 2, lesquelles for-
meront avec les deux nombres / et p. deux solations de I'équation {8).
Chacun de ces systémes de valeurs de £ et de X satisfait & I'équation

(r1) A — 1hokt = g*,

1 I 14 L4 ’
car autrement les valeurs du rapport é, déterminées par la seconde des
formuiles (g), ne seraient pas rationnelles.

9. Dans le second gioupe de solutions de I'équation (1), la derniére
équation donne entre les quatre nombres %, 1, h, % la condition
- {12) ) (bp? + k) k® — Ghp Ak + 2(p? — 2?)2* =0,

d’oti 'on déduit

[ _ ohpt=Jalqht —5pt)

k

i /z 5 F 3 »
(13) JRE =0 .

2R RV —35H

® nk*— 2}

1! résulte de ces formules que les deux nombres % et 1. forment une
solution de P'équation proposée, et les nombres 1,% une solution de
I'équation

(14) . AN — 35K = £
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Ainsi toute solution de I'équation (1) fournit deux nombres &, p
propres 2 vérifier 'équation (12); onr en déduit, par Ia premiére des
formules (13), deux systémes de valeurs de A et-de # qui satisfont &
P'équation (14). De méme, toute solution de 'équation (14) donne
deux nombres), £, d’ott 'on déduit, par la seconde desformules (13),
deux systémes de valeurs de / et g, formant deux solutions de 'équa-
tion (1); en associant les nombres 3, % avec ces deux systémes de va-
leurs, on obtient deux solutions de 'équation (12) et, par les formules
(7), deux solutions de I’équation (1). Le lien qui unir entre elles les
solutions des trois équations (1), (12) et (14) fait qu'on est assuré de
les résoudre complétement toutes trois, pourva qu’on résolve complé- -
tement I'une d’elles. II faut en dire autant des équations-(1), (8) et (10),
de sorte qu'en résolvant complétement I'une quelconque des cing
équations (1), (8), (10), (12) et (r4), nous sommes assurés d’'obtenir
pour chacune des autres toutes les solutions formées par des nombres
inférieurs 4 une limite donnée. :

40. Pour calculer les solutions des équations {8) et (12}, nous pose-
rons

(15) 1=5 ;=n.
I'équation (8) deviendra
(8 . 2(7%* +5)E + &+ (1 —9*) =o.

A chaque valeur de y-correspondent deux valeurs de £ et réciproque-
ment. Désignons par & et & les deux valeurs de & que l'on peut asso-
cier & une méme valeur de #, de maniére 2 vérifier cette équation; la
somme de ces deux valeurs sera déterminée par la formule
— 2%
a =
(@ fy = 52
De méme, les deux valeurs de y que I'on peut associer dans I'équa-

tion (8') 2 une méme valeur de £ ont leur somme exprimée par la
formule

() n+9 = o
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Au moyen de la solution évidente =0, y = — I, on obtient, par
la formule (a), &, = 4. Cette valeur de £ peut étre associée & deux va-
leurs de %, dont Yune nous est déja connue, savoir y = —1I; nous
obtenons la seconde par la formule (), qui devient

Ty 4.8 __ 23
Ny — I =1g38 N = 571°

Puis faisant =23, ¥ =41, pous déduisons de la formule (a)

2, = — 403, Cette solution & = — £22, v’ = $} donne, par la formule
(B), m. =127, et ainsi de suile. De cette maniére, par 'emploi alter--

natif des formules () et (5), nous formons une suite de valeurs de &
et de v, dans laquelle chaque valeur de v se: trouve comprise entre
les deux seules valeurs de & qu'on puisse lui associer pour vérifier
I'équation (8). Cette suite est

¢ 5 == 0 1):—-1, g.:%-,
( ) — 23 — 1062 — 10427
I =17 27— 359y M2=-3ggs?

Si, au lieu de partir de la formule (a), nous employons d’abord la
formule () avec la méme solution primitivey =: —1,&= 0, nous for-
mons une autre suite

1=—1, E=0, Mm=1I, E=—% n=—% ...

que 'on peut considérer comme le prolongement vers la gauche dela
suite (¢). Mais, dans le cas actuel, elle n’offre ancun intérét, parce
qu’elle ne présente que les termes de la suite (¢) changés de signes.

11. L’équation (12) peut se résoudre de la méme maniére. Aprés
T’avoir mise sous la forme '

(r2') (79* + ,5)’;";— 4oE+ 2(1—n?)=0o,

enfaisant les substitutions indiquées par les formules (15), on en déduit
Ies deux formules ’ '

.

@ . EE=—he

Y
78—z’

(&) w+#¥
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dont 'emploi alternatif, 4 partir de la solution primitive, #» =1, £E=o,
donne une suite indéfinie de solutions

(d) ‘,;‘:07 n =1, §l=%1 'ﬂl=_%}1 §2=_'§_2_=;7 sees

Les valeurs de » sont les mémes que dans le cas précédent, et celles
de £ sont doublées. On pouvait le prévoir, car il suffit de remplacer
daps les formules ('), (5') les nombres £, & par 2§, 2& et les nombres
1, %' par — y et — ', pour identifier ces formules avec les formules
(a) et (&).

La méthode que nous venons d’indiquer pour résoudre les équa-
tions (8') et (12') revient au fond & celle qu'Euler a donnée dans un
Mémoire posthume, publié en 1830 par I’Académie impériale de Saint-
Pétersbourg (Memorres.. ., t. XI, p. 6g9).

Les solutions de I’équation proposée se déduisent de ce calcul en éga-

& . . s
lant le rapport;aux diverses valeurs de 4 comprises dans 'ane des

suites (c¢) ou (d). Comme les deux nombres % et . sont premiers entre
eux, ils se trouvent par 12 complétement déterminés. Cette méthode
est trés-simple, mais-on n’est pas assuré d’obtenir, de cette maniére,
toutes les solutions possibles; car il n’est pas démontré que toutes les
solutions de I’équation (8') se déduisent successivement des solutions
primitives w = =1, £ = o, par Pemploi alternatif des formules (a) et
(b). 1l pourrait exister quelque autre solution primitive, donnant lieu &
une suite de solutions non comprises dans la suite (¢).

12. Notreprobléme est pourtantsusceptible d’une solution compléte,
queI'on déduit des formules (5), (6), (7), (8) et (12). En effet, quelle
que soit la solution considérée de I'équation (1), solution que nous
désignons par (&, 7y, %), tant que la premiére indéterminée x, est
supérieure a 'unité, on peut, par la décomposition en facteurs de celle
des formules A qui correspond a cette solution, laramener 4 uneautre
solution en nombres moindres, et I'exprimer en fonction de cette nou-
velle solution, soit au moyen des formules (5) et (8), si x, est de la
forme p* + 1047, soit au moyen des formules (6) et (12), si x, est de
la forme 5p® 4 2¢4*. En remplacant les nombres 4, p. par x, y, on dé-
duit des formules citées les expressions suivantes de la solution

Journ. de Matk. (3¢ série), tome V. — DEcexssE 1879. 53
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(.Z‘,, Yis zi) :

(1) x, = Aa? 4 rak?y?, ij, = 1272 — 14k 2,

1), (2) z, = (Ax* + 1ohkxy — 10k°y* *.— 140d* A % ¥ ?,
k —xyts o
( (3) ¥ = -7—%5]_:‘7, 7.’1,'4 —_ 5_7‘i = 22 . -

0

(1) &= 5Xeataktyn =20y — gk,
(H) (2) 3 = (53x* 4+ tohkxy — 2E°y*)® — 1ol k2% y2,
. axmyztes ) ‘

YA . ' >
(3) X T x5y 7x - 59 — 237,

On a le premier systéme quand x, est de la forme p* + 10¢’, le se-
cond quand, est de la forme 5p* - 2¢®. Inversement, de toutes solu-
tions (z, 7, z) de équation (1} on en déduit deux autres en nombres
plus grands, une par chacun des deux systémies (I} et (II). A cause du

double signe de z dans la formule qui détermine le rapport % on pour-

rait croire qu’'une méme solution peut en fournir quatre autres; mais,
comme les nombres x,, y, doivent étre premiers entre eux, lesignede
z se trouve complétement déterminé. Dans les formules (I), X doit étre
un nombre impair; d’ailleurs le dénominateur est dela forme 81 + 4;
il faut donc choisir le signe de z de maniére & rendre le numérateur
— xy % zdivisiblepar 4. Dansles formules (II), au contraire, le nombre
k devant étre impair, il faut choisir le signe de z de telle sorte que la
somme xy == z soit de la forme 47 + 2. :

La nouvelle solution (&, 7, z) peurra de méme se ramener i une
solution en nombres moindres, pourvu que % soit supérieur a I'unité.
Elle sera exprimée en fonction de la nouvelle solution par les for-
mules (I) ou par les formules (II), suivant la forme quadratique de 2.
Comme les valeurs de x sont positives, elles ne peuvent pas décroitre
indéfiniment. On parviendra donc nécessairement & la solution (1, 1, 1)
dans laquelle, & étant égal 2 1, les formules (¢) du 0° 5 ne sont pos-
sibles qu'en faisant ¢ = o, et dans ce cas la’décomposition en fac-
teurs cesse d’étre applicable. On formera ainsi, & partir de la solution
(21, 1, %), une snite de solutions dans lesquelles la premiére indéter-
minée x présente des valeurs positives et décroissantes; le dernier
terme de cette suite est la solation évidente (1, 1, 1), et chaque terme
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est exprimé en fonction du suivant par Pun des deux groupes de for-
mules (I)oun (I1). Si donc nous appliquons ces formules dans un ordre
inverse, nous obtiendrons, & partir du terme (1, 1, 1), tous les termes
de cette suite, et conséquemment le premier, qui est la solution consi-
dérée (ax,, ¥, 21)-

En appliquant les formules (1) 4 la solution (1, 1, 1) et en prenaut le
signe de maniére & obtenir une valeur impaire de 1, on trouve & = o,
et "on retombe sur la méme solution (1, 1, 1). Les formules (II) donnent
la solution (23, 11, g71). Cette nouvelle solution en donne deus
autres, dont 'une figure nécessairement parmi les solutions décrois-
santes qui composent la suite que nous venons de considérer, & partir
de Ia solution (@, 7y, z,). Désignons-la par (2,_s, J -2y 2 ). I'ap-
plication des formules {I)-et (II) & la solution (X2, ¥'n—as Zn-2) donnera
de méme deux nouvelles solutions en nombres plus grands, dont
Yune (2,3, Yu—s» 2i-s) fait partie de la suite en question. Eo réitérant
ainsi un nombre suffisant de fois ’application des formules (I) et (1),
on trouvera nécessairement, entre auires solutions, tous les termes de fa
suite considérée et par conséquent la solution (xy, 74, %), qui en est le
premier terme. On est donc assuré d'obtenir par les formules (1) et (I1),
a partir delasolation primitive(1, 1, 1), toutesles solutions possibles de
I’équation considérée, rangéessuivant Pordre croissanides valeursdea.

13. Nousavons considéré les deux systémes (I)et(II) afin de rendre
notre démonstration plus rigoureuse. En pratique, un seul suffit pour
donner toutes les solutions possibles, pourva que I'on prenne succes-
sivement dans la formule (3) les deux signes de 3, et que, dans celle
des deux solutions ot &, et y, sont divisibles par 2, on supprime ce
facteur 2 ainsi que le facteur 4 dans la valeur correspondante de z,.
Considérons, en effet, dans le systéme (1) la solution étrangére qui cor-
respond 4 une valeur paire de A. Supposons que l'on ait

kb _—axy+z__ K
2T gEa byt 2h
k étant impair et ) pair, égal a 21,. Si I'on suppri ne le facteur com-
mun 2 de x, et de y,, on trouve

2

x,= 2222+ 5By, yo= 2]yt —gktat.
53..
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Dans le méme cas, on déduit des formules (II)
¥ 2(zy—1)
.xl - 7z2+—_5J:$
x, =X+ 5Ky, y = 2Nyt — qkut

k&
1l suftit de comparer les valeurs des deux rapports 37 57 pour recou-

naitre que 'on a

K 2k &
P T
et par consequent/c = — E, X =21,. Il en résulte que les valeurs de .z',

et de y, déterminées par les formules (1) se déduisent des formules (T)
en prenant le signe anquel correspond une valeur paire de A et en
supprimant le factenr commun 2.
On peut donc remphcer les deux systémes (I) et (II) par le systéme

unique.

fx, =N x* +10k%y%

=+ Gy, = y*— 14k 2%,
) { 0%z, = (12.7c2+ rorkxy — 10£% '~) - Jlgolgk’x’f,

kA —ayct
3_7.1:’—-&—5] .
qxt— 5 yi=2z" .

On prendra § = 2 ou@ = 1, suivant que X sera pair on impair. |
Si Pon applique ces formules 4 la sblution (23, 11, g71), on trouve

& :
pour le rapport 5 deux valeurs -é et — ——- La premiére valeur devrait

35
étre rejetée dans les formules (I), parce qu’elle correspond 4 une solu-
tion dont les termes ne sont pas premiers enire eux. Mais, en faxsanl

6 = a dans les formules précédentes, on obtient
o,
x,=10127, . y,=1525, 8

ce qui est premsement le resultat que ’on déduirait des formules (II).

La seconde valeur du rapports £ donne la solution

x, = 80766889, y.= 61457423.



SUR L'EQUATION &' — 5y = az®, 421

14. Afin d’apprécier la rapidité avec laquelle croissent les solutions
successives, formons le produit des deux valeurs dew, qui correspondent
a une méme solution (, ¥, 3). Dans les formules (I1T) on a § = 1 pour
I'une de ces valeurs et § = 2 pour l'autre, de sorte que le produit
cherché est exprimé par la formule

. ° B EN . . R
2% = (0N [x" -+ 1o (F—*— -)73).1-‘7~-+ l(n’)z 7‘].
Dailleurs, en remplacant % et ¢ par x et y dans I'équation (8), on.
trouve )

(r0y® =+ r4x*) (%)4— bxy (é) +yi—at=o,

Ly . KK 13— 2 .
et l'on en dédnit— =——"—""__, Comme les deux nombres = et v
Is
B V| 10?4 142° . . .

sont prewiers entre eux, les deux termes

yi—a* 10y 142t
% 24
ont aussi des valeurs entiéres et premiéres entre elles, de sorte que 'on
peut poser -

EE=m =2, W=y
= N ~——— = —_—

24 24

en désignant par 2 un nombre entier. La valeur numérique du pro-

b

. , . , &t . ¥,
duit X est donc supérieure 3 =, et par conséquent x, 2, est > Z.. Ce
p 2 1 1 8

praduit x, &, est du huitiéme ordre de grandeur par rapport 4 x. On
voitd’ailleurs, par les formules (III), que le plus petit des deuxfacteurs
x,, X'y est compris entre le deuxiéme et le quatriéme ordre de gran-
deur; T'autre facteur est donc compris entre le quatriéme ordre et le
sixiéme. A"nsi le produit des deux valeurs de & dans les deux solutions
que I'on , :ut déduire de celle que nous avons désignée ci-dessus
par x,, 7 serait exprimé par un nombre de plus de soixante chiffres;
la plus petite des deux valeurs de x aurait plus de seize chiffres.

15. On peut encore résoudre I'équation proposée en lui faisant
subir une transformation trés-simple, qui permet d’appliquer immédia-

-
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tement la décomposition en facteurs. Elle consiste & poser
x=m-+n, y=m-—=n,

ce qui est permis dans le cas actuel, puisque les deux nombres x et ¥
sont tous deux impairs. En supprimant le facteur 2 dans le résultat de
la substitution, on obtient 'équation

(16) 22 ={m®+ 12mn + n*) — thom*n?,
qni se décompose de I'une des deux maniéres suivantes :

mn =pq, = (m*+r12mn+nt)Ez= 2p* ou 1opd,

mn = pq, = (m’-+ 12mn-+ n?) oz = g0q® ou 144*;

de sorte que la résolution de I'équation proposée se trouve.ramenée
3 celle des deux systémes suivants :

pg=mn, =£(m*+12mn-+n*)= p°+ 35¢%,
- pg=mn, ==(m*+ 12mn+n?)=5p*+ 74

Mais on doit rejeter le second systéme. On a, en effet,

m? 4+ 12mn + ni=(m + 6a)* — 3bn%, -
de sorte que la derniére équation peut se metire sous la forme
= (m+6n)=x 35n* = bp* 4 79°,.

qui en manifeste I’impossibilité; car on en conclut, ou bien que 7 est
résidu quadratique de 5, ce qui n’est pas, ou bien que les deux
nombres (m -+ 67n) et g sonl wultiples de 5 ; mais, dans ce dernier cas,
on déduirait de I'équation pg = mn que Pun des dewx nombres m
ou 7 doit étre multiple de 5, de sorte que la somme m2 + 6n ne pour-
rait I'étre sans que les deux nombres m et n le fussent également.
Comme il en résulterait pour & et pour y des valeurs divisibles par 5,
Ja seconde conclusion est également inadmissible.

Quant au premier systéme, on voit, par la considération du module
7, quil west possible qu'avec le signe supérieur. La résolution de I'é-

~
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quation (1) se trouve ainsi ramenée  celle du systéme
(r7) pg =mn, m*+12mn -+ n*=p*+ 35¢°
Les solutions de I'équation (1) sont exprimées par les formules
(18) x=m-+n y=m—n, 5=p'—3bg*
16. L'équation pg = mn est résolue par les formules
m=2.k, n=pk, p=i, q=ht,

ol %, p, b, k désignent quatre nombres entiers, premiers entre eux deux
a deux. En substituant ces expressions dans la deuxiéme des équations
(x7), on trouve

(19) (@ — 35]13)71'24— 12 ph Ak 4+ (B — p*))? =o.
En résolvant cette équation successivement par rapport aux deux quo-

. kA .
tients 3 ;:, on obfient les formules

k __ —6phze Jpt 35k
: P w354 ’
(20)
? k__ — 60k A - 358
' e e3E ?

d’ott I'on voit que les nombres (2, £) aiusi que (g, ) forment autant de
solutions de P'équation

(21) X' 357 =22

Ainsi chaque solution de I'équation proposée est exprimée par les for-
mules (18) en fonction de deux solutions de I'équation (21) assujetties -
a vérifier ensemble I’équation (rg). Comme chaque solution de I'é-
quation (2r) peut étre associée a deux autres solutions, de maniére i
vérifier 'équation (1g), elle détermine deux solutions de I’équation (1.
Il ne faudrait pas en conclure que cetle équation admette au-dessous
d’une limite donnée deux fois plus de solutions que celle-14; car il faut
deux solutions de 'équation (2r) pour une solution de I’équation (1).

17. Les solutions de I'équation (21) s’obtiennent aisément par la
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=3 cette

r - ¥ A J I
méthode posthume d'Euler. Posons pour ce]a%:&,—;

équation deviendra

(19) - (I — 359%) B2+ 1295 + (v* — 1) =0,
et 'on en déduira les deux formules
I’ : 2 127
((l) E+8= 3Bar— 1
) . s 128
(8) N0 = g

dont I'emploi alternatif fera connaitre toutes les solutions que I'on peut
déduire de la solution primitive £ = 0,y = 1. On obtiendra ainsi la
suite indéfinie ‘
. 6 253 73236
g—'o) n=1I, gl'—‘;;’ ’)l"‘g'—,l,—l-’ ‘;2”38,6‘"
Chaque terme de cette suite détermine une solution de I’équation (2r),
et deux termes ¢ -sécutifs donnent une solution de I'équation propo-

sée. Au moyen des deux termes i': 1,8, = E,on obtient A =17,
k=6, p="=1, et l'on déduit des formules (18) x = 23, y = 11,

z=g7I. A
6 253 - .
Les deux termes §, = ik lder donnent le systéme =17, k=6,

k=253, p. = g71, d’ot1 'on déduit ,
x =10127, J =1525;

et ainsi de suite, Cette méthode a l'inconvénient de n’offrir aucun
moyen pour reconnaitre avec certitude si 'on a obtenu, oui ou non,
toutes les solutions exprimées par des nombres inférietirs 4 une limite
donnée. La série précédente donne bien toutes les solutions de I'équa-
tion (19') que 1’on peut déduire de la solation primitive £ = 0,1 =1;
mais il n’est pas démontré qu’il n’existe pas quelque autre solution
primitive, donnant une suite distincte de la précédente. Si donc les
formules du n° 13 exigent une discussion plus longue, cette complica-
tion est compensée par I'avantage qu’elles ont de donner une solution
compléte du probléme proposé.

B -0 O i .



