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stiE L'ÉQUATION ηχ:' — 5y* 2ζ2. 4ο5 

Sur l'équation η χ' — or'' — as2 ; 

PAE LE P. PEPIN, S. J. 

1. La résolution en nombres entiers des équations comprises dans 
la formule générale 

axh -{- by'' = cz-

est le plus souvent impossible; mais, lorsqu'une équation de cette sorte 
admet une solution, elle en admet une infinité qu'on déduit successi-
vement l'une de l'autre au moyen de diverses formules. Toutefois, il 
n'est pas toujours possible d'affirmer qu'on ne laisse échapper aucune 
solution exprimée par des nombres inférieurs à ceux qui forment les 
solutions calculées. Il est évident qu'en ce cas le problème n'est pas 
complètement résolu. Je me propose d'étudier, en prenant pour 
exemple l'équation 

(0 qxk — 5 yh = 2Z!, 

diverses méthodes que l'on peut employer pour chercher uné solution 
complète, permettant d'obtenir avec certitude toutes les solutions ex-
primées par des nombres inférieurs à une limite donnée. Il ne faudrait 
pas se faire illusion sur la généralité de ces méthodes; elles conduisent 
au résultat cherché dans le cas actuel et dans d'autres cas semblables ; 
mais elles pourraient bien, en certains cas, ne donner qu'une solution 
incomplète. 
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2. La méthode de décomposition en facteurs, employée par Fermât, 

n'est pas immédiatement applicable à l'équation proposée; mais, si l'on 
en retranche l'identité 

ηχ" — 5x* = 2X*, 

ou obtient l'équation équivalente 

5(x* J·*} = 2 (z2 — xi). 
Si nous posons 

xi -4- J-2 = m(x2 — z), 

m sera un nombre rationnel et l'on déduira de l'équation précé-

dente 
5 m (y- — χ*) = 2(ÎC

2 -+- z), 

de sorte que les trois indéterminées a;, jr, z, considérées comme fonc-
tions du nombre rationnel m, sont assujetties à vérifier les deux équa-

tions 
( t — τη)χ" -ι- y" -+- mz = o, 

(5m -h 2)x- — 5my2 -i-2Z = o, 

dont la résolution s'obtient par les formules suivantes : 

χ2 y' __ ^ 
5m- -{- a 5ni2 -f- 4»i — 2 .5ni- — lom — 2 

Commelessolutionsoù les indéterminées auraient unfacteurcommun 
se déduisent facilement des solutions en nombres entiers et premiers 
entre eux, nous ne considérons que ces dernières solutions et nous 
supposons χ, γ, z premiers entre eux deux â deux. Ces nombres peu-
vent s'exprimer en fonction de deux nombres entiers et premiers entre 

eux ; il suffit pour cela de poser m = « dans les dernières équations, 

qui deviennent alors 

x2 y2 se 
. 5p2-i-2g2 5p- -I- 4pg— 2g2 5ρ2— IOpq— 2g2 

Comme x\y et z- sont premiers entre eux deux à deux, si l'on re-
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présente par μ le plus grand diviseur commun e!es trois dénominateurs, 
on en déduit 

(«} 

/ μχ- = Sp2-h 2qs, 
'.μjr=5/7a-f- ipq—aq", 
( μζ = 5ρ-—ίοpq — 2q3. 

3. Or le nombre μ n'est susceptible que d'un petit nombre de va-
leurs faciles à déterminer. D'abord la première formule montre que μ 
doit être positif; puis, en substituant 5p-~ — 2q2 (mod. μ), on déduit 
des deux autres équations 

4pq—4ys = o, ropq -+■ 4#2
ΞΞ ο (mod. μ) ; 

d'où l'on eonclut 

(*) 
i/tpq==o (mod. μ). 

D'ailleurs, en considérant que ρ et q sont premiers entre eux, on 
déduit de la première des formules (a) que μ ne peut avoir avec p2 

aucun diviseur commun autre que 2, etavec q aucun diviseur commun 
autre que 5. On doit donc conclure de la formule (b) que le nombre μ 
doit être un diviseur positif du produit 2.5.7 = 70. 

Supposons d'abord p. non divisible par 5. Il sera donc diviseur po-
sitif de r4, de sorte qu'il n'aura que l'une des valeurs 1, 2, 7 ou 14. 
Mais les deux valeurs extrêmes 1 et 14 sont exclues par la congruence 

]xar=ss272 (mod. 5), 

que l'on déduit de la première des formules (a). Si μ —p., posons 
ρ = 2p, et divisons par 2 les formules (a). Nous obtenons un premier 
système de solutions exprimé par les formules 

x~ — q- ιορι, 
jr-=iop;-h 4p,q — q2, 
ζ =10 p\— 10 p

t
q — q2. 

(I) 

Si μ = 7, la deuxième des formules (a), mise sous la forme 

7/2 — ίρ% 
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montre que p — qest divisible par 7, de sorte que l'on peut poser 
ρ —q=q/

r
 en désignant par/un nombre entier premier avec q. Dans 

ce cas, les formules (a), débarrassées du facteur 7, deviennent 

ί χ- — q- -+- 10fq + 35f2 = (q 5ff -h toj2, 
(II) < y- = q* + 14fq +. 35/2 =-{q + 5/)2 + kjq 4- 10/2, 

(z = 35/ 2 — q1. 

Lorsque μ est multiple de 5, le nombre' q doit être aussi divisible 
par 5, de sorte que nous pouvons poser μ = 5α, q — 5q, ; les équa-
tions (a), débarrassées du facteur 5, deviennent alors 

(a') 
( αχ- — p2-1- 10q\, 

αγ2 —p- + ̂ pqt
 —10 q\, 

( az = p2— iopq,— 1 oq\. 

On déduit de la première formule que α doit être résidu quadratique 
de 5, ce qui exclut les valeurs a et 7. Gomme ce nombre α est un divi-
seur positif de i45 il ne peut avoir que l'une des deux valeurs 1 ou ι4· 
Dans le premier cas, les formules précédentes deviennent 

(III) 
/ x2=p2-h ioqf, 
] r =p--i-bpqt — lo?i> 

( ζ =p2—iopq,— ioq2. 

Si α ='i4, la seconde formule du groupe (a'), mise sous la forme 

j^=(p-i-2q,)--i^q% 

montre que la somme p + sq, est divisible par i4; posant donc 

P=* i4/- 23,, 

et supprimant le facteur 14 après la substitution, on obtient 

(IV) 

| x*=q\—hfqi + ikf2, 

y2 = ïkfi — q\, 
[ ζ =q2— ihfq,+ iAf2· 
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4. La résolution de l'équation proposée se trouve ainsi ramënée à 

celle des quatre systèmes que nous venons d'obtenir. Toutefois, il nous 
suffira d'en considérer deux, car les systèmes I et IV sont impossibles. 
L'impossibilité du système (I) est rendue manifeste par la deuxième 
équation. On peut, en effet, la mettre sous la forme 

J"2 = lhp\— (?- a/>,)2; 

si — 2/3, n'est pas divisible par 7, on en déduit cette conséquence 
fausse que — 1 serait résidu quadratique de 7. Si, au contraire, 7 — 2p, 
est multiple de 7, on obtient pour z et γ des valeurs divisibles par 7, 
tandis que nous supposons ces nombres premiers entre eux. La dernière 
formule montre immédiatement que, si l'on suppose 7=2/3, (mod. 7), 
^•estmultiplede7.0nleconstatepoura?ensubstituant72=4/3j(mod.7), 
ce qui donne a;2=i4p\ (mod. γ). 

On constate de la même manière l'impossibilité, du système IV. 
D'abord on ne peut pas supposer 7, multiple de 7, parce que fes trois 
nombres x, jr, ζ auraient un diviseur commun, contrairement à l'hy-
pothèse. Mais, 7, étant premier avec 7, on déduirait de la deuxième 
équation que — 1 serait résidu quadratique de 7, ce qui n'est pas. 

Il nous suffit donc rie résoudre les deux systèmes II et III. Bien plus, 
un seul de ces systèmes donné toutes les solutions possibles; car le 
système II se ramène au système III par la substitution unimodulaire 
7 = ρ — 5q„f — q,·, ces deux systèmes sont donc équivalents. 

5. Notre problème se trouve ainsi ramené à celui de trouver, en 
nombres entiers et premiers entre eux, .toutes les solutions des deux 
équations simultanées 

(o) 

x2 — p1 -+-1072, 

y2=p2-h4/77 — 1072. 

Pour que les deux nombres ar et jr soient premiers entre eux, il est 
nécessaire quep soit impair; et, comme la différence x2 — p1 ne peut 
être paire sans être divisible par 8,-il faut que le nombre 7 soit pair. 
Nous pouvons donc poser 7 = hnm et déduire de la première des 

Journ. de Math. (3e sérié), tome V.— DÉCEMBRE 1879. 52 



4lO p. pEPiir. 

équations (c), par la décomposition en facteurs, 

x± ρ =: 2/n2 ou brrr, 
xz^z ρ = 2 0/22 ou io«2, 

de sorte que les trois nombres p, q, χ seront exprimés par l'un des 
deux systèmes d'équations 

x==m2 -H ιοκ2, zizp — m2 — iora2, q = 2 mn ; 
x= 2m2 + 5nt

t
 zîz ρ = ι m-—5n2, q = zmn. 

La valeur de jp2 sera, exprimée dans le premier cas par la Formule 

y2 = (m5 -1- 4 m» — ion2)2— 56m2 n2, 

et, dans le second cas, par la formule 

y2 = (am2 -t- 4mrtr— 5n2)2 — 56m2n2. 

C'est à la résolution de ces deux équations que notre-problème se 
trouve ramené. Mais, avant d'aller plus loin, nous remarquerons que 
l'emploi des nombres complexes donne beaucoup plus simplement 
le résultat que nous venons d'obtenir. 

6. Comme il n'existe que deux classes de formes quadratiques dont 
le déterminant soit égal à — ro,on déduit des principes exposés dans 
notre Mémoire sur les nombres complexes a + b<J—c (t. I de ce 
Journal, p. 317) que les solutions en nombres entiers et premiers 
entre eux de l'équation 

5xh -+- 2Z?= qx* 

sout données par les deux formules 

± <j5y23z \j— az= (y/5 2) (ρ + q yj— lo)*, 

±\/5y2zL· \J— az = (\/5 -4- \J— 2) (p\/5 -h g \J~ 2)** 

dont la première fournit les solutions où le nombre χ est de la 
forme p2-i-ioq2, et l'autre celles où ce nombre est de la forme 
op- -+- aq'2. En effectuant les calculs indiqués, puis en égalant entre 
eux les coefficients de \J5 et de sf— 2, et en déterminant le signe de y2 
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par la considération da module 4, on trouve que les deux groupes de 
solutions sont exprimés respectivement par les deux systèmes d'équa-
tions 

I χ —ρ2-+- 109 , 
(2) «t jrt—p' — gop*q*-+- IOOÇ4 — 8/79 (ρ2 — IO91), 

( ζ = ρ* — 6op2q2-i- 10094-t-aopq[p2— ioq2\ 
t χ = 5p--h 29®, 

(3) | Jt"a= 25p' — 6op2q2 + 49* — 8pq(5p2 — 29s), 
( ζ = ϋ5ρ* — 6oρ2q2-h£ q*20pq{5ρ2 — ■nq2). 

Nous ne prenons dans ces formules qu'une seule des deux valeurs 
de ζ égales et de signes contraires, parce que les lignes des indéter-
minées sont indifférents pour le but que nous avons en vue. Les deux 
nombres ρ et 9 peuvent recevoir toutes les valeurs premières entre 
elles, capables de vérifier la deuxième équation de chacun des deux 
systèmes. Ces équations peuvent se mettre sous la forme suivante : 

(A) 
j (1) rî= (ρ" — 4pq - ioq2f — 56ρ2φ, 
| (2} γ2 = (5ρ2 — bpq — 2q2)2 —56p2q2. 

Ailles ne diffèrent que par les notations de celles que nous avons ob-
tenues dans le numéro précédent. Nous allons les résoudre successi-
vement. 

7. On déduit de la première de ces équations, par la décomposi-
tion en facteurs, 

zh(pa —4p9 — IOq2)±jr=2S2 ou 4i!i 
± (ρ2 — 4p9 — I0?2) =F Τ — 2^ί2 '4*% 

de sorte que la résolution-de cette équation est ramenée à celle des 
deux systèmes 

± (p2 — 4pq —1092) = s2-+ r4<2, pq = st, ±;- = i2 —14*2; 
±(p2— 4p9—loq2)= 2s2-h q Is, pq = st, dzj-= 2s2 — ql2. 

Comme on a identiquement ρ2 — 4/>9— ioq2= (ρ— 2q)2— <492> ori 
voit immédiatement, par la considération du module 7, que l'on doit 
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exclure le signe inférieur dans la première équation de chacun de 
ces deux systèmes; car avec ce signe on serait amené à cette conclu-
sion absurde que — ι ση — 2 seraient résidus quadratiques de 7. 

Ainsi on aurait dans le second système 

Ο - 2?)2 - 7*2 = 2 7<f); 

ce qui est impossible; car, le nombre ρ étant impair, t doit l'être éga-
lement; de sorte que l'on déduit de l'équation pq—st que les deux 
η ombres j et q sont tous deux pairs ou tous deux impairs. Le second 
membre de la dernière formule est donc nécessairement multiple 
de 8, tandis que le premier membre est de la forme SI ■+· 2. La réso-
lution de lréquation ( A, 1) est donc ramenée à celle du système unique 

(4) pq = st, p2—^pq— ioq3—s2-i-±j =rs2 — i^t2. 

De même, en appliquante l'équation (A, 2} la décomposition eu 
facteurs, on obtientles formulés suivantes : 

pq = st, zh(5p2 — 4ρψ— a?3) —y— 2^ ou 4s2, 
±(5p2 — kpq— 27s) q=y = aSt2 ou i4t2, 

pq—st, ±(5p2 — 4p7 — 2q2) = s3-h 14^5 ±y=s3—r4*2, 
•pq—st, ± (5p2 — l\pq — 2ql) = ai2 -+- qt2^ ±jr = ns2—712. 

On eonclutd'abord de l'identité Sp2 — ̂ pq — -tq2 — qp2 — z(p-f-q)2 

qu'on doit prendre le signe inférieur dans la deuxième équation de 
chacun de ces deux systèmes; car avec le signe supérieur on aurait ce 
résultat absurde que — 2 serait résidu quadratique de 7. De plus, on 
doit rejeter le premier système. On aurait en effet 

?)2 — if = + J4i2r 

or, ρ étant impair,, il faut que î le soit aussi, de sorte que i'équatron 
pq = st exige que les deux nombres q et t soient de même parité, de 
sorte que des deux nombres t et (p + q) l'un est nécessairement pair 
tandis que l'autre est impair. Si donc nous mettons la dernière équa-
tion sous la forme 

2(p -t- q)2 - l^t2 — s2 -h ~]p2, 
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nous voyons que le premier membre est de la forme 8/-f-2, tandis 
que le second est multiple de 8. Il suffit donc de considérer le second 
système. 

Les résultats obtenus jusqu'ici peuvent se résumer de la manière 
suivante. Les solutions de l'équation proposée se partagent en deux 
groupes, suivant la forme quadratique de la première indéterminée x, 
et sont déterminées en fonction de p, q, s et t, au moyen des deux 
systèmes de formules 

!x — p2-i-ioq2, y = s2 — 
z~pi -i-zoqfq — 60p2q2 — 200pq" + 100*7% 

pq — st, p2—ioq2 ==s2 + ̂ st + i^t2·, 

x — 5p2-+-zq2, y = as2—ql2, 
(6) ζ -- 20pk -ί- 100p2q— fiop2 q2 — Çopq3 -F- 4 q*, 

pq = st, xp2—5<jf = 2s2 — 4 if qt2. 

8. L'équation pq = st, commune-aux deux systèmes, est résolue 
d'une manière complète par les formules 

(7) p = λ/f, q = p:k, s = λ/χ, t ■ hk, 

où λ, μ, h et k désignent des nombres entiers quelconques, assujettis 
à la condition unique de rendre premiers entre eux les deux nombres 
μ et q, ainsi que les deux nombres s et t. Cette condition est remplie 
en prenant les quatre nombres λ, p,hetk premiers entre eux deux à 
deux, et elle ne peut l'être que de cette manière. 

La substitution des expressions (7) dans la dernière formule du 
système (fi) donne entre les quatre nombres λ, /x, h et k l'équation 

(8) 2(7h? -t- 5ρ3)ίΐ-ί-4ύ{ΐ.λί4-λ2(/χΐ — k2) — Of 

en fa résolvant successivement par rapport aux deux quotients- et A 
on trouve 

te 
fi —ptArfc-f v^2Î7^4—5 p.*) 

Îk —"r'kiàzyjV — 14ο A* 
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On voit, parla première de ces formules, que les nombres k, μ forment 
une solution de l'équation proposée, car, pour déterminer une valeur 

rationnelle du rapport -> ils doivent vérifier la condition 

(10) 7 A2 — 5p2 = %L2, 

l désignant un nombre entier. Ainsi toutesolution de l'équation pro-
posée dans laquelle la première indéterminée, χ, est de la forme 
p2 ■+■ iocj-, dépend d'une solution χ = A, y = μ de la même équation, 
et on la déduit de cette solution au moyen des formules (9), (7) et (5). 
Inversement, de toute solution de l'équation (1) on déduit deux solu-
tions de l'équation (8); car, si les nombres χ = A, y = μ satisfont à 
l'équation (1), la première des formules (9) donne deux valeurs ra-

tionnelles du rapport-. En les réduisant à des fractions irréductibles, 

on aura deux systèmes de valeurs des nombres k et T., lesquelles for-
meront avec les deux nombres h et μ deux solutions de l'équation {8). 
Chacun de ces systèmes de valeurs de k et de λ satisfait à l'équation 

(") λ4 — ιήο k* = g2, 

car autrement les valeurs du rapport^, déterminées par la seconde des 

formules (9), ne seraient pas rationnelles. 

9. Dans le second groupe de solutions de l'équation (1), la dernière 
équation donne entre les quatre nombres λ, μ, h, k la condition 

(12) (5p.2 -1-7A2) A2 — 4Αρ.λΑ -t- ζ(μ2 — A2)).2 = 0, 

d'où l'on déduit 

(j3) 
A 2//{£± 4/2(7/1' —5μ') 

h _ 2*-χ±ν/4λ< —35^ 

Il résulte de ces formules que les deux nombres h et μ forment une 
solution de l'équation proposée, et les nombres λ, A une solution de 
l'équation 
(14) 4λ4 — 35k* — /2. 
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Ainsi toute solution de l'équation (i) fournit deux nombres h, ρ 
propres à vérifier l'équation (12); on en déduit, par la première des 
formules (13), deux systèmes de valeurs de λ et-de k qui satisfont à 
l'équation (14). De même, toute solution de l'équation (i4) donne 
deux nombresX

T
£, d'où l'on déduit, par la seconde desformules (i3), 

deux systèmes de valeurs de h et p., formant deux solutions de l'équa-
tion (1); en associant les nombres λ, k avec ces deux systèmes de va-
leurs, 011 obtient deux solutions de L'équation (12) et, par les formules 
(7), deux solutions de l'équation (1). Le lien qui unit entre elles les 
solutions des trois équations (i)

r
 (12) et (i4) fait qu'on est assuré de 

les résoudre complètement toutes trois, pourvu qu'on résolve complè-
tement l'une d'elles. Il faut en dire autant des équations (1), (8) et (10), 
de sorte qu'en résolvant complètement l'une quelconque des cinq 
équations (1), (8), (10), (12) et (r4), nous sommes assurés d'obtenir 
pour chacune des autres toutes les solutions formées par des nombres 
inférieurs à une limite donnée. 

10. Pour calculer les solutions des équations (8) et (12), nous pose-
rons 

(15) ■Je 1^ 

L'équation (8) deviendra 

(8') . 2(7 r* -t- 5)ξ2 -+-4?n~-t- (1 — *l2) = ο. 

A chaque valeur de tj correspondent Jeux valeurs de ξ et réciproque-
ment. Désignons par ξ et ξ' les deux valeurs de ξ que l'on peut asso-
cier à une même valeur de <7, de manière à vérifier cette équation ; la 
somme de ces deux valeurs sera déterminée par la formule 

(«) ξ + ξ'
 =

 —2" . 

De même, les deux valeurs de 37 que l'on peut associer dans l'équa-
tion (8') à une même valeur de ξ ont leur somme exprimée par la 
formule 

(*) Uw- -45 W + ~74^Tz 
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Au moyen de la solution évidente ξ = ο, rj = — ι, on obtient, par 
la formule (α), ξ, = -g·. Cette valeur de ξ peut être associée à deux va-
leurs de y}, dont l'une nous est déjà connue, savoir η = — ι ; nous 
obtenons la seconde par la formule (b), qui devient 

y] __ Τ —^'8 y. 2 3 

Puis faisant vj = ff, ξ' = i, nous déduisons de la formule (a) 
ë

2
 = — Cette solution ξ = — n'^= rî donne, par la formule 

(b), vj„ = 'iVaY'i
 et ainsi de suite. De cette manière, par l'emploi alter-

natif des formules (a) et (b), nous formons une suite de valeurs de ξ 
et de Y), dans laquelle chaque valeur de ÏJ se trouve comprise entre 
les deux seules valeurs de ξ qu'on puisse lui associer pour vérifier 
l'équation (8). Cette suite est 

(c) 
j I — o, ξ, =L 

( «I TT Ça — 359» 2 ÏB2B ' 

Si, au lieu départir de la formule (a), nous employons d'abord la 
formule (b) avec la même solution primitive vj — — ι, ξ = ο, nous for-
mons une autre suite 

YJ I, ξ Ο, YJ| — I, ζι J, VJ
2

— ·■·, 

que l'on peut considérer comme le prolongement vers la gauche delà 
suite (c). Mais, dans le cas actuel, elle n'offre aucun intérêt, parce 
qu'elle ne présente que les termes de la suite (c) changés de signes. 

11. L'équation (12) peut se résoudre de la même manière. Après 
l'avoir mise sous la forme 

(12') (7TJ2 -h 5)ξ2 — 4->i?-+- 2(1 — >î2) = o, 

en faisant les substitutions indiquées par les formules (15), on en déduit 
les deux formules 

(a') 

(*') 

_i & — 4^ “ nrf+5' 

y-*-W 
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dont l'emploi alternatif, à partir de la solution primitive, vj = ι, ξ = ο, 
donne une suite indéfinie de solutions 

(d) ξ = ο, YJ=I, §, = *, = 1*=-!^, ···· 

Les valeurs de ï] sont les mêmes que daos le cas précédent, et celles 
de ξ sont doublées. On pouvait le prévoir, car il suffit de remplacer 
dans les formules (a'), (h') les nombres ξ, ξ'par 2 ξ, 2ξ'et les nombres 
vj, YJ' par — vj et — vj', pour identifier ces formules avec les formules 
(a) et (4). 

La méthode que nous venons d'indiquer pour résoudre les équa-
tions (8') et (12') revient au fond à celle qu'EuIer a donnée dans un 
Mémoire posthume, publié en i83o par l'Académie impériale de Saint-
Pétersbourg [Mémoires..., t. XI, p. 69). 

Les solutions de l'équation proposée se déduiseut de ce calcul en éga-

lant le rapport ̂  aux diverses valeurs de vj comprises dans l'une des 

suites (e) ou (d). Comme les deux nombres h et μ. sont premiers entre 
eux, ils se trouvent par là complètement déterminés. Cette méthode 
est très-simple, mais on n'est pas assuré d'obtenir, de cette manière, 
toutes les solutions possibles; car il n'est pas démontré que toutes les 
solutions de l'équation (8') se déduisent successivement des solutions 
primitives vj = ± 1, ξ = o, par l'emploi alternatif des formules (a) et 
[b). Il pourrait exister quelque autre solution primitive, donnant lieu à 
une suite de solutions non comprises dans la suite (c). 

12. Notre problème est pourtant susceptible d'une solution complète, 
que l'on déduit des formules (5), (6), (7), (8) et(i2). En effet, quelle 
que soit la solution considérée de l'équation (1), solution que nous 
désignons par [x{, γ,, zf

), tant que la première indéterminée x, est 
supérieure à l'unité, on peut, par la décomposition en facteurs de celle 
des formules A qui correspond à cette solution, la ramener à une autre 
solution en nombres mbïndres, et l'exprimer en fonction de cette nou-
velle solution, soit au moyen des formules (5) et (8.), si x, est de la 
forme ρ2 -t- ioq2, soit au moyen des formules (6) et (12), si x, est de 
la forme 5p* -i- sq2. En remplaçant les nombres h, μ par χ,γ, on dé-
duit des formules citées les expressions suivantes de la solution 
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'Vu Tn z») • * 
j(t) x

t
 = X2xi -h iak-y-, ±y, = y?y2— iffix", 

^ ] (2) ζ, = Çk2x- -h lolkxj — 10k2γ2 f.— ιί±ο\2ί-χ- γ-, 

( (
3

) r = ̂ fp'. ηχ
* ~

5jî = 2ΖΪ
· 

(ι) χ, = 5X2x"-+-Oik?)-2
s
 ±'y

i
 = 2i2y2—7 A2 a?2, 

(H) (2) zt = (5X2x2 -i- ioX6xf — o.k-γ2)- — j4oX2A-2ary2, 

<3) ï=piSp' 7χ* -5τ· 

On a le premier système quand 27, est de la forme //2 4- rotj2, le se-
cond quand#* est de la forme 5p- 4- 2 y. Inversement, de toutes solu-
tions (x, y, z) de l'équation (1) on en déduit deux autres en nombres 
plus grands, une par chacun des deux systèmes (I) et (II). A. cause du 

double signe de z dans la formule qui détermine le rapport ^ on pour-

rait croire qu'une même solution peut en fournir quatre autres; mais, 
comme les nombres .r,, y, doivent être premiers entre eux, lesignede 
ζ se trouve complètement déterminé. Dans les formules (I), λ doit être 
un nombre impair; d'ailleurs le dénominateur est delà forme8Z -t- 4; 
il faut donc choisir le signe de ζ de manière à rendre le numérateur 
— χγ dz ζ divisible par 4. Dans les formules (II), au contraire, le nombre 
k devant être impair, il faut choisir le signe de ζ de telle sorte que la 
somme xy ± ζ soit de la forme -t- 2. 

La nouvelle solution (χ, 7, z) pourra de même se ramener à une 
solution en nombres moindres, pourvu que χ soit supérieur à l'unité. 
Elle sera exprimée en fonction de la nouvelle solution par les for-
mules (I) ou par les formules (II), suivant la forme quadratique de x. 
Comme les valeurs de χ sont positives, elles ne peuvent pas décroître 
indéfiniment. On parviendra donc nécessairement à la solution (1,1, r) 
dans laquelle, χ étant égal à 1, les formules (c) du n° 5 ne sont pos-
sibles qu'en faisant q = o, et dans ce cas la'décomposition en fac-
teurs cesse d'être applicable. On formera ainsi, à partir de la solution 
(x,,y

i}
 z,), une suite de solutions dans lesquelles fa première indéter-

minée χ présente des valeurs positives et décroissantes; le dernier 
terme de cette suite est la solution évidente (1,1, 1), et chaque terme 
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est exprimé en fonction du suivant par l'un des deux groupes de for-
mules (I)on (II). Si donc nous appliquons ces formules dans un ordre 
inverse, nous obtiendrons, à partir du terme (1, 1, 1), tous les termes 
de cette suite, et conséquemment le premier, qui est la solution consi-
dérée (x„ Jfι, z

A
). 

En appliquant les formules (I) à la solution (1, 1, 1) et en prenant le 
signe de manière à obtenir une valeur impaire de λ, on trouve k — o, 
et l'on retombe sur tamême solution (1,1,1). Les formules (II) donnent 
la solution (a3, u, 97r). Cette nouvelle solution en donne deux 
autres, dont l'une figure nécessairement parmi les solutions décrois-
santes qui composent la suite que nous venons de considérer, à partir 
de la solution (a?,, y,, z,). Désignons-la par (x„-2·, yn-»i zn~i)· L'ap-
plication des formules (I) et (II) à la solution [x

n
_

2
,y

n
_^ ζπ-ι) donnera 

de même deux nouvelles solutions en nombres plus grands, dont 
l'une (x

n
-î,7,,-î, s„_

3
) fait partie de la suite en question. En réitérant 

ainsi un nombre suffisant de fois l'application des formules (I) et (II), 
on trouvera nécessairement,-entre autres solutions, tous les termes de la 
suite considérée et par conséquent la solution (x„y

t
, z

t
), qui en est le 

premier terme. On est donc assuré d'obtenir par les formules (I) et (II), 
à partir delasolution primitive(i, 1,1), toutesles solutions possibles de 
l'équation considérée, rangées suivant l'ordre croissant des valeurs de a.·. 

13. Nous avons considéré les deux systèmes (I) et (II) afin de rendre 
notre démonstration plus rigoureuse. En pratique, un seul suffit pour 
donner toutes les solutions possibles, pourvu que l'on prenne succes-
sivement dans la formule {3) les deux signes de z, et que, dans celle 
des deux solutions où x, et y

t
 sont divisibles par a, on supprime ce 

facteur 2 ainsi que le facteur 4 dans la valeur correspondante de z
t

, 
Considérons, en effet, dans le système (1) la solution étrangère qui cor-
respond à une valeur paire de λ. Supposons que l'on ait 

k — xy -+- z k 

k étant impair et λ pair, égal à 2λ,. Si l'on suppri 11e le facteur com-
mun 2 de x, et de^,, on trouve 

x, = aXjXC2 -f- 5k1 χ*, y, = — jk-x". 
53.. 
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Dans le même cas, on déduit des formules (II) 

k' _ 2(x_r—z) 
χ, = 2 λ'2 a?2-*- 5Âé2_y2, y, = Ώ,Χ-γ- — 7 A'2 χ2. 

Il suffit de comparer les valeurs des deux rapports -, ψ pour recon-

naître que l'on a 

— — Ξί—_i 

efpar conséquent k' = — £, λ' = λ
Γ
. II en résulte que les valeurs de oc, 

et dej'i déterminées par les formules (II) se déduisent des formules (I) 

en prenant le signe auquel correspond une valeur paire de λ et en 

supprimant le facteur commun 2. 

On peut donc remplacer les deux systèmes (I) et (II) par le système 

unique 

/ Soc, = l2x~ -{- iok-y-, 
l ±. 6y, — X2j-- —14k~xzt 

(III) I
 = + 10^XT — ιο42?·2)2 — i4oX2A2j?2y2, 

| λ ηα?-i- δ?1' 

\ η Χ* — 5 y" — 2 Ζ2. 

On prendra θ = 2 ou θ = ι, suivant que λ sera pair ou impair. 

Si l'on applique ces formules à la solution (23, n, 971), on trouve 

pour le rapport y deux valeurs g et — La première valeur devrait 

être rejetée dans les formules (I), parce qu'elle Correspond à une solu-

tion dont les termes ne sont pas premiers entre eux. Mais, en faisant 

Θ = α dans les formules précédentes, on obtient ' 

xt = 10127, j-, = i525, 

ce qui est précisément le résultat que l'on déduirait des formules (II). 

La seconde valeur du rapport - donue la solution 

x2 = 80766883, y « — 61457428. 
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14. Afin d'apprécier ia rapidité avec laquelle croissent les solutions 

successives, formons leproduit des deux valeurs dea?, qui correspondent 

à une même solution {oc,y, z). Dans les formules (III) on a β — ι pour 

l'une de ces valeurs et θ = 2 pour l'autre, de sorte que le produit 

cherché est exprimé par la formule 

\xl.v\ = ()!'J- 10x-f im (IX')’ 7 ■] 

D'ailleurs, en remplaçant h et μ par χ et γ dans l'équation (8), on 
trouve 

(i oy--^- i4x2} + \xy -t- f" - x2 — o, 

et l'on en déduit — ————=—· Comme les deux nombres χ et ν 
sont premiers entre eux, les deux termes 

y2— .ι·2 ι ο y2 -h s 

ont aussi des valeurs entières et premières entre elles, de sorte que l'on 
peut poser 

kk = m —τ—? λλ = m —·-—7-2—, 

en désignant par m un nombre entier. La valeur numérique du pro-

doit λλ' est donc supérieure à — j et par conséquent x
i
 af

i
 est > Τ

 Ce 

produit χ,χ\ est du huitième ordre de grandeur par rapport à x. On 

voitd'ailleurs, par les formules (III), que le plus petit des deuxfacteurs 

x
t
, x\ est compris entre le deuxième et le quatrième ordre de gran-

deur ; l'autre fadeur est donc compris entre le quatrième ordre et le 

sixième. A nsïle produit des deux valeurs de χ dans les deux solutions 

que l'on
 ί

 mt déduire de celle que nous avons désignée ci-dessus 

par x
2
, y., serait exprimé par un nombre de plus de soixante chiffres ; 

la plus petite des deux valeurs de χ aurait plus de seize chiffres. 

15. On peut encore résoudre l'équation proposée en lui faisant 

subir une transformation très-simple, qui permet d'appliquer immédia-
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fement la décomposition en facteurs. Elle consiste à poser 

x =m -l-n, jr = m — n, 

ce qui est permis dans le cas actuel, puisque les deux nombres χ et y 
sont tous deux impairs. En supprimant le facteur a dans le résultat de 

la substitution, on obtient l'équation 

(16) zs — (m2-h 12m/ι -f- n2)2— r4o m2n2, 

qui se décompose de l'une des deux manières suivantes : 

mn — pq, db (/«2 -f- ïamn ·+- nr) ± z— ap- ou iop-, 
mu — pq, zh (m2 -+- iamn -j- rr) zp ζ = ηoq2 ou i4q2 ; 

de sorte que la résolution de l'équation proposée se trouve ramenée 

à celle des deux systèmes suivants : 

pq — mn, lanm -hn2) p2-t-35ç2, 

pq = mn, zt (m2 4- i2tnn -+- n2) = 5p~ -+- qq2. 

Mais on doit rejeter le second système. On a, en effet, 

m2 i2/n« -t- 7/2= (/τ/ -+- 6«)2 — 35«2, 

de sorte que la dernièrè équation peut se mettre sous la forme 

± [m -f- 6«)2q= 35n2= 5p2-f- ηq~, 

qui en manifeste l'impossibilité; car on en conclut, ou bien que η est 

résidu quadratique de 5, ce qui n'est pas, ou bien que les deux 

nombres (m -+- 6«) et^ sont multiples de 5; mais, dans ce dernier cas, 

on déduirait de l'équation pq = mn que l'un des deux nombres m 

ou n doit être multiple de 5, de sorte que la somme m -t- 672 ne pour-

rait l'être sans que les deux nombres m et n le fussent également. 

Comme il en résulterait pour χ et pour γ des valeurs divisibles par 5, 

la seconde conclusion est également inadmissible. 

Quant au premier système, on voit, par la considération du module 

7, qu'il n'est possible qu'avec le signe supérieur. La résolution de l'é-
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quation (ι) se trouve ainsi ramenée à celle du système 

(17} pq—mn, mr 4- izmn -t- n- = ρ1 + 35<jr. 

Les solutions de l'équation (1) sont exprimées par les formules 

(rS) x=m+n, y = 111 — n, z = ρ- — 357-. 

16. L'équation pq — mn est résolue par les formules 

m — Ih, 11 = p.k, ρ = λμ, q — hk, 

où Λ, μ, h, k désignent quatre nombres entiers, premiers entre eux deux 

à deux-En substituant ces expressions dans la deuxième des équations 

(17), on trouve 

(19) (μ2 — 35/r)£2-t- 12p.h.lk -f- (ff — μ2)λ2 = ο. 

En résolvant cette équation successivement par rapport aux deux quo-

tients r> -1 on obtient les formules 

(20) 

/ h■ —6ρΛ ± -}-35ί, 

[ ρ — " λ2— 35Λ·2 ' 

d'où l'on voit que les nombres (λ, k) ainsi que (μ, h) forment autant de 

solutions de l'équation 

(2!) X'-f- 35 Y4 = Z2. 

Ainsi chaque solution de l'équation proposée est exprimée par les for-

mules (18) en fonction de deux solutions de l'équation (21) assujetties 

à vérifier ensemble l'équation (19). Comme chaque solution de l'é-

quation (21) peut être associée à deux autres solutions, de manière à 

vérifier l'équation ( 19), elle détermine deux solutions de l'équation (1 ). 

Il ne faudrait pas en conclure que cette équation admette au-dessous 

d'une limite donnée deux fois plus de solutions que celle-là ; car il faut 

deux solutions de l'équation (21) pour une solution de l'équation (i j. 

17. Les solutions de l'équation (21) s'obtiennent aisément par la 
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méthode posthume d'EuIer. Posons pour cela £ = ^ = vj ; cette 

équation deviendra 

(19') (1 — 35υ2)ξ2+ I2-<J| -T- (vf — J) = O, 

et l'on en déduira les deux formules 

(«") 

[b") 

ξ
 +

 g' — I2" , 

r< + 13 - 35i^' 

dont l'emploi alternatif fera connaître toutes les solutions que l'on peut 

déduire de la solution primitive ξ = o, ij = 1. On obtiendra ainsi la 

suite indéfinie 

ξ = O, r] — I, &,= —j VJ,= » ξ" = ;u Λ- ' ··** 

Chaque ternie de cette suite détermine une solution de l'équation (ai), 

et deux termes cV sécutifs donnent une solution de l'équation propo-

sée. Au moyen des deux termes η = ι, ξ, == — > on obtient λ =17, 

4 = 6, μ — h — 1, et l'on déduit des formules (18) at = a3, j·xr, 

* = 971, 
Les deux termes ξ, = — 

5
 η, = —- donnent le système λ = 17, k=6, 

A '= 253, p. = 971, d'où l'on déduit 

a; = 10127, y — i5z5; 

et ainsi de suite. Cette méthode a l'inconvénient de n'offrir aucun 

moyen pour reconnaître avec certitude si l'on a obtenu, oui ou non, 

toutes les solutions exprimées par des nombres inférieurs à une limite 

donnée. La série précédente donne bien toutes les solutions de l'équa-

tion (19') que l'on peut déduire de la solution primitive f = o, vj = 1; 

mais il n'est pas démontré qu'il n'existe pas quelque autre solution 

primitive, donnant une suite distincte de la précédente. Si donc les 

formules du n° 13 exigent une discussion plus longue, cette complica-

tion est compensée par l'avantage qu'elles ont de donner une solution 

complète du problème proposé. 


