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PERTURBATIONS DES MOUVEMENTS DES COMRTES. 379

Mémoire sur la théorie des perturbations des mouvements
des cométes ;

Par M. Exue MATHIEU.

Le probléme de Képler consiste 4 exprimer, dans le mouvement
elliptique d’une planéte, le temps £, le rayon vecteur r et 'anomalie
vraie ® au moyen d’une méme variable, pour laquelle on choisit 'ano-
malie excentrique. De plus, quand excentricité de I'orbite de la pla-
néte-est trés-petite, on déduit de ces formules des séries trés-conver-
gentes qui expriment les coordonnées+, ® au moyen du temps. Lorsque
Pexcentricité de 'orbite est trés-voisine de I'unité, ce qui a lieu pour
les cométes, ces séries ne sont plus convergentes. Lagrange et Laplace,
pour étudier les mouvements des cométes, partent cependant encore
des formules qui expriment £, r, ® au moyen de P'anomalie excen-
trique (OEuvres de Lagrange, t. VI, p. 403; Mécanique céleste, se-
conde Partie, Livre IX); mais ils ne parviennent 4 calculer les éléments
variables de leurs orbites que par des quadratures mécaniques.

Depuis, on a cherché a diviser I'orbite d’une cométe en plusieurs
arcs, de maniére & pouvoir calculer analytiquement le mouvement sur
chacune de ces parties de I'orbite, en adoptant une variable auxiliaire
qui change d’un de ces arcs 4 P'autre. On peut alors intégrer les équa-
tions du mouvement & l'aide de séries et I'on obtient des formules
variables d’un arc i I’autre pour représenter le mouvement. Mais cette
méthode conduit & des calculs trés-laborieux et il y a un grand incon-
vénient 4 ne pas adopter une variable indépendante unique.
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380 ’ E. MATHIEU.

Afin de perfectionner la théorie des perturbations éprouvées par
les cométes, je me suis proposé de trouver des séries qui expriment
‘les coordonnées dé la cométe dans le plan de son orbite et le temps ¢
au moyen d’une méme variable et qui, lersque Pexcentricité est trés-
voisine de I'unité, soient trés-convergentes dans toute I'étendue de
Lorbite. De plus, de méme que les formules connues pour les dévelop-
pements deret &, dansla théorie des planétes, sont trés-commodes pour
étudier le mouvement troublé dans des orbites presque circulaires,
il w’a fallu diriger mes efforts, pour que les formules nouvelles soient
appropriées au calcal des perturbations d’un corps qui se meut dans
une orbite extrémement allongée.

Sur les équations du mouvement elliptique.

4. Supposons un corps attiré par un centre fixe en raison inverse
du carré de la distance et formons les équations de son mouvement
rapportées au plan de I'orbite.

Désignons par m la masse du corps attiré, par * Pattraction du
centre fixe sur cette masse a I'unité de distance et par % la constante
de I'équation des forces vives; représentons ensuite par r le rayon
vecteur mené du centre d’attraction au corps m, et par @ Pangle de r
avec une droite fixe tracée dans le plan de l'orbite.- Alors, en dési-
guant par T, b, &’ trois constantes arbitraires, les intégrales du mou-
vement peuvent s’ écrire ' -

(l) tTe= mrdr .
Vemitr — 62+ 2mhi?
(2) o= f I S—"
. ryamBr— b*-t-2amhr?

Supposons que 1'orbite soit fermée et par conséquent elliptique;
désignons alors par @ le demi-grand axe de cette ellipse, par e son
excentricité et par p son demi-paramétre; il conviendra de prendre
pour limite des intégrales précédentes le minimum de rou a (1 — ¢).
Nous aurons ensuite : :

r -

- — =24,

; S =a(i—e)=p.

ml
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Sur la forme & donner aux équations du mouvement, lorsque
Uexcentricité est trés-voisine de l'unité.

2. Si nous posons I'équation du second degré en r

amhr® 4 amltr — b =o
ou

(3) - —sar+ap=o,

les racines représenteront les valeurs minimum et maximum du rayon
vecteur r; désignons par ¢ la valeur minimum. Alors, si e est trés-voi-

sin de 'unité ou l;}trés-petit, on pourra facilement développer ¢ sui-

vant les puissances de g et ’on aura

A A 5p!
c_2+8a+ x6a’+ 128@ T ooe

La quantité ¢ étant racine de I'équation (3), la seconde racine est
égale 4 24 — ¢, et nous avons par conséquent

amhr? + aml*r — 6* = amh (r—c) (r — 2a + ¢),

= ”ialf (aa—c)("—c)j(‘—gai-c)'

Nous allons' transformer les seconds membres des équations (1)
et (2). Nous avous d’abord .

[’ mrdr I l-na rdr
JVemEr S amhr \/ 28 —c¢ \/( ro

r—c)(l_za—c)

Faisans .
r=u*+-c,
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et nous aurons pour la valeur de cette intégrale

2\/ ma (w2 + ¢)du
¢ 2a—¢C w-c
: v '~ %a—¢

—

=24/ 25 W ¢+ —— (@ + )
— 1V 2a—¢ 22a —¢
- 1.3 1 s <3
+'2.—4(2—a:7’(u +Cj —[—.-.]dll.

Remarquons ensuite que on 2

I’ _ Pa_ _ 7
- 2a—-c—\c’

Y

pa=c(2a—c)=a*(1—€);

puisque

vous obtenons ainsi pour I'intégrale renfermée dans équation (2)

bdr du
=avc —
ry 2mPr— b -+ 2mhr? w-c
(#* +¢) I— —

24— ¢
o o . 1 b ¥ 1.3 wt+c
—_ / P e e
—2\Icf[zt’+c+22¢1—c *-9..4(2a—-c)=

1.3.5 {@*+c) ,
* 2.4.6 (a—ef ']d"-

Pour 4 == o,on ar=cetise réduit 2 — 7, temps du passage de m
au sommet le plus voisin du centre d’attraction. Supposons que Von
compte I'angle @ & partir du rayon vecteur minimum, ® représentera
P’anomalie vraie et s’annulera pour = 0; la constante &’ sera donc
nulle aussi. D'aprés cela, les équations (1) et (2) sont remplacées par
les snivantes : '

174 . x
2 ma 2 1 (e 1.3 (Wi
t+‘_7\/2a—c_£ [u +c+22a-—c+2.4(2a——c)’+"' du,

u “Ir X 1.3 #©*+c¢
P = 2arctang~lz+2\/zjc: [;;:-i—mm—{—...]du.
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Prenons pour la masse attirante la masse M du Soleil supposée
d’abord fixe, et pour la masse attirée m celle d’une cométe, nous

aurons o
= \/Mm;

sl nous représentons aussi par P, le polynome entier -

P, = /m(u2 +e)yde
Jo ¥

wr 2p—§ ("'—I) 2 ,,20-3 4
= —_— 0l . cu
2a+1+2u— cu -+ _1(20_3)(‘ -+ +cu,

nous aurons enfin pour les équations du mouvement

r=u’+c,

P 3 P
t+‘:'_— 4 P’+l 2 +.I__ 3 2+13
ymY 2e—c 22a—c¢ 2.4 {2a—c¢) 2.4

aye [1 1.3 P 1.3.5 P \
D _"‘“rcm“gv_“_'—zav—c(EP”_l_T ' +2-4-6 2 ; —!—)
Au périhélie z s’annule et nous pouvons supposer que, lorsque z
en croissant passe par — <, u passe du négatif au positif. Alors, sur la
moiti¢ de 'orbite renfermée entre les absides, uvarierade — 2 — 2¢
& zéro et sur 'autre moitié entre zéro et + \/2a — 2c.
Les trois formules que nous venons d’obtenir sont tres—propres a
résoudre le probléme dit de Képler pour des orbites extrémement ex-
centriques.

Sur DPexpression de £+ .
P

3. Sinous ordonnons 'expression de £ Tpar rapport aux puis-
sances de la quantité ¢, qui est généralement trés-petite par rapport 4
aa, et si nous posons, pour abréger,

A=2a- ¢,
1ous avons

‘o ‘/__\/ (T +Tie+ TS + T, S )
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en faisant

o= L R L T
e i3 SRR
= (e 28a o B2 S SRR i)
T= ;_:—23 2 1u+;2224.3.25‘; ;:2:2:25.4 S )

.......................................

Les séries qui donnent Ty, Ty, Ta,... sont peu convergentes dans
la partie la plus éloignée de Vorbite; nous montrerons plus loin com-
ment de ce développementde £+ zon peut en déduire un autre, formé
de séries extrémement convergentes A cette extrémité. Mais on pourra
aussi, quand on ne jugera pas ces séries assez convergentes, les rem-
placer au moyen de V'interpolation par des polyndmes entiers d’un
nombre limité de termes ; on pourra méme remplacer utilement dans
Ja pratique ces séries par des polyndmes entiers impairs dans toute
I'étendue de I"orbite, ou lorsque u varie depuis zéro jusqu’a V2a—zc;
ce qui n’empéchera pas d’avoir égard aux variations de Ty, T, .- -,
provenant des changements de a et c. ,

"Mais, pour pouvoir faire cettesubstitation, il faudra d’abord sommer
ces séries. Or, en les sommant, on frouve

A . u A\/K

T A% / _ . . I
0 = Py I > arcsin \/_X,
x Va

- 12
- —arcsin——:
2 A

u u\"2 25 u? w
o n=g (D) TR E )

Avant de terminer ce numéro, faisons une remarque. Les différen-
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tielles des éléments troublés seront de cetie forme
dv dv
dl = (MZ"'N%"'"') dt,

l,ab,... éant les éléments de la cométe, M, N,... des fonctions
de ces éléments et V la fonction perturbatrice. A Pexirémité de I'or-
bite, les dérivées de V seront ordinairement trés-petites; on voit donc
qu’une petite erreur commise sur £ ou df en produira en général une,
relativement beaucoup plus petite, sur la valeur du changement de /.

Calcul de rsin® et rcos®,

4. La fonction perturbatrice ne contient de quantités variables re-
latives 4 la cométe que @ et r; de plus, elle ne contient I'angle @ que
par les expressions rsin®, rcos®; ce sont donc ces expressions plutét
que l'angle @ qu’il importe de déterminer en fonction de z.

L’équation de Porbite est -

1 +ecosd

on en conclut
Ww—c4p
e b

rcos® = —

comme on a

c c
P=2C——1 £=1-——»
« «a

il en résulie

n*

{a) rcos® = —

Nous aurons ensuile
. ’ [ 3 ‘2
r2sin?® = 1? — 12c0s?0 = (u® +¢)? — LIPS

2 w c
=-—-———-P— (uz-——-—-—ha)-
A% .
— =
a -

Joura. de Matk. (3¢ série), tome V. — Novessrg 1879 - 49
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Nous en tirons .
- 1
(b) I‘S'i.ﬂ@:-—vi—;u([__.ll___r,i)zf

Nous avons enstuile

4 1
u? e\2Z - w\2 [ .
j— e — =) =1 - — f—— } i
22 a 2a u :

I —

tofee

développons le second factenr suivant la formule du bindme, puis-
substituons dans la formule () et nous aurons :

— i . 4

. 2 w\2 I c wr\T%
rsin® = V—p[u(l-————) —-——l[(l——-)
[4 2a 2 a 2a
) J

a .
) -3 i =3

B ¢ c’u I wr\ 2 1.3 c’u . ur\ 2 -

2.4 a* 2a 2.4.6 @ 2a ’

ot Fon aura encore 2 développer, suivant la formule du bindme, les
2

. u
puissances de 1 — —-
23
A Vextrémité de la partie supérieure de I'orbite, les développements
. u? .
des puissances de 1 — Py seratent peu convergents; nous montrerons

plus loin comment on peut dans cette partie représenter rsin® plus
commodément. Mais on pourra aussi & cette extrémité remplacer, au
. . . . ) u R
moyen de Pinterpolation, les puissances de 1 — _—par des pq}yuomes
entiers.
Formules de perturbation.

B. Désignons par k la grandeur del’axe du plan invariable, par 8sa
projection sur une perpendiculaire au plan de Iécliptique, par « la
Jongitude dunceud de Porbite, par g la distance angulaire du périhélie
au nceud ascendant, comptée du second point vers le premier. Nous
aurons cette formule :

(1) moVde= — dhdr-- dpdx — dkdg + dvdh 4 dadf + dg ok,
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mV étant Paccroissement de la fonction de forces ( Dynamique analy-

tique, Section VII, n° 16).
Désignons par i I'inclinaison de l’orbite sur le plan de Iécliptique,

nous aurons

(2) 7 ﬁ:——ﬁ, k=1ymp, B=kecosi;

comme le Soleil n’est plus supposé fixe, on a > = (M + m)m; mais, m
étant trés-petit vis-a-vis de M, on peut laisser comme ci-dessus I*=Mm.
Aux quantités 2, k, f, il convient de substituer les quantités a, p, .

En-différentiant les formules (2), ona

dh= L da, dk=11"gp,
2VP

dg = -l\/”l dp cesi — [ympsinidi,

et ’on obtient trois autres équations, en changeant dans celles-ci la
caractéristique d en 9. D’aprés cela, I'équation (1) devient

: & de 1 1,/“ . di
A:% _— e © N, i Sl _— _ pasl Ay
u ‘moV = o 0T — (2 VA > COsi l\/mp sini /:) oo

_Ilmap dg + — i? 3
2 yp 4t 2at dt
de {1 LVm 3 X (lv‘*I‘/m \

4+ — ( cosi — L\mp ) = d

Vo P Vip s ey

Comme le premier membre peut aussi s'écrire
IV o\ N
( da -+ — 3p+ oz—;——&' —6 +(—-d‘ )

on obtient, en égalant de part et d’autre les coefficients des variations

des éléments,

2 oda dV lvm d/z — dV
T oat de T m &z’ 2‘/_ &t dg ’
£ ode _dV dal ) . dv
AT =" &% ympsini = m o
dp di dv
l‘/"com ; Iymp sinis =m =,
2yp dt dz
d. .1 (lV
—Jf»-———l‘/,’f COsi + —— W dg _ =m-—
dt o ) 2\/17 dt d/)
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On en tire
2a* dV
da=—~-_— Sdt, dp=— 2v’pd ‘/_
. — 1
= 2N, de=-—-T 5,
siniyp % yM
di = 1 d_X de _cnsz ﬂ de

Snivp %= Y sni dg AL’
d 2‘/ dv de “enst ﬂit‘
8= 2VP G i smiyp 4 Y

Telles sont les formules qui serviront 4 déterminer les elemems de

~ la conréte.

Sur la formation des dérivées de la_fonction perturbatrice
par rapport aux éléments de la cométe.

6. Quand .on appliquera les formules précédentes, il fandray sup-
poser la fonction perturbatrice V exprimée en fonction des six éléments
a,p, 7, i, u, g et de £. Mais, comme nous avons calculé les coordon-
nées r, rcos®, rsin® au moyen de la variable auxiliaire z, quand nous
substituerons leurs expressions dans V, cette fonction se trouvera
exprimée au moyen de z, et, pour appliquer les formules du numéro
précédent, il faudra concevoir que u est exprimé en fonction de ¢,
d'aprés I'équation da n° 3 qui fournil ¢+ et que nous representerons
par

(r) ' >. A t+t=o9(u,a,p);

car le second membre ne renferme que les quantités u, a, p, puisque ¢
est connu au moyen de a et p.
Gomme V ne dépend de T que par %, on aura

dV av du dV de

de dude dadt’
de . . o ,
71":' étant tiré de I'équation (1), etFon en conclut

() Nt =" du
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le second membre représente la différentielle totale de V, en regardant
comme constantes les coordonnées de la planéte perturbatrice.
Formons ensuite les expressions
dv av
“in de, % de.
V renferme a explicitement et il le contient de plus par u d’apré:
I'équation (1}. On aura donc, en mettant entre parenthéses la dérivée
partielle
dv. _ (dv dV du
(Iz dx da’

=

En différentiant (1) par rapport 4 a, ona

9. 9. étant les dérivées de ¢ par rapport 4 a et u, et en différentiant
¢ par rapport a la variable

dt = ¢, du.
Nous aurous donc ]
({V dv I (ZV r
(3) T dt == (70) g — L o d.
On a de méme ’
dav LAY av ,
(4) Edé: (Fp) q:,,du—-—;lzgapdu.

Comme i, «, g n’entrent pas-dans I’éguation (1), nous aurons

(5) - & de = (g) ¢, du,
(6) N de= (g) o, du,
(7) % dt = (g) 7, diz.

On voit donc comment on pourra former les quantités (2),(3),...,
(7), pour les porter dans les formules de perturbation, et I'on voit
qu’elles seront fournies par des séries entiéres par rapport i la variable,
si V est lui-méme représenté par une série entiére.
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Fonction perturbatrice.

Y. x, 7, z étant les coordonnées rectangulaires de la cométe, rson
rayon vecteur, ® son anomalie vraie et m sa masse, représentons par
X4y F1s Zry Tia @, m, les mémes quantités relatives a la planéte pertur-
batrice et aussi par r,, la distance de ces deux corps.

La fonction perturbatrice qui concerne la cométe est

mo nh(zx‘+;’f.+=z") ,

- 5
LA r

et’on a ensuite

ré =r*+ri— 2(xx, +y) + _zz,),

r

” 1— e, o8 (E+ Ty )+ -y

B, = n,(£+ 7,0+ 2, sinn, (E+7,) + ..,

a, étant le demi-grand axe dela planéte, ¢, sop excentricité, 7, sa vi-
tesse apgulaire moyenne et — 7, le temps de son passage & son peéri-
hélie. : '

Désignons par i,, &, g, les quantités relatives & la planéte, ana-
logues a i, &, g et posons

p = — cosisingsing -+ cOsa COSG,

g = — cosising cosg — cosxsing,
p'=  cosicosasing -+ sinxcosg,
¢ = cosicosxcosg— sinesing,
p'= " sinising,
q"=  sinicosg.

Soient aussi py, ¢i» Pis Qi+ Pir 41 les mémes quantités pour la pla-
néte; posons de plus

pp+ PP+ PP =G

Pl P+ g =G

piq+Piq + piq"=Gs,

99 +9'q1+ 99y = Gs3
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G, G;, G;,G, nedépendront donc que des six élémentsi, o, g, i;,,, 8,
des deux orbites. Enfin posons encore

r(G, cos®cos®, + G, cosPsin @, -G, cos ®, sin® + G, sin®sin®d,) = K

nous aurons
xx, + 3y, + 53, =rK,

et il en résulte
m ( xx -=vr, +z2,) m K
r 73

. "2 —_— p2 22
S rgy =r*4r; —ank
Nous avons d’aillenrs calculé ci-dessus les expressxons de rsin®,
rcos®, qui entrent dans K.

Sur des formules qui peuvent donner ¢ + v et rsin® dans la région
supérieure de l'orbite.

8. Les formules que jai obtenues (3 et 4) pour ¢-7 et rsin®
présentent des séries peu convergentes vers ’extrémité de V’orbite; on
peut parer a cet inconvénient par interpolation, d’aprés ce que jai
indiqué; mais on peutaussi déterminer £ + 7 et rsin® par de nouvelles
formules que je vais établir.

Joignons la position m de la cométe au foyer non attractif F’ de I'or-
bite; désignons parr’ la distance mF’ et par @ I’angle qu’elle fait avec
le prolongement de la ligne qui joint les foyers F, '; puis posons

r=u*-+t¢.-

Pour #' = o, nous aurons ¢ = T, le tlemps d’une demi-révolution et -
nous peuvons supposer que ' soit négatif sur la demi-orbite o « est
positif, et par suite soit posmf sur celle oa z est négatif. Le temps
pour lequel la cométe passea 1 aphelxe est —7+T; doncz+17—T
¢t @’ s’obtiendront au moyen des séries qui dounent t+rtetd eny
changeant z en #. D’aprés cela, si nous remarquons que nous avons

3
2
T= %»

3

-
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nous obtiendrons, d’apres les n® 3, 4, les formules suivantes : -

(1) Nt—i-‘r——;—-f—ﬁ%:-‘—/%\/é('I'0+T'16+T'2§+---),

- avec
u'? 1t ot 1.3 1 o7
To=g+33F5 Tagmg "
AP & L5 A R
'].}—lt—r-23A l"2.45' s+ 3
. R u'?
{2) ¥ cosd = + ¢

1
. [op M\T  q 12\~
rsin® = "2’; u’(l—”) —-;%u’(x—li—) .

. J——
3) a
: -3
1 ¢, '\ 2
— =T — — ety
. 2.4 a* 2a . ]

: . .
. u? R . ,
les puissances de 1 — — devant étre remplacées par leurs dévelop-
2a

pements tirés de laformule du bindme. 1l est évident que ces formules
seront trés-commodes 2 employer quand z’ sera trés-petit, c’est-a-dire
vers ’extrémité de P'orbite. :
Comme on a
r+ 1 =a2a,

«'* s’exprimera au moyen de z* par la formule
u'? = 2a — 2¢ — 2.
Nous reconnaissons ensuite facilement que 'on a

— rcos® — ¥ cos® =24 —2¢, rsin®=r'sin®,
1=y + h(a — c)r cos?' + f{a — c)’. .

Ces trois formules, jointes aux formules (2), (3!, permettent donc de
calculer d’une maniére nouvelle les quantités s*, rcos®, rsin®.
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L’expression de la fonction V contient la distance r, , de la coniéte &
la planéte perturbatrice, qui est donnée par la formule

rg,, =r*-ri{ —arr,cos(r, r,);

rcos(r, r,), comme nous avons vu, est de la forme Hrcos® + H, rsin®,
H, H, étant indépendants des coordonnées de la cométe. On a donc

rg, =r"-+r; —ar,(Hrcos® + H, rsind)
ou
rg, =r"+44(a —c)r'cos® + f{a — ¢)* + r}
+ar,H(cos® +2a — 2¢) — ar, H,r sin®".

En se servant des formules qui précédent, on pourra exprimer la
fonction perturbatrice V et ses dérivées par rapport aux éléments, au
moyen de la variable #’ qui est liée d’'une maniére si simple 4 la va-
riable u.

Calcul des dérivées de V p‘ar rapport aux: éléments de la cométe.

9. Revenons aux expressions des dérivées de la fonction perturba-
trice dont il a été déja question au n°® 6. Posons, pour abréger,

rp=a,[1—ecosn,(t+7)+...] =a,(1+s).
Si nous différentions I'expression de V

n, mEK

2
To.1 ry

2

par rapport 2 a, nous aurons

AV m dn,  m _adK
i i s LG L >

Orona

= (1o ) (@ 0 = 20, (1 + 9K,
d"o;( ]
0 e

Journ, de Matk. (3¢ série), tome V. — NovExeRE 1879.

= —‘a,(:-i—s)%:
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il en résulte

(a) %:[r"l'a.(t +s)+ I+S)_2’\‘ﬂ{

on obtient de méme

.

(B) { ‘a, (14 5) - 2’(1+s“-2]£;,

dV — d({

() . = Vi —ro—-a,(l +5)—"’——(I+s)-2

Formons les dérivées de K. qui entrent dans ces formules. Pour sim-
plifier I’écriture, posons

rcos®=pg,, rsin®=p,;

p1, p2 peuvent, d’aprés ce que nous avons v, étre exprimés scus forme
entiére par rapport 4 . Nous aurons

K =p,G,cos®, + p1Gesin & + p,Gycos @, 4+ p2Gysin @,.
1! en résulte

dK dG, dG. dG, a6y
=0, cos(l),—l—pl T = sin®, + g cos‘I) —l—p2—51n(1>,.

En différentiant les expressions de p, ¢, p', ¢, p", ¢ donnéesaun°7,
on obtient o
dp ! dp dp

4
L=t T=P T=O
dg _ dq'__ dq" _
=1 m=t W™

puis, d’aprés les valeurs de Gy, G, Gy, G; données dans le méme
numéro,

dGy ’ ¢ dG;

7= PP PPy T=—qpl+qpl?
e, - ., dG, L
= = P9t Pl "‘E:—‘]‘Il“‘(l‘];'
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Nous avons donc en premier lieu -

. (IK s r .
(A) 5 Az =(- PP' -+ pp,)p. cos®, -+(—p'q, + pq,)p,sin®,
(= P+ G ) p2cosD, +(— g'g, 44 pasin .

La recherche de la dérivée de K par rapport & a g conduit aux cal-
culs suivants :

%=—p,cos(l> + f} g,sin®, +d — 02€05®; + %pzsin@‘,
%‘:q’ %:7’1 gi—q,
%="Pa j—:-‘——l", ',%::—-1/'-
&, &g, B¢, Lo_g,

1l en résulte en second lieu

{B) - %-Gg,cos@,—l—G,p.st, G, p,008P, — Gop,5in9,.

Nous obtenons ensuite

dk  dG
-—=7,‘p,cos(]>, + p,smd’, + —p.,cosq) + p..sm(l),,
{3
dj . e . dp’ . . . dp”
f:smzsmasmg, %: — sinicosasing, % cosising,
49 _ LSINnECos g ‘-@:——sinicosacosa t—iq—”——cosicosv
E_Sll]lbl 74 & uw= o £} di -

dG,
Vi smg(p, sinising — PI sini cosa + P1 CObl

dG, . .
— =Sl g sinZsino — sini cos¢ -~ COSZ}
i g (g, (11 ‘11 h

(IG,, . .. I P e .
— = cosg(psinising — p sinicosa - p cosij,
dGy . P P .
—t = cosg(q,sinising — g, sini cosa -+ g cosi;.
p g(l:‘ g1 71 !

50.
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A
Nous en concluons en troisiéme lieu

dK. . . (4 . » 1 *
= [(p,sinising — p, sinicose -+ p); cosi)cos®,

(c) +(gysinisina — ¢, sini cosa + ¢} cosi) sin®, ]
< (psing -+ pscosg).

) , . s, AV - . 1 )
40. Calculons la dérivée 7 Décessaire au calcul de I'élément a.

Nous aurons

dV _ 2u(wi+tc) m, o (I—l—s)

(@) w2 [ m SR [T
avec ’

(_D) ——G.cos@,d +Ggsmll),d +G3cos<1>.d +G,smtI>, du

V, considéré comme fonction de %, renferme a par la quantité ¢ et
par K, quilui-méme contient et c. Nous aurons donc

avy e dc my -2 m a (14 5) (IK
() (&) =mTtm+[Guror—m2 =0
avec
(E} —_G,cos@.d —i—G,smtI). +Gscos<1),d +(:‘sm<I).d

¢ étant considéré comme fonction de a dans p,, pa.
On aura de méme

avy u’+c dc m.a.(1+s) dK
) (@) —=mEe [—(x—l—s —mald E’
(F) 3 ——_G costl) +stm®. +G,cos¢’,d —I-G.sm@,

Les formules (a), (A), (&), (B, .- , (f), (F) montrent que les déri-
vées de Ia fonction V seront facilement réduites en séries entiéres,

si]'on peutréduire ;; en une tellejsérie.
0,1
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Calculons les dérivées par rapporta « et p, qui se trouvent dans ces
derniéres formules.
Nous avons d’abord -

. P 5 pf

da— ~ B2l Bz 1284 °7?

d 1 p 3p 5p°

dp 2 ' fa 16a’+32a’+""

doy [ p , 3p* , 15p*  35pf \ a4 , de
= (2_;‘-'_'—4:13 162 " Zaa T )8 T
dg, L 3p , 15p | 35p w | de

?i;_-_—_(u‘ T 2a T 82 16a3+"')2a dap’

Pour indiquer les expressions des dérivées de p,, posons

=
E—'——f)A: \2P7
a
|
a
nous aurons
N p _ 3p, bp 35 p \
A=y2 (I+2a+8a’+16a3 128 a‘+"')’
2 "'T:)‘ 2 "%
3
dp: __ Au [1( _;'_) +£15(I_3¢_)
da 2a%] 2 a 2 2 2a

d
da 2a 2 da 2a
1 d{eA) LB ¥ 13 d(eA) w\"%
T34 da u“ 2a 2.4.6 da u 2a A
1.3.5 d(ed) (@ ...,
2.4.6.8 da 2a
1 1
dp, _ dA w*\2 1d(eA) 2\72
dp E;u =% 2 dp 2a

L d(e’A)u( m)'%__%.ﬁjp_/qu([ m)'%
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Les dérivées de €A, ¢?A, ..., par rapport 2 a et p se formeront im-
médiatement, sachant que 'on a

5,

3 ki 9
2 Z 5p% 35 p?
sA=\/§<§;+3” TG VP

22 168~ 128 ab

ALY . Y
cA_é.(a’ a 16 a ) )'
SA——\/_;/IL%,_{.gp%_;_ )
€ —_-8\(12 4 a A
WA} N\

\/;/pz i
A Y2 P
;A_l.\n,—}—“ ),

..........................

Développement de 1—%
11. L’expression de K est
K = p,Gy 008D, - ps Gasin®, + G50, + p2Gysind,
Texpression de p, se compose d’une premiére partie {n° 4}
Au ( 1— ;ij;)—;_a

qui est le plus considérable et que nous désignerons par p,; nous re-
i présenlerons par ps la parﬁe restante de Pas €N sorte que

. P2= P+ Pa:
Faisons encore

K,= 2,G,cosn, (t +1,) + p,Gosinn, (2 +7,)
+ pyGycosn, (£ + 74) -+ psGysinm, (2 +7,) 5

désignons la quantité n, (£ +1,), qui forme la partie la plus considé-
rable de @,, par o et la partie restante par L, en sorte que

O, =ndt+7)+L=9+L;

alors, si nous posons
K=K,+K,,
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1gus aurons

dR, | dK &K &K, AR,y '
K,=d—o°p4+——'L+'—( 7Pl ag oot ?,'L2)+-~--'

Eunfin posons, comme précédemment (n°9),

ry=a,(1+s)
et de plus
. 3
) [a3 — 2K a; + (u*+ ¢)*] 2=0,
il en résultera

_— L \—l—deK
AL T de Ak
(k) t (d?® &0 &0
122 42 02 —_ - 2
+2(da:ais +2dalK,a‘SK'+(IK§ K1>
e e et

1l reste & développer ©.
Premiére méthode. — Si nous développons I’expression

(1 — 22y + 77

suivaot les puissances de y, nous aurons

(£ (x —-2.70]‘—5-']‘2)_%:1+L,f+L2)‘2+ Lyp? +...,
en faisant '

L,=3ax,

L,= —g—'r— z:—?;/;x’,

Ly= — 2—%2 22 + 2:2:2}23.@3,

=20 3008 2a 4 ST,

L= 200 32 50— 20004 et 4 STt

L= - 220 321 3000 42 g

AR s I e



foo E., MATHIEU.

11 est aisé de reconnaitre que cette série, procédant suivant les puis-
sances ascendantes de ¥, est convergente pour toute valeur de 7 dont
le module est-inférieur & 'unité, si x est < 1.

Suivant que - ¢ est plus petit ou plus grand que a, écrivons @
sous I'une de ces deux formes

. .
. a K, wd-e w4c\27 2,
0=a [[ 2u’+c ay +( a; ) ]
K a;” a 27y
— 2 —3 —_ e 1 . 1 .
6_(u —[—0) [' 2u'-‘+c u’+c+(uz+c) ]
8iu? + ¢ est < a,, c'est-a-dire si la cométe est plus rapprochée du So-

leil que la planéte, on pourra développer © d’aprés la formule (Z), en
faisant .

= K, __u’+c_
=gng J= e

on aura ainsi
1 3, 3, 9 2, 15,711

15 v, 35 1
+[—;Ko(t¢—’+c).+-;1§?, prAL R

on formera facilement les dérivées de © par rapporta K, et 2, et Fon
substituera les séries qm représentent © et ses dérivées dans I'équa-
tion (k).

Si 1+ ¢ est > a, et par suite la cométe plus éloignée du Soleil que
la planéte, on développera © d’aprés la formule (1) en faisant

o= K, R
Zwie YTEEES

et l'on aura
T 3Kea 15 K2 .
© —(u’—{—c) (w2 4-c)® e [ (e +? (u2+c)7]at

+[ 2 (u’l-{I:c)’—F 2 (,‘2+c)]“ e .

Cette expressxon de © estbeaucoup moins commode que la précédente,
parce qu'elle n’est pas entiére par rapport a x, mais qu ’elle renferme,
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comme dénominateurs de ses différents termes, des puissances de
e’ 4.

Seconde méthode. — La méthode précédente a Pinconvénient d’exi-
ger essentiellement la distinction de deux cas; elle est d’une applica-
tion facile dans le premier cas, mais il n’en est pas de méme dans le
second, comme nous venons de le dire. '

Pour opérer d’une maniére plus uniforme et n’avoir pas & distinguer
si la cométe est plus ou moins éloignée du Soleil que la planéte per-
turbatrice, ce qui sera surtout utile, si Pon veut avoir égard aux per-
turbations provenant de plusiears planétes, on procédera de la maniére
suivante :

On a

3
s -2
o=tot+0ror 41— 2 T
et si 'on pose '
ai + (@ +c¢) =P,
il en résulte

3
_3 2K,z \"% °
@—P 2(1__.__1)_)

3 -5 3.5 op—% , 3.5 9 —2
=P 2+3Koa|P -+EK3"%P 2-!—?2—3-1(3(1?1) R AT

Pour développer les puissances de P renfermées dans cette formule,
nous pouvons mettre P sous cette forme

P=(at+(2a—cP[ 1+ i (:fj(:)j‘)];

oo Wot2a— fa(a—'¢c) cer e L.

lafouction @+ (2a—ejr oSt Une quantité négative dont la valeur
absolue est plus petite que P'unité; on peut donc développer les puis-
sances de P d’aprés la formule du bindme ; mais ces développements ne
seront pas ordonnables suivant les puissances de z; ils seraient néan-
moins entiers par rapport & «, mais leurs termes serajent trés-compli-
qués. .

Aussicequ’ilyaurade préiférable sera-t-il de remplacer P"%, P_%,

Journ. de Hatk. (3¢ série), tome V. — Diceusne 1859, 51
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au moyen de Vinterpolation par des pol yndmes entiers en u, et Fonaura
ainsi ©® méme, sous forme entiére.
On calculera de méme les dérivées de 9,

o 5 2 B, aoef . B i

7 = 3 (P ?  5K,a, P72 +i—_%1§;,a§p ? 4+ T LIR3ai P - -),
A Ny BT DU, |

) =—3(a,—-Ko)(P RS OB e L) SV R )

ainsi que les dérivées des ordres supérieurs; elles s'obtiendront toutes
sous forme entiére. ;

Ou pourrait aussi développer © en série entiére par rapport a la
variable #/, en employant les formules dun°8.

Intégration des formules de perturbation.

42. Quand on aura calculé les seconds membres des formules de
perturbation du n° 5, d’aprés tout ce qui précéde, on ne pourra pas
encore passer immédiatement 2 lear intégration ; car, auparavant, il
faudra faire disparaitre dans ces seconds membres le temps £ qui se
trouve introduit par les coordonnées dela planéte perturbatrice, afin

de n’y laisser que la variable .
D’aprés les formules qui fournissent (09, 10) les dérivées de V,le

. . 1 .
temps ¢ entre dans ces dérivées par s, sin®,, cos®, et par ;— qui ren-
- LI}

ferme ces trois quantités.
Les expressions des coordonnées de la planéte sont

r=a,(1+s)
avecs = — &, cosn, (t+1,)— fé'-[(:osan,(t +17) ——1] -+ ,
' o, =n(t+7)+L
avecL = a2e,sinn, (1 +1,) + Fejsinan, (E+7) 4 oees

Ona

wiw

n; = \/_M—a,_' N
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et d’aprés la formule qui donne 7 -1 (n° 3), si nous posons

.3 /a
F= 2q, 2\/3(%4-%%

f _.-__I_i 1.3.5 1w

5 4A7 2. bX5§+ )
. -

s=m,‘?\/§(l‘ TS T S+ )

nous obtiendrons

n(t+1) =F+S,
n(t+7)=n(t,—1)+F+S.

Si donc on pose

. S St
so=sinm (=) (1= 5 + e~ )
SS
—+ cosn, (T, ——~~)(S—- ——+ ),

J, = cosn, (7, — — 5
2 = cosny (7, — 7) .2 " 1.2.3.4

. [ R
— sinn, (1, — 1) (S -3t ),

on obtiendra
sinn, (¢ +1,) = J, cosF + I;sinF,
cosn, (¢ + 7,) = J,cosF —J, sinF.

Ea remplacant la quantité S dans I,, J,, on obtiendra J,, J, sous
forme de séries entiéres en %, qu’on ordonnera par rapport aux puis-
sances de ¢. D’aprés la formule qui donne F, on peut développer sinF,
cosF en des séries entiéres par rapport &4 z; mais il pourra étre plus
commode dans la pratique de remplacer sinF, cosF au moyen de
Pinterpolation par des fonctions entiéres de 2 d’'un nombre limité de
termes.

Connaissant en fonction de z les quantités sinrn, (¢4 7,),
coszn(t+7,), on en conclura facilement s et I.. Enfin, connaissant
sinz, (t + 1,), cosn,(t—!—-r,)et L en fonction de z, nous formerons

51..
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sin®,, cos®, au moyen des formules

. . - L2 . R i £
5111(1’,=Sll]n{(t+‘f,)(l—;-—2+“') +cosn.(t+‘r,)( S5t )

12 - 3
005(1>‘:cosn.(t—|—r,)(t—?I—z—l-. ) —sinn,(t+ r,)( —- L ,,':‘"')'

Si donc O a été calculé sous forme entiére, ce qui aura lieu lors-
qu'on emploiera la seconde méthode (n° 11), les différentielles des
éléments troublés se présenteront sous la forme entiére par rapport i
u et s'intégreront trés-facilement. Les intégrations, quoique sans diffi-
culté, pourraient étre assez compliquées, si 'on employaitla premxere
méthode de développement de O.



