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DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS DE M. WEIERSTHASS. 3L 

Sur le développement des fonctions de M. Weierstrass 
suivant les puissances croissantes de la variable ; 

PAR M. DÉSIRÉ ANDRÉ. 

INTRODUCTION. 

1. Les quatre fonctions dues à M. Weierstrass, et représentées 
d'ordinaire par les notations Al (Λ;), AI,(.r), Al

2
(X), Α1

3
(ΛΤ), sont, 

comme on le sait, développables en séries suivant les puissances crois-
santes de la variable x. Dans ces développements, les puissances 
successives de χ sont multipliées respectivement par des polynômes 
entiers en k2. L'étude des coefficients de ces polynômes fait l'objet 
du présent Mémoire. 

2. Nous montrons d'abord que si, dans les polynômes en k2 que 
présente un même développement, nous prenons tous les coef-
ficients d'une même puissance de k2, nous trouvons les termes d'une 
série récurrente proprement dite. 

Nous donnons ensuite, pour chacune des fonctions considérées, 
une première équation génératrice de cette série récurrente et une 
première forme du terme général de cette série. 

Enfin nous réduisons cette équation et cette forme à une équation 
et à une forme incomparablement plus simples. 

5. Les résultats que nous obtenons ainsi étaient, ce nous semble, 
inconnus avant nous. Nous les avons donnés, pour la pre-
mière fois, dans une Note que notre illustre maître, M. Hermite, a 
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bien voulu présenter à l'Académie des Sciences [*]. La méthode qui 
nous y conduit nous paraît à la fois simple et rapide : elle s'appuie 
sur quelques propriétés des séries récurrentes, sur les équations diffé-
rentielles auxquelles satisfont les fonctions de M. Weierstrass, sur les 
relations qui existent entre ces fonctions et les fonctions elliptiques ; 
enfin sur la forme des coefficients des fonctions elliptiques trouvée 
antérieurement par nous [**]. 

CHAPITRE PREMIER, 

PROPRIETE FONDAMENTALE DES COEFFICIENTS. ' 

§ I- — Notations. 

4. Des quatrefonctions de M. Weierstrass, la seule fonction Al, («) 
est impaire; les trois autres sont paires [***]. Nous pouvons donc 
poser 

Al(x) = P
0
 _P

t
g + P

2
|l_P

3
 J+..., 

Al, [x) =-Qof-Q,^ + Q 4i -Q» ψ. + 

Al
2
(*) = R„ _R

t
j4-^J-R

3
g+—, 

AI
3

(&) = s
0
 -s,g + s

a
g-s

3
g-t-..., 

sachant d'ailleurs que les quatre constantes P0, Q0, R0, S„ sont égales 
chacune à l'unité. 

5. Pour les constantes P„, Q„, R„, S„, ce sont des polynômes en-

[*J Dans la séance du ιο décembre 1877. 
[**] Comptes rendus de l'Académie des Sciences, séance du 10 juillet 1876. — 

Annales scientifiques de l'École Normale supérieure, année 1877, p. 265. 
[***] Baioi-et BOUQUET, Théorie des fonctions elliptiques, p. 466. 
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tiers en k2, et nous posons 

P„ = Ρη,ο 4" Pn,I k2 + Pnffi" + P„,3 " 4- .. . , 
Q*=q

n
.o 4- q

n
,
f
k2 -hq„, 

2
k* -+- qnffi" 4-·.., 

R* = rn,o 4- r„
ti

 k2 4- r
nA

k* 4- r
n>3

 k2 4- ..., 
S

n
 = i

n
,o k2" 4- k2"-2-*- s

n
,
2
k2»-'4- i„

(3
 k2"-2 -h .... 

β. Notre objet, c'est l'étude des coefficients 

P?i,t , qn,tl ^n,t j $n
t
e 3 

regardés comme des fonctions de n, l'indice t étant supposé con-
staut. 

Puisqu'on n, d'après une relation connue [*], et quel que soit t, 

Sn,t — In,i? 

on voit que cette "étude se réduit à celle des trois premiers, et que 
nous n'avons à nous occuper que des trois fonctions 

Al(χ.), Al
4
(x), Al

2
(.r). 

§ II. — Formules relatives aux coefficients. 

7. Les trois fonctions considérées Al (x), Al, (χ), Al
2
 (x), regardées 

comme dépendant chacune de la variable χ et de l'indéterminée k, sa-
tisfont respectivement, on le sait ["], aux trois équatious différen-
tielles 

4- nk2x 4- 2 kk'2 Ίββ A3 λ:2 Al = ο, 

ίίΐ + rf, i«S +.· »«»§+ (A» + k'x')A], = o, 

*£ +
 a
 ig +, ». ig +

 (I
 + p^Ai. = o, 

dans lesquelles k'2 n'est autre chose que la différence τ — k2. 

BRIOT et BOUQUET, Théorie des fonctions elliptiques, p. 468» 

[**] Ibid.y p. 471· Ces équations sont dues à M. .Weierstrass {Journal de Crelle, 
i856). 

Journ. de Math. (3E série), tome V. — JANVIER 187g. 5 
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Ce sont ces trois équations différentielles qui serviront de premier 
fondement à nos recherches. 

8. Pour en tirer des formules relatives aux quantités P„, Q„, B,„ 
supposons que les fonctions Al (a:), Al, (a;), Al2(a?) y soient respecti-
vement remplacées par les développements que nous avons écrits en 
commençant (4) ; puis égalons à zéro le facteur qui, au résultat ob-
tenu, multiplie - dans la seconde équation, et 7—r? dans les 
deux autres. Nous trouvons 

P„4-
(
 — 4"^2Pn — akk's 2b(îb — i)k- P„_, = o, 

Q„+, — [r -μ (4K -t- r)4s]Q„ — aMt!* ~ -+- an (an -f- x)i4Q„_, = o, 

— (r -t- 4n42)Rn — akk'2 ^ + 2n(an — r)42R„_, = o. 

9. Des égalités que nous venons d'écrire (8), nous pouvons tirer 
maintenant des formules relatives aux coefficients p

nt
, q

nfr
 r

nt
. Pour 

y parvenir, remplaçons d'abord, dans ces égalités, M1 par ι — é2 ; en-
suite les quantités P« Q», R„ par leurs expressions ( 5} en fonction de 
é; enfin égalons à zéro les coefficients respectifs de k2t dans les trois 
résultats. Nous trouvons ainsi les trois formules 

— \tpn,t —4 (n-t 4- ι)ρν-, + 2B(2B-l)/)„_lit_, = o, 
<7-z+l,£ — (4< ')qn,t — (4η — 4« -t- S)q„,

t
-, -+- Ï«(2B+ o, 

r
n+ut

 —.(4« 4-1)r„,t — 4{τι — t -h i)-t- an(an — j) r„_,
i£

_, = o, 

qui sont beaucoup plus faciles à manier que les précédentes (8), puis-
qu'elles ne contiennent aucune dérivée. 

§ ΠΙ. — Propriété fondamentale des coefficients. 

10. Considérons, d'une .part, la suite formée par les coefficients 

·■·> Pn,t > fWi.ti Pn+ï.tt ■ -· τ 
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de l'autre celle que forment les coefficients 

···» Pn-s,t—nPa—l,c—n Pn,l—l J Pn+l, ί—t ) Pn+i,t—l » ···· 

Les termes de la première sont liés aux termes de la seconde par la 
formule 

Pw,t — ktp„,t — 4(« — +2B(2»-I)/'m,w =o, 

que nous venons d'établir (9). 
Cette formule nous montre nettement que, si la seconde suite est 

une série récurrente proprement dite, la première en est également 
une, c'est-à-dire que, les coefficients p„,t-1 et p

n>t
étant regardés comme 

des fonctions de η seulement, si le premier est le terme général d'une 
série récurrente proprement dite, il en est de même du second. 

Or on sait que ρ
ηΛ

 est nul, quel que soit n. Donc p„
it

, d'après la 
formule, est le terme général d'une série récurrente proprement dite. 
Donc, d'après ce qu'on vient de dire, il en est encore dé même 
pour pn>[. 

On verrait, par des considérations analogues, ou plutôt identiques, 
que q„

it
, r„

if
, s

nt
. regardés comme des fonctions du seul indice η, 

jouissent de la même propriété. 

11. Ainsi les coefficients p„
tt

, q„
it

, r„
it

, qui font l'objet de notre 
étude et que nous regardons comme des fonctions de η seulement, 
l'indice t étant supposé constant, constituent chacun le terme général 
d'une série récurrente proprement dite. C'est là, à nos yeux, leur pro-
priété fondamentale. Cette propriété rapproche les fonctions de 
M. Weierstrass, non-seulement des fonctions elliptiques, mais encore 
des fonctions plus générales que nous avons précédemment étudiées [*]. 

12. Dès qu'on connaît une équation génératrice d'une série récur-
rente, que cette équation, d'ailleurs, puisse être résolue ou soit impos-
sible à résoudre, on sait une forme du terme général de cette série. Pour 
arriver aux formes des coefficients que nous étudions, il nous suffira 

[*] Comptes rendus de l'Académie des Sciences, séance du 29 octobre 1877. 
5.. 



36 O. ANDRÉ. 

donc de determiner des équations génératrices des séries récurrentes 
dont ils constituent les termes généraux. La méthode que nous devons 
suivre nous est ainsi naturellement indiquée. 

CHAPITRE II. 

PREMIÈRE FORME DES COEFFICIENTS. 

§ I. — Remarque sur un problème important. 

13. Comme nous l'avons fait observer déjà (10), les formules (9) 
relatives aux coefficients établissent chacune une reration entre les 
termes, caractérisés par l'indice t — χ, d'une première série récurrente, 
et les termes, caractérisés par l'indice t, d'une série récurrente nou-
velle. 

Si cette relation nous permettait de déduire une équation génératrice 
de la seconde série d'une équation génératrice de la première, elle nous 
fournirait le moyen d'arriver de proche en proche à des équations gé-
nératrices des séries récurrentes dont p„

iC
, q,h„ r„

iC
, s

n>c
 constituent res-

pectivement les termes généraux; elle nous fournirait, par conséquent, 
la solution du problème qui nous occupe. 

14. Nous sommes donc conduits à nous poser ce problème général : 

Étant donnée une relation, linéaire et 'homogène, entre certains 
termes 

··· J "/1—2* "II—(J G/IJ G/I-M) "Λ-Κίϊ ' ' · j 

..., H„_2, H
B
_„ H„, Η

Π+Ι
, H„

+2
, ·*-· 

de deux séries récurrentes proprement dites, relation dans laquelle les 
termes G ont pour coefficients des constantes et les termes II des poly-
nômes entiers en n, déduire d'une équation génératrice de la série H 

une équation génératrice de la série G. 

15. Ce problème général est, on le voit, fort important. Peut-être 
avons-nous été le premier à le poser et à le résoudre. Quoi qu'il en soit, 
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il a fait de notre part l'objet d'un travail spécial [*], et voici la solution 
fort simple que nous en avons donnée : 

Pour obtenir les racines d'une équation génératrice de ta série G, il 
suffit de prendre : 

x° Les racines d'une équation génératrice de la série récurrente dé-
finie par l'égalité qui aurait pour second membre zéro et pour premier 
l'ensemble des termes en G de la relation considérée, en conservant à 
chacune de ces racines son degré de multiplicité; 

20 Les racines d'une équation génératrice de là série H, en augmen-
tant le degré de multiplicité de chacune d'elles de l'exposant de la plus 
haute puissance de η figurant dans la relation considérée. 

16. Nous allons appliquer ce résultat aux trois formules (9) succes-
sivement, afin de déduire de la première la forme de p

nf)
 de la 

deuxième celle de q
n>c

, de la troisième celles de r„
iC
 et de s

n>t
. 

§ El. — Première jorme du coefficient p
nt

. 

17. Reprenons la formule 

/W
Ilt

 — 4 tp
n
,t — 4[n — t + -i- 2nfin — i)/?„_

ljf
_, = o, 

qui est la première des formules (9). 
En y égalant à zéro l'ensemble des termes G, on obtient l'égalité 

Pn+i,t 4 tPn,t — °» 

qui définit une série récurrente admettant évidemment l'équation gé-
nératrice 

ζ — 4 £ = ο. 

Le plus haut exposant de η s'y trouve égal à 2. 
Donc, pour passer d'une équation génératrice correspondant à ρπ,ι-ι 

[*] Bulletin de la Société mathématique de France, année 1878. 
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a une equation génératrice correspondant a p„
t
„ il suint de prendre la 

première de ces équations génératricës, d'y augmenter de deux unités 
le degré de multiplicité de chaque racine, et d'y introduire une racine 
nouvelle, égale à !\t. 

18. Puisque p„
i0

 est nul quel que soit n, la série récurrente dont le 
terme général est p„

tl
 admet l'équation génératrice 

£ — 4.1 = 0. 

II s'ensuit, si l'on tient compte du paragraphe précédent (17), que 
la série dont le terme général est p

nfi
 admet l'équation génératrice 

(ζ— 4.i)3(z — 4.2)' = o; 

que celle dont le terme général est p
n>3

 admet l'équation génératrice 

(z — 4. ι )5 (ζ — 4.a)3 (ζ — 4.3)1 = o ; 

et ainsi de suite. 
En définitive donc, la série récurrente dont le terme général est le 

coefficient p„
it
 admet l'équation génératrice 

t 

Π/*— 4®)2<"ΐ9+, = ο. 
x 

19. Cette équation génératrice obtenue, la forme générale du coeffi-
cient pn-t

 s'écrit immédiatement. On a, conformément aux règles de 
Lagrange, 

I ,p«=:s,ç*(")(w, X 

l'expression He (η) désignant un polynôme entier en η du degré 
αί—2Θ. 

§ III. — Première forme du coefficient q
a>t

. 

20. La seconde des formules (9) est celle-ci 

— (41 + 0 qn.t — (4 η — 41 -f- 5) qn>l_, + 2 η (2 η -+-1) q„. M_, — o. 
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Si l'on y égale à zéro l'ensemble (15) des termes en G, on obtient 

l'égalité 
q

n
+,.c — + o, -

qui définit une série récurrente admettant évidemment l'équation gé-
nératrice 

z — (4*-f-i) = o. 

Le plus haut exposant de η y est encore égal à 2. 

Donc, pour passer d'une équation génératrice correspondant à 
Çn,c-i à une équation génératrice correspondant à q

n>c
, il suffit de 

prendre la première de ces équations génératrices, d'y augmenter de 
deux unités le degré de multiplicité de toutes les racines, et d'y intro-
duire une racine nouvelle, égale à 4< + i. 

21. Or on sait que q
nfi

 est, quel que soit η, égal à l'unité; en 
d'autres termes, qu'il est le terme général d'une série récurrente ad-
mettant l'équation génératrice 

z— (4.o-f-i)=o. 

Donc les séries récurrentes dont les termes généraux sont respective-
ment^,,, q

n
,2 admettent les équations génératrices respectives 

[z — (4.0 +1)]3 [z — (4.1 -4-1)]1 = O, 

[z —(4.0-t-i)]5 [Z-(4.I-4-I)]3[Z — (4.2-4-1)]' = O; 

et ainsi de suite. 
Donc la série récurrente dont le terme général est q

nf
 admet l'équa-

tion génératrice 
t 

Π
0
[*-(4<? + ι)],'-20+1=ο. 

o 

22. Il s'ensuit immédiatement que la forme générale de q„
it
 est 

donnée par la formule 
I t 

?.ν=Σ
0

ξβ(η) (40 + i)n, 
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dans laquelle |e (η) représente un polynôme entier en n, du degré 
21 — 2 S. 

§ IV. — Première forme des coefficients r„
it

, s
n>t

. 

25. La troisième des formules (9) est celle-ci: 

r„
+tii

 — (4 t+i) r
nf

 ·— 4 (η — t -h ι) τ·„
>£
_, -h m (2π—ι) r

n
_,

)C
_, = o. 

Elle nous montre qu'une équation génératrice relative au coeffi-
cient r„

tC
 se déduit d'une équation relative au coefficient r

n>/
_,, comme 

une équation de q„
it
 se déduit (20) d'une équation de ■ 

On a, d'ailleurs, pour r
nfi

, comme on l'avait pour q
nfi

, l'équation 
génératrice 

Z — (4-0-L-L) = o. 

Donc le coefficient r„
tC
, ainsi que le coefficient s

n<t
 qui lui est égal, 

est le terme général d'une série récurrente admettan t l'équation géné-
ratrice donnée déjà (21) pour la série correspondant à q

nf
. 

Donc le coefficient r„
 t
, ainsi que son égal s„

iC
, a la forme donnée 

déjà (22) pour le coefficient qn,c· 

CHAPITRE ΙΠ. 

FORME SIMPLIFIÉE DES COEFFICIENTS. 

§ I. — Simplification d'une équation génératrice. 

24. Soit E„ le terme général d'une série récurrente proprement dite. 
Soit 

E„ -t- α E„_, -f- β E
n
_a y E„_

3
 = ο 

la relation qui définit cette série et de laquelle on tire immédiatement 
l'équation génératrice 

z3 -h az1 + β ζ + y = o. 
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Les termes de cette série satisfont évidemment aux deux équations 

E
n

 -+- </. Ε
Λ
_, -f- β Ε

Λ
_

2
 4- y E„_j — ο, 

Ε
Λ

_Ι Η- «Ε„_
2
 -Τ* Β Ε

Λ
_

3
 -1- Y Ε«—4 -—Ο, 

par suite, à une combinaison quelconque de ces deux équations, et, en 
particidier, à l'équation , 

E„ -t- (α — ζ) E„_, -h (β — ζζ)E„_2 H- (γ — βζ)Ε„_
3
 — γζE„_

4
 — Ο, 

qu'on obtient en retranchant, de la première d'entre elles, la seconde 
multipliée par ζ. 

Cette nouvelle équation pourra être regardée comme une nouvelle 
définition de la série, et, à cette nouvelle définition, correspondra la 
nouvelle équation génératrice 

• Ζ* +(χ-ζ)ζ3 -ί-(β — αζ) z2-h (γ — βζ)ζ~-γζ-= ο, 

qui n'est autre que la première équation génératrice multipliée par 
le binôme ζ — ζ. 

25. Il ressort de cet exemple qu'une série récurrente quelconque 
admet une infinité d'équations génératrices. On verrait d'ailleurs faci-
lement que chacune de ces équations peut être remplacée par une équa-
tion plus compliquée, et que, une seule exceptée, chacune peut être 
remplacée également par une équation plus simple. Simplifier une équa-
tion génératrice, c'est la remplacer par une équation plus simple con-
venant à la même série. 

L'unique équation génératrice qui ne peut être simplifiée jouit évi-
demment de cette propriété que son premier membre divise exactement 
les premiers membres de toutes les autres équations génératrices. Pour 
se rapprocher de cette équation unique, en partant d'une équation 
génératrice quelconque, il faudra donc, dans cette dernière, supprimer 
des racines : il ne faudra jamais en ajouter. 

20. Cela posé, considérons une série récurrente quelconque, ayant 
pour terme général F«, et supposons, d'une part, que l'équation géné-

Journ. de Bfatk. (3e série), tome V. — FÉVRIER 1879. B 
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ratrice que nous en connaissons admette la racine ω au degré i de mul-
tiplicité. Cette racine entrera, comme on sait, dans l'expression de F„ 
par un produit de la forme ξ

ω
 (η) a", qui s'ajoutera aux produits ana-

logues correspondant aux autres racines et dans lequel ξ
ω
 (Λ) sera un 

polynôme entier en n, du degré i — i. 
Si une propriété quelconque de F„ nous montre, d'autre part, que ωη 

ne figure pas dans son expression, nous serons en droit de supprimer 
la racine ω dans l'équation génératrice considérée, c'est-à-dire de diviser 
le premier membre de cette équation par le facteur (s — ω)'. 

Cette manière de simplifier une équation génératrice est celle que 
nous allons employer. 

§ II. — Forme simplifiée du coefficient p,
ltt

. 

27. La fonction Al (Λ;) est, comme on le sait [*], liée à la fonction 
elliptique λ(χ) par l'équation 

D2 log Al (as) -t- 42λ2(α?) = o; 

d'où l'on déduit immédiatement 

logAl(ar) =- Ma· -t- Ν — k"f dx Jl"{x)dx — ψ;œ), 

et, par suite, 
Al (as) == e^(xK 

Or nous avons montré [**] que, dans le développement de λ2 (as) sui-
vant les puissances croissantes de x, le coefficient analogue à p„

iC

 ne 
contenait, à la puissance η, que des carrés de nombres entiers pairs. 
Il en est évidemment de même pour le coefficient analogue dans le 
développement de ; et, par conséquent, pour le coefficient ana-
logue dans le développement de ë^x), e'est-à-dire pour le coeffi-
cient p„

iC
. 

[*j BRIOT et BOUQUET, Théorie des fonctions elliptiques, p. 466. 

[**] Comptes rendus, séance du 10 juillet 1876. — Annales de l'École Normale, 
année 1877, p. 265. 
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28. Nous avons donc le droit de supprimer, dansTéquation géné-
ratrice (18) correspondant à ce coefficient p„

tt
, toute racine qui n'est 

pas le carré d'un nombre entier pair. 
Après cette suppression, cette équation n'admettra plus que les 

seules racines 
(a.t)2, (2.a)2, (2.3)2, (a.vj)2, 

le nombre vj n'étant autre chose que la partie entière de \ft. 
Quant aux degrés de multiplicité respectifs de ces racines, ils reste-

ront ce qu'ils étaient avant la suppression. La racine (2 τ)2 aura pour 
degré de multiplicité le nombre ai — 2T2 -t- 1. 

En définitive, l'équation génératrice (18) sera remplacée par l'équa-
tion 

Π
τ
[*-(

2
χ)2]— = 0. 

I 

29. La forme simplifiée du coefficient p„
tt

 nous sera donc donnée 
par l'égalité 

p«,* = z 

dans laquelle nous désignons par vj la partie entière de fit et par £
τ
'η) 

un polynôme entier en n, du degré ai — atr2. 

§ III. — Forme simplifiée du coejficient q
n<t

. 

50. La fonction AI, (x) est liée à la fonction elliptique λ (χ) par 
l'équation [*] 

AI, (a?) = Al (a?) λ(χ). 

Nous avons montré antérieurement [**] que, dans le développe-

[*] BRIOT et BOUQUET, Théorie des fonctions elliptiques, p. 466. 
[**] Comptes rendus, séance du 10 juillet 1876. — Annales scientifiques de 

l'Ecole Normale supérieure, année 1877, p. 205. 
G.. 
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meut de ~k(x), suivant les puissances croissantes de x, le coefficient 
analogue à q

n>t
 ne contient, à la puissance n, que des carrés de nom-

bres entiers impairs. Nous venons à l'instant (27) de prouver que, 
dans le développement de Al(as), le coefficient p„

tt
 ne présente à la 

puissance n quo des carrés de nombres entiers pairs. Il suit de ces 
deux faits, joints à l'égalité rappelée ci-dessus, que q„

tC
, coefficient du 

développement de Al, (Λ;), ne renferme, à la puissance η, que des 
carrés de nombres entiers impairs. 

51 . Par conséquent, nous supprimerons, dans l'équation généra-
trice (21), toutes les racines qui ne sont pas des carrés de nombres 
entiers impairs. Les seules racines restantes seront 

(2.1 + ι)2, (2.1 -l- i)2, (2.2 4- i)2, ..., (2YJ 4- r)2, 

le nombre vj n'étant autre chose que Ta partie entière de l'expression 
et c^acune de ces racines restantes conservera le degré 
de multiplicité qu'elle avait dans l'équation génératrice (21). ■ 

La nouvelle équation génératrice sera donc 

XX_[z — (2T-+-

32. II s'ensuit que la forme simplifiée du coefficient q
n>t

sera donnée 
par l'égalité 

w=yr^(w)[('itrî"1)2]"’ 

dans laquelle vj a la même signification que précédemment, et où 
ξζ(η) représente un polynôme entier en n, du degré 21 — 2τ2 — 2τ. 

§ IV. — Forme simplifiée des coefficients r„
i£
, s

n>e
. 

55. La fonction Al
a
 (χ) est liée à la fonction elliptique \>.{x) par 
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l'équation [*] 
Al»(x) = AI(a:}p.(.r). 

Nous avons montré antérieurement [**] que, dans le développe-
ment de μ (χ), suivant les puissances croissantes de x, le coefficient 
analogue à r„

tC
 ne contient, à la puissance n, que des carrés de nom-

bres entiers impairs. Nous avons, dans le présent Mémoire (27), 
prouvé que, dans le développement de Al (a:), le coefficient p„

iC
 ne 

présente, à la puissance n, que des carrés de nombres entiers pairs. Il 
suit de ces deux remarques, jointes à l'équation que nous venons 
d'écrire, cette conséquence que r„

jt
, coefficient du développement de 

Α1
2
(λ;), ne présente, à la puissance n, que des carrés de nombres en-

tiers impairs; et il en est de même pour le coefficients„
tl

, qui est égal 
à r„,

t
. -

54. Nous pouvons donc, dans l'équation génératrice correspondant 
à r„

j£
 et à s„

tC
, supprimer toutes les racines qui ne sont pas des carrés 

dé nombres entiers impairs. Cette suppression nous conduit, pour ces 
coefficients r

n>t
 et s

n-t
, à une nouvelle équation génératrice et à une 

nouvelle forme, qui ne sont autres que l'équation génératrice et que 
la forme correspondant au coefficient q„

>t
. 

§ V. — Résumé. 

55. Comme résumé, non-seulement du Chapitre actuel, mais du pré-
sent Mémoire tout entier, nous pouvons énoncer les résultats sui-
vants : 

i° Les coefficients p„
it

, q
n>t

, r„
it

, s
nt

, regardés comme des fonctions 
de n seulement, constituent chacun le terme général d'une série récur-
rente proprement dite; 

[*] BIIIOT et BOUQUET, Théorie des fonctions elliptiques, p. ^66. 
[**] Comptes rendus, séance du 10 juillet 1876. — Annales scientifiques de l'École 

Normale supérieure, année 1877, p. 265. 
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a° La série récurrente ayant le coefficient p„
lt

 pour terme général 
admet l'équation génératrice 

n> - (atfj’««’-' = o, 

les séries qui ont pour termes généraux respectifs les coefficients q„
it

, 
r

n
 s„

it
 admettent chacune L'équation génératrice 

JZ-(2T 

Yj représentant, dans la première de ces équations, la partie entière de 
ft, et, dans la seconde, la partie entière de \{— ι -\r\j l\t-+- ι ) 5 

3° Les formes générales des coefficients considérés, lesquelles se 
déduisent immédiatement des équations génératrices qui précèdent, 
sont données, pour p

n>t
, par la formule 

Pn.t =^
τ

ξ
τ

(")[(2τ}2]η, 
ζ 

pour q„
tC

, r„
iC

, s„
r
c, par la formule 

£,(*)[(«$• i)*]” 

■η ayant, dans ces deux formules, les mêmes significations que dans les 
équations génératrices correspondantes qui précèdent, et ξ

τ
(«) repré-

sentant un polynôme entier en η, du degré zt — ζ τ2 dans la première 
formule, et du degré 21 — 2-r2 — zx dans la seconde. 


