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SUR LES EQUATIONS SIMULTANEES. 249

Mémoire sur les équations simultanées aux dérivées partielles
du premier ordre & une seule fonction inconnue;

Parx M. H. LAURENT.

I

Dans ce Mémoire, je me propose de faire connaitre une nouvelle
méthode pour l'intégration d’un systéme d’équations aux dérivées
partielles du premier ordre & une seule fonction inconnue.

Etant donné un pareil systéme, il n’admet pas toujours une solution.
Bour, en suivant I’analyse développée par Jacobi pour I'intégration
d’une équation unique, afaitvoir(XXXIX* Cahier du Journal de PEcole
Po{yteclznzque) que, lorsque certaines conditions dites d'intégrabilité
compléte étaient remplies, le systéme admettait une solution renfermant
un nombre de constantes arbilraires égal 3 m — n + 1, m désignant le
nombre des variables dont dépend la fonction iuconuue, etz le nombre
des équations du systéme. Cetle solution est ce que I'on appelle une
solution compléte; quand unsystémeposséde une solution compléte, on
dit qu’il est complétement intégrable.

Par la méthode de la variation des constantes, on pent déduire de
Iintégrale compléte toutes les autres solutions du systéme, a savoir :
une solution renfermant une fonction arbitraire qui dépend de n va-
riables et que P'on appelle la solution générale, et d’autres solutions,
moins générales, que I'on appellesolutions singuliéres. Bour a également
fait voir que, quand les conditions d’intégrabilité compléte ne sont pas
satisfaites, le systéme peut néanmoins admetire une solution; cette
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solution, quand elle existe, est la solution compléte d'un nouveau sys-
téme renfermant, outre les équations proposées, de nouvelles équations
que I'analyse de Bour apprend 4 y adjoindre. Dans ce qui va suivre, il
ne sera question que de systémes complétement intégrables.

L’analyse développée dans ce Mémoire reposant sur la théorie des
équations simultanées aux différences totales du premier ordre, je
crois utile de résumer cetie théorie. B

Le systéme L
' dr, =X,,dt, + X, dts+ ...+ X,,dtbn,
dre, =X, dt, 4+ Koo dty + ..+ Xppdty,

(&)

P R I R R I RIS “oeoy

dity, = Xy dty+ Koty 4 <.+ Xuldln,

dans fequel Jes X; sont des fonctions de &4y @ay ooy Tims Eis Lare -5 by
peut étre considéré comme définissant fonctions &, Lp,.+.,x,; de
t,, 25 ..., txyil est alors équivalent au systéme des équations dont le
type-est.

On dit que le systéme (1) est aux différentielles totales. Pour que ce
systéme admrette unesolution, il est nécessaireque les seconds membres
des équations () soient des différentielles exactes quand on y suppose
les x remplacées par les foncticns de , £,, . . ., I, quisontprécisément
les inconnues de ces équations ; il faut donc que l'on ait en général,
q_,u_els que soient i, j, &, I
EFAET

Ia lettre d, employée comme caractéristique différentielle, indiquant
que P’on regarde les ¢ comme seules variables indépendantes, les x
devant étre considérés comme fonctions des £. Cette formule peut
s’éerire ) . : - ‘
de; dz, dt deg - N
® . B

Mais, si les équations (1) sont satisfaites, cetle derniére sera satisfaite
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dz, (1
en remp]agant T et = par Xy et X5 si donc les formules (1) sont

satisfaites, il est nécessaire que I'on ait

Xm 1X; i VX
(3) o X K= g R

Cette condition, nécessaire pour que le systéme (1) admette unesolu-
tion, est suffisante. Cette proposition a été établie par M. Méray dans
son Précis d’ Analyse, et par M. Bouquet dans le Bulletin des Sciences
mathématiques; mais les démonstrations données par ces deux auteurs
reposent sur Uemploi des séries et ne s’appliquent qu’a des founctions
X;; dans lesquelles on peut supposer les variables imaginaires; d’ail-
leurs il resterait & montrer comment on peut effectuer 'intégration sans
avoir recours aux séries. Dans les Mathematischen Annalen, t. V, etle
Bulletindes Sciences mathématiques, t. X1, M. Mayer a prouvé que les
conditions (2) étaient tounjours snffisantes, en monirant comment on
pouvait intégrer alors le systéme (1). L'analyse de M. Mayer repose sur
un théoréme de M. Liouville; il m’a semblé que Y'on pouvait éviter
I'emploi de ce théoréme et simplifier, au point de vue didactique,
“comme il suit 'exposition de M. Mayer.

Que le systéme (1) soit ou ne soit pas intégrable, on pourra toujours
intégrer le systéme d’équations ordinaires
(a) %ﬁ"‘x!l’ ‘{'d—aZ:les Tt %H'Zth

-

eny considérant Z,, %, . . ., £, comme des constantes eten prenant pour
constantes d’intégration Ies valearsx{, x3,...dex,,x,, ... pour t,=1¢9.
Si le systéme (1) admet une solution, il est clair qu'on I'obtiendra en
choisissant convenablement 2¢,x,.. . dansles expressions de x,, x,,...
fournies par les intégrales de (a). Ces constantes devront étre telles
que Von ait encore

. d:
(a) Z = Xan oy

X .
dt; L 2

les intégrales de (@) étant résolues par rapport & x¢, x3,. . ., différen-
3a2..
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tions-les, nous aurons des équations telles que

dz? dz? dzf dx;
o __ az, i .
dx; = (d: + rrs dt.) dt, ( ‘*‘de, d:,) RS

dr; . \ s , T
or E._;eSt égal, en vertu de (a), 2 X;,, et, & cause que x,) est une Inté-
grale de (a), le coefficient de d#, dans cette formule est nul, etl'on a

- - d=? dz?
(6) Ff + d—z‘f i1 = 0;
i

Ia formule précédente se réduit
dz} da daz; d-’-‘p
dx; _(dtz +Z dar; rlt,)dt2+ ( +2 dz: dt,)d13+”"

Sil'on veut que les équations (a') soient satisfaites, il faudra que_cette

. . o day . .
formule ait encore lieu quand & T~ on substituera X;; on obtiendra
( .
ainsi un systéme d’équations aux différeutielles totales 4 n— 1 va-

riables
(¢) dxy = (d_% 2 da Xzz) dty -+ (da‘F +2 = X:a) dt; + ...,

de sorte que, sile systeme (1) est intégrable, les quar_mtes o
seront données par les équations (c). Je vais prouver que, si les con-
ditions (2) sont satisfaites identiquement, les formules (c) ne contien-
dront pas £,. En effet, désignons par G le coefficient de dt, par exemple.
Nous avons, en ayant égard aux équations («),

dG d’.z. diz! d2z! dizp ’
= Fnde. T 2 dndz +Z [dr.dx mx"'] o

(P ) . dX; dX,-, . dz,
: "‘Z TS PR Al P
. - i i N

i

d’un autre coté, en désignant pour un instant par E le premier
membre de la formule (5), qui est identiquement nul, on a identi-

quement

dE dE
+ X[2+ Xﬂz—l- - + sz-—-O'
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en remplacant E par sa valeur (5), on obtient I'identité suivante -

d’.l‘p, 2 d2 .tp_ X dl‘; dX;
= dnds da;jde; da; dzy

(q) +Z(d‘t‘::.z, E di:;,X )X"’ -
. "‘E Zdz dx,, X,.. '
\ dz;

Si 'on a alors égard aux formules (2), les deux équations (p) et (¢} -
donnent par soustraction

— =0,

de,

ce qui montre bien que les formules (¢) ne contiennent pas £,.

Cela posé, pour que Ie systéme (1) soit intégrable, il faut que Pon
puissesatisfaire aux équations (a’) 4 I'aide des intégrales dusysiémea).
Ces intégrales élant résolues par rapport a x,,X,,..., on en déduit

! d 1 2
dx;:‘%dt, z'dfz—l—...-l—d dx °+dx d.r2+...

(d)

dr,= ...

( - désigne la dérivée de x, considéré comme fonction de x{, x3,.. .,

dz, .
&iv £3,...5 il ne faut pas la confondre avec la dérivée —= qui est prise
L

en faisant varier les £ partout) . Mais on doit avoir

__dx dz,
dx, — d_t[dt{ -+ d_l,dtz e

ou, ce qui revient au méme, puisque les formules (@') ou (r) doivent
avoir lieu,
dr, =X, dt, + Xodts + . .,

et, par suite, (d) deviendra

d d d d
(d-:'ln 4!)dt1 (i—X,g)dl,—i—...—(— Ty dxo t;dwg+...=o,

L R R I N I N R O L IR R R LR Stesecsscsosacan
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Ces équations sont sous une autre forme les équations (d) : elles ne
contiennent donc pas Z, et Pon peut y faire ¢, = 3 ; mais alors elles
deviennent

/3) dzd = X3, dty + Xy dlty+ .o + X3, by,

e o0 e asstes s s st oLttt RED BB

Réciproquement, si ces équations(3)peuvent étre satisfaites, elles expri-
mentquedz,, dx,, ... tirés des intégrales de (a) peuvent étre identifiés
avec les dx,, dx., ... tirésde (1), et par suite, si le systéme (3) estinté-
grable, le systéme (1) Pest ausst. ,

Supposons le nombre des variables £ égal 4 deux, dans le systéme(3)
le nombre des variables £ sera égal & un. Donc, danscecas, le systéme
(3) est intégrable, et, quand les formules (2) ont lieu, le systéme (1)
est également intégrable.

Supposons le nombre des variables ¢ égal 4 trois; le systéme (3) dé-
pendra de deux variables # et, pour ce systéme, les conditions d’inté-
grabilité seront satisfaites si les formules (2)1e sont. En effet, les con-
ditions d’intégrabilité du systéme (3) s’obtiennent en faisant ¢, = ¢}
dans (2). Donc le systéme (3) eat intégrable, et, par suite, (1) P'est aussi.

Si le nombre des variables ¢ est égal & quatre, on démontrera que le
systéme (3) & trois variables est intégrable, et, par suite, (1) le sera
aussi, et ainsi de suite. N

Ainsi la condition nécessaire et suffisante pour que le systéme (1) soit
intégrable est que les formules(2) aient lien identiquement. La marche
a saivre pour effectuer I'intégration est celle que nous venons d’in-
diquer.

Toutefois M. Mayer a montré que, par un changement de variables
convenables, on peut toujours faire en sorte que les X soient nuls e,
par suite, I'intégration du systéme (1) seraméne a Pintégration d’un
systéme ordinaire, 4 savoir le systéme ().

Nous indiquerons plus loin le perfectionnement apporté . par
M. Mayer 4 la méthode précédente.

11.

Avant d’aller plus loin, nous ferons encore quelques observations au
sujet des équations aux différentielles totales. -



SUR LES EQUATIONS SIMULTANEES. 255

. Quand on donne un systéme d’équations différentielles ordinaires 4
intégrer, il peut se faire que parmi ces équations il y en ait qui forment
un systéme d'équations aux diftérentielles totales intégrables. Cette
circonstance sera généralement avantageuse, car le systéme d’équations
aux différentielles totales en question pourra s'intégrer séparément et
4 I'aide d'un systéme d’équations différentielles ordinaires beaucoup
plus simple que le systéme proposé. Si donc, en faisant subir aux
équations proposées certaines transformations algébriques, on peut en
déduire des équations aux différentielles totales, on se placera dans
des conditions propres A simplifier I'intégration.

Peut-étre sera-t-il bon, i cette occasion, de faire observer que, si 'on
a un systéme d’équations du premier degré par rapport aux différen-
tielles des fonctions et des variables, que ce systéme soit aux différen-
tielles totales ou ordinaires,

(m) 0, =0, Os==0, ..., &p=0,
il existe toujours un systéme de multiplicateurs 3, tels que
l,-, W -+ )»,-,(dz ... 4 l‘-ma),,,

soit une différentielle exacte. Pour démontrer cette assertion, désignous
par

(m') Qi =a, Q=& ... Qp=2u,

les intégrales des équations (m) résolues par rapport aux constantes
d’intégration a,, ¢, ..., &,; les équations

dQ,=o0, dQ,=aqa, ..., d9Q,=o

qui résultent de la différentiation des équations (') doivent étre iden-
tiques & (), sans quoi I'élimination des différentielles des variables
principales entre ces équations et (m) fourniraient des relations entre
ces variables; dQ,, dQ, ... doivent donc étre des cowbinaisons
linéaires de w,, @a, ..., ce qui démontre Pexistence des multiplica-
teurs Ay.



256 . H. LAURENT.

La recherche directe des facteurs X sera, en général, impraticable,
mais on-congoit qu'ils puissent se deviner dans des cas particuliers.
Quand les équations (m) seront intégrées, il sera facile de trouver les
maltiplicateurs, etalors méme leur conslderatlon peut n’étrepas dénuée
d’intérét. En effet, soit :

Ny @ Mata - en Ay = dQ,,
)\2| [N -+ )\220)2 -+ . -+)\l_)m.ﬁ)"l= (192,

R I L R

On aura, en appelant A le déterminant 3 ==X, Aasy - -« » Ao

o= ( do,, + d92+...+ da dsz,,,>

.-----....----o.--o-u-----..u-.--,-u--.-----,

de sorte que les équétions (m) pourront étre satisfaites, non-seulement
pour dQ,=o0,dQ;=0,..., ou @, =2, %= a,,..., mais encore
pour A = o ; mais la solation qui pourra résulter de cette équation
A = o ne sera jamais prise en considération dans ce qui va suivre.

En general pour mtegrer le systeme (1), la marche la plus simple
consistera & poser

(n) =Y (0 ey ey Onay )y Ea=Xz-ers In=)n-+-»

Yus Xao'-- - désignant des fonctions de ¢ et de n —1 paramétres a,,
Oy ..., Oy yy que I'on assujettira & sannuler 4 la fois pour £ = 1° quels
que soient &, g, .. ., t,—, OU au moins i se réduire pour £ = £°a des
quantités indépendantes de a,, %, ..., %, ,. Les équations (1) se ré-
duiront alors & des équations différentielles ordinaires dans lesquelles
la variable indépendante sera £; on profitera en général de I'indéter-
mination des fonctions y pour faciliter l'intégration des équations
transformées. Lorsque ces équations auront été intégrées, il suffira
d’éliminer entre les intégrales et les équations (%) les paramétres «
pour obtenir les intégrales des équations aux différentielles totales ().

On peut se rendre compte de ce fait de plusieurs maniéres. On peut,
par exemple, supposer qu’aux variables £;,¢,,..., 2, 0n substitue les
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variables #, &, a5, .. ., %,,. Les équations (1) deviennent alors ~

d, ‘ ds,

dx;= (Xi,d—t‘+X,,dt
2 ds

—;—(X,,d‘—l—X,.. +...+X,,,d )doz

X, d")dt

esssecenane D R R I e LR Y

ou, pour abréger,
doc; =0 dt + Ay doy - ...+ Ap du,, .

Pour intégrer ces équations, on commencera par intégrer le systéme
ordinaire, comme le prescrit la régle énoncée,

dxi = Gl-dt;

puis, faisant £ = ¢°, on déterminera les x? qui sont nos constantes
d’intégration ou les valeurs des x; pour £= 1° au moyen des équations

doe? = Al day + ASdota ...+ AL dot, 3
mais A%, A%, ... sont nuls; en effet, on a

0 43
i2 o

Af, =X} ————+X 2 ey

- PR de
or 1,13, ... ont été choisis indépendants des « : donc 3t»-.- sont
L

nuls, donc A%, A%, ... sont nuls; les dx? sout nuls et, par suite,
les x? sont des constantes absolues. Les intégrales des équations (1)
sont doncles intégrales mémes des équations dx; = 0;d, et il ne reste
plus qu'a y remplacer les nouvelles variables ¢,, &,y @, ... par les
anciennes Z,, foy oov. : ’
Supposons qu’il s’agisse d’intégrer I’équation
yzdx — wydes — xzdy = 03
on pourra poser .
y=1t, z=at;

mais, en procédant ainsi, on est conduit & intégrer I'équation

xdt —-2ldx=o,

Journ. de Math, (3¢ série), tome V. — Aovr 1879. 33
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qui donne

& = kt*

pour £ = o; & ne peut pas prendre la valeur arbitraire a, : la méthode
tombe alors en défaut, et il faut prendre

]‘—"—‘]‘o-i—t, 2z = 75 + at.
On trouve alors I'équation en ¢
(Jo+ 2) (20 + at)dx — (22l + Zo+ &), ) xdt =0,
d’ont Von tire, en appelant k une consfante,
x=k(y,+t)(z+at);

pour ¢ = o, x prend une valeur arbitraire x, et Pon a

x (¥t 2) [z, + a2}
Ty - Yo%e

L’élimination de ¢ et « donne I'intégrale cherchée

r 3
Ty —J’o"’a
1.

Dans la plupart des questions ot I'on rencontre des équations simul-
tanées aux dérivées partielles, la fonction inconnue n'entre pas ex pli-
citement dans ces équations: c’est ce qui arrive toujours dans les
équations que fournissent les problémes de Mécanique, pour lesquels
le théaréme des forces vives a lieu.

"Mais, lors méme que la fonction inconnue apparait dans les équa-
tions données, il est facile de la faire disparaitre et de remplacer le
systéme de ces équations par un autre qui ne contienne plus la fone-
tion incennue. Sil'on dééigue, en effet, par

¢ = const.
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une intégrale non singuliére des équations proposées, on peut prendre
la fonction ¢ comme inconnue, et ’on sait alors que chaque équation
du systeme donné ne contiendra que les dérivées partielles de la fonc-
tion ¢ ; I'ancienne fonction inconnue figurera comme simple variable
indépendante dans les équations transformées. Cette maniére de faire
disparaitre la fonction inconnue présente quelques inconvénients, trés-
légers, il est vrai: ainsi elle fait disparaitre les solutions qui ne ren-
ferment point de constantes arbitraires, et les équations homogénes
auxquelles elle conduit ne se prétent pas & une méthode d’intégration
que nous indiquerons plus loin, et qui peut parfois étre la plus simple.

Jacobi a indiqué une autre méthode qu'’il n’a pas développée et
qui, appliquée i la lettre, conduirait 4 des résultats absurdes. Voici
comment on peut la présenter. Soit

() fi(i Xaeee ey Xpy Uy PraPar-eeyPn) =0, fr=0, ..., fu=0

le systéme 4 intégrer, x,, a,,... désignant les variables, z la fonction
inconnue, py, p., ... les dérivées relatives & &, ., . .. respectivement.
Posons v = ut, d’ou

do 1 dv_ I dv___ .
T e, 73;1—[’;' ;E—-[’z: “re}

les formules () deviendront

dv 1 de t de . .
(Jﬂ)f;(x«-xaa---,xm:E”{E;"“"[E):_oa Ja=0, ..., Jm=0o0,

et il est clair que, z désignant une solution de (), u¢ sera une solation

. . . I3 ,
de (y); mais, v = ut étant une solution de (7 ), z = - ne sera pas néces-

- . 4 -
sairement une solution de (), car ; pourra contenir £ et 'on n'aura

dv du
G=u + & e

Quoi qu'il en soit, désignons par ¢ une solution du systéme (y); en
remplagant ¢ par sa valeur daus le systéme(y), celui-ci se réduira a des
identités, ¢’est-a-dire sera satisfait quels que soient x,, x,...., fet, par
suite, il le sera’ encore si I'on y suppose ¢ fonction des x et en parti-

33..

de A
pas 3, = u, maisbien
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culier si Z est défini en fonction des x par le moyen de I'équation.

7 ) cood fe\ _ dur ___
(Z) m (Z) =0 ou —(i_t =0

Mais, quand on fera cette supposition, on obtiendra les mémes iden-
epx . . , de . - 2 3-
tités que si I'on avait remplacé - par u, ce qui revient a dire que les

équations () serount satisfaites en prenant z = ; et en supposant ¢ dé--
fini par larelation (z).

~ En d’antres termes, connaissant une intégrale F = o de (7), pouren
déduire une de (), il suffira d’éliminer ¢ entre cette intégrale et (z) ou
I’équation suivante, obtenue en différentiant cette intégrale F=o:

dude  dv
o de du+ dr

= 0.

Iv.

Nous allons maintenant exposer notre méthode d’intégration des
équations simultanées aux dérivées partielles, non linéaires. ,
Désignons par f,, fa, - - s f» des fonctions données des variables x,,

‘ez . de du de oy .
Xgyreey Emyfyytayeeny Enyeltdes derweespartle]lesgr—!,-a;, '"’BT,,,d une

fonction inconnue @, prises par rapport & &,, Ty, . .., p. Tout systéme
d’équations aux dérivées partielles simultanées 4 une seule fonction
inconnue z, ne contenant pas explicitement la fonction z-elle-méme;
pourra étre présenté sous la forme

du du du
(4) ’ a?l:‘f” d_,z’-‘_,‘.fm RRE E=fn-

, . ' voe . du dn de .
Nous désignerons par py, pas. - ",Pm les dérivées Frk LY Si les

équations (4) admettent une solution commune, cette solution devra

”

satisfaire 2 P'équation

(5) D =p, Daxy ~+ pa D&z + ... 4 pu Dy + fi Dty + ... + fo D,
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le symbole Dz désignant la différentielle totale de «, prise en dennant
ALy, %Las e ey Xy Lry by - - - &, €S 2CCPOISSEMeENtS arbitraires D, , D, ...,
Dx,,, D¢,,..., Dt,. Réciproquement d’ailleurs, si Fon peut trouver
des fonctions py, pa,. . ., P des x et des ¢ telles que le second membre
de I'équation (5) soit une différentielle exacte, V'intégrale « de cette
différentielle sera une solution commune aux équations (4).

Désignons par a,, o, -.., &, des fonctions actuellement indétermi-
néesde Xy, Xase - oy Ly Lyy Loy -« -, I €t effectuons le changement de va-
riables qui consiste 4 substituer les & aux . Si nous convenons de re-
présenter par OF la différentielle totale d’une fonction F prise en faisant
varier les &, mais en laissant les £ constants, et par dF la différentielle
totale de la méme fonction prise en faisant varier les £, mais en laissant
les « constants, I'équation (5) pourra évidemment étre remplacée par
les deux suivantes :

di —= Pld.’l'( +[72(I-1'2 + ... —I—-[de.‘l'm +fl’lf| [ P +ﬁ1dtn’
Su=p,0x, -+ p.0xs + ... + PO,

que nous écrirons

(6) du =2de+zfdt,

(7) du= Zpdx.

Si Pon suppose que les équations (4) aient une solution commune,
les équations (6) et (7) seront satisfaites, et en différentiant la pre-
miére avec la caractéristique 8, la seconde avec la caractéristique d,
on aura

ddu = Spddx + Z3pdx + 23fdt,
ddu = Zpddx + 2dpozx,

et, en observant que ddu est égal & 3du, on aura par sousiraction
(8) 3dpdx — Sdp dx + Z8fdt = o;

dailleurs la fonction « sera donnée par la formule

(9) w=u0+ [ (Spdz + Sd),

Findice o placé en haut d’une lettre indiquant, une fois pour toutes,
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que 'on doit remplacer dans la quantité représentée par cetie letire
Z, par 19, £, par 23,.... & par 455 &' est alors la valear que prend u
pour £, =1t{,.... Cette valeur pourra dépendre des «, mais elle sera
indépendante des . Enfin I'intégrale doit étre prise entre des limites
telles, qu’elle s’annule pour £, =17, ..., &h= t.

Différentions la formule (g) par rapport aux «, nous aurons

du = du® + [(Sdpdx -+ Zpddx + Zifdt),
ou, en intégrant par parties les termes pddx,
du = 0u® + Spdx — Sp°dx° + [(Zdpdx — Zdpdx — 23/d),
c’est-a-dire, en vertu de (8) et (7),
(10) du® — Zp°dx’=o.

On satisfera & ’équation (8) en posant

g W 4 &,
——dx’ _mdt,—l— a‘;([tg -+ ... +{mdl”,
s &, &
(1) ;—[7.75‘2_(-Edl,—i—_ap—zdl._.ﬂ—---‘r—md[",
N,

df df,
—dxy, Y dt, + 4 . . af, dt,,
P 'm d])m

dfi 1 A7
dps =Lt Loty .+ di

FR R R R R L I

‘ dp, = ﬂ{—‘dt,-i— d’:dta4—-,.+:—f:dt,,,
?

d( ]1 dn
Aprm ={—dt,+%ldt2+ "'+d—£nd[’“

et & la formule (10) en posant
("3} u":zz(x‘l’,x‘z’,...,x,j’l\,

oy deo dw der
(13 bis) p‘1’=m’ p§~mv ceey P,'.’,=m’
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= désignant une fonction arbitraire de x¢, x%, ..., x5 [*].

Supposons les équations{r1) et (12) complétement intégrables, et in-
tégrons-les; les 2m constantes d’intégration devront étre considérées
comme des fonctions des « et nous prendrons pour ces 2 m constantes les
valeurs x§, 23, ..., 20, pt, pSs-rs prde Ly, Loy e oo s Xy PraPaceevs P
pour#, = t%,..., t,=1¢2. Supposons en outre que les valeurs des x et
des p tirées des intégrales de (11) et (12)substituées dans I'équation (6)
la rendent intégrable; si les constantes z°, x{, 23, ..., p3, p3, ..., P&
sont choisies de maniére 4 satisfaire aux relations (13) et (13 bis), la
valeur de u calculée au moyen de I'équation (g), en remplacant les x
et les p par leurs valeurs en fonction des Z, satisfera évidemment aux
équations (6) et (7); I’élimination des « fournira alors z et les p en
fonction des x et des ¢.

Si donc, entre les intégrales du systéme (11) et (12), ’équation (g)
et les équations (13) et (13 bis), au nombre de 3m -+ 2, on élimine
les 2m + 1 constantes x?, x3, ..., %, pl, ps,...s po, u®, il restera
m + 1 équations ne contenant plus les a et qui feront connaitre
Pis P2y - - -+ Pm €t & en fonction des x et des ¢.

On peut aussi, entre ces mémes équations, éliminer non-senlement
les x°, les p° et u, mais aussi p,, pa...., Pm, €t la résultante fera con-
naitre la fonction inconnue z. En résumé :

Si les équations dont le type est

; du = p,d, + ... - P+ frdl, . .+ fodty,

df

Y
! —(I.Z‘,- = (T];idl'+dpi

' dk
(‘4) dlg-*‘...-i—d—-pidl,“
U 4% . dfa
( ([pi—d—nllf¢+d—-xid[2—r...+m(.1f"

forment un systéme d’équations aux différentielles totales que 'on
puisse intégrer de telle sorie que pour ¢, = 0., b, =12, les quan-
LitéS Xy ooy Limy Prs Par«+- s P W S€ TEUisSERE & 27, X35 ...y Thy

Plepls. ..y S, u® respectivement, les équations () seront satisfaites

[*] Il résultera de notre analyse que le sysiéme {11} et {12} est complétement inté-
grable en méme temps que le systéme {4}, et qu'il Pest encore quand on y adjeint
Péquation {6). +
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par la valeur-de u que Uon obtiendra en éliminant x3, ..., X3,pls-+- 5

P2y W, Pay Pas- -+ Pm €ntre les intégrales du systéme (14) et les équa~
tions (x3) et (13 bis), dans lesquelles & désigne une fonction arbitraire.

Pour éliminer les quantités £y, ..., 25 pls--+, Pos ¥ Pis-+ s Pm
entre les intégrales des équations (14) et les équations (13 et 13 bis),
on peut résoudre les équations intégrales de (14) et les équations (13 bis)
par rapport aux x°, aux p% aux p et & «° et porter les valeurs de u*,
x%,..., x% dans (13). Supposéns que I'on ait trouvé

2 = N8y Fay o e s by Lys XLy o oo 3 Ty u)=>»,

u :!J.([,, Loy ooy fuy Tyy Loy oo s Ly u)‘:P-;
3 1 — 0 — 40 — 0
e faisant dans ces formules #, = 1§, £, =1%,..., t,=1!, on aura

0 3.( 79 0 0 a0 0 ,0
.1{1_.)‘,-(zl,.-.,t,,,xl,xz,,..,x,,,,u),

o 0 0 0 0 [ AU
W o=p(td ..., 02,20, .., X0, U0);

mais, les x° et ° étant tout i fait arbitraires, ces formules sont des
identités et 'on peut y remplacer les x° et «° parles x et paru. On a
donc identiquement

= A 0 =¥
5 ey = M2, B0 D Ky ey T ) =Dy,
(' ) o D 40 1] - — gy
u = (10,00 e B0y Xoay ey Ty W) == R
La résultante qui fait connaitre z peut s'écrire

p.'—: ?5()'45)-2: see :lm)

et, si I'on fait dans cette équation #, =1¢3,t, =13, ...,¢, =12, elle
devient, en vertu des formules (15),

}J-'=&'>‘(Xl, )"2' ey ):n)
ou - )
L=5(Lyy Loy +evrLm)e

La solution # que P'on trouve par le procédé que nous venons d’in-
diquer.se réduit donc 2 la fonction arbitraire =(x,, ..., xn), quand
3 — 70 — 40 —_ :
ony fait #, =1, 6, =13, ..., =1,
On peut trouver, d’une autre maniére, une solution commuune aux
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équations (4) ; il suffit pour cela de poser dz¢=o,..., dx} =o0 et
du® = o; I'équation (10) sera alors satisfaite, et si entre les intégrales
des équations (14)on élimine les p°, quiseuls contiennent a,, &z, ..., &y,
on aura les p et z en fonction des & et des £; en éliminant aussi les p;
on aura z. Mais il faudra que ces éliminations soient possibles, ce qui
n’aura pas toujours lieu.

La nouvelle solution est une solution compléte, puisqu’elle renferme
les arbitraires a8, 29, ..., 2%, #°.

V.

Réciproquement : 8i l’or connaitune solution des équations (4) ren-
fermant, outre la constante additive que I’on peut toujours introduire,
m autres constantes oy, oy, ... y 0y 1° le systéme des équations (11) et
(12) sera intégrable et les intégrales de ce systéme seront données par
les formules _ ‘
du du de
‘E=P" .'d—z’=Pm &= = Pm

(16)

de du du
- zd—a}:_&’ ‘E:“‘ﬁz; da.._-—ﬁm'
Bis Bas - - -+ B désignant de nouvelles constantes arbitraires; 2° les va-

leurs de 2y, Xy -+ y Ty Prs Pas. + + +» P Lirées de ces eqmztlons (15) et
portées dans Iéquation

(16 bis) du=p,dac,+ padx,+ ...+ ppdy+ fidt + ...+ frdts,

rendront cette équation intégrable, et la valeur de u que l’on en
déduira sera précisément la solution compléte en question.

En effet, désignons par OF la différentielle d’une fonction F des va-
riables Z,, £33 « vy £ny @iy Xaysovs Gy PBr, Pay -++, By prise en faisant
varier &, @ay -« &m Brs Bas +- -2 B seuls, et en laissant ¢, by, ..., 4,
constants, et par dF la différentielle de la méme fonction prise en
faisant varier £;, £s, « - . 5 £,, mais en laissant @,, sy « vy Ay Bry -+ s {3,,.
constants, on aura, en différentiant la fonction z avec la caracté-
ristique & et en ayant égard aux formules (16),

du=Spdx — 3B«

Journ. de Matk. (3¢ série), tome V. — Aovr 1879. 3[}
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et, en différentiant cette équation avec la caractéristique d,
(17) ° ddu = Zdpdx~+Spddx.

D'un autre cHté, en différentiant la fonction z avec la- caractéristique d

. le du du
f; ¢ des équations (4) pour calculer L, vy etdes
et en faisant usage des équations (4) p uler 7> qro e g

du dz
formules (16) pour calculerd—ul, e g ona

die = Spdx + Zfdt
et, en différentiant cette formule avec la caractérisliqﬁe a3,
Sdu= 3 dpdi + Ipdde + 35 ds;
en retranchant de cette formule la formule (17), on a
o = 2dpdx — 3 dxdp + Zdf dt.

Mais, les d« et les 3@ étant arbitraires, les dp et les 3 le sont aussi;
en égalant alors leurs coefficients a zéro, on retrouve précisément les
équations (1 1) et (12) : celles-ci sont donc des conséquences de (16)
et, par suite, forment un systéme intégrable dont les intégrales sont
hien représentées par ces équations (16). Il reste & faire voir que
I'équation .

du = Spdx + Sfdt

est également intégrable; or cette équation, en veriu des équa-
tions (4)et (16), se réduit &
du de
du=Y T dux —x-ZEdt,

et le second membre est manifestement une différentielle exacte.

Ainsi, en faisant usage d’une locution abrégée et dont le sens a été
expliqué an début de ce Mémoire, on peut dire que :

Les conditions &’ intégrabilité compléte dusystéme (4) et du systéme
(16), (16 bis) sont les mémes.
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VI.

Pourtrouver les conditions d’intégrabilité compléte dusysiéme (4),
il suffit donc de chercher celles du systéme (11), (12) ou plutdt(14);or
ces derniéres conditions sont fournies trés-simplement par la théorie
des équations aux différences totales et peavents’écrire immédiatement.
Sans doute, on peut établir, en suivant la marche indiquée par
Jacobi et par Bour, les conditions d’intégrabilité compléte des équa-
tions (4), mais peut-étre d’une facon moins élémentaire. Il n’est d’ail-
leurs pas sans intérét de poursuivre ces analogies entre les intégrales
des équations différentielles ordinaires et les équations aux dérivées
partielles du premier ordre, qui ont é1¢ tout d’abord signalées par
Jacobi et qui sont telles qu’a un théoréme sur les équations aux déri-
vées partielles correspond un théoréme relatif aux équations ordi-
naires ou aux différentielles totales.
Si nous appliquons le théoréme exprimé par les équations (2) aux
équations (11)et (12), nous trouvons que les conditions d’intégrabilité
compléte de ces équations sont données par les formnules

L4 (A i )
de; dpi dpsdp, dz,  dpidz, dp,
"

d df: oA df & 4
2 )

= d; dps dprdp, E - Ep;d.tv, (m

Y
et

a4 Z o & 4 &
ds; dz; dmdp, dz,  dpedr, dp,

"
10§ (8 & 45).

= ;171 d_a:; dzide, dz, - dzpdx, dp,

Ces deux équations peuvent s’écrire

34.
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Eo faisant usage de la notation de Poisson (e, ) pour représenter la
somme :
de dp  dx dB).
2 dp, d=, dz, d'pl‘
les formules ( 18) reviennent aux suivantes : - -
AT 4k
(r9) a [Jt dt + (fhf)] =o,
d4f; df
Gl — g+ Vi) | =o-

Ainsi, pour que les équations (x 1) et (12) soient complétement inté-
grables, il fant et il suffit que les quanlités de la forme

- df 4
'd‘f]; f“‘(fuf)

ne contiennent ni les p ni les . Lorsque fes fonctions f. ne contien-
dront pas les , ce qui arrivera fréquemment dans les applications, les
conditions d’intégrabilité compléte des formules (11) et (r2) se rédui-
rontd ' '

(forfi) = conmst.

Pour trouver les conditions d’intégrabilité compléte du systéme (14),
il ne reste plus qu'a exprimer que la premiére equatwn (z4), 2
savoir

du =2pd.1‘—l'—2’_fa't,

est intégrable en y supposant les dx exprimés 4 I'aide des dt. Si I'on
remplace les dx par leurs valenrs tirées de (r1), on trouve

du=(f, Eppdf')dt, (_f,—pr, “f=) diyt...
" Pour que celte équation soit intégrable, il faut et il suffit que I'on
ait '
az (f z”“dﬁ (f Zp“dp )
—4-Sn ) - (5- s
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& df d (o df
il ) A% (dt “ﬂ) (fo S7)

®
d4f; ’ df;:
+ o)+ Tl (o) + (i8]
d [ d
2 2 (o) — D (e =,

ou

ou, en vertu des relations (1g),
a4
(20) d_J;—E—tf._(ﬁ’ﬁ):o“

En donnant dans cette formule 4 Zet 4 j toutes les valeurs entiéres
depuis 1 jusqu'a n, on aura les conditions d’intégrabilité compléte du
~ systéme (14), c’est-a-dire du systéme (4).

V. -

Avant d’aller plus loin, faisons une application des theorles préceé-
dentes au systéme des équations linéaires :

de .
pr = XuP« -+ X24P2+ .. +Xm|P:m
| due

(21) = Xiopr 4+ Xaapa + oo o + Koy

.......... ®ass et snsrrarsavee Secavey

d .
\du = Xupr +Xanpo + -+ + XoinPms -

X,; désignant en général une fonction des et des £ ne contenant au-
cune des quantités p. Pour intégrer les équations (21), il faudra former
{es équations (11), (12), lesquelles deviennent, dans le cas actuel, '
—dx, =X,, dtr""'xozdtz + ... '*"an‘[tm
(22) —dx, =X,, dt, - Xppdts 4 ... +-X,,dt,,
| —dx, =X, dE, + det, e Xpndt,,

dX;; dX,,
R DA S S P

........................................
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On intégrera ces équations en prenant pour constantes d’intégration
les x° et les p?, on portera les valeurs des p et desx résultant de cette
intégration dans 1’équation

\24) u=u,+ [ (Epdx + Zfdt),

puis, I'intégration effectuée, on éliminera les p°, les 2°, u® etles p entre
les intégrales de {22) et (23), Péquation ( 24) etles équations
2 q q

do o_ 4w

‘a5) 2 =a(x%,x3,...), pl=

d_;c;.’ pi= d_z-g’ cees

Or 1°, les p n’entrant pas dans les équations (22), celles-ci forment
un systéme intégrable; 2° si dans (24) on remplace les letires f par
leurs valeurs, le coefficient de p; sera

X dt,+ Xpodty + ... ou —dx;;

de sorte que I'équation (24) se réduira a u = u°. Or, les p° n’entrant
ni dans les intégrales de (22) i dans cette équation z = u°, I'élimina-
tion des p et des p® sera toute faite si on laisse decoté les intégrales de
{23) etles équations : S

° dor omdm' o
P1=a;:“’ Pz—d';g’

L’intégrale compléte du systéme linéaire (2r1) s’obtiendra donc tout
simplement en posant
: v=w(x%,x2%,...,20)

e

et en remplacant dans cette formule 29, 23, ... par leurs valeurs tirées
des intégrales du systéme (22). Maisw est une fonction arbitraire des
x° : c’est donc aussi une fonction arbitraire des constantes d’intégra-
tion du systéme (22), quelles quesoient ces constantes. On peut donc
dire sous une forme abrégée que : '

La solution compléte commune aux équations (21), quand elle existe,
est une fonction arbitraire des constantes d’intégration du systéme (22),

La forme de ce résultat montre d’ailleurs que toute intégrale ou, si
on veut, que toute fonction qui, égalée 4 une constante, constitueune
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intégrale du systéme (22) sera une intégrale du systéme (2r1). Réci-
proquement d’ailleurs, toute solution non singuliére des équations( 21)
étant de la forme m(x?, 2,.. .) sera une intégrale des équations (22).

D’aprés ce que nous venons de voir, les équations (11) et (12) pour-
ront étre remplacées dans le cas général par le systéme des équations
linéaires aux dérivées partielles

dv dfi dv dfy do df, dv

= R

df, de df, dv df, dv

(26) Tdn dp,  dmdm T deadpa
de df. dv dfz de

dr, ~ dp, dz T dx dp

en ce sens que, dés que I'on connaitra une intégrale « de ce systéme (26),
on aura une intégrale « = const. du systéme (11), (12). Or, en faisant
usage de la notation de Poisson, déja employée plus haut, on pourra
mettre les équations (26) sous la forme

lo | d d \
(27) & =fo) =) - = = (fur 9)-

Désignons par v, et v, deux intégrales de ce systéme (27), ou, ce
qui revient au méme, deux intégrales du systéme (1 1), (x2) (nous sup-

posons que ¢, v, ne sont pas des solutions singuliéres), en vertu du
théoréme de Donkin, on a

[0y (fes 92)] + [92s WinSi)] + o (v 9]l =0,

ou, en vertu de (27),
de, d
(Vn d_tf) =+ (’d‘%" Vz) -+ [fn (Vzv "i)] = 0.
Cette équation peut s’écrire

Aent) £ (0,00
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on trouverait de méme
d{es 0
2a2) = [ o (00,901,

d{e, L
"(:;T:") = Lfss (220 2001

I’expression (,,0,) est donc une intégrale des équations (27), et
par suite(v,, v,) = const. est unenouvelle intégrale des équations (1 1),
(12). Toutefois, ce théoréme, comme celui de Poisson, tombera en
défaut si (v,, v.) est une constante numérique ou une fonction des
intégrales'déja connues. Ainsi done:

Si v,, v, sont des_fonctions qui, égalées ¢ des constantes, fournissent
des intégrales de (x1) et (12), (9., v.) égalé & une constante fournira
une nouvelle intégrale du systéme (11), (12), & moins que (v, ¢,) soit
identiquement constant ou. fonction des intégrales deja trouvées [*].

VIIL

Revenons maintenant sur notre analyse, afin de bien préciser I'ordre
dq difficulté des opérations que I'on aura & effectuer pour résoudre le
systéme (4). En définitive, I'intégration du systéme (4) se raméne i
Pintégration du systéme (11), (12). Pour intégrer ce systéme, il faudra
d’abord intégrer les équations canoniques

d
—de, =L dt,, —de,=%dr, ...
'dPx dl’z ?
G ) e, =P
| P‘—E Ly, P2='d_zz‘ Liy ey
au nombre de 2m. Si pour ¢, = £? les dérivées des fonctions f2,f;, ...
s’annulaient, les intégrales des équations (27), danslesquelles-on aurait

. -

[*] Le cas oit Pon a (p,, va) = o identiquement permetde simplifier Pintégration
des équations (4); en effet, les équations o, = const., v,== const. sont de nouvelles
équations pouvant servir avec (4} i la définition de Ia fonction z.
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pris pour constantes d’intégration les valeurs des x et des p pourr
L=ty,

seraient lesintégrales de (r1) et (r2); le reste du calcul se composerait
alors d'une quadrature et d’une élimination. Or, nous allons voir que
par un changement de variable, indiqué par M. Mayer, on peul tou-
jours faire en sorte qu’il en soit ainsi,

Posons
ti,_= T ((’7\' - 0?)6;;

7; désignant une constante et 6,, 9,, ... désignant de nouvelles va-
riables, on aura

dt; = (6, — 6°)d; + 0,d0,,
dt, = (20, — 69)dd,;

les équations (11) et (12) deviendront alors

~ dae, = db. [ £ (26 e)+"f’eg+§fe+ ]

+db, [“f*(e 6°]+d6 [’f 6, _eg)]+...,

Ty dz,

+ db, jﬁ (6,—09)+ b 3= 4 (0, - 02),

dp, = db, [f*(ze —0y+Fig, Bg ..

..................................................

Les équations différentielles a intégrer sont alors

— de, = db, [;‘i(ze.—eg)+;'_f°ie,+%ea+...]
dp, =db, [i(26 —69) + dﬁ02+-:¥39,+...]a

serveresssesen P R R e N N L]

Si I'on pose ]
n =f;(26, ~ 9?) +f202+f393+- .ey

Journ. de Matk. {3¢ série), tome V. — Aovr 1879. 35
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elles peuvent s'écrire

dg : fi}:
—da;‘:(mde“ —[{.1'2=-d—":d9|. eson

5| -d"
dpc=%z“d6u : JP-=Eden “edy

et il est remarquable qu’elles ont conservé la forme canonique. Ainsi,
en résumeé : _ 7 . -
L’intégration d'un systéme de n équations aux dérivées partielles du
premier ordre & une seule fonction inconnue de m 4~ nvariables, ne con-
tenant pas explicitement cette fonction inconnue, dépend de Uintégra-
tion d'un seul systéme d’éguations canoniques contenant 2m équations.
“8i le systéme canonique auquel on est ainsi ramené s'intégre sans
difficulté, ou encore, si 'on peut facilement découvrir les intégrales
du systéme (11), (12}, la méthode précédente donnera trés-simplement
la solution des équations (4); sinon il faudra avoir recours & la mé-
thode de Bour et de Jacobi, que I'on pourra d’abord combiner avec
celle que nous venons d'exposer. '

IX.

Etant donné un systéme d’équations aux dérivées partielles du pre-
mier ordre, on pourra toujours faire disparaitre Ia fonction inconnue
elle-méme, par'un des procédés indiqués par Jacobi pourle cas'd'une
seule équation; nous pouvons donc supposer que la fonction inconnue
n'entre pas explicitement dans les équations du systéme donné; pour
trouverles conditions d'intégrabilité compléte de cesystéme et pour I'in-
tégrer, il n’est pas nécessaire de le ramener 2 la forme (4), ce qui pour-
rait d’ailleurs éire impossible & effectuer. Considérons en effet les
équations '

(28) F|=hh VF2=h21 recy Fn=bm

dans lesquelles Ay, ks, ..., &, désignent des constantes que nous sup-
poserons d’abord déterminées (nulles si 'on veut) et dans lesquelles
Fy, Fa, ..., F, désignent des fonctions des m +- 7z = p. variables x,
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x x x,, et des dérivées du p da P 2 e
2y 0. s == == P == 533 ") —_—
? . yvm L i 14 dz dz? ® dax,

la fonction inconnue . Posons @y, = £y, + .., Lyin= t, €L SUpposons

du du

dr, "7 4,

forme (4) et les conditions de leur intégrabilité compléte seront les

formules (20). Or si, changeant de notation, on pose en général

N (da 48 de dp
(@)=Y (5= @5

s=r

les équations (28) résolues par rapport & » elles prendront la

les formules (20) prendront la forme

(29) . (Pinsis Pmig) = O
On a, en effet,

d_ﬁ — dpnsi —_ de+i Apmys — dpnsj dpms .
dt‘i d-’l!,._,.j dp’"’*‘l’ da:,,._,_,- drg,; dI)"H-i

Or on a,.comme ['on sait et comme il est bien facile de le vérifier,

(30) @8 =Y (% & - 2)au)

L dy: dyy  dyy dys

a, {8 désignant des fonctions des quantités 7 et y,, 7,, - .. désignant des
fonctions des variables x et p. Si dans cette formule on suppose que
les 7 soient les fouctions p,,,; et que « et 8 soient deux des fonctionsF,
on aura

N df, dF, dJF, dF,
(Fp.) Fv) - Z (dpm+‘_ d.Pm+i - dpm+i dpm-x-i) (Pm+i7pm+j)r

d’ou1 'on conclut, en vertu de (29),
(31) (F(,_,Fv)zo;

réciproquement, d’ailleurs, si les (F,, F,) sont nuls, les formules (29)
auront lieu; car on a, toujours en vertu du théoréme contenu dans
I'équation (30),

N\ /nsi dPns;  dpmy; Apmes
(p’""‘f’p'""'f) _'Z( dF: dF:'J - dF:l dF-: )(FW Fv)‘
33..
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Ainsi les formules (31) sont les conditions d’intégrabilité compléte
du systéme (28).- Ces relations (31) me sont plus des identités,
mais elles deviennent identiques quand on y SUppose pPriss - -5 Pman
remplacés par leurs valeurs tirées des équations (28). Toutefois,
si les constantes /% étaient arbitraires, les formules (31) seraient iden-
tiques, parce gue, ayant lieu quels que soient les %, on pourrait
donner & ces constantes des valeurs choisies de telle sorte que les pr.;
prissent des valeurs arbitraires. Les formules (F,, F,) = o, qui ont
lieu quels que soient les %, auraient donc lieu aussi quels que soient
les pras

Pour résoudre les equauons ¢ 28), il faudrait pouvoir former les
équations (11) et (¥2) et pour celail faudrait calculer les valeurs des

ot . 4 4
dérivées paruelles pred Or,en différentiant les formules (a8) parrap-.
portapsona. '
dF, dF, 4, dF, 3f L OB ~o,
. df, dp T A dp‘ e df, dp:
dF, - dF, o, - 4dF, df dF, df,
PR AL T S P fma”
1 R df
de 14 on pourrait tirer l_’ <3 «++ 5 et par suile on pourrmt former la
p ap!

& dh

i#meéquation (1 1) en portant ces valears de o dans (4) mais, au
lieu de faire cette substitution, on peut ellmmer par tout autre moyen
les 3~ L entre les équations precedeutes et les équations (11). On trouve

a}ors m équations dont le type est

da; dt, dt. ... dt,

dF, dF, dF, dF,
& o O 7
dr, dF, dF, dF,

g T W

De méme, les équations (12) peuvent étre remplacées par m équations
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dont le type est

—dp; . dyy de ... di,
av, dF, dF, 4R,
= & % ol
dF, dF, dF, dF,
= df O i

En tout cas, il faudra adjoindre a ces nouvelles équations les équa-
tions proposées elles-mémes (28).

a X.

Maintenant nous allons mettre.a profit les remarques précédentes
pour améliorer la méthode d’intégration que nous venons d’exposer.
Désignons par z la fonction mconnue, PAT Xyy Loy ooy Xipep €S va-
riables et posons ,

de da cdx
dz —-Pf.y -d—.r; =Pa2; -eey AZmen = Pmin

Si nous supposons que la fonction # elle-méme n’entre pas dans les
équations 2 intégrer, celles-ci pourront se mettre sous la forme

(32) Pl '—flio, pz—f2= 0, ... pn-'f)r: oO.

Si Pon parvenait 4 adjoindre a ces n équations m autres équations
renfermant / constantes arbitraires et satisfaisant aux conditions d’in-
tégrabilité compléte, le systéme (32) et le systéme adjoint détermine-
raient les p en fonction des x et I'on calculerait z au moyen de la for-

mule
u=u’+ Spdr;

on aurait ainsi une solution compléte. La méthode de Jacobi consiste
précisément & rechercher le systéme adjoint; nous allons exposer rapi-
dement Ia méthode de Jacobi modifiée par M. Mayer.
Essayons d’abord d’adjoindre aux équations proposées(32) une
‘équation

(33) F,=kh,
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renfermant la constante arbitraire &, et formant avec celles-ci un sys-
téme complétement intégrable; si Pon suppose py, pa, ..., p, éliminés
de F, et remplacés par leurs valeurs f,, f2, ..., f, la fonction F, devra -
satisfaire aux équations

(34) (Pi:—anl)=0: (p2—f27Fl)=ot ceey (pn""jn;Fl)=‘0'

Ces équations ne contenant aucune des quantités p,, po, -++, Pn devront
étre identiques quand p,,., y aura été remplacé par sa valeur déduite
de (33); mais, %, étant arbitraire, p,,, U'est aussi et les formules (34)
devront avoir lieu qilel que soit p,,.,; elles devront éire identiques. Les
équations (34) devant étre identiques, on peut les considérer comme
des équations linéaires aux dérivées partielles définissant la fonction F,.
Jacobi trouvait la fonction F, par un procédé que nous n’avons pas
‘4 rappeler ici. M. Mayer se contente de trouver une intégrale du sys-
téme des équations (34); ces équations développées prenment les
formes

dfF, _ df 4R 4 4R df,  dF, df," dF,

T T T Tmen Bons T dpors Gy Urae Wors | pes B
dF _ df, dF 44 dF,  df  dF,

T " T e Apas oo Frwmn Ao T

...................................................

— Xy = dxg -+ __’_‘dx2+ R a0 =dx,,
35 {7 e bainceneanan P, U, .
Af df: df
dppsy = do dx, + does dxo—+ ... + T dz,.

Ces équations sont précisément celles auxquelles on est conduit par
la méthode exposée plus haut; mais, tandis qu'il fallait tout & 'heure
les intégrer complétement, il suffit ici d'en trouver une intégrale. Cette
intégrale, étant désignée par F, = k,, sera précisément 'une des équa-

tions 4 adjoindre au systéme proposé (32). En opérant alors sur le
systéme (32), (33) comme on a opéré sur le systéme (32), on finira par
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trouver un systéme de m + n équations qui permettront de calculer
tous les p. Une simple quadrature fournira alors la solution compléte
du systéme (32). . ‘

En théorie, cette méthode d’intégration est plus simple que celle
que nous avons indiquée tout d’abord, parce qu’elle n’exige pas I'in-
tégration compléte du systéme (35), identique au systéme (11), (12);
mais elle exige la formation de m systémes successifs analogues au
systéme (35) et la formation successive de ces systémes peut étre
laborieuse ou méme complétement impossible. La premiére méthode
peut encore devenir de beaucoup la plus simple, si le théoréme de
Poisson s’applique avec succés au systéme canonique auquel on est
conduit ; ainsi chacune des méthodes a ses avantages et ses incon-
vénients. )

Rien n’empéche, d’ailleurs, de combiner les deux méthodes et de
faire usage de la premiére dés que I'on rencontrera des équations aux
différences totales facilement intégrables. On peut encore combiner les
deux méthodes comme il suit, aprés avoir ramené 'intégration des
équations simultanées que nous prendrons sous la forme (4) 4 I'inté-
gration des équations canoniques

dH dH
— dx, = a;d@,, —dxezazdé,, cees

d dg
dpo=gpdiy,  dpe=podis, ...

On peut observer que Vintégration de ces derniéres équations revient
4 la recherche d’une solution compléte de 'équation unique aux dé-
rivées partielles du premier ordre

ds
T . - ds
ou l'on a remplacé dans H les quantités p,,ps, ..., pn par e
ds
d-?z)
de Jacobi modifiée par M. Mayer.
Les deux méthodes ainsi combinées constitueront une véritable mé-
thode d’abaissement, et, en effet, chaque fois que I'on pourra ajouter

aes adzi, et 'on peut appliquer & cette équation unique la méthode
m
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au systéme (r2) une nouvelle équation F,=F, satisfaisant aux con-
ditions d’intégrabilité compléte, on diminuera de deux unités le nombre
des variables de I'équation unique (36), 4 laquelle on est ramené.
La premiére méthode est susceptible de simplifications que pous
allons indiquer. 5i Yintégration des équations (rr) et (1 2) préseunte
quelques difficultés, on commencera par en chercher seulement deux
intégrales, a==const. et 3 =const.; puis, appliquant le théoréme dua -
§ V,qui, d’ailleurs, n’est autre que le théoréme de Poisson, on formera
la combinaison (&, 3) = 7. Siy= const. est une nouvelle intégrale,
on la combinera avec « et 3 de maniére 4 trouver encore de nouvelles
intégrales ; dans certains cas, on pourra ainsi achever Vintégration des

‘équations (11), (£a) sans autres opérations que de simples différen-

tiations. La méthode n’exigera donc que la recherche de deux inté-
grales du systéme (1), (12). ‘

§'il arrive que la combinaison (%, ) ne fournisse pas de nouvelle
intégrale, c’est que (, 3) sera ou constant ou fonction de « et 8; si
(, B) est identiquement nul, on pourra immédiatement adjoindre les
équations « = const. et § = const. aux équations (4) et en profiter
ainsi pour simplifier ce systéme. Si («, 3) est identiqnement constant,
cefte circonstance pourra étre utilisée si 'on a encore une autre inté-
grale v telle que (@, 7) soit constant. En effet, supposons

(“7@)=“’ (“,7)=b; :

(8= h)=(=t-3)=o

seront deux intégrales nouvelles satisfaisant aux con-

on aura

B _ 2
a a
ditions d’intégrabilité.

et « et

XI.
s , . . \ d
Proposons-nous d’intégrer les équations suivantes, ou p=d—:s
- de :
1=%

_ = 2piats — pgayt, '
(a)

du

= =20yt — pgays.
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On peut constater que ces équations sont complétement intégrables;
pour les intégrer, il faut d’abord intégrer les équations aux différences
totales

—dx = (fpx®s — qxyt)ds — qxysdt,
— dy = — paytds + (4qy*t — pxys)dt,
dp = (4p*xs — pgyt)ds — pqysds,

dy = — pgeds + (4q? yt — pgxs)dt.

(6)

La premiére et la troisiéme équation de ce systéme, multipliées res-
pectivement par pet par x, puis retranchées I'une de I'autre, donnent

pdx +axdp =o0;
la seconde et la quatriéme donnent de méme
qdr + ydg=o,
d’ott I'on tire facilement
(c) PZ=PpPoZos Y =F0J0s
findice zéro indiquant que I’on doit supposer, dans I'expression qui en
est affectée, s=s,, £=1,. Si I'on se sert des deux premiéres intégrales

trouvées pour éliminer p et ¢ des équations (), on trouve

— dz= (4P, %o @5 — 4o J o %t)ds — Qo yo@sdL,
—dy = (l4qo Yo Jt—Po X0y 5)dt— pooytds,

ce que Pon peut écrire

— df = fpowosds — q,yo(tds +sdit)

— "7’ = 44, Yol — poty(tds + sdi);

Journ. de #ath. (3¢ série), tome V. — Aovr 1879,
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on en déduit, en intégrant,

log % = 2p,2, (s> —52) — go 7o (St — o),
logZt = ag,yo(* — £3) — poa(st — S Ls)-

Rien n’empéche de supposer ¢, =0, 5, =0 : cela simplifiera un peu
ces derniéres formules, qui deviendroant

' ‘ log%" = 2p,%e8° — @ ¥ o8t
() {
( log? = 2, Fot — Poost.

Il reste & effectner les caIcu]s dans l’équation
2=ty —.—f [pd.a:-{—- qdy + (2p*x*s — pqzyt)ds
+(2¢°y%t — pgays)di];

en y remplagant p, ¢, @, y par leurs valeurs tirées de (c) et (d), on a

w=u,+f [powo G C[o]‘o L ap2atsds + 242 y2tde
— PoGoZoyo{lds + sdt)],
ou bien
(c) zz—uo—i—poxolorr +q07010g~—rp0w05'

Ao — ooy oSt

Si Pon pose maintenant

- de, dez,
(N 1y = w{%, ¥o )s E=p0, = Gos

en éliminantp, q, py; Gos Tos ¥ o €L &, entre les équations (¢), (d),(e), (/),
on aura l'intégrale générale des équations proposées. On peut obtenir
une solution compléte en éliminant seulement p, ¢, p,, g, entre (),
(c), (d), (e) ou p, et g, entre(d) et (e); mais la maniére la plus simple
d’obtenir une solution compléte consiste & particulariser la forme de
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la fonction = et 4 prendre

() = = alogz, + blogy,+c,

a, b, c désignant trois constantes arbitraires. On a en effet alors

do a t do
=P~ ¢ wTPT
ou
(l‘) = PoTy,y b=ano;

I'élimination de pe, Gos Y05 Loy Us S€ fait alors trés-simplement. En rem-
placant dans (e) x,par @ logx, + blogy, -+, po¥, paraet gy}, par b,
ona :

k = ¢+ alogx + blogy + a*s* + b** — abst.
8 37

On aurait pu arriver & ce résultat en simplifiant un peu les calculs ;
en effet, des-équations (b) on tire les intégrales tres-simples

(£) pr=a, gr==a;
lesquelles satisfont 4 la relation
(px.qy)=0;

en adjoignant alors les formules (1) au systéme donné (@), on a quatre
¢quations fai it 42 et 3 en fonction d t
equations aisant connaitre p, 4, 5= et en fonction de x, 7, s, t et

des arbitraires , 5. Si 'on intégre alors la différentielle
d d
pdx + qdy + 3o ds + 37 dt,

on trouve précisément la formule (£).

36..
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X1.

Pour terminer cette théorie des équations aux dérivées partielles, il
resterait 2 montrer comment on intégre le systéme (4) quand il admet -
une solution, sans cependant satisfaire aux conditions d’intégrabilité
compléte ; mais nous n’avoos rien i ajouter 2 ce que Boura dita ce
sujet dans le XXXIX*® Cahier du Journal de U'Ecole: Polyteclmique
(Mémoire sur Fintégration des équations aux derivées partielles d
prremier et du second ordre). :



