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THEORIE MATHEMATIQUE DE L'ELASTICITE. 227

Résumé d'une Conférence sur la théorie mathématique de
Pélasticité, faite aux éléves de I'Ecole Polytechnique (pro- .
motion de 1877-1879).

Par M. H. RESAL.

Nous considérerons comme étant connues toutes les notions phy-
siques relatives 4 P'élasticité et 4 ses limites, ainsi que la définition de
la pression dans V'intérieur d’un systéme moléculaire. Nous ne nous
“occuperons d’ailleurs que des corps homogenes, dont nous représente-
rons par D la densité & I’état maturel, c’est-a-dire lorsque ces corps
sont soustraits a I’action de toute force extérieure. .

Sommations qui représentent les composantes des pressions.

Soient O, Oy, Oz trois axes coordonnés rectangulaires, G le centre

~de gravité d’un élément superficiel ab = dw compris dans un corps

homogéue et dont le plan est perpendiculaire 4 I'un des trois axes ci-
dessus, 2 Oz si 'on veut, pour fixer les idées.

Pour nous, une molécule m sera située au-dessous du plan de dow,
quand sa coordonnée paralléle 2 Oz sera inférieure 2 celle de G.

Désignons par ' une molécule située au-dessus de ab, telle que la
droite mm’ = r traverse dw, et par mm’f{r) 'action moléculaire exer-
cée par m sur m'. '

Considérons d’abord des couples de molécules m, m’ comprises dans
un cylindre ayant pour base dw et dont les génératrices aient une di-
rection déterminée.

29..



228 ) H. BESAL.

Si nous admettons d’abord que r reste constant, nous aurons la
résultante

m f(r)Ddo rcos(r, z),

et il faudra faire la somme de toutes les expressions semblables, en
faisant varier r depuis o jusqu’au rayon de la sphére d’activité. ,

‘Nous avons done parallélement 4 I'axe des ' la composante de Ia
pression '

Pzz= D Sommf(r)rcos(r, z)cos(r, z).

La somme est relative & toutes Jes orientations d’un rayon partant
de G, mais situé au-dessus de dw; mais cette somme est la moitié de
celle que I’on obtiendrait en faisant tourner le rayon r dans tous les
sens autour de G. En nous plagant a ce nouveau point de vue, nous
aurons

'pmz - Sommf(r)rcos(r, eos(r, x),
et deméme V

(1)

Py = I,;’Som'm  f(r)rcos(r, z)cos(r,¥),

Per= I—:Som mf(r) rcosﬁ(r,

D’aprés le mode de raisonnement que nous avons adopte, on voit
que les choses se passent comme si, toutes les molécules m se trou-
vant placées en G, les molécules m’ rayonnaient autour de ¢e point.

Soient x, 7, z les coordonnées du point G, &+ b, y + k, z+ 1
celles d'une molécule quelconque située dans la sphére d’activité de ce
point. Nous avons

L, , ,
cos(r,x) = = cos(r,y) =§,A cos(r,z):é,

el, en posant g (r) = f ( )

—=1les formules (1) deviennent
pee= 2 Sommg(r) I,
(2) p,,.:%Sommqa(r)lls,

Pz == l;) Somm o(r) 2.
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Ces expressions sont nulles lorsque le corps considéré est a I'état
naturel, ce que nous supposerons daps ce qui suit.

Expression des pressions en fonction des déplacements.

Admettons que, sous I’action de forces extérieures, le pointGéprouve

* un déplacement dont nous représenterons par u, ¢, w les projections
sur Ox, 07, Oz. Nous ne conserverots que les premiéres puissanées
de ces déplacements et deleurs dérivées partielles. L'élément de volume
dx dy dz est devenu

\ , ) ] du dv dw
(da + du’ (dy + do)(dz +- dw) = dxedydz (x +Et st 71?) .
La dilatation cubique est ainsi .
‘ _de v dw
(3) A= = o o
La densité dans la sphére d’activité de G est devenue

D _
(4) V=i2=P(-E-5 %

Soient ¢k, ok, 31, 8r les variations éprouvées par h k&, L, 1. Nous au-
rons, par exemple, ‘

Pee=-s0m m(r -+ 3r)(I-+ 3)(k + Oh)
=2 Somme(r) lh + 2 Sommly'(r) Tk dr +o(r) 1R - ¢ (1) R31].

Or le premier terme de cette expression est nul avec les termes en ¢;
il vient donc

pee=2Somm[g'(r) lkdr -+ o(r) (10% + R 3L)],
et de méme |

(5) pey= 2 Somm[ g (F)lk 3r + g(r) (13% -+ E30) |,
pes =2 Somm g/ (r) 3r +29(r) [ 3].

Mais &% notamment n’est autre chose que I’accroissement que prend
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quand on yremp]acé x, ¥, 5 parx + kyy +k, r + I3 nous avons donc
. - du de o | du

et de méme

() M=2 b+ Th+ gl
31 =d£h+%k+%h
et enfin o o
() 7 ar;h?hfkfkflél.
Concevons que ’on substitue la valeur (7) dans les formules (5),

- . . due du du do -
puis les valeurs (6); on fera ensuite sortir > = 725 72 -+ des signes

Som. Mais le calcul se simplifie notablement si ’on remarque que:
1° en raison de la symétrie, les sommes renfermant hy k, I & des puis-
sances impaires sont nulles, puisqu’elles doivent avoir la méme valeur
en changeant les signes de ces variables; 2° d’'aprés la troisiéme des
équations (2), on a, : '

o Somm o(r)l* = o0;
par suite,
0 =Somm ¢(rjh* =Somm ¢(r}k* =Somm ¢(r)I* =Somm ¢(r)r*=o.

Si I'on pose

Somam i{ﬂhziz = Sommi’f—r-)- hzi’ = Somm“'—'J(Trl,’lcﬂ'l2 = — % g
Sommmh‘ =Somm3¥'—-(—rlk“ =sommﬁﬂl* =_..?.,,,
r r ) r D

les quantités p. et v étant deux constantes spécifiques, on trou ve

’ du dw
dv di
®) pr=—n(%+%),
( du d dw -
! Pzz = _, ® (—dz +Z;) —_ VFZ-'
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1l existe entre les constantes p. et v une relation qui résulte de ce
" que leurs valeurs sont indépendantes du choix des coordonnées.
Soient en effet «, B3, 7 les angles que forment avec Oz trois axes rec-
tangulaires Ox’, Oy, Oz, ', K, I les projections sur ces trois axes
de la somme géométrique &+ & -+ I; nous avons

I= F'cosa -+ Fcosf +1'cosy,
‘ Sv = —-’%som o'(r)l?

7
(‘8 ) a - =v(cos*a + cos* + cos*y)
+ 6p.(cos® acos?*B <+ cos®a €os?y -+ cos®f§ cos®y).
Or, de .
cos?a -+ cos*f§ + cos®p=1
on tire

Cos* z-+c0s* 3+-cos* y= 1 —a(cos® x cos® -+ cos® & cos™y-+cos® B cos? -

En substituant cette vateur dans Ia formule (8'), om tronve

v=3p["];
nous avons donc finalement
‘fdu de -
. dv dw
(9) Pr=—t\5+ )
i . du dy 3 div
Pz = — [ o -+ -2; - x

Par une permutation de lettres, on obtiendra les valeurs des p.., p,,
Pay, @t Fon reconnaitra que les égalités p.., = P:s,- - - SONt vérifiées.

[*] Cette relation, établie par Cauchy, puis par Poisson, a été contestée par Lamé,
qui, aux notations prés, admet que p ety sont indépendants. Mais les expériences
récentes de M. Kirchhoff sur Pacier fondu et de M. Cornu sur le cristal ont démontré
trés-nettement que la restriction de Lamé devait étre mise de cdté quand il sagit de

corps isotropes.
Nous devons ajouter que des expériences faites indépendamment les unes des autres

wr s

au Conservatoire des Arts et Métiers sur la traction etd Ia Saciété industrielle de Mulhouse
sur la torsion confirment le résultat ci-dessus
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En substituant les valeurs des pressions dans les équations d’équi-
libre intérieur résultant de la considération du parallélépipéde élé-
mentajre, on obtient trois équations aux différentielles partielles entre
les inconnues u, ¢, ®.

Les conditions relatives a'la surface, ot la pression est donnée en
fonctionde x, ¥, z ou plutéten fonction de deux de ces coordonnées,
en vertu de I'équation de cette surface, s’obtiendront par la considé-

ration du tétraédre élémentaire. : .
Si au lieu de I'équilibre il y a mouvement, on remplacera dans les
& &
équations générales de Délasticité X, Y, Z par X — —tﬁ,, Y-— —d—‘:,

722 = 27, ‘et alors nous aurons des équations aux différentielles par-.

tielles entre quatre variables 2, 7, z, t.
Qu'il y ait équilibre ou mouvement, il n’y a que dans quelques cas
particuliers que 'on peut effectuer I'intégration.
_ Revenons aux généralités. Considérons un corps sollicité par
plusieurs groupes de forces (S),(S), (58"),..., et supposons que les pres-
sions sur sa surface forment -également différents groupes (¢), ('),

(¢")s..., en nombre égal aux précédents, ce qui peut toujours se faire

en complétant par des zéros, s'il ya lieu, le groupe le moins nombreux.
Les équations .de I’équilibre intérieur relatives 4 la surface étant
linéaires en u, v, w, il est clair que, si 'on satisfait aux équations ci-
dessus en combinant deux i deux les groupes (S) et (), la solution du
probléme s’obtiendra en faisant la somme des %, ¢, w obtenus de cette
maniére.

1l résulte de 1a que, si des forces produisent simultanément une
traction ou compression, une torsion et une flexion, il suffira d’étu-
dier en particulier chacune des déformations, comme si elle se produi-
sait indépendamment des autres.

Interprétation géoméirique des formules qui représentent
les pressions intérieures. .
Supposons quel’on transporte les coordonnées parallélement i elles-
mémes au point G.
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§i un point m primitivement situé sur Gz est venu en m,, on
ah=o0, k= o, etla troisiéme des formules (G) donne

dw 61___ Gm,— Gm

& T 7 Gm
r s s . dw . . .. .
On voit ainsi pourquoi — exprime une dilatation : nous represente-

rons cette dérivée partielle par d,.

Les coordonnéesde m,, paralléles 40 x, 0y, Oz ont pour expressions

“ . du
x=6k=£ ]

_dp.
ﬂ:&k:;zl,
dw

1l résulte de 1 que, aux termes du second ordre prés, on a pour les
équations de la normale matérielle primitive, aprés la déformation,

. de , - de
(ro) x=gb n=z¢

Les coordonnées d’un point primitivement situé dans le plan de
I'élément dow ont pour valeurs, aprés la déformation,

. 1 d

X="h+ a/z=b+;—Zh+;§A-,
d dv , -

=k 6&=/f¢i—‘l—:h+‘l—;k,

, _dw, dw ,

= 81_'3;Iz+5.4,

Journ. de Math, (3¢ série), tome V. — JuiLrer 1879. 3o
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d’ou : -
, = dw X"*"
pour Péquation du plan dans lequel se troqvaient primitivement les
points matériels contenus dans do. :
Les équations de la normale GN 4 ce plan sont

: , cdw , dw .,
(11) X=—xc '='7'"§ .
Portons i partir de G sur les directions de Gm, et de GN des longueurs
GN’, GN égales & 'unité; ’élément NN’ mesurera le glissement, cest-
a-dire I'angle compris sous la normale matérielle déformée et la nor-
male 2 Pélément matériel déformé da. Désignons par 7, ce glissement

et par 7., sa projection sur 'aze des-x; nous avons
sz — X, — xr !

de “dw
E_I—(_Ix——' 7:::'

d’on

D’aprés les considérations ci-dessus, on peut donc écrire

(r2) pz.'.:“f“(o\x'l‘ 3?'*‘3&3), Pzz== w1+ Ppy= -2
Pzx== = WYzzy Pz= — Ffor o~
Dela traction. — Nous rappellerons que, si 'on représente par p’la
i PP 9 P parp
pression exercée sur un élément dont Ia normale fait les angles «, 8, ¥
avec les axes coordoonés Ox, Oy, Oz, on a
p’, == P2z COSU -+ Py €OS[3 4 Poz COST,
(A) L P = Prr cosP -+ Prz cosat-l- Py=€0SY,
Po= p,, €OS7Y 4~ Pz, COSA -+ Pzr cos@«
Nous avons d'ailleurs, lorsque les molécules d’un corps isotrope
ne sont sollicitées par aucune force extérieure,

dp#‘ dpzr dFs: —
dz + dy. g =0
' dpys dPn dpys _
(B) 1 d= o T & dz =0,
i/ 4 XX dp,, -+ == dp=: =o0.

dz dy dz
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Considérons maintenant un prisme ou cylindre maintenu par une
extrémité AB et dont I'autre extrémité CD est soumise a une traction
uniformément répartie sur sa surface Q. Soient Q la charge totale, Oz
P’axe de la piéce, Ox, Oy deux axes rectangulaires compris dans le
plan de AB. '

On a pour la surface latérale p'= o, y = o, = go° — &, par suile

Pz COSOL —+ P, sina = o,
(A% { Py COSX + Pyy Sin @ = o,
Pz COSQ -+ Py Sine = o0,

et pour la section CD
(A . Pe=0) Py=0, pu=— g

Si nous admettons que p..= 0, p,, = 0 et que les conditions (A',)
soient satisfaites dans toute la masse, sauf vérification ultérieure, nous
w’avons plus & nous occuper des équations (B); mais alors

du do dw
dz dy dz
do du dw

3

=0,

3

'..—..O,

d’ou
du dv 1 dw

or la troisiéme des formules (A',) donne
fde  dv v\ ____Q

5 dv 5 b
Q=zplg =zplp

d’otr

) étant ’allongement éprouvé par la longueur  de la piéce.
Tl suit de 1a que le coefficient de glissement p. est égal aux deux
cinquiémes du coefficient d’élasticité E.
En nous reportant plus haut, nous voyons que le prisme éprouve
' 3o..
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une contraclion latérale 0, =0,= — % égale au quart de la dilata-~

tion longitudinale, résultat qu'une expérience de Cargnard-Latour a
confirmé.

Tout ce qui précéde est applicable au cas ot le prisme serait soumis
4 une compression. :

‘De la torsion des prismes.

Considérons un corps prismatique ou cyliudrique censé vertical
pour fixer les idées, maintenu par son extrémité supérieure et dans le
plan de la base duquel on fait intervenir des forces continues asst~
jetties 4 la seale condition de se redun'e a un couple pour qu’'elles ne
produisent pas de flexion. I

Soient O le point fixe de’axe Oz de la piéce; Ox, Oy deux droites
rectangulaires comprises dans Ie plan horizontal du pomt 0.

Suivant M. de Saint-Venant, dont nous suivrons 4 trés-peu preés
Panalyse [*], la torsion est définie par un déplacement rotatoire de
chaque section droite dans son plan (en négligeant d’abord la défor-
mation de cette section), proportionnel 4 la distance z de la section an
plan xOy.

Nous pouvons donc poser pour le point (zx, 7, 3), et en désignant
par § une conslante,

(1) u=0yz, v=—0xz.

Conditions relatives a la surface latérale. — Nous avons 7= go°,
B = go° — a, et, en exprimant que la pression sur la sarface latérale
est nulle, :
p_,,xcosoc ~+ pzfsma = 0, -
* P2z COSQ+ P Sina = 0,
Pex €O + Py Sina == 0.

Les deux premiéres de ces conditions seront satisfaites si nous ad-
meltons, sous la réserve de justifications ultérieures, .que I'on a dans

" [*] De ta torsion des prismes, 1855.
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toute la masse

(2) Pzz=0,

(3) Py =0,

(4) Pzy = 0.
Soit

(5) - Sz g)=o

I'éguation du périmétre de la section droite ; comme nous avons pour
ce périmétre :

df -
dy
= — cota = _TIJ—" ]
&r

1a troisiéme des conditions ci-dessus se réduit a

- - daf df
(6) Pz gz + Py gy =
Condition relative a la base. — Cette condition sera remphe si
pour toutes les sections ona
(7) - i Pzz = 0,

ce que nous supposerons encore sous toutes réserves.
Equations de 1’ qmlzbre intérieur. — Si nous admettons qu'en un
point quelconque de [a piéce on ait

(8) Pe=o,
d -
(9) 7’? = 0y

les équations de I'équilibre intérieur, eu égard aux formules (2), (3)
et (4), se réduisent i la suivante :

P dpy
(10) & T =0
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Déductions de Uh ypothése de la nullité de la pressionsurun dlément
quelconque perpendiculaire & chacun des trois axes coordonngs. —
Des équations (2), (3) et (7) on déduit

de dw 3tlu _
zr.—l—-{—{;_i— ‘7;—'0,
du dw dv -
d—;-l—z-i- Zr——O;
du do SdW _
z-‘i—z;—l- -‘7;—0,
d’ou
du de )
2;. 0, P = o,
dw
(7) & =0

Les deux premiéres de ces conditions étant satisfaites par les valeurs

(1), il n’y a plus lieu de nous en occuper, etil en est de méme des
formules (2) et (3).

Derniéres conditions. — 1.’équation (4), qui revient a la snivante,

du dv

FTTE=

<tant également vérifiée par les valeurs (1), doit étre mise aussi de
" cOté. _
Nous avons maintenant

spu=-.pn ;—':—!-%):—p(ﬁj-x—‘;—‘:),
o= o(%+ %) =r (%)

En substituant ces valeurs dans I'équation (10), on trouve

(11)

- d*w d2ew
(12)' e -+ -@; = 0.

Résumé des _formules. — Ou voit, par ce qui précéde, que le pro-
bléme de la torsion d’'un prisme se raméne i la considération des
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formules suivantes:

, _ dw
(7 } &= =0
dw  d'w
(x2) il Al

spn:—y-(@f-** %)’

('l) (pz)_=y'(6x_%‘;),
(5) j(xaf)=07
O et

les denx derniéres étant relatives au périmétre.

_ Soit do un élément’ de la base du prisme ayant peur coordonnées
x, y; pour que les forces de torsion se réduisent a un eouple; comme
nous I’avons admis dés le début, il faut que P'on ait

| Przdo =05 [ pydo=o,
ou

dw , - dw
(13) % ds = o, fadcp=o,

conditions auxquelles owr devra encore satisfaire.

Supposons que le probléme soit résolu ou que l'on ait obtenu w.
en fonction de x et y, et désignons par I le moment de torsion
Spsyedn — [p..yde, quiest censé donné; nous aurons, eu égard aux
formules (11), pour-déterminer , la relation :

(i4)+  m= p[@f(x2+)'2)dm +f(i’3;y - %x)dw] :

Quoique ce qui précéde suppose que les forces p;.dw, p,,do qui
produisent la torsion doivent étre réparties sur la base suivant une
loi qui doit résulter de la solution du probléme, il est inutile de s'ar-
réter A cette restriction lorsque I’on passe du domaine de la théorie
pure dans celui des applications, car, comme Lamé I'a fait judicieuse-
ment remarquer, en s’appuyant suri’expérience, les effets de la torsion
deviennentindépendants du mode de distribution desforces extérieures
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a une trés-petite distance de leurs pdints d’application et ne dépendent,
en définitive, que du moment de torsion.
Application au cylmdre elliptique. ;

Soient Ox, Oy les du‘echons des axes principaux aa, 25 du profil
elliptique ;

(a) S (w,r) +H—1=o

Péquation de ce profil.

La formule (6} devient

(&) . (97+ )b’x+(—6.r+%)a2f='o,

et sera évidemment vérifiée d’'une maniére générale par une valeur
de w proportionnelle & xy. On trouve ainsi

. - LI > 4
() w=0 S0y,
et, comme cette valeur satisfait aux formules (7') et (12), on voit qu’elle
donne la solution du probléme.

‘Avaat d’aller plus loin, nous ferons remarquer que, d’ apres Ia for-
mule (¢), les sections droites d’un cylindre circulaire restent planes
aprés la déformation, mais que, dansle cas de I’ellipse, chacune de ces
sections devient un segment d’un paraboloide hyperbolique. On voit
également que, dans deux angles droits adjacents déterminés par les
axes, il se produit une saillie et un creux.

Les formules (11) deviennent

@ ==

2

Pyr= 2/ mw, .

valeurs qui satisfont bien aux conditions (13), car il est visible que
les po.dw, p,,dw forment deux & deux des couples.
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Enfin on déduit facilement des formules (d), eu égard aux valeurs
connues des moments principaux d'inertie de Pellipse,

Les masima des valeurs absolues de p,., p,, correspondant respec-
tivement 2 y = b et 4 x == a, on voit que la plus grande valeur de la
composante de glissement est développée aux sommets du petit aze de
chaque section, qui sont ainsi les points dangereux, résultat compléte-
ment opposé 2 celui que 'on déduit de la résistance des matériaux.

De la flexion d’un prisme.

Considérons un corps prismatique dont la longueur est a, fixé
horizontalement par une extrémité, et tel que le plan vertical z Oy pas-
sant par son axe O soit un plan de symétrie.

Soient :

Oz la perpendiculaireen O au planxOy;

P la résultante des forces verticales qui sont censées uniformément
réparties sur la base libre dela piéce;

OA la forme que prend I'axe du prisme sous Vinfluence de la force P;

0 la section droite de ce prisme;
Ison moment d’inertie par rapport & une paralléle Gz’ 2 Oz menée

par son centre de gravité G'.
Conditions relatives & la surface latérale. — Nous avons ici

a=90% 7=90°—f

et

(A) ' PzycOsf3 + Pz.Sinf3 =o,
Pyy €083 + pyosinff = o,

(a) . o
Paycosf 4 pzzSinf3 =o.

Les conditions () seront satisfaites si dans Ja masse-on a

(r) A Pryr==0, Pz=z=0s
(l') P Pyz = 0,

Journ. de Math. (3¢ série), tome V. — Juuwrer 1879.
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comme nous le supposerons dans ce qui suit, sauf & établir ultérieure-
ment les conditions qu’il faut- remphr pour qu’il en soit ainsi.

Les equauons de T'équilibre intérieur se réduisent alors aux sui-
vantes : :

. . . dp,, dp,, dp,, ‘__
(2) ’ + iz d.z: dz %
(2') R - ‘ % =8,

- do ’
(2") : : T: =o0.

Les équations (1) se réduisent aux suivantes :

8.+ 30, + 0,=0,
d.+ 0, +30.=o0,

e
{3) 8.7 =0 =— A
et .
(-,{') szz_{'-(ar—l‘&z—l— 3&;,)““——5].03,,

Hypothéses. — Pourchercher & faire cadrer la théorie mathématique
de D'élasticité avec la théorie de Ia résistance des matérianx, nous-pose-.
rons . ‘

S.=Ag+ A7,

formule dans laquelle A, A, désignent deux constantes.

La condition [p,,d» donne 4, =o, d'otr il suit que Paxe de la
piéce n’éprouve pas de dilatation, que sa longueur n’a pas varié, d’ou
sa dénomination d’axe neutre.

Le moment total des—p,,_.dm, pris dans le sens de la flexion, denne la

relation |
Yo — [Py do =—%11.A,I=P(a—-x),
ot !
. ___ 2P{a—u)
(6) AM=—F—pr
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et .
du 2 Pla — )

(5) : 6.1::2—-—3-——-——}‘1 Y.

En désignant par f(y,2) une fonction arbitraire de y et z, cette der-
niére équation donne : :

(6) u= - %[(a—§>7x —i-f(j,z)]-

Avant d’aller plus loin, nous ferons remarquer que A, n’est autre
1

du .
T Or, en remplacant dans la formule (2') la pression p,.

par sa valeur en fonction des déplacements, on trouve

chose que

¢ représentant le rayon de courbure 2 la distance x de O pour toutes
les files de molécules paralléles a Ox.

Quoique ce résultat ne soit pas d’accord avec la théorie de la résis-
tance des matériaux, la formule (4) nous donne néanmoins le résultat
connu

%:P(a-—-x).

1.a double équation (3), eu égard 4 la valeur (5), donne

e P (a—ux)
(C) dy ~ 1opl I
| dw P

d sz:x—oﬁ(“—x)f’

ol

: » _

(dy . 0= sopl (a — x)y?+¢(x,2),

r P
(d) w=jla—x)+d(xr)

Mais, en raison de la symétrie, w doit seulement changer de signe
avec z, de sorte que la formule (d")se réduit 4 la suivante:

(7) W= mlid (@ — x) yz-
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La relation (1’) donne :
dv | dw

Zz_—*_.@: Qs
oll (
dg(zyz)
d onl(a — )z,
et enfin .
P .
o(x, 2)= —'_201,3 (e — "")z2 + x(x)s

en introduisant une nouvelle fonction arbltraxre x()-
Laformule (d) devient ainsi

20?[ (a — x)(y*— 5°) +x(x)

Or Péquation (2') revient 4 la suivante,

v &£
& TGy =9
d’ol .
d}x -
dz 5;1.1 ((l — &)s

et enfin, en représentant parket A deux constantes,

®) v=2[L@-n0r-+3 (a-——)+kx+711

Nous avons donc, en résumé,

_Pla—2)r . _ .
Paze = —7 Prr=0y Pzz=0;, Ppz=10,

(9) =1 (3 Z+17 —Fp ;

pe=GE+Gr7)

En substituant ces valeu’rs dans 'équation(2), on trouve la suivante

(e) T

T @ = 2
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qui est satisfaite par

: : 5
sf(f, z) =‘% +3Zcosm (z + ¢)(Me™ + Ne™),
(10) > | |
? + ;2 cosm(y +) (M + N'e™™*),
M, N, m, ¢, M', N, m’, ¢ é1ant des conslantes arbitraires.

Cette expression doit étre considérée comme I'intégrale générale de
Péquation (e), puisque sous les signes 3 elle renferme deux fonctions -
arbitraires.

Mais comme u, par suite f(y, z), ne doit pas changer quand on y
remplace z par — 3, la formule (10) doit se réduire & la suivante :

f(]’y z) =§ + chosmz(Me”‘f—q- Ne ) -

(ro') .

5 £ ms > Ty eI
+  ZM cosm’(y + £) (™" + 7).

Eufin, en nous reportant aux formules (g), nous devons conclure
que M’ est nul, puisque p,, doit seulement changer de signe avec z.
Nous avons donc ‘

13

‘ Prz= %[%)ﬁ - 23:; —k +Zmcosmz(Me™ — Ne—mr)],
(1) ¢ .
(Pz_z- = -i-)-[‘% — Emsinmz(Me™ + Ne—mr)],

Equation & laquelle doit satisfaire le périmétre pour que les
ki y pothéses que nous avons faites soient admissibles.

L’équatien (A) donne pour le périmétre de la section droite, en re-

d
marquant que Zz% =— cotf3,

% — Zmsinmz(Me” + Ne ™)

(2) F=rrTF Y
5_73 — k+Zm cosmz(_Me’-”f— Ne™)



246 H. RESAL.

. d : ‘s .
et 'on a bien & = o pour z = o, comme cela devait €tre, enraison de
ds 4

la symétrie. A
L’intégration de cette équation, en admettant qu’elle puisse seffec-
tuer pour des valeurs spéciales de M, N, m, introduira une derniére

constante arbitraire, que nous désignerons par c.
Mais il faut aussi que les arbitraires satisfassent aux conditions

(13) [fy dsdy=o,
{14) , SSpeydzdy =P,

les intégrales s’étendant 4 toute la section droite du prisme: ainsi donc
on n'a que deux conditions auxquelles doivent satisfaire ¢, k, et
les M, N et m.

Deuxiéme solution diu probléme au moyen’ de fonctions
: algébriques [*]. '
I.’équation 7
af  &f
gt aET Y

a pour intégrale générale
f=3;— +F(y +iz) + F, (y —iz)a

i représentant le symhole y —1 et F et F, deux fonctions arbitraires.
Développons les fonctions F et F, suivant les puissances ascen-
dantes de z, et posons

F(N)+F () =0k
i[F()]=F, () =140

[*] et article n’est qu’un Appendice, atlendn que-dansla limite du temps assigné
3 la Conférence il n’a pu étre développé. R.
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les fonctions arbitraires ¢ et ¢ étant substituées 4 F et F,; nous trou-
vens

( . I')" ¥y ‘.:n
1.2.3...2n dy*
(=1) and ganet
1.2.3...(2n+1) dy® ’

f=§+q+&
(15)

+ 24 + 3,

n étant un nombre entier positif dont la limite inférieure est Punité.
Cette formule est surtout applicable au cas ou Fon admet que g et ¢
sont des fonctions algébriques de y.
Si, comme dans le cas particulier du probléme de la flexion que
nous avens éludié et que nous ne perdons pas de vue, la fonction f est
paire en z, on doit avoir ¢ = o, et par suite

. 73 - ('—I)" d?:u
(16) j=§+ g+ 2 1.2.3...2n dy"'zzn'

Les deux derniéres des équations (g} deviennent alors, en rempla-

cantg par S o,

2

- (_')" dntlg zzu—
"1.2.3...2n dy¥#

_P[z (=1} 1 'Y o
pzx—i[-l-;}’Z—l—Z. 1.2.3...27 22 d_y"‘z‘

Eufin, au lieu de I'équation {x2) représentant I'équation différen-
tielle du profil, nous avons la_suivante; .

1 (—1) e odme
" dy Tayz_‘_zix.z.?)...znz_n dy’"z
r27) 2z S dy (—ip g

9 F_ %
2oy= k—{—dr—l—zl

20- 1.2.3...2n2 dy=+"

P . a '
qui satisfait bien 2 la condition dea—g = o pourz=o.

Supposons, par exemple, que, A représentant une constante, on ait
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: A \ : _— K
o = Ay®; on trouve, en remplagant la constante arbitraire & par —;

dy __ ayz(1—154)
dz~ 37°(3 +20A)—2z(1+604) —&

équation qui s'intégre facilement dans chacun des cas ou £ =o,
3 +20A=o0, 1+ GoA =o.

Il nous parait inutile d’insister sur ce point que toute solution
qui ne comporte pas un périmétre limité n’est pas admissible.




