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Sur un théorème de Legendre; 

PAR LE P. PEPEV, s. J. 

I. Je me propose de compléter la démonstration du théorème par 
lequel commence le § III de la troisième Partie de la Théorie des 
nombres de Legendre, et dont voici l'énoncé : 

Si c est premier ou double d'un nombre premier, deux formes tri-
naires différentes de c ne pourront répondre à un même diviseur trinaire 
de la formule l" -+- eu*. 

Commençons par résumer rapidement la démonstration de Le-
gendre, afin d'en remarquer le point faible. Nous supposons que les 
deux formes trinaires 

e = F2 4- S2 (G2 4- H2), c = F* H- 0'2 (G'2 -t- H'2) 

correspondent à un même diviseur trinaire Δ et que les deux nom-
bres G, H soient premiers entre eux, ainsi que les deux nombres G', 
H'; puis, pour abréger, nous faisons 

G2 -t- H2 = π, G'2 -h H'2 = π. 

Chacun des deux nombres π, π' sera représenté par le diviseur Δ, 
de sorte que leur produit nté sera représenté par la forme principale. 
On pourra donc vérifier l'équation 

(0 ππ' =J2 -t- cz2, 

sans supposer ζ = ο, tant que l'on n'aura pas π = τί ; car, si π = n'
r 
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il peut arriver que l'équatiou (i) n'admette pas d'autre solution que 
la solution évidente y = ± π, ζ — ο. 

En multipliant l'équation (i) par 020'2, et en remplaçant 02ts, 0'2π' 
par leurs valeurs c — F2, c — F'2, on obtient l'équation 

(c - F2) (c - F'2) = 020'2γ2 + c020'2z2·, 

d'où l'on déduit que la différence F2F'2 — Θ20'2y- est divisible par c. 
Considérant alors que coujc est premier, et que les deux facteurs 

FF' -+· 00'γ, FF'— 00'y sont de même parité, nous concluons que l'un 
de ces facteurs est divisible par c, et nous posons FF' — 00'γ = eu. 
L'élimination dey entre cette équation et la précédente donne 

(2) c — F'2 = (F — F'm)2 -h (c — F'2)κ2 + z2020'2. 

Si ζ est différent de zéro, cette équation est impossible, à moins que 
l'on ne fasse u = o. Mais, si ζ est nécessairement nul, comme cela ar-
rive lorsque, π et π1 étant égaux, leur valeur commune est inférieure à " 
\c, on peut vérifier l'équation (2) en faisant u = 1, pourvu que les deux 
carrés F2, F'2 soient égaux, ainsi que Q2 et O'2. Ainsi il est un cas qui 
échappe au raisonnement de Legendre : c'est celui où les deux formes 
trinaires considérées sont 

(3) E = F2 02(G2 -h H2), C=F2 + 52(G'24-H'2), 

G2 -h H2, G'2 H'2 étant deux décompositions d'un même nombre π 
en une somme de deux carrés premiers entre eux. 

Supposons 0 pair et F impair. Le raisonnement de Legendre exige 
que l'on prenne pour F2 et F'2 les deux carrés injpairs des deux formes 
trinaires; ici ces deux carrés sont égaux, ainsi que les deux nombres 
π et π'; et, comme π est inférieur à -jC, on ne peut vérifier l'équa-
tion (x) qu'en faisant y = π et z = o. L'équation (2) se réduit à une 
identité, de sorte qu'on ne peut plus en déduire la formule 

c = F2 + r2 + 020'2z2, 

nécessaire pour la démonstration. 
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2. Il reste donc à démontrer le théorème de Legendre, dans le cas 
où les formes trinaires de c sont données par les formules (3). 

Pour faire cette démonstration, nous chercherons d'abord les con-
ditions nécessaires pour que les deux formes trinaires 

| Δ = (mx -ι-η γ)* -t-(m'a: -l-n'y)- ->r(m"x + n"jr)2, 

d'un même diviseur quadratique 

Δ = px2 -t- zqxy -f- ry2 

correspondent respectivement aux deux formes trinaires (3) de 

c = pr — q2. 

Les formes trinaires de c qui correspondent aux deux formes trinaires 
de Δ sont 

c = (m!ri" — m"n')2 -t- (m"n — mn"'f -t- (mn' — m'n)2, | Q ) 
c = (m, n",—m, ri, f -f- ( ηΐ, η, — m, n!'? -F (m, ri, — iri, n,)-; 

et, pour qu'elles soient identiques avec les formes (3), il faut que l'on 
ait 

(m'n" —m!'η')2 + (m, n"
t
 — m"

l
ri

l
)2=F2, 

(m" η — mn")2 -τ-(τηη' —m'n)2 = 52(G2+H2) =52ît, 
(m" η, —m,ri,)2 -+· (m, ri, — m',n,) — 62(G'2 4- H'2) = θ2π. 

Or, en faisant^·- — m, χ = — η dans la première forme trinaire de Δ, 

puis γ — m, et χ — — η, dans la seconde, on trouve 

pn2 — iqmn 4- rm2 = (m'n — n'm)2 -t- (rn"n — mn)2 = 62îî, 
pn l — zqm, nf -t- rm\ = (τη, n, — ri, m, )2 -t- (m" n, — m, ri, )3 = ô2π; 

d'ailleurs on a, identiquement, 

fpn2 — zqmn -+- rm2)(pn\ — zqm,n, 4- rm\) 
= [pnn, — q(mn, -t-m,ri) -|- rmm,]2 -h e(m,n — mn,)2; 
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donc 
(02π)2 = γ3 -+- cz2, z = m

t
n — mn,. 

Si a est différent de zéro, l'équation obtenue nous montre que l'un 
des facteurs ό2π -t- y, ou θ2π — y doit être divisible par c, puisque c 
est premier ou double d?nn nombre premier. D'ailleurs, S2 π et γ 
étant inférieurs à c, leur somme ne peut être divisible par c sans être 
égale à c·, on a donc 

ô3it-+-y = c, 63n—y = z3. 

Puis, en remplaçant B-% par sa valeur c — F2, on déduit de ces équa -
tions 

jr = F% esF + F' + z2. 

Dans ce cas, le raisonnement de Legendre subsiste; car, s'il est néces-
saire de prendre pour F2 et F'2 les deux carrés égaux des deux formes 
trinaires de c, l'équation c = F2 + F'2 -f- S2 Û'3 s2, qui n'a pas lieu 
dans ce cas, se trouve remplacée par une équation équivalente 

c — F2 -hF2 -h z2, 

d'où l'on déduira les mêmes conclusions. Il-nous suffira donc d'éta-
blir le théorème proposé dans Je cas où l'on a 

ζ = mn, — m, n — o. 

5. Dans cette hypothèse, les deux-nombres m„ n, sont respecti-
vement égaux aux deux nombres m et n. D'abord, si l'on suppose 
m — o, comme n ne peut être nul en même temps, il faut égaler m, à 
zéro, et les formules (6) donnent pn3 — θ3π = pn\, d'où n3 — n\. 
Comme le signe de «, est arbitraire, nous prendrons n, = n; on ver-
rait de même que, si n — o, il faut faire η, = o et m3 = rn\. Consi-
dérons le cas où aucun des deux nombres, m ou n, ne s'évanouit. 
Soit | la fraction irréductible à laquelle se réduisent les deux frac-

tions égales ~ \ on aura m = λα, τι — λ|3, m, = μχ, τι, = μβ. Les 
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deux représentations considérées de β3 π par la forme Δ deviendront 

θ3π = \3[ρβ3 — 2qa[3 -+- m3) = μ3[ρβ3 — 2qaβ -+- ra3), 

et l'on en déduira λ3 = μ', puis λ = μ, parce que l'on peut changer 
en même temps les signés des deux nombres m, et η,. On a donc 
m, = m et τι = n„ ainsi que nous l'avons annoncé, et les deux formes 
trinaires de Δ sont 

J Δ= [mx -+- ηγ)3 -t- [ni χ -+- η'γ)3 -f- [τη" χ -+- ri'y)3, 
{ Δ = [mx -t- njr)2 -+- (m', χ + ri, jr)3 -t- [m\ χ -t- n\ y)3. 

Les équations de condition nécessaires pour l'identité des deux for-
mules sont 

f m'3 -t-m"3 = ni3 -t- ni,3, n'3 -l- η"3 = ri,2 ri,2)3, 
" ( m'ri -f- ni'ri = tri, ri, -t- m" ri, ■·, 

de plus, les deuxformes trinaires de Δ correspondent respectivement 
aux deux formes suivantes de c : 

(8) 
c = Fs -h [m"τι — mn")3 H- [niri — m'ri)3, 

'. c — F3 [ni,n — mn")s -f- [mri, — m,ri)3. 

4. Nous allons d'abord résoudre, d'une manière générale, les équa-
tions (7). La première, mise sous la forme 

[m'-h m,) [iri — m',) = (ni, -h ni') [ni, — m"), 

est équivalente aux formules simultanées 

ni ·+- ni, — ab, m' — ni, — cd, ni, -f- ni' = ac, ni', — ni' = bd, 

où a, b, c, d désignent quatre nombres entiers, assujettis à la seule 
condition de donner des valeurs entières aux formules 

(A) ni = , m, ———--, m" = —-—, m, — ; 

Jour η. de Math. (3e série), tome Y. — JANVIER 1879. 4 
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on verrait de même que l'équation nn -4- ri'2 = n'\ -4- n"\ est réso-
lue de la manière la plus générale par les formules 

fT>\ αβ-hyS _αβ — -/S — βΐ » _ as/ + βΐ 

La troisième équation de condition, transformée successivement au 
moyen des formules (A) et (B), prend les deux formes équivalentes 

i (ri — n\) ab -hc(n" — n\) a — d(rir -hn\) b + cd(iï -+- n\) — o, 
( (m'' — ηϊ^αβ -t-y(m" — m\)x— o(m" m" ) β γδ ( m' -t- m',) — Ό. 

5. Nous allons discuter cette équation, afin d'eu déduire les rela-
tions qu'elle exige entre les nombres a, b, c, d, α, β, y, δ. Supposons 
que l'on ait en même temps ri = n\, m' = m\, les équations (7) ne 
peuvent être vérifiées que de l'une des deux manières suivantes : 

m" = mi et η" = n\, 
m" = — m\ et η" — — 

Dans les deux cas, les formes trinaires (8) de c deviennent iden-
tiques, contrairement à l'hypothèse. Nous pouvons donc admettre que 
l'une, au moins, des deux différences (m! — m'

t
), (ri — η\) ne s'éva-

nouit pas.. 
i° Soit ri — ri

t
 ̂  o. L'équation (9), multipliée par (ri — ri β) se met 

sous la forme équivalente 

[(«' — ri,)a — d(ri + n")] [(«' — ri
1
)b-i-c(n"— /Î'J] 

H- cd(n"2 — n\ -f- ri2 — nf) = o ; 

puis, en ayant égard à l'équation η'2 -H ri'2 = n'\ -+- n"\, et aux for-
mules (B), on la réduit à la suivante : 

γδ(α δ — dee) (by — βο) = ο. 

D'ailleurs, aucun des deux nombres y, δ ne peut être nul, car alors on 
■aurait ri = rit, contrairement à l'hypothèse; l'équation obtenue se 
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réduit donc à l'une des deux suivantes : 

(10) ad = ad, by = βο. 

2° Soit η' = η\ et m' — τη\ ̂  o. L'équation (9), prise sous sa se-
conde forme et multipliée par (m' — τη\), se met sous la forme sui-
vante : 

[(m' — /»i) α — d(m" 4- m\ )] [(m' — m\) β 4- y (m" — m\) ] 
4- yd {m"2 — ni2 4- m'2 - m'2) = o, 

et se réduit à l'équation 

cd(ad— ad) (βο — by) = ο, 

en vertu des formules (A) et de l'équation m.'2 4- m"2 = ni 2 4- ni2. 
Comme aucun des deux nombres c ou d n'est nul dans l'hypothèse 
actuelle, on conclut encore que les nombres a, b, c, ... sont assu-
jettis, par la troisième des conditions (7), à vérifier l'une des deux équa-
tions (10). 

β. Soit d'abord ad = ad. On peut vérifier cette équation en faisant 
évanouir les deux membres, ce qui peut s'obtenir des quatre ma-
nières suivantes : 

a—d— ο, α = & = o, 
a = a = o, d=d= o. 

Dans les deux premières hypothèses, les nombres ni
l

, m\, ... ou 
ri

lt
 //*, ... sont nuls, et les deux formes trinaires (8) de c sont 

c = o + m2n'2 4- m2n"2 =o4-m,»l
! + m2n\2, 

ou bien 
c — o 4- n2 {m'2 4- m"2) = 04-n2 (m'

t
2 4- m\2), 

c'est-à-dire qu'elles se réduisent à deux sommes de deux carrés. Mais 
le nombre e, étant premier ou double d'un nombre premier, n'est dé-
composable que d'une seule manière en une somme de deux carrés ; 
les deux formes trinaires de c ne peuvent donc différer l'une de 

4» 
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l'autre que par l'ordre des deux derniers carrés, ce qui est contraire 
à l'hypothèse. Dans les deux derniers castles nombres m',, in^, n'l,ni 

sont respectivement égaux à m', m", n'
t
 n" ou à ces nombres changés 

désignés; de sorte que les deux formes trinaires de c sont identiques, 
tandis qu'on les suppose différentes. Nous pouvons donc admettre 
qu'aucun des quatre nombres a, ot

r
d, δ he s'évanouit. Désignant alors 

par fg la fraction irréduedble à laquelle se réduisent les deux frac-
tions -,■> -j» on a 

a — \fi d = lgi_ σ. = ρ. , â = {ig, 

λ et p. étant deux nombres entiers. 
Les formules (A) et (R) deviennent-alors 

(
 m

>=ibÎ±*Î,
 X

é/-
C
g

 m
* xt±l!£, 

I 71 — JX j 71 —A 5 71, = IX, — χ 72. = ££-= » 

Au moyeu de ces formules, nous allons montrer que le nombre e est 
nécessairement composé, à moins que les deux formes trinaires { 8} 
cessent d'être différentes. Pour cela, nous ordonnerons la première de 
ces formes, par rapport aux nombres arbitraires m, n, ce qui nous 
donnera 

(ia) c = F2 4- (n'2 -h n?2)rrr — z(m'n' 4- m"n")mn -f- (m'2 4- m"2)n2. 

D'ailleurs, par les formules (ι i), on trouve 

F2 = (m'n" - m"nj = ̂ (J2
 + S*)

2

 (H~ *β)', 

«'a + »"2 = fC/2 "·" S2) (β* + 72)' 

m'2 4- m"2 = ~ (β
 +

g*)(b2 + c2), | 

m'n' 4- mf'n"— ̂ (/2 4- g2) (bp + cy). 

On ne peut pas supposer F= σ, car lès deux formes ternaires (8), se 
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réduisant à des sommes de deux carrés, seraient nécessairement iden-
tiques, ainsi que nous l'avons déjàfait remarquer plus baut. Des lors, les 
formules précédentes montrent que c est le produit de deux facteurs, 
dont Fun est (f2 -Hg2) ou ~ (/2 ·+· g2), et dont Fautre est plus grand 

que « Pour que c soit premier ou double d'un nombre pre-

mier, il faut que f soit égal à f ou à 2. D'ailleurs, f et g étant 
des nombres entiers, premiers entre eux et différents de zéro, l'équa-
tion f2 -t-g2 =4 est impossible; on doit donc prendre 

/2-f-g2 = 2, /=±g^=±i.·-

Si l'on a f — g = ± x, les formulés ( 11) donnent-

ml = m\, m" = — m\, η' = η
ί

, η" — n\, 

de sorte que l'on a 

mn' — ml η — mn\ — mqn, mn" — m" η = — ( mn1 — m 1n), 

et les deux formes trinaires de c ne différent que par l'ordre des 
termes. Si l'on a f= — g = db 1, les formules (11) donnent 

in' = — m"t, τη" = m
t

, η' = — η", ra" = n
{

, 

ce qui donne 

(mnf — m'n) = — [mn
i
 — m\ η), {mn" — m"n) = mn, — m\ η, 

et les deux formes trinaires de c sont encore identiques,- à l'ordre 
près des deux derniers carrés. Si donc deux formes trinaires de c, 
réellement différentes, correspondent à un même diviseur trinafre de 
la formule i2 CM2, le nombre c n'est ni premier ni le double d'un 
nombre premier. 

7. On arriverait encore à la même conclusion si l'on supposait 
6γ = β c. D'abord on doit exclure les deux hypothèses 

b=c — ο, β = y = o, 
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parce qu'elles font évanouir le carré F2-. On doit aussi écarter les deux 
hypothèses b = β = ο, c = 7 = 0, parce qu'elles identifient entre 
elles les deux formes trinaires de c. On pourra donc poser 

c y g·' 

f et g désignant deux nombres premiers entre eux et différents de zéro, 
et l'on en déduira b = ~kf, c = 1g, β = [J-f, 7 = g-gi puis, en substi-
tuant dans la formule (ia) les valeurs qui en résultent pour m.', m" 
on verrait, comme dans le cas précédent, que c est le produit de deux 
facteurs, dont le plus petit est ^ (J2 -f- g2), et qu'ainsi il ne peut être 
premier ou double d'un nombre premier, à moins que l'on n'ait 

/2-+-g2 = 3 et J = ±g= ±1. 

Or, dans cette hypothèse, les deux formes trinaires de c ne diffèrent -
l'une de l'autre que par l'ordre des termes. 

Ainsi, dans le cas exceptionnel où les deux formes trinaires de c se-
raient déterminées par les formules (3), il est impossible que ces 
deux formes correspondent à un même diviseur trinaire de la for-
mule 1? -h eu", si le nombre c est premier ou double d'un nombre pre-
mier. Le théorème proposé de Legendre est donc vrai, sans aucune 
exception. 


