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POLYEDRES REGULIERS ETOILES. 209

Propriétés générales des polyédres réguliers étoilés;

Par M. Grorees DOSTOR.

4. Nous nous proposons de donner les formules générales qui lient
entre enx les divers éléments d’un polyédre régulier, que ce corps
soit convexe ou dfoilé. Dans la recherche de ces formules, nous ferons
intervenir un nouvel élément, qui p’a pas encore été cousidéré jus-
qu'ici : le rayon de la sphére tangente aux arétes du polyédre régulier:
‘I/emploi de-ce rayon nous permet d’établir nos formules d’nne ma-
niére fort simple, presque élémentaire; et nous conduit 4 des résultats
assez remarquables pour mériter d’étre signalés.

.- 2. On sait que, indépendamment des cinq polyédres réguliers con-
vexes, il existe encore quatre polyédres réguliers étoilés. Les deux pre-
miers paraissent appartenir & Kepler, qui, dans son Harmonique du
Monde [*], fournit un double dessin de chacun de ces corps con-
stellés : les deux polyédres réguliers étoilés y sont représentés de face
et de cbté, par rapport 4 I'un des pentagones réguliers étoilés qui les
terminent. .

Les deux polyédres réguliers étoilés de Kepler sont des dodécaédres;
dans I'un et Pautre les faces sont des pentagones réguliers de seconde
espéce; mais dans le premier (fig. 1) les douze angles solides sont-pen-

[*] Harmonices mundi libri 7, p. 54: Lincii Austriz, 1619; in-fol.
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210 G. DOSTOR. -
taédres et convexes; et dans le second (fig. 2) les vingt angles solides

Fig. Fig. a.

sont des triédres. Ces deux dodécaédres sont-Yun de zroisiéme espéce
& faces éloilées, et 'autre de septiéme espéce i faces éioilées.

3. Les deux autres polyedres. réguliers étoilés n’ont été trouvés
qu'en 18og par lillustre Poiusot, qui a établi, d’une maniére géné-
rale, la théorie des polygones et polyédres réguliers étoilés [*].

Le premier des polyédres réguliers étoilés de Poinsot (fig. 3) est
terminé par douze faces pentagonales convexes, sur lesquelles s'élé-
vent douze angles pentaédres étoilés; le second (fig. 4) est formé par
vingt faces triangulaires, qui comprennent entre elles douze angles
pentaédres étoilés. L’'un de ces polyédres est le dodécaédre régulier
étoilé de froisiéme espéce i faces convexes; l'autre est 'icocaédre
régulier étoilé de septiéme espéce a faces convexes.

Les deux polyédres réguliers étoilés de Poinsot sont respecuvement
conjugués aux deux polyédres réguliers étoilés de’ Kepler- car les faces
du premier dodécaédre de Kepler ont autant de cotés et sont de méme
espece que les sommets du dodécaédre de Poinsot, et les sommets du

[*] Journal de I Ecole Polytechnique, 1810, t. V, X¢ Cuhier; p-16 2 48.
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dodécaédre de Kepler ont autant d’arétes et sont de méme espéce que

Fig. 3. : Fig. 4 [}

les faces du dodécaédre de Poinso!. 1l en est de méme du dodécaédre
de Kepler, 4 sommels triédres, et de I'icosaédre de Poinsot.

§ I. — RELATIONS GENERALES ENTRE LES RAYONS DES TROIS SPHERES,
L'UNE INSCRITE A UN POLYEDRE REGULIER QUELCONQUE, L’AUTRE
TANGENTE AUX ARATES ET LA TROISIEME CIRCONSCRITE AU POLYEDRE
REGULIER. '

4. Relation entre le rayon de la sphére inscrite au polyédre et le
rayon de la splére tangente aux arétes. — Soient O le centre d’un po-
lyédre régulier (fig 5), AB I'une de ses arétes et C le centre de 'une
des deux faces réguliéres, auxquelles appartient cette aréte AB. La
droite OC sera perpendiculaire sur le plan ABC.

[*] Ces quatre figures, d’une exécution parfaite, sont empruntées au Traité de
Géométrie élémentaire de MM. Rouché et de Comberousse, lequel forme I'Quvrage le
plus savant, le plus complet et peut-étre le mieux rédigé qui ait été fait sur les éle-
ments de la Géométrie. Le lectenr pourra consulter avee fruit la partie de la Géo-
métrie de espace, p. 246 a 257, 4° édit., qui traite spécialement des polygones et
polyédres réguliers d’espéce supérieure.

27ea
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Abaissons CI perpendiculairement sur P'aréte AB; puis tirons les
droites OI et OA. Le point I est nécessairement le mlheu de I'aréte AB
et la ligne OI est perpendiculaire 4 cette aréte.

Cela fait, 4l est évident_que la droite OC est le rayon rde la sphére
inscrite dans le polyédre régulier; que la droite OA est le rayon R de

. Fig. &,

la sphére circonscrite & ce polyédre et que OI est le rayon de la sphére
tangente aux arétes du méme polyédre. Nous représenterons ce der-
nier rayon par p.

Tirons les droites OB; CA et CB.

Supposons que chaque angle solide du polyédre ait m faces et soit
de I'espéce p; que chaque face du polyédre soit un polygone de 7 cotés
et de Vespeéce q.

Par le rayon OA de la sphére circonscrite et par chacune des m
arétes, telles que AB, qui aboutissent au sommet A, menons un plan.
Chacun des m plans ainsi conduits formera avec le suivant un angle
diédre, et les m angles diédres ainsi obtenus comprendront p fois
P’espace rempli par les quatre diédres droits, que 'on peut former
autour du rayon OA, espace angulaire, qui est mesuré par 27. Il s’en-
suit que chacun de nos m diédres sera Ja m*®™® partie de p fois 27, ou

IS

sera égal P i Or le diédre COAT, compms entre les deux plans OAC

et OAI, est la mome de I'un de ces diédres; donc on a I’angle diédre
(1) COAL=%".

Puisque chaque face de notre polyedre régulier est un polygone
reguher de 2 cOlés et de 'espéce g, I'angle au centre AGB de I'une de
ces faces sera égal a la 2™ partie de g fois quatre angles droits, ou
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égal & 277 par suite, on a I'angle plan
gal & ——; pa ) glep
T

(2) ACI =15

n

Cela posé, dans le tétraédre TACO, dont nous prenons le point I
pour sowmet et par suile la face ACO pour base, projetons, sur le
plan de la base, les trois faces latérales ICO, TAO et FAC; nous obte-
nons 'égalité

(3) ACO =1ICO cosACI + TAO cos COAI + TAC cos IACO.

Mais, en vertu de (2) et (1), nous avons

cosACI = cos %Zf, cosCOAI = cos%:;

d’ailleurs, P’angle diédre TACO étant droit, il vient
cosJACO = cosg =o.
Par conséquent, I’égalité (3) se réduit
(4) ACO =1CO cos L& + TAQ cosZZ-
@ m
Or il est évident que

le triangle ACO = £ OC.AC=%r.AG, °
le triangle ICO = =~ OC.CL = Zr.ACcos %,
2 2 n

et le triangle TAO == OL. Al = 2 p. ACsin Z%.
. 2 2 n

Nous obtenons donc, en substituant dans (4) et en divisant le ré-

sultat par £ AG, -
. EiS . T 3
r=recos? L= + psin 7% cos£Z,
n n m
ou
kg - T 3
r (l — cos? q—) =g sin 2= cosZZ.
n n m
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Remplacant 1 — cos® 7% par sin? L7, puis divisant par sip 1%, nous ob-
n - n e
tenons enfin la relation

(N rsin = = peos S,

4 n m
qui existe entre le rayon r de la sphére inscrite dans le polyédre
régulier et le rayon p de la sphére tangente aux arétes du polyédre.

5. Tueonime 1. — Lorsque deux polyédres réguliers conjugués
sont circonscrits & une méme sphére, les rayons des deux sphéres tan-
gentes aux arétes sont entre eux dans le méme rapport que les sinus
des angles au centre, dans les faces des deux polyeédres réguliers.

L’égalité (I) nous donne

Soit p’ le rayon de la sphére, qui, dans le conjugué du polyédre régu-
lier précédeut, touche les arétes. Si ce polyédre conjugué est aussi cir-
conscrit & la sphére-de rayon r, nous aurons ‘

ot

(I) £~ —p

m

sin

6. Relation entre le rayon R de la sphére circonscrite et celui p de
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la sphére tangente aux arétes. — Le triangle AIO ( fig. 6) nous donne
OA =OI + AL = OI + AC sin* ACI = OI + (If)-z — _&3‘) sin? ACI.

Fig. 6.

Remplacant les quantités par leurs notations, nous obtenons

R*=p® 4+ (R* — r?)sin® >~ q

d’ott nous déduisons

R2 (1 — sin? ) p® — r*sin®* -~ r’
ou

=
Rcos? = =2 — p2 sin? q—-
n

Si, dans cette égalité, nous mettons,  la place de rsin q’—;', sa va-
ko .2 . - s
lear p cos%, tirée de (I), nous aurons la relation demandée

21’ 2T

2q —p sin —:

R2cos — p*cos
ou

g% __ . P
(ar) . BcosT-—psm-; ,

7. Relation entre le rayon r de la sphére inscrite et celui R de la
sphére circonscrite. — Si nous divisons, membre-d membre, les deux
équations (IIT) et (I), nous aurons la relation

k14 T
Rcos = sin £
n m
_ 3
. T T
rsin 7= €0s i

R m
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qui se réduit a Lo

R__ pr g%
(Iv) - = tang—tang
Cetle relation était connue pour les polyédres réguliers couvexes,
Cest-a-dire pour lescasou p=g=1.

8. Tutorime 1. — Lorsque deux polyédres réguliers conjugucs
sont inscrits dans une méme sphére, les deux polyédres sont aussi cir-
conscrits & une méme sphére; et réciproquement.

Car, ponr passer d’unpo]yé(-ire a son conjugué, il suffit d’échanger
-entre eusx, dans (IV), d’abord les nombres n et m, puis les nombres
g et p, ce qui n’altére pas le produit

tang™——tang=-;
R A '
done le rapport — reste le méme.

9. Cororratre. — Lorsque deux polyédres réguliers conjugués sont
inscrits dans la méme sphére, les faces de ces deux polyédres se
trouvent inscrites dans des petits cercles de méme rayon.

Car le rayon du cercle circonscrit & Pune des faces du premier
polyédre est le coté CA du triangle rectangle ACO (fig. 6); qui
donne - '

CA'=A0 — OC =R — 1

par suite, le rayon du cercle circonscrit & 'une des faces du polyédre

régulier conjugué a aussi pour valeur VR — 2

10. Tuterime 1. — Lorsque deux polyédres réguliers conjugués
sont inscrits ow circonscrits & la méme sphére, le produit des rayons
des deux sphéres tangentes aux arétes de ces polyédres est égal au
produit des rayons des deux sphéres, Pune inscrite et l'autre circon-

- X X . * p
scrite & nos deux polyédres conjugués.
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Car on a, pour le premier polyédre, en vertu de (IIl),

q

qr . PT
Rcoa”_psm 3

m

et, si g’ est le rayon de la sphére tangente aux arétes du second po-
lyédre, on aura, en vertu de (1),

rsinfs =’ cosZ=.
. m n
On en tire, en multipliant,
(V) Rr=pp'.

11. Relation entre les rayons R, r et p des trois sphéres. — Faisons
le produit des deux égalités (III) et (T); nous obtenons Ia relation

™ ™ o PR ki
q—n- cosin- = p’-smf’—— cosZSs

m n

Rrsiu

qui prend la forme remarquable

. 2T g . 2PT
(Vi) _ Rrsin——= p*sin>~ =

§ II. — INCLINAISON MUTUELLE DES FACES ADJACENTES
DANS LES POLYEDRES REGULIERS.

12. Formule générale. — Nous désignons par 21 F'angle plan, qui
mesure inclinaison de deux faces adjacentes dans le polyédre régulier,
dont les faces sont de n cotés et de I'espéce g, pendant que les angles
solides sont de m faces et de 'espéce p. :

L’angle 21 est évidemment double de I’angle plan OIC (fig. 7)-

Pour trouver la valeur de Vangle I, nous ferons remarquer que le
triangle rectangle OCI nous donne de suite o

OC = 01 sinOIC,

ou
r = psinl,

Journ. de Math, (3¢ série), tome V. — JuiLLET 1879. 28



218 G. DOSTOR. :
d’ou nous tirons

sinl =
P

Fig. 7.

Mais, par la relation (I) du n° 4, nous avons

T
cos2Z
B m . .
;: 7= 9 . ;
sin t— -
n
donc il nous vient
T
cos”7
. . /3
(N sin] = ——-
~ ¢

sin — .
n ¢

Celte expression était conntre pour les polyédres réguliers convexes.

A3. Fuvorime I. — Lorsque deux polyédres réguliers sont conju-
gués, les sinus des demi-inclinaisons des faces adjacentes sont inver-
sement p: oportionnels aux sinus des angles au centre de ces faces.

Soient I et I les demi-inclinaisons des faces adjacentes dans deux
polyédres réguliers conjugués; qui sont terminés, le premier par des
~ polygones de n ctés et de Pespéce g3 le second par des polygones de

m cO1és et de ’espece p. '

Les angles solides du premier polyédre sont de m faces et de Pes-
péce p, pendant que ceux du second sont de n faces et de I'espéce ¢-

Nous avons, par conséquent (n® 412),

254
COSIIT 003'77
(x) sinl = » sinl'= .
™ P
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Divisant membre 4 membre, on obtient I'égalité .

cosPZ sin2%
sinlT __ m m
—_— =
sinl SIDE COSq
n
qui revient &
sinl Sinzfljf
(H.) sinl 2g® ) \
sin
14. Cororraire. — Si nous rapprochons cette égalité de la rela-
tion (V) du n® 11, nous en déduirons
(1) p*sinl = RrsinT.
15. Tasorime H. — Lorsque deux polyédres réguliers sont con-

Jugués, les cosinusdes demi-inclinaisons des faces adjacentes sont inver-
sement proportionnels aux sinus des demi-angles au centre de ces
faces.

Les deux égalités (1) nous donuent

COS”-)—“’ ' coszq_TE
cos*’I=1— " cos?l/ =1 —— 2
sin’ﬁr 5in2”_1t
n m
et, par suite,
2% - 2 P7

. ki3 . 3 . -
cos?Tsin? 1% —=sin? 1T — cos?2Z = sin* L& 4 sin?El — 1,
n m m .

n n

- T . g k13 o g . K3 . T
cos?I'sin? 2% = sin?LZ — cos? 97 _ sin?2% 4 sin? 45 — 1.
m m n m n

Les seconds membres étant égaux, on a

- by . T
cos*Isin? 1% _ cos?T'sin? L5,
I m

d'out I'on tire la proportion

cosl sin -I_l’;
'\.lV) cosT . qzn
sm 7

qu’il fallait établir.
28..
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16. Taforime 1I. — Lorsque deux polyédres réguliers sont con-
jugués, les cotangentes des demi-inclinaisons des faces sont directe-
ment proportmnnelles aux cosinus des demi-angles au centre de ces
faces.

Divisons, membre & membre, I'égalité (1V) par (II) ; nous obtenons
la relation

- Sl!l]l-—"lr Slllzq’r
cosI :sinl m n
cost sin¥l s . 2pw
qulD pr
m
La premiére fraction est égale é -5 1a seconde fracuon, apres sup-
du f; P2 sin T d
pression du facteur 2 sm—— sinZ- commun 4 ses deux termes, se
cosf’-’f
réduit 2 . Nous avons donc
€CO0S~—
m
(V) cotl n
cotl’ prw

Cette formule trouvera son application plus loin, au n° 26.

17. Remarque. — Faisons le produit des inverses des valeurs (1);
nous aurons
m o 1!
st
Ty = = tang lanaqr
sinIsinl PT n
COS— P CDS—_'

Si nous mettons cette valeur daus la formule (IV) du n° 7, celle-ci
devient

(V1) r=Rsinlsinl’.

48. Inclinaisons mutuelles des faces adjacentes dans les divers po-
lyédres réguliers. — Appliquons la formule (I) au calcul de lincli-
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naison des faces adjacentes dans les neuf polyédres réguliers; nous
obtiendrons des valeurs que nous réunissons dans le tableau suivant :

POLYEDRES REGULIERS. Ag.imp. sinl. al.

o
Tétraédre....... esees H ﬁ . y 70.31’.43:6

Hexaédre %\/; 90.00.00,0

Octaedre /6 7 109.28.16,4

I

—_— 3 ..,
Dodécaédre convexe.,.. & ¢50+10\/5. ‘: | 116.35.55,2

3 -

Icosaédre eonvexe i (\/E+\/§). o 245, 1 138.11.22,75
Dodécaddre de Kepler & 5 3
sommets pentaédres..|- Py \/50 -+ 10\/5'. l: . 116.35.54,2

1 Spas 0 ot moR
| Dodécaédre de Poinsot. & /50 — oy3. P 63.24. 3,8

Dodécaddre de Kepler &

sommets tri¢dres.. .. & \/50 —r104/3. - 63.24. 5.8

Icosaédre de Poinsot. .. Hyi5+y3). ~e iVE. | 4138335

Nous laissons au lecteur le soin de déduire de la comparaison de
ces valeurs les conséquences, qui en découlent naturellement, et de
déterminer lni-méme la raison de ces conséquences.

§ III. — ExPRESSIONS GENERALES DES RAYONS DES TROIS SPHERES, EN
VALEUR DE L’ARETE DES POLYEDRES REGULIERS.

19. Rayon de la sphére inscrite dans un polyédre régulier, en valeur -
Fig. 8.

de Uaréte a de ce polyédre. Le triangle réctangle OCI { j;ig. §) nous
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fournit la valeur
r=0C=Cl tangOiC = Cl tangI;

mais nous avons, par le triangle rectangle ACI,
CI = Al cotACI = g'cot :'5

1l nous viendra donc, en subslituant,

n ar—= (zcoti‘r’;7E tangl.

20. Rayon de la sphére circonscrite & un polyédre régulier, en va-
leur de 'aréie a de ce polyédre. — Multiplions I'égalité précédente (T)
par la formule (IV) da n® 7; nous aurons de suite

— P ine 1% cot 1% .
2R = atang—tang ~~cot -~ tangI;
mais on sait que
aned® cot I% o= 13
fang~ = cot - =1;
donc il nous vient

V(II) aR= atang’%t&ngl.

Q1. Rayon de la sphére tangente aux arétes d’un polyédre régulier,
en valeur de I'une a de ces arétes. — Dans la formule (I), rempla-

1:05£—1'E
cons r par sa valeur p - "_, fournie par Pégalité (I) du n° %; elle
sin 1%
n
devient
cosZ> -
20—~ = acot <~ tangl.
sm—n—

Si nous multiplions les deux membres par sin 2,—:-' et que nous divisions
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les produits par cosZ~ nous obtenons I'expression
m
cOS-q;'ﬁ ’
(11II) 2 =a—o tangI.
COSI

92. Autre expression de ce rayon. — Multiplions cette égalité,
membre & membre, par la relation

COoSs I—;;E
sinl =
sin 15
) n
du n° 12; elle devient - A
cos l]-_‘n-: COS’%
2psinl =a tangT 3
pr . qm
COS—— s —
mn n
d’ott nous tirons
cotg—T—:
25 = g —0
£= cosI
ou ’
(IV) 2p=_acotq—-”sécl.
n

23. Expressions trigonométriques des rayons r, R et p des trois
sphéres, en valeur de Paréte a des divers polyédres réguliers. — Dans
les formules (), (IT) et (III), remplacons 7 et g, m et p par les nombres
entiers, qui conviennent  la suite des neuf polyédres réguliers; puis
mettons de méme, a la place de tangl, ses équivalents trigonomeé- "
triques, qui sont consignés au tableau du n° 48. Nous obtiendrons des
résultats, que nous pouvons réunir dans un méme tableau, au moyen
duquel il sera aisé de calculer les expressions numériques des trois
rayons r, R et p en fonction de Paréte a.
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VALEUR, EX PONGTIOX DE L'ARETE &, DE

POLYEDRES BEGULIERS.
2R. 2p.

. LW . W s, W T . T L2
Tétraédre acots sin—- a tang§ sin. acosgsing H cosz-
4

34 &

Py T . T T . T . T 7l
Hexabdre. vseesaesans acot sin=- atanglsinT. acosZsinZ3cosTe
4 2 3 a2 42 3

. @ . @ x . w ® . w - E
Octaddre....... cores 2acotzsin,e 2ataug-z; st- 2aco8zsin--1cos-

374 37474

L o . 3n . 3w w . 3w -
Dodécaédre convexe.. 2acot-: sin—-« 2z tangsin—- 2acos=sin—$cos3e
5 10 10 57 10 3

™

3

) w . L3 i 7 . 3w 7 . S -
. Teosaddre convexe.... acot- sin®*—- atang—sin®—-. @05 Sin*~—3scos-.
I A 4 3 10 4 63 w0 & 3 10 5

Dodécaddre de Kepler
2 sommets pen— )

. 3a x . 3w 2w ., 3w 3
sin-—- 2atang=sin—s+ {2ac08-—sin—icos¢-
10 57 10 5 10

2% ki
5

taddreSieevieasenes 2acot
Dodécaédre de Poin-
x
5

T

aacot.
5

.o 2. @ . ®, 2w
sin—. 5atang— sin—- [2ac08¢sin—JcOS—
x0 5 10 10

5
Dodécaédre de Kepler

s . N . T L Ay, W L
a sommets triédres. 2acot— sin—~- 2z tang-sin—- 2a2€0S— 8in—€0S7*
5 10 37 10 5 10 3

. T . T 27 . 7 @ s an
Icosaédre de Poinsot. acot sin®—- atang—- sin? —+ |4acos—sin®*—1tcos—-
4 3 10 4 L 10 4 3 10 3

§ IV. — VOLUME DES POLYEDRES REGULIERS CONVEXES.

Q4. Formule générale. — Soient F le nombre des faces d'un po-
lyédre régulier convexe, et z le nombre des cotés de chaque face. Cha-
cune des F faces est la base d’une pyramide réguliére, ayant son som-
met au centre O du polyédre. .

Le triangle ABC (fig. 8) est Fun des n triangles dont se compose la
face, qui a son centre en C. La surface de cette face sera, par suite,

n.ABC=n.L1AB.Cl=ina.Cl;
mais le triangle ACI donne

CI = Al cotACI = =~ acot~;
2 n
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il vient donc
I
n. ABC = > na® cotg-

4

Puisque la hauteur OC de la pyramide réguliére, qui a pour base
n. ABC et pour sommet le centre O, est égale au rayon r de la sphére
inscrite, le volume de cette pyramide sera: :

v =—na®rcotZ-
12 . n
Le volume de notre polyédre régulier est donc
(1) - V=LaFa’reot’.

- 95, Expressions diverses du volume d’un polyedre regulier con-
vexe. — En faisant dans cette formule les substitutions convenables,
on verra qu'on a aussi

) § T .
V= ZnFa“ cot? = tangI,

= nFr® tang= cot?I,
r .

3
__I 3 3 ® 27 2
(Im) < V_snFR cot’ —cot®~cot I,
) 4 ™ .
V =gnFp’tang-sin 2T cosl,
V=§nFRrp ———coi®*l.
sin ~-sin =
m n

96. Rapport des volumes de deux polyédres reguliers convexes,
qui sont conjugués et inscrits dans la méme sphére. — La derniére des
formules (I1), qu'il serait facile d’établir directement, nous permet de
démontrer un théoréme curienx, dans lequel intervient le rayon de la
sphére tangente aux arétes.

Lorsque deux polyédres réguliers conjugués sont inscrits dans la
méme sphére, nous savons (n° 8) qu'ils sont aussi circonscrits 4 une

méme spheére. : -
Journ. de Matk. (3¢ série), tome V. — Juier 1879. 29
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D'ailleurs le produit zF a aussi méme valeur pour les deux po-
lyédres conjugués, s'ils sont convexes; car, si ce produit est 4.6 = 24
~pour Phexaédre, il sera 3.8 = 24 pour Voctaédre; de méme, s'il est
5.12=60 pourle dodéeaédre, il sera 3. 20 =60 pour I'icosaédre.

Cela posé, soient V et V' les volumes des deux polyedres réguliers
convexes et conjugués, qui sont inscrits dans la méme sphére de
rayon R; r le rayon- de la sphére inscrite, qui est commune; p et g’ les
rayons des deux sphéres- tangentes aux arétes; I et I' les demi-incli-
naisons des faces adjacentes; 7z et m les nombres de cotés de leurs
faces; F et F’ les nombres de ces faces.

_En vertu de la derniére des formules (I1), nous avons

T
cos? — cot’l

- V=ynFRrp

LT T
sin Sl —
m n

.- cos® E cot* T’
V= 3™ ER rgt —————;

. T .7
510 —Ssin —
i n m
- divisant membre & membre et observant que nF = m¥F', il vient

- * T
v cos? —cot’ 1
P m
v="0
P cos2 Z cotl’
n

Mais 'égalité (V)n(}u n° 16 nous donne, en y faisant p=r1,9 =1,

™ - ®
cos—cotI = cos-cotl’;
m n

donc il reste

‘On en conclut la proposition suivante :

Tagoriue. — Lorsque deux polyédres réguliers, convexes et conju-
gués, sont inscrits dans la méme sphére, leurs volumes sont entre eux
comme les rayons des sphéres tangentes aux arétes des deux polyédres.




