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INEGALITES SECULAIRES DES PLANETES. 195

Sur U'équation dont dépendent les inégalités séculaires
des planétes.

Par M. Ene SOURANDER.

Cette équation, de la forme

a“ - a{q s (Lm
oy Aog — X ... Qap
=0,
“ee con SN “es
. (257} Ay cee Oy — X
ou
Qi == Qg

fut rencontrée pour lapremiére fois par Laplace [ ], dans ses recherches
sur les mouvements des planétes.
Lorsque n est égal & 3, elle devient

Ay — & ygy s
Qs Qgy — X AR =0,
3y 3o a3z — X

équation qui détermine les axes principaux des surfaces du second
ordre, les forces élastiques principales et les moments principaux
d’inertie des corps.

La réalité des racines de I’équation précédente fut prouvée par La-

'] Mémoires de I’ Académie de Paris, année 1772, p- 343,
2b..
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grange [']. D'autres démonstrations, s’étendant au cas général, ont été
données par Cauchy [*] et Jacobi [*] et plus tard par MM. Sylvester [*]
et Gronert [?]. -
La réalitédes racines de I'équation qui détermine lesaxes principaux
des lignes du second ordre
Gy — X Ay

=0

i
, Ay Qapg — X
étant évidente par la décomposition en carrés de son discriminant,
(xl — x, )= (au - a‘zz)z + 4“?21

M. Kummer [*], par la voie du titonnement, parvintle premier i une
décomposition analogue du discriminant de Péquation cubique.

Bientot aprés M. Borchardt [7], & Yaide de quelques théorémes sur
les déterminants de Vandermonde, Jacobi et Cauchy, décomposa en
carrés le discriminant de I'équation générale.

D’autres méthodes encore, pour Péquation du troisiéme degré, ont
été données par Hesse [*], en se servant de quelques formules de
Jacobi [* ], et plus récemment par MM. Bauer [ *°] et Geyser [*!]. La mé-
thode de Hesse se fonde sur les substitutions orthogonales, et celle de
M. Bauer sur les propriétés des déterminants, tandis que M. Geyser
arrive au buten prenaut pourpoint de départ quelques considérations
géométriques. o .

Tous ces travaux, et surtout ceux de Hesse [ *2], attestent assez le vif

['] Meémoires de I’ Académie de Berlin, année 1773, p. 85.

[*] Exercices de Mathématiques, t. IV, p. 14o; 1829.

[*] Journal de Crelle, . XII, p. 1; 1834.

[] Prilosophical Magazine, t. 11, p. 138 ; 1852.

[*] Arehiv der Mathematik von Grunert, t. XXIX, p. 4425 1857.
. [} Journal de Crelle, t. XXVI, p. 268; 1843.

['] Journalde Crelle, t. XXX, p. 38; 1846. Ce journal, t. XII, p. 503 1847.

[*] Porlesungen iiber anal. Geom. des Raumes, p. 320; 1861.

[*] Journal de Crelle, t. XXX, p. 46 ; 1846.

[**] Journal de Creile, t. LXXI, p. fo; 1870.

[*] Journal de Crelle, t. LXXXII, p. 47; 1877.

[**] Porlesungen itber anal. Geom. des Raumes, p. 279; 1869.
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intérét que ce probléme a su éveiller. Je ne crois donc pasinopportun
d’ajouter aux précédentes une méthode générale qui me parait plus
directe, et dont les résultats se présentent sous une forme abrégée et

plus simple. ,
Jexprimerai d’abord, 4 I'aide des coefficients de I'équation

{1) L Qg X A Ay ... - Ayt =0,
la fonction critique D de ses racines, définie par I'égalité

D=(1'2_x{)(xz_x.)...(xn-—x,)r
(x, —.1‘2)-- °(xn —JT._,)

(2) ' e iensaeaes

(@ — Lums).

Son discriminant, obtenu par la méthode dialytique de M. Sylvester,
pourra s’écrire

a, 2a, ... (n—1)a,, nae, o e O

na, (n—na, ... 24, . @y o ves O

o a, ver (R—2)a,_; (n—1)a,, na, .

o na, ... dda,, 2d, Gy e.v O |,
i a, 24, 3a, * ... na,
na, (n—1)a, (n—2)a, ... Gy,

Cyy Cya oo Oy .
Cay Caa eie Copgy
Cpaiyt Cn-t,2 +++ Cnegn—y

ou

(3) ‘ Cip= di—{,k g g+ ey i =
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et
(4) dyp=(i +1)(n — k)az ax— (k+1)(n—i)as. ;.

Le dernier discriminant peut aussi se déduire du premier, comme Pa
montré M. Baltzer dans son Traité des déterminants.

En désignant ces déterminants par R, nous aurons maintenant la
relation

{(5) 222D =R.

Pour le démontrer, je suppose égaux 2 zéro tous les coeflicients,
excepté a, et a,. Les déterminants R deviennent par la

n
(6) R= (_])(2)n2n~-2 (noan)n-—i-
Par snite d’un théoréme connu de Canchy, D peut encore s’écrire
0 0 @
2 xy ... x
1 1 1
xl 1.2 i xn .
?
—~1 51 —3
2 Xy R

d'otl, en élevant au carré Pégalité-due a M. Cayley,

So . §y o Sn-1
s Sa wes S
’ o ___ i 2 n
{(n - D*= )
Sll—l sn .. ‘92"—2 l

dans laquelle o .

i=n

(8} - ' Sm =2x;n .

i=r

Ce déterminant se réduit, par la méme supposition, 4 l'aide des iden-
tités de Newton, 2

(9) D2 = () ()

Nous savons aussi, par les recherches d’Euler sur les résultantes,
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gue D? et R ne différent que par un facteur, fonction de a,. Les va-
leurs particuliéres que nous venons d’obtenir vérifient done la rela-
tion énoncée. -

Désignons & présent par ¢ le déterminant

Ay Qs Gy
Ayy gy dag |,
gy dza 33

et par o,,, &2, ... les déterminants complémentaires des éléments a,,,
@z, ..., C& qui nous permet d’écrire I'équation cubique

(r0)
et identifions cette équation avec la suivante :

{r1)

qui a pour discriminant, d’aprés les formules donmnées.plus haut,

6 — (&4 + Gon + 023 )X -+ (@4y + Qoo + a3 )2 — =0,

Ay +a, 2+ a,xt4-a,x* =o,

2(a,a, —3a,a,) (a,a,—ga,a,)

3aiD*= .
3 (aya;—qapa;) 2(a.a,—3a,a;)

(r2)

Avec les notations

@ay ~— Q33 | ]
Qo= —=—9 U= —F7>
14 Vg iy \/6
Q33 — @y “33;"—“1
(13) Ao = —ﬂ‘/?ﬂ oz = —\/Tl’
ay — Gay gy = U2z
a:u:‘_dg—’ “ai_—'__"/—g—"

nous aurons d’abord

a,a,— 3a,a;, = (“u + fgp+ dy;)*

(14)

—3(a11 Aot A4 Bay+osys—at , — al ;, — a3 ,)

— 2 2 2 2 P 2
=3(ai,+ ai,+ ai,+ a3, + aj, -+ a3,).
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Le théoréme de Jacobi, s’exprimant par la formule

, @#P __ dp dp _ dp dP

_— y
dacda,, — da,da.;, duys das,

nous donne aussi

' 2 2 2
&= Tgplagg—— Ry Haslhu—" Kyy Gy Qg — Xy gy
( 6 T @u azn g3
16) .
2 2 2
_ Gu@ui Zn g Gk &) &g &gy

- @y == Ay~ Q33
La derniére expression s'obtient en additionnant les pumérateurs
ainsi que les dénominateurs des fractions précédentes, procédé d’Eun-
clide qui pourrait faciliter bien des recherches, comme le remarque
M. Lindel6f dans son Traité de Géoméirie analytique.
En développant le déterminant &, d’aprés un autre théoréme connu,
nous obtiendrons

N oL —_
O == @y Oy Aoy Uy gy Oy = Qya i~ B lloo~t A3allyy
(*7) == @3 ty3 — Qg lag = d33 %33

@y @y b Ty~ Bys =t 2 sz - 2z 2An o

- : 3

Cette expression résulterait également de I'application du théoreme
d’Euler sur les fonctions homogénes,
Les développements précédents nous donnent encore

,:. a,a,— 3a,a,= (& + o+ “33)2

(18) ? — 30ty Otag -y y Rz Cagllas— &G 5 — &} 3 — U3 5)
J =3(“?2+‘“%3+“%4+“§3+“34+“§4)=

el

[ a0, — Qdydy

s =3 (@) &y tontlog+ g Uaz+ 28202 283 Cys+ 203 023)

‘—A(“n -+ azz""‘“zs) (“g; - Utag Tk Dlga)
=622+ Qy3%ys + Ay Gys + Taglloy + By Goy T By Uy )

(19) ¢ -
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A I'aide des relations (14), (18) et (19), I'égalité (12) devient *

| apdptasast A @y Ary Gyt B Qa1 23 Ay By %ya-t+ Ais &z Qyay~+ @ittt an e,

12 Q2= Gy g3 Qg Ryt Qas Rgg—t Aoy Ras—+ Aoy Fia gz~ Gy 0y~ G Rig — Gay oyt 2

)

Ce déterminant est composé de deux systémes égaux :

Q2 Gy Qi Qa3 GQsy Ay,

Olya Oyz Oy Olaz Oloy gy

et peut par conséquent, d’aprés le théoréme de Binet et Cauchy, se
mettre sous la forme

D Qs Uyz Gy Qa3 Gy Agy
(2I) l_i=

7

Uya Oyg Oyy Koz Xy U3,

notation qui est due & M. Baltzer, et qui équivaut 4 la somme des
carrés des quinze déterminants que I'on obtient en combinant les
six colonnes deux a deux. ,

Si, pour abréger, nous désignons, & I'exemple de M. Bauer, par
(@i3%a3). - . les déterminants

Ayz  dy;
3 eey

B} %3 g
ces carres seront

D o .

Freaa (@, oy ) + (g “:2)24' (am“n)' + (@24 1®

(22) + {@3 @ + (@ag 00y 5) + (“12“«4)2 4+ (an“u)s
+ {@ag tay )® + (am“za )2 -+ (als 0‘14)2 -+ (an“s&)z

= (Byq Uay )2+ (@aattis)® + (Qes 34).
Pour simplifier, le systéme (13} nous offre d’abord les identités

Qys -+ oy~ Qg5 = 0,

(23)
Gyg—+ Olgy = O35 = Oy
et paria
(24) (auau) = (au“u) = (anaaa),

a I'aide desquelles le discriminant se réduit & treize carrés, forme sous
laquelle 'a mis M. Borchardt, :

Journ. de Math, (3¢ série), tome V. — Juix 1879.

26
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Les développements )

[ @00, -+ @rollay - 305, = 0,
@y &yt Aoy Qgp -1~ Ay Ugy = Oy
Ay Oy3 —+ Aoy Oy~ A3 %33 = O, )
Ay3Qyy + AgzGlpy + a3 0ty = O,
Q4509 - Qaglas + Q33032 = Oy
\ @y0@g - Qg2 &y -+ (iaz“as =0

(25) !

nous conduisent ensuite aux relations, rapportées par M. Bauer,

(‘tts zaa»)

(“{'2“3.5\- = V6

2

' (an ﬁz‘)-;—: (ai;“n) .

(26)

| (e =t

et qui réduisent le discriminant 4 la forme de dix carrés que lui a

donnée ce savant. A
Par suite des identités (23), nous aurons encore

(“uau) -+ (aizazk) -+ (“{2“34) =@,
(37) 4 (am“u) -+ (au“zn) -+ (am“u) =0,
( (“23 o)+ (“z:“za) -+ (aza Kyy)=O0.

Moyennant ces relations, trouvées par Hesse, le discriminant se met
enfin sous la forme de sept carrés de M. Rummer.

Quand le diseriminant de I'équation cubique s'évanouit, le lien géo-
métrique, en coordonnées rectangulaires, de I'équation

,

(28) [ @y X2 A Qoo P+ Q332 4 2003 5+ 2843X2
2
+ 2a,3 XY 4 24,5+ 282 4+ 2432+ Az — O

est une surface de révolution du second ordre, dont nous obtenons
les caractéres analytiques en égalant & zéro deux des trois premiers

carrés (22).



INEGALITES DES PLANETES. 203

Pour le démontrer, nous avons I'identité suivinte, rapportée par
M. Bauer,

(29) ; alz("ns“zs) +a|3(“23“42)+ azs(am“lz)':o,
et de 13, par un changement partiel des indices,

(s a3 ) + au(“zs“w) + @ag{aya0t;) = 0,
(30) a(2(a{3 “34) -+ ﬂla(au“lz‘i ~+ au(alzais) = 0,

Aoy (am“zs\ it aia(azs “24) -+ ﬂas(au “43) =0
et

(31) “u(aaaau)‘i‘als(auau) 'l"au(au“la):o-

Ces relations et les formules (24), (26)et (27) font voir que tous les
autres carrés s’évanouissent en méme temps.

Les conditions analytiques des surfaces du second ordre peuvent
dong s’écrire

(32) Zn By Ju,
@y a3 Az

Si un seul des coefficients a,;, @3, d., était nul, les trois premiers
carrés et le discriminant ne pourraient s’évanouir. Dans les autres cas,
Pégalité (22) nous denne '

g Apa=0a,3;=0, D?*=/[(a. -—asg)'-' +4al;l[(ass —ai )@, — a) + a2, ]2
(33) Ayg = (a3 = 0y D= [(aas —~ay !)2 -+ 4“? 3] [:(.au —aez)(‘lzz —azs) -+ (lfs]:,
e a3 =0 =0, D*=[(@, —as)"+ hai (@ — Q53) (@22 — @)+ al,?

et

(34) Ayo=03=0x33==0, D? =[(au f—azz)(an '—aas)(azz - a33)]2,
d’ou les conditions

Qg == Ay3 = O, (asz—au)(au _422)'*‘“3_3:0,
(35) z Qyp == Qa3 = O, '(an — @aa) (‘%2"‘“33)"" a?, =o,

Q3 == Qy3 = 0, (aza - aaa)(“aa —"lzu) +aj, =o0
el

(36) Qg = Q3 == g3 == O, (au "—azz)(an — a3\ (@22 — @g3)= 0.
’ i 26.
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Toutes ces conditions sont rapportées pour la premlere fois par
Bourdon et Mondot [*]. .

Les égalités (26 ) font voir encore quele discriminant s’évanouit avec
les a5, @osy @azy %5, Gosy %y, d'0l1 Tésultent les condmons particu-
liéres

(37) Qyr = Gy = Gy, Qi =a5, =d3,.
Echangeons & présent la notation du systéme (13) contre

ai; — aig

(58) | | sm: 6

&Ly — Kl}
1.“ =

Vb

3

L’égalité (21) devient par I3
D2

3 @2 ay ay a ga
(39) T

Qya  &yz " Oag 4ol 438 a3l

En multipliant la premiére ligne de ce systéme par a,, et en I'ad-
ditionnant avec la seconde ligne, ee qui évidemment ne change pas
la valeur du systéme, nous obtiendrons

(40) D laa.‘z, Az Gy 200 3@ | 2@
To » 2 ” I ”
’ By iz Ggy 128" a 4
ot
s=3
Lo "
a; =$‘a-,am=a,‘.
(41) _ L i
S=r
1 &
n . %t TSk
W=

Le procédé qui nous a permis de décomposer en carrés le discrimi-
nant de ’équation cubique, et qui s’appliquerait facilement & 'équa-

[*] Correspondance sur UEcole Polyt., t. IE, p. igh et 205; 1811.
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tion du quatriéme degré, pourrait sans doute étre étendu au cas
général. Je démontrerai ici que le discriminant de I'équation générale
sera susceptible d’une décomposition analogue 4 celle de la for-

mule (40).

Multxphons a cet effet par s, toutes les colonnes, excepte la pre-

miére, du determmant

So S5 . Spy
R AR
3
Su—t  Sq ses  Sopg

et divisons sa premiére ligne par le méme élément ; Pégalité (7) de- .

- A
vient par la
N | 8 S2 eee Spy
Sy So8s 883 ... §48,
~2 2 N
(42) #72DP= | $, $,5; SoSn v+ SySny
Sn—s SoSn  SoSpit +oe- SoSap_a

|

Si nous multiplions suceessivement par s,, 5., s, la premiére co-
lonne du nouveau déterminant, et que nous la soustrayions des
colonnes correspondantes, celui-ci prendra la forme

(S082 — $,8,) (8055 — 845,) .
(S085 — $28,) ($055 — 5285) .

(43) nﬂr-2D2 —

(snsn e Sn—rsq) (SOSIH-I —S$ni82) ...

En désignant par & le déterminant

i Gz oo Q

{ @2y Gon ... Aoy

[ ’
Qny @pa  --. Gy

(:9057: — $4Sn-1) I’
(sosll-l—l - stn—l)

(SoS2—0 — Sn—y sll—l) A(
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et par g les éléments du déterminant ¢, nous aurons aussi

s=n

(44) dp =Y adz = djp,

S=x

ott 7 est un nombre quelconque de zéro 4 m, et a3 1 ou o selon quei
est égal ou non 2 &, hypothése qui satisfait 2 I’égalité

(45) 802 I.

ii
obtiendrons ensuite une équation qui a pour racines, comme l'a
montré M. Borchardt, les m®= puissances des racines de I’équation

générale; d’out

En mettant o/ — x 4 la place de 2" dans le déterminant 6™, nous

i=n Hk=n

(46) sn= Y alp =Y af oy
i=r ik=t -

Ces formules sont dues & M. Borchardt, et la voie par laquelle nous
les obtenons ici, 2 une remarque de M. Henrici [*].
A Vlaide de ces formules, chaque élément du déterminant {43 ) sera
représenté par '

za}',;f a2 ZaRal

o) o
/ . _ ZaRay Zayad
(47) SoSpiq —SpSg = .

Ce déterminant est composé-des systémes -

f i I ... 0 © ©0 ... 0 0 O ...
ap, afy af, ... afy afy dfy ... afy afy af; l
1 1 I ... © o o ... o o© o ...
. af, A ... afy dfy afy .. af, af alfy ... |=

en y appliquant le théoréme de Binet et Cauchy, nous aurons donc

— e ()] P} g} p) g
5psy = 2n(@fyaly +afyaly + afyaly + ...
X L]
-+ ‘2aﬂ’) ‘2a9)+ ‘sa‘l’) '3a(ﬂ +23a@)23a(9) -+ ”-),

(48) { e

[*] Journal de Crelle, t. LXV, p. 18; 1866.
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ou
(49) #al™ = =

. La derniére formule et celle de (44) correspendent aux for-
mules (41). ' :

~ Sil'on désigne par Za® a I'expression (48), débarrassée du facteur
2n, Pégalité (43) pourra s’écrire

{m) )
—

Sa'ad zad'a" cis sa'a® "
D? Ia’a 2a"a’ . Za’a® "

Za™q Za" Mg’ ... ZatVgn-Y
" Ce déterminant, composé de deux systémes égaux,

l ’ Qo OQy3 sy .- 12d 13 2382 oue
” - s :

» L
a,, d, day; ... @ 12l

«e o . ee .o cee .o . .. e

a(;l;ll an;;n a‘;‘;” eee g a(n’-i)v . a—t} 2 a(n‘—;)
devient enfin, i I’aide du méme théoréme,

€&yo

gy Q33 --- 128 138 23

N o ] .4 '3 " s

- (51) D | d, d; dy; ... oF 138 I
nzn—l_ M .

s .o . o “eas .o . see e

a(;x;r). a(in;x) a(;l-a-r) . . 2a(ll--'l) ’3a(n—-!) . 2sa(n—{)

ol fe nombre des carrés sera (;7), tandis que les carrés qu'il faut
former en suivant la méthode de M. Borchardt sont au nombre de ().
M. Borchardt, 4 I'aceasion de ce probléme, a montré encore que les -

fonctions auxiliaires de Sturm pouvaient étre remplacées par la série

Piv P2 +--9 Pn :

So  Sp +ee Smeg
(5a) P Si $2 . Sm |
. i =

.o Ry .ee .o

Sm—y  Sm e+ Somez
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et le procédé exposé plus haut nous donne sans peine

27 yz Qgs e 122 138

& " v v/
(53) Pm_ | %2 iy Boy -0 132
Loy nam=t T .

(n—1} | g1} y(t72=1)
@y, @y @y vas




