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EQUILIBRE ET MOUVEMENT DES SOLIDES ELASTIQUES. " 163.

Complément & une étude de 1871 sur la théorie de Uéquilibre
- et du mouvement des solides élastiques dont certaines dimen-
sions sont trés-petites par rapport & d’autres [].

Par M. J. BOUSSINESQ.

I. — CARACTERE DISTINCTIF DES MODES D EQUILIBRE QUE PRESENTENT
LES CORPS TRES-ALLONGES OU TRES-APLATIS (TIGES ET PLAQUES).

1. I’équilibre statique ou dynamique d’une tige et d’une plaque pré-
sente un caractére important, tenant  la forme méme, trés-allongée ou
trés-aplatie, de ces corps, et qui permet d’en douner une théorie appro-
chée beaucoup plus simple que la théorie générale de I'élasticité des
solides.

Concevons la tige ou la plaque divisée en trongons sensiblement
prismatiques, dont chacun, limité par la surface méme du corps et par
un couple de plans paralléles menés & peu prés normalement a cette
surface, dans le cas d’une tige, ou par deux couples de plans pareils
dans le cas d’'une plaque, ait ses trois dimensions comparables entre
elles. Deux trongons voisins setrouveront dans des conditions fort peu
prés pareilles, tant sous le rapport de leur position relativement a I'en-
semble du systéme, a ses limites, aux surfaces de part et d’autre des-
quelles la constitution des trongons varierait rapidement de I'un

P’autre, etc., que sous le rapport des forces extérieures appliqnées a

[*] ¥itude insérée dans le Volume de 1871 du Journal de Mathématiques pures et
appliquées (2¢ série, t. XVI). Le complément actuel a pour but de simplifier et d’é-
tendre les théories exposées dans cette Etude. Diverses circonstances en ont retardé la
publication jusqu'a ce jour, quoique sa rédaction date de novembre 1876 (tant pour
Ia partie imprimée ici, dans les n** de mai et juin, que pour celle qui concerne les
plagues et qui, je I'espére, suivra trés-prochainement ).
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Ia masse et 4 la superficie dela tige ou de la plaque. Il v’y aura d’ex-
ceptions que pour des régions relativement peu étendues, voisines de
points présentant quelque particularité, comme seront, par exemple,
les extrémités d’une tige, le contour d’'une plaque, les points d’appli-
cation de forces extérieures exceptionnellement grandes. Si donc on
fait abstraction de ces régions restreintes, I'équilibre d’um trongon
quelconque i fort peu prés prismatique présentera cette circonstance,
que les composantes N, T despressions et les déformations 3, gy seront
sensiblement les mémes, soit tout le long d’'une méme fibre longitudi-
nale perpendiculaire aux bases du prisme, s'il s’agii’.d’une tige, soit
sur toute I'étendue d’une couche quelconque paralléle aux bases du
prisme, s'il s’agit d’une plagne. Au contraire, les mémes pressions et
déformations varieront en général d’une maniére trés-notable dans les
sens des dimensions transversales d’une tige ou dans celui de P'épais-
" sear d’upe plaque. Il est d’ailleurs évident que les actions extérieures
directement appliquées 2 la masse du troncon (y compris l'inertie
dans le cas d’un équilibre dynamique), et celles qui le sont 4 la por-
tion de la superficie du corps qui fait partie de la surface du trongon,
n’ont qu’une influence minime sur les forces N, T, toutes ces actions-
n’étant presquerien en comparaison de celles qui agissent sur le reste
du corps et dont I'ensemble donne lien aux réactions intérieures N, T.
Les pressions se trouveront donc presque réparties, aux divers
points d’un trongon, comme elles le seraient dans un prisme droit
sensiblement égal, d’une constitution peu différente de la sienne; et
la méme tout le long d’une perpendiculaire quelconque aux bases
s'il s’agit d'un trongon de tige, ou sur toute Fétendue d’un plan quel-
conque paralléle aux basess’il s’agit d’'un trongon de plaque : la masse
du prisme, et sa surface latérale dans le cas de la tige, ou ses bases
dans le cas de la plaque, étant d’ailleurs supposées libres de toute
action extérieure, tandis que sa matiére serait sollicitée et déformée
pareillement, soit tout le long d’une perpendiculaire aux bases, dans
le premier cas, soit aux divers points d’un plan quelconque paralléle
aux bases, dans le second. '
- De pareils modes simples d’équilibre d'un prisme devant servir de
type i ceux que présentera une tige ou une plaque, c’est par eux que
nous commencerons I'étude de chacune de ces deux espéces de corps.
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II. — DEs MODES D'EQUILIBRE D'UN PRISME QUI SERVENT DE TYPE
A CEUX D'UN TRONCON DE TIGE. o

2. Nous supposerons la contexture symétrique par rapport aux
hases du prisme, c’est-3-dire par rapport aux sections normales de la
tige, comme il arrivera loujours dans la pratique, et nous prendrons
pour plan des yz une de ces bases du prisme dans I’état primitif, pour
axe des x une perpendiculaire menée vers P'autre base. Fappellerai :

o toute section du prisme par un plan paralléle aux yz;
« 'angle que la normale 4 un élément de son contour, menée vers

le dehors, fera avec 'axe des 33

™ T ’ A
- ; — @ ou & — Pangle que fera la méme normale avec l'axe des z.

Les équations indéfinies de I’équilibre seront, avec les notations
de Lamé, bien connues : :

(1) 2L, d%_ 4% AN 4T 4T, 4T, 4N _ 4T,
dy dz dz’ dr ds dz’ dy dz ~ dz

1l faudra y joindre les conditions spéciales an contour,

. T, cosa -+ Tysing = o,
(2) (sur le contour) { N,cosa—+T,sina=o,
T, cosa + N;sina=o0,

conditions qui signifient que la surface latérale ne supporte aucune
pression.

Dans le cas ot le corps serait composé de plusieurs prismes de consti-
tution différente accolés sur toute leur longuear, ily aurait & vérifier
en outre, sur lear surface de séparation, six conditions spéciales expri-
mant, les unes, I'égalité des petits déplacements woléculaires z, v, w
des deux cbtés de chaque élément de ces surfaces, les autres, I’égalité
deux & deux, avec signes contraires, des composantes des pressious
appliquées aux deux faces de I'élément superficiel considére.

La contexture étant d’ailleurs symétrique par rapport au plan des
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7%, les six déformations

dru de dw
5 )T YTy 2w
' dv  dw dw  du de. do
l6:=%+5 8==Z+x 8=5F+m
dilatations et glissements éprouvés par des ¢éléments matériels recti-
lignes menés primitivement paralléles aux axes 4 partir du point quel-
conque (x, 7, z), sexprimeront en fonction des. pressions N, T au

moyen de formules de la forme

A= A(N, - ﬁNz— ﬁ’Na _ﬁ”T*)’

3, == — 9 AN, -+ trois termes en N,, N;, Ty,
(4) ), = —0'AN, -+ troistermes enN,, N;, T,
' 8§,z = — 1"AN, + trois termes en N, Ny, Ty,

8o =GT,+ HT;,
| gy =G'T, +H'T,.

Les coefficients spécifiques A, 3, . ', ..., G, H, G, H' ne dépen-
dront pas de x, & cause de 'homogénéité admise aux divers points
de chacune des fibres paralléles aux xx d’un bout & I'autre du tron-
con; mais ils varieront d’une maniére quelconque en fonction de y, z.
J’admettrai toutefois que les trois nombres v, %', ¥” soient constants ;
ce qui revient & supposer qu'il s’agit d’une tige dont toutes les fibres,
si on les isolait les unes des autres, de maniére a avoir

N,=o0, N;=o, T,=o,
éprouveraient d’égales déformations latérales
afz—nbm bz':—‘r,'bx, By== —n"d,

sous Veffet de tractions produisant sur toutes une méme dilatation lon-
gitudinale ... )

3. On sait encore que |'expression
(5) N«%-I—szy-!-NsBz-l-qurz -+ ngz.: -+ ngxrv

homogéne et du second degré en Ny, Ny, ..., Ts quand on y remplace
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les 3, g par leurs valeurs (4), est essentiellement positive, 4 cause du
fait de la consommation d’un certain travail par tout corps qu’on
écarte de son état naturel. D'aprés les formules (4), nous pourrons
dédoubler cette expression en deux autres, dont I'une ne contiendra
que T,, T, et 'autre que N, N,, N;, T,.

Nous décomposerons celte-ci,

(6) N+ N+ N32: + T, gy

en quatre carrés, de la maniére suivante. Aprés avoir substitué i
325 3y 22y Gy leurs valeurs (4), remarquons que A est > o [vu que I'ex-.
pression essentiellement positive (6) se réduit 4 AN} quand N,, N,, T,
s’annulent]. .Groupons ensemble les termes affectés de N,, en y ajou-
tant d’ailleurs, pour le retrancher de Pautre groupe de termes,

le carré % [(BN,+ B'N;+ BT, )+ (qNo+ v’ N3+ 9" T, ) |2 L'expres-

sion (6) se composera : 1° du carré
A 4 1 r e )
(7) A[aN — (BNt BNyt f'T) — (2Nt 0N, + 0T

2* d’un polyndme homogeéne du second degré en N,, N;, T,. Ce der-
nier devra rester positif pour toutes les valeurs de N,, N;, T,, car
Pexpression (6) se réduit & cette seconde partie quand on prend

N, = $(BNo -+ 'No +£"T,) + §(n No+ o' Ny +4"T,).

En traitant le polynéme dont il s’agit comme il vient d’étre fait pour
I'expression proposée (6), on en extraira de méme successivement
trois carrés, qui contiendront : le premier, N,, N;, T,; le deuxiéme,
N., T,; le troisiéme, T,.

Le terme (7) peut encores’écrire identiquement, 4 cause de la pre--
miére formule (4), '
Al ’ 2
itz +(N; - ’ﬂNz —q Ny— 'ﬂﬂTa)]

'A' bz 1 2 ) ” 3
=2 [3— M= N Mo T [ 0 (N —u N — N - 'T)
AL 4
=2 [0 — B) okt — )Mo+ (" — ) T, T"

+3. N, — bz(ﬂ N, 4+ "IIN:; +1"T,).
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Egalons I'expression (6) & ce dernier membre, augmenté, comme il
a été dit, ’'une somme de trois carrés, ayant la forme

B(N, -+ 9N, + y'T)? -+ o(Ns + 7T, )2 + d T3,

ou b, ¢, d sont trois coefficients plus grands que zéro; puis suppri-
mons de part et d’autre le terme N, 2. 1l viendra

Ny, -+ Nodo+ T8y
= H (1= B) Mo+ (' — B) Mo (2 — E)T.T

+b(N,+ N+ T+ o(Ns + 5 "T, )+ dT?
- 3 (1N, + 7w N; +n"T,).

(8)

4. Enfin, la supposition, spéciale & notre probléme, d’aprés.laquelle
Pétat de la matiére est le méme en tous les points d'une paralléle a
Paxe des x,s'exprimera par les six relatious

(9) d‘é (NliN27N3’T47T21T3) =-o.

Nous nous contenterons d’abord d’admettre les cing conditions sui-
vantes, qu’entrainent les formules (g), mais gui sont moins particu-
liéres : '

T d d: ’
(9 b”) iz (T;, Tz) = 0y E(Nzy N37T|)= 0.

Les résultals auzquels nous arriverons ainsi pourront donc s’ap-
pliquer, non-seulement aux modes d’équilibre pour lesquels les rela-
tions (g) sont satisfaites, mais aussi 4 ceux pour lesquels cesrelations{g)
ne le sont pas, quoique les équations (g bis) continuent 4 |’étre. Ceux-ci
seront les modes d’équilibre d’un trongon de tige, dans le cas ou I'on
admettra que les forces tangenliellés T,, T, soient beaucoup plus petites
que N, et ot I'on fera une étude de deusiéme approxzimation du mode
d’équilibre. 1l est évident, en effet, qu’on aura, dauns ce cas, une pre-
miére approximationen annulantT;, T, et supposant indépendantes de x
les autres forces N, T: par suite, une approximation plus élevée s’obtien-
dra en attribuant, d’une part, 4 T;, T;, de petites valeurs, relativement
peu variables d’un bout 4 Pautre du trongon ou qui aient leors dérivées
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en x assimilables & Zéro, d’autre part, 4 N,, N,, T,, des valeurs va-
riables linéairement ou ayant leurs dérivées secondes en x insen-
sibles, comme il arrive pour toute fonction qu’on ne considére que
dans une partie restreinte du champ total oti se produisent ses varia-
tions. Ainsi les modes d’'équilibre vérifiant les relations (g bis) seront
toujours une premiére-approximation de ceux que présentera un tron-
gon de tige; et ils en seront méme une devxiéme approximation, dans
le cas ol les compdsantes tangentielles, Ts, Ty, des pressions exercées
surles'sections normales de la tige,n’égaleraient que de petites fractions
de la composante normale correspondante N,. )

Toutefois, les detx derniéres équations indéfinies (1) et les. deux
derniéres conditions spéciales (2) ne continueront alors 4 étre admis-
sibles, & la deuxiéme approximation; qu’autantquelaforme du trongon,
4 I"état naturel, différera assez peu de celle d’un prisme, et queles com-
posantes transversales (dirigées suivant les 7 et les z) des actions exté-
rieures exercées sur la masse et sur la surface latérale du trongon con-
tinueront & étre négligeables, méme3 cette approximation, ou ne seront

pas d’un ordre de grandeur plus élevé que les dérivées sz—v(Ta, T,).

Quant 4 la premiére équation (r), il faudra généralement ajouter a son
premier membre la' composante suivant les 2 de I'action extérieure
exercée par unité de volume sur le trongon, composante dont les déri-
vées par rapport a x continueront seules & étre négligeables.

8. Cela posé, on reconnait, en différentiant par rapport & x la
premiére équation. (1) ainsi complétée et tenant compte des deux
premiéres conditions (g bis), que la dérivée seconde de N, en x s’an-
nule. Comme il en est de méme, d’aprés les trois derniéres conditions
(9 bis), des dérivées secondes-en x de N, N;, T, les quatre premiéres
formules (4) montrent qu’on a

d?
"(10) 7o (921912 2z 8yz) = 0.

Les deux derniéres formules (4) donnent de ‘méme, grice aux deux
premiéres conditions (g bis), : ‘

3 B
(1o bis) - : 7z (8ars Baz) = ©-

Journ, de Matk. (3¢ séfie), tome V. — Mas 1879 22
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Or celles-ci (10 bis), d"aprés les formules (3), reviennent & poser

&, dy D drw

(II)" 27:—2;‘-1, ~d—z.=:—-—‘-i—‘t?-

Les seconds membres de (r1) varient avec continuité dans toute
Yétendue d’une section normale ¢ du prisme; car les déplacements ¢,
w sont égaux, a moins de rupture, de part et d’autre de la surface
de séparation de deux tiges de constitution différente accolées, et, par
suite, leurs dérivées secondes en & sont aussi égales de part et d’autre.
En outre, la dérivée en y du second membre de la premiére (11)
et la dérivée en z du second membre de la deuxiéme (11) sont nulles,
en vertu de deux des relations (10); de plus, les équations (r1),
respectivement différentiées, la premiére par rapport a z, la seconde
par rapport 4 7, puis ajoutées, montrent, 4 cause de la quatriéme (10),

s ;s . ., dv dw
que l'on a @O Par suite, les deux dérivées——> —

ni de ¥ ni de z et ne varient pas d’un peint & un autre d’une méme
section. Pour fixer les idées, je supposerai qu’on y mette les valeurs
9, W, des déplacements transversanx ¢, w pour ¥ =0, £==0: fes
dérivées considérées représenteront les courbures prises par les projec-
tions, sur le plan des xy et sur celui des xz, d’une ligne” matérielle
primitivement droite et normale & une base du prisme ou du trongon.
Les seconds membres de (11) étant ainsi constants aux divers points
3 ,. R . . v, d*y,
d’une méme section ¢ ou égaux & ——
multipliées respectivement par dy, dz, puis ajoutées et intégrées en
appelant ), la dilatation éprouvée par la fibre matérielle primitivement
tangente & I'axe des x, donnent '

nedépendent

» les équations (xr1),

&e,
(12) bx=a.,—7é;y ""2;'.2"

8. Cherchons maintenant les valeurs des forces élastiques N,, N,
T,: Les deux premiéres relations (g bis) changent la seconde et la troi-
siéme des équations indéfinies (1) en celles-ci : A
a3 0 My 4L dN

TE=S wtE

ar T & =0-.
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Multiplions-les respectivement par Vdyds, Wdydz, V, W désignant
deux fonctions continues quelconques de y, z; puis ajoutons les résul-

tats et intégrons dans toute I’étendue d’une section normale ¢ du
prisme, aprés avoir remplacé

dN, dT, dVN; dvVT, dav av
V(}; 7;) par T,"‘:?"szj-—'-?%’

dT, dN; dWT, dWN, dw aw
W (dy +z) par —=+— Ty =N

Une méthode bien connue permet de transformer les termes exacte-
ment intégrables une fois en des intégrales prises sur tout le contour
limite s’ de chacune des régions 4 Pintérieur desquelles les variations

o

de N,, N;, T, sont continues. Si f désigne une intégrale prise tout le
3,

long de ce contour limite, ds’ un élément du méme contour, &’ Pangle
que sa normale, menée hors de la région considérée, fait avec les r
positifs, les termes dont il s’agit donneront en tout, pour la région,

f” [V(N, cose + T, sine’) + W(T, cose’ + N, sine' )] ds’.

En faisant la somme"des résultats analogues pour toutes les régions
composant la section o, les deux éléments d’intégrale relatifs &2 un
méme arc ds’ contigu a deux régions seront égaux et contraires, en
vertu des deux derniéres conditions spéciales aux surfaces de sépa-
ration et a cause de la continuité supposée de V, W. D'aulre part,
les éléments d’intégrale se rapportant au contour libre de la section
seront identiquement nuls, en vertu des deux derniéres relations (2).
Donc, si I'on représente par do un élément quelconque de la section

sormale ¢ du prisme, par f une intégrale prise sur toute la section,
-3

et si Pon change les signes, il viendra simplement

dav. dw av  dW
e [ en T (G| e=

Posons successivement, dans cette formule :

i
?q )
I

t

~

1° W=o et V=3, =3, =)%
2° V=o et W=z, =y, =3, =3), =7

22%..

I
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fl‘ﬁdc'.—o, fT,dc._o, fN..yda_ 0,

f(N2z+T,]')dc_o, fT,zda_o,

stdc—o, fT ds =o, fNazda-__o,
f(Na_)'—f—T;z)dcr_ Q, fT,)fda._o

Cés relations reviennent en tout i neuf; condeusees dans la formule -

i vnendra

unique : »
(15) B f(NnNs ou T,)(1,7 ou z)de=o.

. : S
Posons encore V= v, W =1w, el observouns que Ies quzmtltes z—i;’ -

de : .-
7":’ % + Z—j ne sont aulres gued,, 3, gy-- La formule (14) donp'e_ra

(16) ' ‘/.(N2br+ Naaz'l—ngyz‘)dG =0.

Nous pouvons remplacer dans celle-ci N,, -+ Ny, + T, g,. par le
second membre de (8) et remarquer d’ allleurs que, vu fa valeur(ra)de
3z, les formules (15) rendent nulles les imégrales :

f 2. Nado, f 2. Ny de, f 2T, do. -

Les nombres », v', v* étant constauts, il viendra

| [} 4T3+ o( + T + b(N, + 9N, -+ YT,
(17) A
| Gl 6t (o —F)Ne+ (7 — )T )2 o =o.
I’intégrale qui constitue le premier membre de cette relation a cha-
cun de ses éléments égal 4 la somme de quatre carrés; elle ne peut
étre nulle que si tous ces carrés s’annulent, c’est-a-dire si 'on a par-
tout

(18) . . T‘V_‘——-‘ oy - N3=0, "N2 = 0.
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Ces formules expriment que les composantes, suivant les 4 et les z,
de la pression mutuelle de deux fibres quelconques sont nulles : en
d’autres termes, chaque fibre longitudinale n’exerce sur ses voisines
que des actions qui. lui sont paralléles.

7. Des six composantes N, T il ne subsiste plus que les trois N,
T,, T,. L.a composante normale N, aura pour expression, d’aprés la
premiére formule (4) et expression (12) de d,, en appelant d’ailleurs

. . 3 e s s I
E, suivant I'usage, le coefficient d’élasticité .

 f d?o, diew,
(19) N, =g%=E, =E( — 72y —Z2ts)-

De plus, la seconde, la troisiéme et la quatriéme des relations (4) de-
viennent ) :

s a_y:'— Ny 2 =— 7, Eyz= “f"'l’llbz7 7
(20) ou -
d 2w,
2= = G5

11 est clair que ces valeurs de d,, 3, g, définissenl complétement le
mode de déformation de chaque section normale ¢ dans les sens paral-
léles & son plan primitif. A part une petite rotation qu’aura généralement
éprouvée en outre la section ¢, d’abscisse &, autour d’une fibre longi-
tudinale dont on peut snpposer que ’élément dx coincide constamment
avec I’axe des x, on voit que la position de cette section déformée sera
déterminée, quant 2 la projection de ses divers points sur un plan mené
normalement a la fibre considérée par le point.ou celle-ci perce la
section, en fonction de la dilatation 3, de cette fibre au méme point
et des deux courbures %};ﬁ: ‘i;—‘-:: q
plans rectangulaires des xxy et des 2z, une ligne matérielle primitive-
ment droite et tangente 4 la fibre.

u'y présente, en projection sur deux

2oy diov,
2z’ Td=
Mexions éprouvées par le prisme sur la section considérée ¢ et dans les
sens respectifs des y et des z. Quant 4 la dilatation 3,, elle exprime

Les deux courbures mesurent ce qu’on appelle les deux
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Vextension qu’a recue, au point o elle perce cette section, la fibre
dont un élément a été pris pour axe des x. -

8. Bornons-nous actuellement aux modes d’équilibre qu’on peut
considérer comme une premiére approximation de ceux que comporte
un troncon de tige, ou pour lesquels les relations (g) sont vérifiées.

Nous aurons%: o; par suite, les trois fonctions de x, appelées
0? dzi d—’l:’
constantes. Les déformations transversales),, 3;, gy, des sections nor- -
males seront également indépendantes de x, et les deux de ces sec-
tions qui correspondent aux abscisses x, & + dx n’auront éprouvé,
en projection sur un plan normal & I'élément de fibre, supposé pris
pour axe des &, qui les joint, d’autre déplacement V'une par rapport
a I'autre qu'une rotation infiniment petite 6dx de la seconde devant
la premiére, autour de la projection de F'élément considéré de fibre.
Les petits déplacements transversaux des points de la seconde de ces
sections.dépasseront donc ceux, v, w, des points pareils de la premicére,
dequantitésréductiblesd —z9 dix, y Gdx ; ensorte qu’ onaura, pourcette

que contient I'expression (19) de N, se réduiront 4 des

. o yes ds di .
abscisse particuliére x, ?l.—:: = — 0z, -‘g = gy, et que les deux déforma-

tions g, g5 qui sont encore a déterminer, admettront pour expres-
sions, sur cette section particuliére d’abscisse x,
du
{21} | g,,:-ﬁ——ez, g,z=a+67.
1l ne restera donc qu'a évaluer les variations de #, aux divers points
de la section considérée, pour que le calcul de toutes les déforma-
tions d, g éprouvées par le prisme et des pressions correspondantes
dre, diwy 0
—d?, d‘x:’—’ .
A cet effet, on portera dans la premiére équation indéfinie (),
devenue
y dT, dT,
22 g
(22) 7 &

N, T soit ramené & celui des quatre constantes ,,

=O,

ainsi que dans la premiére condition (2), T;cos « -+ Tysinax = o, spé-
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ciale au contour, et dans la condition analogue concernant les sur-
faces sur lesquelles la constitution de la matiére changerait brusque-
ment dans les sens transversaux, les expressions de T;, T, en fonction
de guy» 8zx» résultant des deux derniéres équations (4); puis on sub-
stituera aux déformations g.,, 8. leurs valeurs (21). Toutes ces
équations ne contiendront plus alors d’autre fonction inconnue que
le déplacement longitudinal #, continu en tous les points de la section
considérée ¢, et elles le détermineront complétement en y, z si 0 est
supposé donné. '

9. Avant de démontrer qu'il en est bien ainsi, établissons une rela-
tion qui nous sera utile. Multiplions (22) par Udo, U désignant une
fonction continue quelconque de y, z, et intégrons les résultats dans

, . . . . dT
toute Pétendue de la section o, aprés avoir remplacé U (——’ + —‘7}\

d

dy
dUT, A d4dUT, au
par——-dy +— — T, 2

Le procédé employé pour obtenir la formule (14) donnera
4¢) duy\ ,
(23) j;(Ts 7]--{- Tz-z') de = o.
Prenons d’abord soit U = y, soit U=z 1l vient
 (24) fl‘gls = o, ngda =0;

ce qui prouve que les composantes tangentielles T;do, T.do, suivant
les y et suivant les z, des pressions exercées sur les divers éléments
do d’une section normale ont leurs sommes respectives nulles. Ainsi,
ces forces tangentielles équivalent en fout & un simple couple.

au -
—T.>-

du .
&
par lears valeurs g, + 02, go — O tirées de (21), la formule (23)
donne :

(25) f (Ts gay+ T28ez)do = 0 f (yT, — 3T;)do.

. - d
Si nous posons actuellement U = u, et que nous remplacions ;5;,

Le prewier membre de celle-ci est essentiellement positif, car

Tsgzy -+ T.g:
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constitue la seconde partie distincte de expression ‘positive (5), dont
la premiére partie, déja considérée, n'est autre que (6); quant au
second membre, il est le produit de la quantité 6 par le moment total,

M, = f (yT. — sz)d&, du couple résultant de toutes les forces Ty ds,

T.do. .

Démoritrons waintenant que la valeur de « surla section comnsidé-
rée ¢, d’abscisse &, est bien déterminée en fonction de y, 3, 4 part une
constante, qui s’annulera méme si I'origine des coordonnées est, par
exemple, prise et maintenue sur cette section ¢. La forme, linéaire par
rapporta zet 6 (sans terme indépendant), des relations(21),(22) et des
‘diverses conditions spéciales qu’on leur joint montre que, si une cer-
faine valeur de z les vérifie, et qu’on y remplace partout z par z -+,
la fonction 2‘ seule les vérifiera aussi dans hypothése § =o. Par
conséquent, appelons g, gi., T;, T, ce que deviennent g, g.,
T,, T, lorsqu’on y pose § =o, u=u/, et la formule {25) deviendra

S (T8 + Tigc)do =05

ce qui entraine forcément, pour tous les points du prisme, lesrelations
) . dn’ de
r ! —_— L 7 —_
By =0, Bus = 0. Or les formules (2r) donnent g, = Fr Bas =72
en sorte que #’ a bien ses dérivées en ¥, z nulles ou se réduit 4 une

constante pour toute la section  considérée.

. 10. T'équation (22) et les conditions, spéciales aux surfaces limites,
N . . . . n N ..

quon lui adjtzmt ne coniiennent gue le rapport b—lorsqu on les divise
par §. Par suite, les valeurs de x, celles de g.yy 822, Ty, T, aux divers
points, ainsi que le moment M, = f (rT.— 2T;)de du eouple résul-
: - 4

tant, sont simplement proportionnelles 4 ; et le nombre @ est le méme
pour les sections normales successives du prisme, comme le soat, par
hypothése, les forces Ty, T,. L’intégration de ce systéme d’équations

(2a), ete., pour chaque forme de section, permettra d’obtenir e mo-
ment du couple,

(26)  M.= f (FTs— =T,)ds,
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quand on connaitra I'angle 6dx dont tourae, dans le sens.de Oy
vers .0z, par rapport 4 la:section normale d’abscisse primitive x et
autour d’un élément de fibre longitudinale émanant de: la section -pris
pour axe des x; une seconde section normale située 4 la distance pri-
mitive dx de la premiére. Le rapport § de V'angle §dx a la distance
correspondante dx mesure ce qu’on appelle la Zorsion du prisme par
unité de longueur; M,, est dit moment ou couple de torsion.

Les équations différentielles dont il s’agit, (21), (22), etc:, ne cessent
pas d’étre satisfaites quand on y multiplie y, z, dy, dz par un rapport
constant de similitude a, pourvu qu’on multiplie en méme temps u
Par a@*, 8z Baz Ts» T2 par a, et, en conséquence,

M;,,:f(fT,'— zT.)dydz

par la quantité a*, proportionnelle & ¢2. Ainsi, pour tous les prismes
ayant leurs sections normales semblables et pareillement constitués aux
points homologues, le moment de torsion M, est en raison directe du
produit de la torsion @ par le carré de l'aire ¢ de la section. Si 'on
appelle ¢ une constante dépendant de la forme de la section et d’au-
tant plus grande que les coefficients d’élasticité de glissement de la
matiére du prisme sont eux-mémes plus grands, on aura

(27) o M_= cfq®.

L’intégration donnant Ty, T», M, seffectue le plus simplement
possible, surtout quand la tige est homogéne, par une méthode exposée
aux §§ V et 1X de mon Mémoire de 1871 Sur les tiges. Cette méthode
montre Pextréme analogie qui existe entre les lois de la torsion et celles
de Pécoulement bien continu d’un liquide dans un tube dont la paroi
est mouillée par le liquide.

11. Si les composantes tangentielles T, do, T,dc de la pression ap-
pliguée aux divers points d’une section normale o du prisme équi-
valent en tout 3 un couple paralléle 4 la section et ayant pour mo-
ment c6a?, il est encore plus facile d’exprimer simplement la valeur
statique totale des composantes normales N,do. Supposons que la
fibre longitudinale dont un élément est pris pour axe des x soit celle

Journ. de Matk. (3¢ série), tome V. — Mai 1879, 23
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‘qui joint les centres de gravité des sections, centres déferminés en
attribuant a chaque élément d¢ de celles-ci une masse fictive égale au
produit de cet élément do par le coefficient d’élasticité E de la fibre
quiy passe, et concevons de plus que les axes des y et des z soient
choisis, dans le plan primitif d’une section, suivant les deux axes
d’inertie principaux de celle-ci. Nous aurons, par-hypothése,

(=28) ‘-[,Efd“:o{ _/;Ezda-—'_-.of [E]zdaso.

Appelons, en outre, E-la valenr moyenne

(29) E=[E

du coefficient d’élasticité E des diverses fibres, E'L,, E'I, les deux
moments d’inertie principaux dela section :

(29 bis) ET, = f Esds, El,= ij’d&

par rapport & P'axe des y eta celuides z. La formule (19), qu'on peut
écrire

N,do =Ed,dos — E ('ﬁ]. i fiz) da,

montre que les tractions N,do se composent : 1° d’une partie Ed,do,
ayaot pour résultante une traction totale 9t = E'¢d, appliquée an
cenlre de gravité de la section; 2° d’une seconde partie

—~E (Pv']’—i- %z)da',

dont la somme totale pour les divers éléments do est nulle 4 cause des
deux premiéres relations (28), et qui équivaut par suite & un couple
perpendiculaire a la section ¢. Gelui-ci peut lui-méme se décomposer
en deux couples: I’un, perpendiculaire 4 I’axe des y, a son moment,
compté positivement en tournant dans le sens de Ox vers O3z, égala

dte,
= fE (d.z:’ )zda',
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I'autre, perpendiculaire & I'axe des 3, a de méme pour moment, compté
positivement en tournant de Ox vers Oy,

do, 2w, :
M, = ﬁE (d.z’j—*—?;,z) 7da'. -

7

Grace aux formules (28), (29 bis), ces expressions se réduisent res-

. N d*w, &
pectivement 2 El = FElL "Z:% ‘
, . . 2w, & . gep s
En résumé, les quatre constantes 3,,0, 7,,_‘::‘" E”:, qui définissent com-

plétement le mode d’équilibre du prisme, se détermineront au moyen
des quatre équations

d?v,

da?

(30) 5% =Ecdoy M, =cc*G, M,=ET,2%

=FLZ% M.=FL

si lon connatt la valeur statique totale des forces appliquées i une sec-
tion normale ¢ du prisme. Celles-ci équivalent effectivement & une
traction normale 3t, appliquée au centre de gravité de la section, et a
trois couples Mz, M,, M, qui sont, le premier paralléle a la section, les
deux autres, perpendiculaires respectivement a ses deux axes dinertic
principaux relatifs & son centre de gravité. La traction 3t produit Lezx-
tension 3,3 les deux derniers couples M,, M, produisent respectivement
%—:—:, %, dans leurs plans respectifs; enfin le couple
M., résultant des composantes tangentielles des actions que supporte
la section normale; produit la torsion §. :

les dewx flexions

42. On peut observer (toujours quand on se tient 4 Ja premiére

imati al yositio AT tout d t
approxxma ton ou a ia SllppOSI 10N iz =0 par ou ) que, une par ’

les petites inclinaisons g.y, g prises par les fibres longitudinales par
rapport aux sections, d’autre part, le gauchissement que celles-ci
éprouvent et que mesurent les valeurs de z entrant dans les formules
(21), (22), etc., tiennent uniguement & la torsion § oua Uexistence du
couple M. Quand il 0’y a qu’extension et flexion, sans torsion, ces
équations (4 la méme approximation ou supposition) donnent. sur la
section quelconque d'oti part 'élément de fibre longitudinale pris pour

axe des &, gz, = 0, §z.= 0, 4 = 0; les sections normales restent donc
23..
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alors sensiblement planes et perpendiculaires aux fibres, qm ne cessent
pas elles-mémes d’étre paralléles entre elles. -

A Vinverse, ni les déformations latéralesd,, 3;, g,., ni la dilatation
longitudinale 3., ne dépendent du moment M, ; par conséquent, la
forszon modifie la forme de la section considérée, primitivement normale

& laxedu pnsme, sans changer la forme de sa pro;ectzon sur un plan
perpendiculaire & Vélément de fibre longitudinale qui en émane et qu'on
a choisi pour axe des x. Toutes les droites qui joignent deux i deux
les points de la section, se projetant sur ce plan sous des angles tres-
petits, ne différent de leurs projections que par des quantités négli-

“geables du second ordre de petitesse; en sorte que des lignes quelcon-

ques, {racées sur la section normale proposée, ont mémes longueurs
et se coupent par suite sous les mémesangles que lears pro;ectlons, qui
pe dépendentpas de la graudeur du couple de torsion M..

Tl en est évidemment de méme pour toutes les projections de la sec-
tion primitivement normale ¢ sur des plans faisant avec elle de petits
angles; d’ott il suit que ces projections planes sont des figures’ égales
entre elles. D'ailleurs, une quelconque de ces figures, vue en projec-
tion-sur le plan d’une autre, sera orientée de Iz méme maniére que
celle-cijcar, st I'on considére un élément rectiligne de la premiére,
Pangle trés-petit de cet élément rectlhgne et de I’élément correspon-
dant de ¢ dont il ést une projection sera vu presque de profil, on en
raccourci, sur le plan de la seconde, et paraitra ainsi du deuxiéme
ordre de petitesse ou aura ses cotés sensiblement paralleles. Tl revient
donc auméme, quant & laforme et 4 Porientation des figures obtenues,
de projeter sur un des plans la section ¢ ou bien une quelconque de
ses projections considérées.

Sil’on projette, par exemple, les deux sections qui ont pourabscxsses
primitives &, & -+ dx, non plus sur un plan perpendiculaire 4 I'élé~-
ment de fibre dz, mais sur-un-plan perpendiculaire 4 un auntre éléiient
de fibre longitudinale mené entre les deux mémes sections, les nou-
velles pro;ectlons ne différeront que par de simples translations de-
celles qu’on aura en projetant sur ce second plan les projections déji
obtenues sur le premier. Or, eelles-ci se projetteront évidemment en

vraie grandeur sur le deuxiéme plan, sauf erreurs négligeables du se-

cond ordre de petitesse, et donneront deux figures, dont la seconde
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ne différera de la premiére que parune rotation §dx autour d'un de ses
points. I ne restera plus, pour avoir les projections cherchées des deux
sections sur le second plan, qu'a amener, par deux simples transla-
tions de ces deux figures, les points qui représentent ceux oti I'élément
de la nouvelle fibre considérée perce les sections i coincider avec la
projection méme de cet élément de fibre. L'otientation des deux figures
n’étant pas changée par des translations, 1a seconde ne différera finale-
ment de la premiére que par une rotation §dzx autour de 1'élément de
la nouvelle fibre considérée. Ainsi, la rotation relative des sections, qu .
mesure la torsion du prisme, ést la méme quelle que soit la fibre longi-
tudinale dont on prend U'élément pour-axe de repére, ou dont le plan
normal est, en chaque endroit, celui sur lequel on projette deux sec-
tions consécutives. Cest d'ailleurs ce qui résultait de Péquaticn (25},
qui donne A § une valeur indépendante du choix de cette fibre.

Dans son Mémoire sur la torsion des prismes, M. de Saint-Venant
avait déja reconnu ce fait, qui permet de considérer la torsion d’un
troncon de tige comme se produisant autour d’une fibre quelconque.

11I. — APPLICATION A LA THEORIE DES TIGES.

13. Le mode d’équilibre étudié anx numéros précédents (8 a 12)
ne convient en foute rigueur 4 un trongon d’une tige qu’autant que
celle-ci est d’'une longueur infinie, prismatique et homogéne dans le
sens de la longueur, peu écartée de sa forme .d'état naturel, libre enfin
de toute action extérieure qui serait appliquée 4 sa surface latérale ou
4 sa masse. Il est évident en effet que, dans un tel cas, I'hypothése
d’une distribution égale des pressions aux points homologues de toutes
les sections normales ¢ d’un trongon serait pleinement réalisée.. Par
suite, les fibres longitndinales n’y exercent les unes sur les autres,
comme on a vu, que des actions paralléles a cesfibres mémes, et elles
éprouvent des dilatations 3, variant linéairement dans les sens trans-
versaux. L’action totale supportée par une section primitivement nor-
male d’un trongon se réduit : ‘

1° A une fraction %, appliquée a son centre de gravité, tan-
gente i la fibre longitudinale moyenne qui joint tous les centres de
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gravité pareils, valant enfin le produit de I'extension 3, de cette fibre
par le coefficient moyen d’élasticité E' et par la section lotale primi-
tive 63

2° A un couple de torsion M, perpendxculalre 3 la Gbre moyenne
et égal au produit d’une expression de la forme ¢q* par l'angle de
torsion §, rapporté 3 I'unité de distance primitive, dont une section.
normale située i une petite distance dx de celle que l'on eensidere
a tourné, par rapport 2 elle, autour de la méme fibre moyenne, en ce
sens que deux points matériels des deux sections qui se projetaient
sur un méme point d’un plan perpendiculaire i Félément dx de fibre
moyenne ou, sensiblement, 3 sa tangente s’y projettent, aprés lesdé-
formations, en deux points dont le second se déduit du premier parla
rotation §dx autour de la tangeunte considérée; -

3° A deux couples de flexion M,, M., respectivement normaux
deux droites rectangulaires menées, perpendiculairement 4 la fibre
moyenne et & partic du pointoiu celle-ci perce la section, de maniére
que le plan de 'une d’elles et de la tangente 4 la fibre moyenne touche
la ligne matérielle qui représente i I'état naturel un des deux axes
d’inertie principaux de la section relatifs 2 son centre de gravité;
chacun de ces couples a pour valeur le produitdu moment d’inertie
correspondant E'L. ou E'I,; de la section o par la courbare (ou_flexion)
qu’a prise la projection, sur le plan méme du couple, d’une ligne tan-
gente 4 la fibre moyenne et primitivement droite.

Des forces quelconques s'exergant sur la section ¢ équivaudraient
en tout, dans le sens ot 'on entend I'équivalence lorsqu’on s’occupe
de lastatique des systémes invariables, a trois couples M, M,, M_, nor-
maux aux trois droites rectangulaires ci-dessus considérées, dont la
premiére est tangente i-la fibre moyenne, et en outre 4 trois forces g,
#, #-, dirigées respectivement suivant les trois mémes droites, & partir
de leur point d’intersection. Oy voit que la condition d’égale répar-
tition des pressions le long d’'une méme fibre longitudinale d’un

trencon, ou la supposition (g}, N T)

=0, du n° 4, a pour effet d’an-

nuler les deux composantes ¥, #., et de donner & 3z, M_, M,, M, les
valeurs simples que je viens d’indiquer.
Passons actuellement, conformément aux exphcahons donnees au



EQUILIBRE ET MOUVEMENT DES SOLIDES ELASTIQUES. 183

§ 1, du cas limite ot la longueur est supposée infinie, la forme exac-
tement prismatique & Pétat naturel, la constitution parfaitement ho-
mogéue dans le sens de la longueur, la surface latérale et 'intérieur
libres de toute action extérieure, au cas réel d’une tige suffisamment
longue, par rapport  sa largeur, pour que ces diverses conditions
soient approximativement réalisées & I'intérieur de ses'trongons, no-
tamment pour que I'état de la matiére y varie beaucoup plus lentement
dans le sens de la longueur que dans les sens transversaux.

A cause de la continnité, les expressions des forces ou couples st,
M., M,, M. ne pourront pas différer notablement de ce gu’elles étaient
dans le cas limite, et les deux composantes totales (ou efforts tran:
chants) 4,, ¢, qui s’annulaient daus ce cas limite, ne pourront avoir
acquis, rapportées a I'unité superficielle de ¢, que des valeurs insen-
sibles par rapport aux plus grandes valeurs de N,, ainsi qua celles de

M., M,, M, divisées par 6. De méme, la dilatation 3, des fibres sera
restée sensiblement une fonction linéaire des coordonnées transver-
sales, et I'action mutuelle de deux fibres aura ses composantes trans-
versales insensibles en comparaison de sa composante longitudinale.

14. Les diverses sections normales ¢ de la tige seront définies en
position par une abscisse s, mesurée le long méme de la fibre moyenne
dans son état naturel et 4 partir*d’une extrémité. Cefte fibre pourra
étre primitivement courbe, et alors on dennera, au point ot elle perce

. - . ers I T
lasection o, d’abscisse s, les courbures primitives —» w7 de ses deux
£

Ry

projéctions sur les plans menés par cette fibre et par les deux axes
principaux d’inertie Oy, Oz dela section. On devra conunaitre en outre,
pour toutes les valeurs de s, I'angle a,ds que fuit primitivement avec
I'axe d’inertie Qy de la section ¢, d’abscisse s, la projection sur cette
seclion de I’axe d’inertie analogue de la section suivante, dont I’abscisse
primitive est s + ds. La tige est dite Zorse quand on n’a pas ¢, = o.
Avec ces données, on pourra évidemment, dans ’état priwitif, con-
naissant les directions Ox, Oy, Oz d’un élément ds dela fibre moyenne
et des axes d’inertie principaux de la section ¢, d’abscisse s, d’ott part
Pélément ds, construire les direciions analogues pour la section sui-
vante d’abscisse s + ds, ainsi que pour I’élément suivant de la fibre
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moyenne, et déterminer de- procheen- proche, soit la position Ox des
divers élémentsdelafibre moyenie, soitcelles, Oy, Oz, desaxes d’inertie
principaux des sections suecessives. Clest a ges. axeslocaux Ox; Oy, 0z
quon rapportera; avant’ et aprés les: déformations, les parties de la
tige qui en seront voisines : noas conviendrons de laisser T'axe Ox
constamment tangent & I'élément ds de fibre moyénne (avec son ori-
gine O sur la section ¢), et les -axes perpendiculaires Oy; Oz orientés
de maniére que le plan x Oy soit toujours; 4 Vorigine, tangent & la
ligne matérielle qui représentait Paxe des y dans Pétat primitif.

Aprés les déplacements, 1'élément ds de la fibre moyenne sera de-
venu (1-+3,)ds. De plus, I'angle que fera; avec laxe © y émané delapre-
miére exirémité de cet éléinent, la projéction, sur le plan y Oz, de l'axe
analogue émané de la seconde extrémité; aura une certaine valeur, ads,
qui dépassera sa valeur primitive o, ds de la torsion 6ds éprouvée le
long de I'élément. En effet, I'inclinaison primitive, a,ds (en projection
-'sur 70 2), d’un axe principal d'izertie de la section d’abscisse s -+ dssur
une ligne matérielle menée aussi 4 partir de la seconde éxtrémité de
"élément ds, mais primitivement paralléle & I'axe d’inertie correspon-
dant de la section d’abscisse s, n’aura pas varié sensiblement par suite
des petites déformations produites; et sa projection sur le plan yOsz,
restée a fort peu prés a,ds, devra étre ajoutée ¥ 'angle fds dont aura
tourné la projection sur le plan y Oz de la tangente 2 cette ligne mate-
rielle, pour donner, trés-sensiblement, Pangle total formé, aprés les
déplacements, par Oy et par la projection sur Oz de I'axe analogue
telatifa Ia section suivante. Sans doute, ce dernier aze local des 7 ne
se confond plus avec ce qu'est devenu ’axe d'inertie correspondant
de la section d’abscisse s + ds. Mais leur petit angle mutuel, del’ordre
des?, g, se projette sur Oz sous un angle presque droit, méme quand
la distance ds des deux sections devient la longueur d'un trongon ou
est comparable aux dimensions transversales de la tige; la prajection
de ce petit angle se trouve donc du second ordre de petitesse, c'est-a-
dire négligeable devant 6 ds, a,ds, et angle de torsion tolale « ds est
a fort peu présle méme que si le second axe local des y restait tangent
4 la trangformée de I’axe d’inertie voisin. _ ‘

Considérons de méme deux tapgentes menées, en deux points dont
la distance ne soit qu'un infiniment petit du second ordre, I'une a la
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seconde extrémité de I'élément ds de la fibre moyenne, 'aute & la
ligne matérielle qui était primitivement droite et tangente 4 la premiére
extrémité de I'élément ds. L’angle des deux tangentes ainsi menées et
la direction, par rapport aux axes O, Oy, 0z, de leur perpendiculaire
commune, ne sont évidemment changées par les déformations que de
quantités relativement fort petites; en sorte que les deux tangentes dont
il s’agit ne cessent pas de faire, en projection sur le plan des xy,
n, et, en projection sur le plan des xz, langle = « Il faut évi-

RS

demment a_]outer ces deux angles aux angles correspoudants de con-

Pangle =

d?
tmgence, I ds, o ds, de 1a ligne primitivement droite, pour obtenir

les angles de contmgence, en projection sur les plans respectifs Oy,
20z, dela fibre moyenne e]Ie-meme apres les déformations. Ces angles

ds ds
seront & fort peu pres —» — = désignent alors les courbures des

R,” R; R R
deux projections de la ﬁbre moyenne sur les plans xOy, £0z.

Les fonctions appelées «, R,, R;, une fois déterminées, serviront &
construire de proche en proche, aprés les déformations et concurrem-
ment avec o, la fibre moyenne ainsi que les directions Oy, Oz, indica-
trices des axes principaux d’inertie des diverses sections normales,
absolument comme «,, R;, R} permettaient d’effectuer la construction
analogue avant les déformatious. On vient de voir que ces fonctions

a2,
sont liées aux quantités 9, o Th, 2t ~-= au moyen des relations simples
d2o, . 1 d*ev, 1 H
(31) b=c—oty HZ=ER "R oK R

Les formules (30) s’écriront; par suite,

9 = Elod,,
M, = co*(a — a),
(32) — E'I_r( I{_I'

7 I
M, =FT, (&-%)

Journ, de Matk. (3¢ série), tome V, — Jux 3879. . 24
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15. Les principes des quantités de mouvement et des moments, si
on les applique 2 tonte la portion de tige comprise au dela de la sec-
tion ¢, d’abscisse quelconque s, montrent que la traction normale 9t
est égale 4 la somme des composantes, dans le sens de I'élément sui-
vant ds de la fibre moyenne ou dans le sens Ox de toutes les forces
extérieures exercées sur cette portion de tige, et que les couples
M., M,, M sont égaux respeclivement aux sommes des momen(s de
ces forces par rapport aux axes Ox, Oy, Oz. Les formules (32), en ¥
remplagant gt, M., M,, M par ces valeurs, deviennent quatre relations
pouvantservir 4 déterminer les quatre fonctions inconnues,, &, R, R,
ce sont les quatre équations d’équilibre de la tige. Les formules (31)
donneront ensuite, pour chaque valeur de s, les trois paramétres
g, T, T, qui
Y dz?’ da? ?
gligeables, les déformations 3, g éprouvées par la matiére de la tige
en ses divers points. Enfin, les deux petites composantes totales §,, .,
suivant Oy, Oz, des pressions exercées & travers la section ¢ pourront
étre également connues; car, d’aprés le principe des quantités de mou-
vement, chacune d’elles sera égale i la somme des composantes, sui-
vant Oy ou suivant Oz, des forces extérieures apphquees 4 la portion
considérée de tige. :

Les quatre équations d'équilibre présentées ainsi sous la forme (32)
ont généralement pour premiers membres des intégrales, et il faut une
ou plusieurs différentiations pour en déduire les équations d’équilibre
d’un simple trongon, compris entre les deux sections normales infini-
ment voisines dont les abscisses primitives étaient s, s + ds. Or on peut
former aisément ces équatious d’équilibre en appliquant au troncon
les principes des quantités de mouvement et des moments par rapport
aux axes locaux Ox, Oy, Oz

En effet, la premiére base ¢ du troncon supporte les trois forces
— %, — &, — ¥ et les trois couples — M., — M,, — M,; la seconde
estsoumise & trois forces et 4 trois couples analogues, mais changés de
signe, augmentés de leurs différentielles par rapport a s, et paralléles
ou perpendiculaires & trois directions, infiniment peu différentes de
Ox, Oy, Oz, facilement déterminables au moyen des angles de contin-

joints 43,, détermineront, sauf erreurs relatives né-

. ds di . .
gence et de torsion = = ads. Par exemple, les projections dé Ia

R’ R
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g P
force 9t _E-ds sur les plans 2Oy et Oz fontavec Ox, du cétéde Oy
. . . d . . [T
ou de Oz, les angles infiniment pelits f{i’ g_s-_; ce qui revient a dire que
- r o
les cosinus des angles que cette forcefaitavecOx et Oy, avecOx et Oz,

. . ds , ds
sont respectivement entre eux comme 1 esta g~ comme I est 3 s
\y 3

. ds ds . P
ou qu’ils valent I,I-‘:, T Enfin, certaines forces extérieures seront
z

appliquées & la surface latérale du troncem ou 4 sa masse : j'appel-
lerai p la densité moyenne primitive du trongon, dont la masse vaudra
par suite pods, et je désignerai par pXods, pYods, pZcds les compo-
santes totales des actions extérieures dont il s’agit. Quant a leurs mo-
ments par rapport’a Oy, Oz, les deux forces pYods, pZaods, dont les
bras de levier seront comparables 4 ds, n’en donneront que de négli-
geables, et ceux de pXods seront en général insensibles, surtout si
1es composantes longitudinales de Paction extérieure ne sont pas dis-
tribuées trop inégalement de part et d’autre du centre de gravité des
sections. L’autre axe Ox étant paralléle 4 la force pXods, il y aura
seulement 3 compter le moment des actions extérieures transversales
par rapport & P'axe Oz ou 4 I'élément ds de fibre moyenne : j'appel-

3 —
lerai ppo*ds ce moment, dont py/o sera, en quelque sorte, la valeur
par unité de masse, valeur comparable 4 la force qui le produit mul-
tipliée par un bras delevier del’ordre des dimensions transversales de
la tige ou de I'ordre de V. '

11 suffira d’exprimer que ces diverses forces ou couples se font équi-
libre sur le trongon, puis de remplacer 5t, M., M,, M par leurs expres-
sions (32), pour avoir les équations différentielles cherchées de I'équi-
libre de la tige.

16. Bornons-nous aux deux cas particuliérement intéressanls
d’une tige primitivement droite et non torse, peu déformée, et d'une
tige symétrique par rapport  un plan, soumise & I'action de forces
symétriques par rapport & ce plan.

Dans le cas d’une tige rectiligne et non torse peu déformée, I'abscisse s

o . e I 1
deviendra une abscisse rectiligne x; on aura «, = o, B=Om=

24..
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et les flexions ou torsion — B, R —s @ seront assez petites pour quon pmsse
négliger leurs produits par M, M,, M,, en comparaison des dérivées
AT § ).

4 (M 2» My, M), ouleurs produits par % §z en comparaison des ——>—
Mais nous conserverons les produits de R_r’ par 5 ‘devant les denvees

(5,., g:), lesquelles seront beaucoup plus petites queﬂ en effet, .

s §; étant negllgeables 4 une premiére approxunatlon leurs dérivées
en x le sont méme 4 une deuxiéme, contrau'ement 3 celles bien plus
sensibles de 9%, M, M,, M..

La force 96 + %dx, appliquée 4 la seconde extrémité de I'élément
ds ou dzx, et dont les angles avec Ox, Oy, Oz ontrespectivement pour
cosinus 1, —

By i,

% | donnera, sauf erreurs négligeables de Pordre de ds*
ou de dz*, les composantes respectives '

a9 N, g

Ses moments seront d’ailleurs nuls, car cette force prolongée ne passe

> p 8 p
qu'a une distance comparable & ds* de V'origine O, c’est-2-dire de la
premiére extrémité de I'élément ds.

ag,
Les petites forces $, + i Zdr, §,+ - dx font avec les axes Ox,

Oy, Ozdes angles dont les cosinussont o, 1,0 pour la premiére, 0,0, §

pour la seconde, i part ‘des erreurs de Pordre de ds* sur les cosinus

peu différents de 1, ou des erreurs, sur les cosinus voisins de zéro, de
d

I'ordre de “(lx’h—, 7’ et ayant leurs produits par §,, & neghgeahles

dsg, dx, 4%,

devanl dx. Ces forces ne fourniront donc pas d’ autres

das,
composantes que &, -+ = Z dx, suivantOy, el §; + -aé dx, suivant 0z.

En outre, elles ne donnent que des moments négligeables, de l'ordre
de ds*, soit par rapport 2 Ox et 2 Oy pourla premiére, soit par rapport
40 et 2 Oz pour la seconde, vu que, d’une part, lenr distance a Ox
est de I'ordre de ds? tandis que, d’autre part, leurs projections respec-
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tives, surdes plans normaux i O y et 4 Oz, se font sous des angles dont le
cosinus estde’ordre de ds, et sont & des distances de Oy etde Oz com-

a5, a'.x‘

parablesa ds. Il n’y a donc & considérer que le moment de &, + —=

par rapport 2 Oy et le moment de§, + ii—%d.vc par rapport 2 Oz : les

bras de levier valant sensiblement ds ou d.r, ces mmoments seront A fort

peu prés 3. dx et §,de.

dM.
dx, dont

Enfin, les couples M, 42 - dx, M, +4 - dx, M, +

LY

les plans sont normaux & trois du'ectlons, ne dlfferant respective-

y dr dx
ment de Ox, Oy, Oz que par des angles comparables 4 R adx,

ne donnent de moments sensibles, le premier, que par rapport
4 Oz, le second, que par rapport & Oy, le tr0151eme, que par rap-
port a Oz.

Les équations fournies par le principe des quanutes de mouvement
seront, par suite,

— %+ (:m—x——-zlz-) + pXedx = o,
ag,

—§,+(§ + dx)+ﬁ—dx+pYadx=o,
T

— &+ (5 + == 4, dx) +;{de+pZGd$=0,

et I'on aura, pour celles des moments,

— M, + -(Mx + = dx) + pp_a"‘-%dx =0,

daM,

—M, + (M + ’dx) + #,dx =0,

—M, + (M, + T2 dz) + Gz =o.
La premiére et la quatriéme de ces équations reviennent 2

! 2
(34) . %4—an=0, %+paﬂp=o.
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Les quatre autres peuvent s’écrire

‘§=~%, §z=—%1
(35) a%F, = 5 v dF; 9% 7
dx+B7,+Pa =0, =+g+pel=o.

Les deux premiéres de celles-ci montrent que les efforts tranchanis
F,. & égalent les dérivées premiéres en x, changées de signe, des
moments fléchissants respectifs M, M,..

En transportant ces valeurs de §,, §; dans les deux derniéres (35),
il vient

(36;) &M, G

© ! G
——dx+ +ch-—-o, -

s .
= + — +pc'Z.__o.

Ce sont les deux équations qui régissent la flexion, tandis que les
relations (34) régissent, P'une Veiension ou la compression, Pautre
1a forsion. Il ne reste plus qu'a y substituer 4 9%, M., M, M, leurs va-

42 o,

. du, d’wa
lears (32) et & ho, les expressmns -1 T fournies par (3)
et (31).
Dans les deux formules (36) ou ‘dans les deux derniéres (35), les
seconds termes, quoique non linéaires ou affectés a la fois de la petite

courbure &)’ B et de 9, qui est de 'ordre de la petite dilatation 2,

ne peuvent generalement pas étre négligés, pour la raison donnée vers
le commencement de ce numéro. De fait, ces termes, nuls lorsqu’il n’y
a que flexion et torsion sans extension, sont au contraire beaucoup

i d df, a4,
plus gl‘ﬂﬂ s que }Tz., af.z:’

sions transversales se trouvent assez petites pour que les couples My,
M., proportionnels aux moments principaux d’inertie de la section ¢,
deviennent comme des infiniment petits d’ordre supérieur en compa-
raison de g%, qui est proportionnel 4 ¢ : alors la tige ne résiste presque
a la flexion, produite soit statiquement par des forces transversales,
soit par un mouvement vibratoire, qu’en raison de sa tension méme 9%,
et elle prend le nom de fil ou de corde. :

quand la tige est tendue et que ses dimen-

17. Enfin, si la tige est symétrique et déformée symétriquement par
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rapport 4 un plan, qu’on peut supposer choisi pour celui des 2y, on
_ I . . I . 2 . 3 )

AUTA ¢y =0, g5 =0, &= 0, -==0,5;=0,Z =0, et Pon pourran’ap-

pliquer le principe des quantités de mouvement & un trongon que
suivant les deux axes Oz, Oy, le principe des moments que par
rapport & P’axe des z. Il n’y aura 4 changer aux considérations du

, ;4 . P d
numéro précédent que ce qui concerne, d’une part, les dérivées =,
9 ? ds

. . d
qu’on ne pourra plus écrire 2» d'autre part, les composantes de la force

. | dF, ds d
F,~+ —Zds, dont les angles avec Ox et Oy seront = + =2, £ cescom-
/s 2 R R

posantes vaudront, par saile, sauf erreurs insensibles de l’ordre
. & ., dF, ST _—
de ds*®, — g%ds, §,+ —Zds. La premiére ne sera plus négligeable, car
T
1 Py .
la courbure &, pourra éire beaucoup plus grande que dans le cas pré-

cédent. )
Les équations (34) seront donc remplacées par celle-ci

% &
(37) o — & reeX=o,
et les relations (35) par la premiére et la troisi¢éme seulement, savoir :
" a,  df, o .
(33) JT_-—E’ 71;+R_,+ peY =o.

Ces derniéres donnent, pour seconde équation de I'équilibre,

d*M, 31
(39) — = +E+ch=o,

tandis que la premiére (37) devient

1519 T dM;

(39171'5) —(E-+1—{—!7+an=o.

Il pe reste plus qu’a substituer, dans ces équations, 4 9, M, leurs va-
leurs (32):

r ’ 1 1
(40) =En, M,=FI, (R—I_R_;)'
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On remarquera que la traction normale 95 et le couple de flexion M,
entrent 3 la fois dans chacune des deux équations indéfinies (39) et
(39 bis), en sorte qu’on ne peut annuler aucune des deux quantités

1 I . Y g r . . , .
20y A TA astreindre Pautre  vérifier deux équations indéfinies
Y
distinctes, généralement incompatibles. Aussi des vibrations lovgitudi-
- nales et des vibrations transversales ne peuvent-elles pas se produire
séparément dans une fige circulaire, comme I'a démoniré M. Resal 4

la page 153 du Tome II de son Traité de Mécanique générale.

18. La premiére formule (38) ne fait connaitre que la résultante §,
des aclions tangentielles exercées sur toute la section mormale o.
Quant i ces actions tangentielles elles-mémes, qui étaient, comme &,
insensibles 2 une premiére approximation, une intégration effectuable
pour certaines formes de la section permet de les déterminer, du
moins quand la tige est prismatique, symétriquement constituée par
rapport au plan des xy, modérément fléchie, et qu’elle a sa surface
latérale libre de toute action extérieure. Supposons, pour simplifier,
que toutes les fibres aient le méme coefficient d’élasticité E, indépen--
dant de x comme g, et que la composante. longitudinale de Vaction
extérieure exercée sur P'unité de volume du trongon ne différe pas

,sensiblement de sa moyenne pX; cette moyenne vaudra
1odie

(o bis) pX= LB g

¢ dc dz’

d’aprés 'équation (37), dans laquelle on pourra négliger le second
terme (vu la petitesse supposée de la courbure), remplacer E’ par E

d d » . s 5
et - par . Les formules des n® B, 6 et 7 seront applicables méme a
une deuxiéme approximation, d’aprés ce que 'on a vu i lafin du
n° 4. La relation (19), réduite &

d*s,
N, = E(bo——y E") =B, — IM,,

donnera par sa différentiation par rapport & x, en tenant compte de
{40 bis),
W g = — .
dz = dz L dz PETL G
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La premiére équation de I’équilibre d’un élément de volume infiniment
petit

deviendra done
de l'lT; _ Yy dn{:
(41) > T ETL S

Combinée avec la premiére condition spéciale (2), elle détermine com-
plétement, aprés qu’on a remplacé T,, T, par les valeurs tirées des deux
derniéres (4) et 8., 8-, parleurs expressions (3), le trés-petit déplace-
ment longitudinal #, caractéristique du gauchissement éprouvé par
la section ¢. On le reconnaitrait en raisonnant comme au n®9, sauf &

. , do d seps . . s .
attribuer =, == des valeurs différentes données par I'intégration du
dz’ dx .

systéme (20), et i observer qu’on a ici, par raison de symétrie, § =o.
Les trois cocfficients H, H', %” des formules (4) seraient d'ailleurs nuls,
a cause de la symétrie de contexture supposée par rapport au plan
des ry. On trouverait, pour tenir lieu de la formule (23),

au .dU d\I;/‘rU‘IG
Mz oo
@ [t

ds I.

En y faisant U= y, il vient bien, comme il le fallait,

fT,da ou §,=—IZ¢X’ 1

La méthode indiquée ici pour déterminer T,, T, s’étendrait a tous les

[*¥] Avant de passer 4 I'étude des plaques, je reviendrai an instantsur les principes
fondamentaux de Ja théorie des tiges, principes exprimés par les formules {12) et
(18), que M. de Saint-Venant s’était données comme point de départ, mais que je
pense. avoir démontrées le premier, et qui signifient que les fibres longitudinales
éprouvent des dilatations variables linéairement aux divers points d’une méme section
et r’exercent les unes sur les autres que des actions dirigées sulvant leurs tangentes.
Je ferai observer que ces lois subsisteraient sans qu’on fit ’hypothése de la symétrie de
contexture de la tige par rapport aux sections normales, si I'on admettait, par contre, la

Journ, de Math. (3¢ séric), tome V. — Jus 1859, 25
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cas ol ces forces tangentielles auraient leurs dérivées en y, z compa-
. dN, . . . . .

rables & —, comme il arrive toutes les fois que de pelites torsions se

superposent 4 des flexions sans produire des glissements gy, 822 trés-
supérieurs 4 ceux que causent les flezions elles-mémes.

symétric de distribution des pressions intérieures de part et d’autre de chacune de ces
sections, ou seulement les cing relations, quimplique cette symétrie, T, =0, Ta=o0,

d . - . . . .y .
P (N;, N, T)) = 0. En effet, Tp, T, disparaissant alors des six formules lin¢aires qui

velient toujours les 3, g aux N, T, les quatre premiéres formules (4) subsisteraient,
P'expression (5) se réduirait A {6), qui conduirait & la relation (8), et la premiére (1)
deviendrait % — o. Par suite, les dérivées en x dessix déformations ), g, fonetions
linéaires connues de N, Ny, N3, Tis sannuleraient, et, les relations (ra ), (10 bis), (x1)
tant vérifides, en arviverait, comme dans les n°* § et §, aux formules cherchées (12 ) et
(18) : de toutes les composantes N, T des pressions; N, seule subsisterait. ‘

Je remarquerai encore que rien mest changé aux démonstrations exposées dans le
Mémoire pour ces formules(x2) et (18), quand, au lieu de 1a premiére condition spé-
ciale (2), qui exprime la nallité de la composante longitudinale dela pression exercée
sur la surface latérale du prisme, on en prend une autre, consistant, par exemple, & se
donner directement, en fonetion de y et z, soit cette composante T, cos« -+ Ty sing,
soit les déplacements longitudinaux z produits sur le contour &une section o. On dé~
montrerait, en opérant comme il a été fajt aux n° 8 et 9, que la valeur de z aux divers
points de ¢ ‘est encore déterminée. Sile prisme est homogéne, et que, comme it arrive
toujours, B/ = H, on reconnait, en particulier, trés-aisément, q(x’il est possible d’at-
tribuer 2 Ta composante dont il s’agit, T;cose + T, sine, des valeurs lelles que les
sections ¢ restent planes et normales & une fibre déterminée, ou telles qu'on aitz=—o0
dans les formules (21) et sutvantes; alors le phénoméne de la torsion consiste en une
simple rotation des sections I'une devant Fautre. MM. William Thomson et Tait, qui
ont étudié cette sorte de torsion forcéz aux n°* 702 et 703 de leur Zraité de Philosophie
naturelle, Vont appelée torsion simple. 1l importe d’observer qulelle nest jamais réa~
lisée et ne parait méme pas pratiquement réalisable, si ce n’est dans le cas simple, déja
traité par Coulomb, du cylindre circulaire, isotropeautour de son axe, cas pour lequel
elle se confond avec la torsion ordinaire. - . '



