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Développements des trois fonctions Al(x), Al (z), Al,(x)

suivant les puissances croissantes du module;

= *

Par M. Disiei ANDRE.

Introduction. -

1. Nous avons fait connaitre naguére [*] la forme générale des
coefficients dans les développements, suivant les puissances croissantes
de la variable i, des quatre fonctions de M. Weierstrass, représen-
tées d’ordinaire par les notations Al{x), Al, (x), Al,(x), Aly(x). Nous
nous proposons actuellement de déterminer cette méme forme géné-
rale des coefficients dans les développements, suivant les puissauces
croissantes du module k, des trois premiéres de ces fonctions.

2. Ce probléme est tout a fait analogue i celui que nous avons
résolu déja [**] pour les fonctions elliptiques. Nous le résolvons par
~ les mémes procédés.

Nous partons des développements par rapport 4 Ia variable xz que
nous venons de rappeler (1).

Nous ordonnons chacun d’eux suivant les puissances de £, et nous
déterminons avec soin les séries entiéres en x qui, dans les dévelop-
pements ainsi ordonnés, multiplient ces puissances.

Nous constatons que ces séries entiéres rentrent dans celles que nous
avons jadis [***] étudiées, et nous en calculons les sommes respec-

tives.

«

[*] Journal de Matkématiques pures et appliquées.
[**] 4nnales scientifiques de 1 *Ecole Normale supéricure.
[**1 16id.
£7-.
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Enfin, 2 I'aide de ces sommes, nous donnons les formes générales
des coefficients cherchés, et, par la considération des relations qui
existent entre les fonctions de M. Weierstrass et les fonctions ellip-
tiques, nous apportouns & ces formes générales d’importantes simplifi-
cations.

5. Ces résultats ont été résumés par nous dans une Nole que notre
illustre maitre, M. Hermite, a bien voulu présenter & "’Académie des
Sciences [*]. Ils nous semblent entiérement nouveaux, sauf en ce qui
regarde le développement de Al(x), dontla forme a été donnée, il y
a plusieurs années déja [**], pal‘ I'un de-nos plus savants geometres,
le R. P. Joubert.

. § L. — Développements suivant les puissances de zx.

KK

4. Daos le Mémoire [***] que nous avons consacré aux développe-
ments des quatre fonctions de M. Weierstrass suivant les puissances
croissantes de la variable o, nous avons posé

- ) - 2 m‘ . ms 7
Al(x) =P, ~E%+mﬁ_ma+“q
F ad 5 i
AI{(“’)=Qa£—'Qcﬁ+Qz§-_r—Qa%+-u:
‘z? & 6
M) =B, — RO RG Ry
et, en méme temps,

Pn =P"x°+pﬂ,'k2 +Pn,2ka +pn,3.ks + ceey
Q= Gno + G, B> + G ok* @ ak® + ...,
Ro=Tno + Ta  b* + Tk 1k + ...

B, Puis, regardant p, ., q, ., ', comme des fonctions de n seule-
ment, nous sommes arrivés aux résultats suivants.

.[*1 Comptes rendus, séance du 17-juin 1848,
[**] Zbid., séances des 29 mai et 5 juin 1876.
[***] Jourral de Mathématigues pures et appliquées.



DEVELOPPEMENTS PES FoNcTions Al(x), Al(x), Al,(x). 133

" 1° Les coefficients p, ¢, §n,ey I'n,es OU 12 seul varie, constituent chacun
le terme général d’une série récurrente proprement dite;
2° La série récurrente ayant le coefficient p, . pour terme général

’

admet ’équation génératrice

n .
T0 [z — (2= = o5

les séries qui ont pour termes généraux respectifs les coefficients g,,,.,
rn,. admettent chacune I'équation génératrice ‘

L
I1 [5— {aj + P ]2 = o,
o 7 .
7 représentant, dans la premiére de ces équations, la partie entiére
de /¢, et, dans la seconde, la partie entiére de § (= 1+ 4t +1).
3° Les formes générales des coefficients considérés sont données,
pour p, ., par la formule

Pre=Y E(R) (2T

POUr Gy sy Fueo par la formule

Tue= Y, 5 [(2/ + 17T,

u ayant, dans ces deux formules, les mémes significations que dans

les équations génératrices correspondantes qui précédent, et £;(n)

représentant un polynéme entier en 2, du degré 2z — 2j* dans la
" premiére formule et du degré 2¢ — 2j* — 2j dans la seconde.

6. A ces divers résultats nous joindrons les remarques bien
connues {“] que voici s - '
Les quantités P,, Q,, R, sont égales chacune & Vunité.
Les polynomes P,, Q,, B, entiers par rapport £, sont, Q,du degré
an, P, et R, du degré 2r — 2.

[*1 Baror ct Bovquer, Thdorie des fonctions elliptiques, p. 466, 468,
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Quel -que soit P'indice 7, le coefficient p,,, est égal & zéro, et les
coefficients gy, I'no SODE égaux chacun 4 l'unité.

7. Ce sont ces résultats et ces remarques qui vont servir de points
de départ aux présentes recherches.

.

§ II. — Séries qui multiplient les puissancesdek.

8. Développées suivant les puissances croissantes du module k les
Irois fonctions considérées affectent ces nouvelles formes

A—l(x) =Ao +VA|k2+Agk‘ +A3k6 - eaay
All (x)=Bo+ Blk2+ B2ki+B3k0 A evey
Al, () =Cy + Gk + Cof* + Coh® + ...,

dans lesquelles les coefficients A, B, G représentent des séries entiéres
en x. :

Pour bien déterminer ces séries entiéres, nous allons reprendre, I'un
aprés I’antre, les développements (4) de nos fonctions suivant les puis-
sances de la variable & et les ordonner suivant les puissances du mo-

dule £.

9. Considéronsd’abord ledéveloppement, parrapportila variable,
de la fonction Al (x) et cherchons-y la série entiére en 2 qui mul-
tiplie £%, c'est-a-dire qui constitue A,.

Lepremierdes polyndmes P qui contienne cettepuissance de £estP,, ,,
le second est P,.,, le troisiéme P,,,...; et, dans ces différents poly-
ndmes, les coefficients qui multiplient £* sont respeclivement p,, .,
Preoer Preggrs oo ’

Mais, dans le développement de Al{x) par rapport a x, les poly-
noémes P,.,, Prig, Pryy,y - . multiplientrespectivement les expressions

gu+2 e

gyt T iy & L \t43
( I) (2e+ 2)!’ ( I) (21—1—4)1’ ( 1) (zt+6)!’
Donc nous avons

Z0+2 © i e ]
B

Ar=(— I) [[7“-« = m [)t-r-z,tm -+ Perae (_2—7:6_)! —
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et il s’ensuit immédiatement que, si nous désignons par «(x) un po-
lynéme convenablement choisi, entier en x, du degré 2 et ne conte-
nant que des puissances paires de x, nous pouvons écrire

z? x* x°
=a(x)+ao—a,2—!+a,l§—a36—!+...,

le coefficient a, étant de méme forme (5) que le eoefficient p,, re-
gardé comme fonction de 7 scul.

10. En raisonnant absolument de Ia méme fagon sur le développe-
meant, par rapport & la variable x, de la fonctmn Al (.7(:), nous par-
" venons i la formule suivante : ]
, B
—1—(»25F by 7,+ .oy
dans laquelle §§(x) représente un polyndéme entier en x, du de-
gré a2t —1, ne contenant que des puissances impaires de x, et ot le
coefficient b, est de méme forme (5)que le coefficient ¢,, regardé
comme fonction de n seul.

B,=: f(x) + 50—:5!- — b3 31

~ 441. Enfin, par les mémes raisonnements encore, on parvient, pour
la fonction Al,(x), & la formule

x2 zt af
C,=7(x)+c,,—-c,§— CZZ_!—'-C’(T.'""""

daus laquelle 7 (x) représente un polynéme entier en x, du degré 2,
ne contenant que des puissances paires de x, et ou ¢, est de méme
forme (B) que 7y, regardé lui aussi comme fonction de n seulement.

§ IH. — Sommation des séries considérées.

12. Les trois séries

z* z* o

@y —‘a|‘—'+azz’—'—a3 '6_!+"'9
o

b bl3y+52 b 7‘+"'!

€y — C'E'*" C’Z'!_csﬁ'*""’
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qui ﬁgurent dans nos expressions (§ Il)des quanutes A,y B,, G, rentrent
“tout A fait, comme cas partlcullers, dans les séries que nous avons ré-
cemment [*] étudiées et sommées. Nous pourrions donc obtenir leurs
sommes en apphquant simplement les formules générales que nous
avons trouvées alors, Vu la simplicité des séries actuelles, nous préfé-
rons déterminer ces sommes directement.

13. Prenons d’abord la premiére de nos trois séries. Le coefficient Qs
étant de la méme forme (5) que le coefficient p,,., ou nseul varie, con-
stitue le terme général d’une série récurrente proprement dite. Si donc
nous appelons s 'une quelconque des racines de l’equauon génératrice
de cette série et ¢ le degré de multiplicité de cette racine, nous avoos,
commne on le sait, la formale

a,;= 3k, (n)s",

dans laquelle £, () représente un polynéme entier en z du degré ¢ —1
et o le signe 3 s’étend i toutes les racines de l’équation génératrice.

14. e polyndme &, (r) étant ainsi du degré ¢ — 1, on voit facile-
ment que Pexpression soumlse (43) au sxgne z, dmsee par (2n)!, est
donnée par l’egahte

ATy o N (f)“‘* -~

(2 —

(yay—"

| (2n—a-—|—x)'

(2n

dans laquelle les coefficients fo, SirSoy oo f,,_, sont mdependants du
nombre entier variable 7.

Par suite, dans le terme général de notre premiére série (12), la
portion qui correspond i la racine s de I'équation génératrice peut
s’écrire

(—ir[ 4 GGF +fim (”,Y’_”"f'

+ fra? o (= ‘/’ e fo ot Loyer ],

(22— (2rn—o -+ 1)!

et, pour obtenir la portlon de la sérié totale qui correspond 2 cette

[*1 4nnales scientifiques de VEcole Normale supérieure.
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méme racine ¢, il nous suffit de sommer les résultats que fournit la

présente expression, quand on y donue 4 7 toutes les valeurs en-
tiéres, depuis zéro jusqu’a 4 oo .

18. On trouve, par celte sommation, un résultat de la forme
02005 (2 V&) -+ ¢, () sin (y5),

le symbole ¢, (x) représentant un polyndme entier en & ne contenant
que des puissances paires de x, et le symbole ¢ (x) un polynome
entier en x ne contenant que des puissances impaires de .

1l est visible, d’ailleurs, que ces deux polynomes ¢,(x) et ¢, (=) ont
pour degrés respectifs le plus ‘grand nombre pair et le plus grand

nombre impair non supérieursa ¢ — 1.
11 résulte évidemment de tout cela que la premiére de nos séries (12)

a pour somme |’expression
So,(x) cos(xys) + Zd(x)sin(zys),

dans laquelle les = s'étendent chacun A toutes les racines de I'équation
génératrice.

16. Mais la racine quelconque s est (5) de la forme (2/)?, le nombrej
pouvant prendre toutes les valeurs 1, 2,3, ..., n, dont la derniéfe %

est la partie entiére de \/t.

Mais, pour cette racine (2]) la différence ¢ — 1 est (8) égale
a ot — 25,

Donc la somme de notre premiére série (12) peunt s’écrire

LI i LI S

22 g,,x"coszjx +2, Z by ;a*™'sinajx,

g:.; et b ; étant des coefficients indépendants de x.

17. Par des raisonnements analogues a ceux qui précédent, on
verrait que la somme de notre seconde série (12) peut se meltre sous
la forme '

5 0u()sin(@\5) + 24, (@) cos(aV5),

Journ. de Matk. (3¢ série), tonie V. — Avaw 1879.

18
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dans laquelle les = s’étendent & toutes les racines de I’équation géné-
ratrice correspondante, et ot ¢,(x) et Y, (x) représentent des poly-
ndmes entiers en x, n’en contenant, le premier que des puissances
paires, le second que des puissances impaires, et ayant pour degrés
respectifs le plus grand nombre pair et le plus grand nombre impair
non supérieurs & ¢— 1.

18. Mais, d'aprés les résultats indiqués précédemment (5 ), la racine
quelconque s est, dans ce cas, de la forme (2] -+ 1)*, le nombre j pou-
vant prendre toutes les valeurs o, 1, 2,...,%, dont la derniére y est
la partie entiére de £ (—1-+V4Z-+1). ‘

Mais, d’aprés Ies mémes résultats (8), pour la racine (2j +1)? la
différence ¢ —1 est égale 4 2£ — 2j* — 2j. '

Done }a somme de notre seconde série (12) peut se mettre sous

_cette forme’

2 d—jii ) g t—j—f—1
. E E_g,-,jaczisin(zj+x)x+ E E by jx+! cos(2f 1) x.
i 13 /] 11 .
] o [} .

49. Ep opérant toujours de méme, nous trouvons que la somme
de potre troisiéme série (12) est de la forme

Zg,(x) cos(xys) + Z¢,(@)sin(xys),

dans laquelle les = présentent la méme étendue et les symboles o, (x)
et §,(x) les mémes significations que daus les formules analogues
données précédemment (15 et 17).

20. Enfin, en nous reportant aux résultats (3) rappelés plusieurs
fois déja, nous voyons, daus ce cas de notre troisiéme série :

D’abord, que la racine quelconque s est de la ferme (2j +1)?, le
nombre j pouvaut prendre toutes les valeurs o,1,2,.. ., 7, dont Ia
derniére 5 est la partie entiére de £ (—1 + V4t +1); -
" Ensuite que, pour cette racine (2j +1)*, la différence ¢ — 1 est égale
a2t —aj*— 2j;

Et, par conséquent, que la somme de notre troisiéme série peut se
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mettre sous la forme .

. f—j—j N (—ji—j
Z. g.jx*cos(2f +1)x +2 Et hy ;™ sin(af +1) .
2 i
[} 1] [ [}

§ IV. — Formes des coefficients A,,B,C;.

A 21. Si nous rapprochons les expressions des coefficienis A,, B, C,,
données au § II, des expressions trouvées an § III, pour les sommes
des séries (12) correspondantes, nous pouvons écrire immédiatement

LI i A =i
= E: L2 ; . 2+ gin 27
A, =u(x)+ .zig,,_,x coszjx  + ) Zi h; ja*+isinajx,
1 0 1 0 -
: 7 =~ A=t
B=p(a)+ Y ¥ gusatsinaj+at Y N, hyatiticos(aj+ i)z,
o v 0 l [ [} *
n =it - 9= i1

C,= /(:zc)+2i E.gi,jx21c05(2j+x).z‘+2. z k;, ;2 sin(aj+ 1),
raderan ) i
et ces égalités résolvent le probléme que nous nous sommes propose,
car elles donnent les formes des coefficients A,, B,, C,, et, par consé-
quent, celles desdéveloppements, suivant les puissances croissantes du
module, des trois fonctions Al(x), Al, (&), Al (). '
Seulement les présents résultats peuvent, par diverses considéra-
tions, étre notablement simplifiés. C'est 4 ces simplifieations que nous
allons procéder. ’

22. Considérons en premier lien la forme de A, Ony peut sup-
primer le polyndme & (x), ou plutdt, ce qui est la méme chose pour
I'écriture, faire passer ce polyndme davs le deuxiéme terme du second
" membre. -

Remplagons, en effet, & la limite inférieure des 3;, 'unité par zéro.
Ce changement n’altére en rien le troisiéme terme de notre second
membre (21); mais il introduit au deuxiéme un polyndme entier en x,
ne renfermant que des puissances paires de x et dont le degré est égal
i ¢, c’est-a-dire justement un polynéme capable (9) de remplacer o (x).

- 18..
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23. Dans les expressions (21) de B, et de G,, on peut de méme sup-
primer (3 (x) et y(x).

Eq effet, si 'on désigne par A(xx) et pr{x) les deux premiéres fonc-
tions elliptiques, on a les deux formulesbien connues [*]

Al () = Al(2)M(z), Als(x) = Al(x)p (=)

Or, comme nous I'avons montré | **], chaque terme du développe-
ment, suivant les puissances du module £, soit de la fonction A(x),
soit de la fonction (), contient le sinus ou le cosinus d'un multiple
impair de x. Donc il en est de méme dans les développements, par
rapport au module, des deux fonctions Ali(x), Aly(x). Donc, dans -
les coefficients B;, G de ces derniers développements, les polynomcs
B(x), y(x) sont identiquement nuls,

24. Nous pouvons donc écrire ces noavelles égalités :

t—j3 t—ji—-q

A‘—Z zg”x”cosz]x —l—-z z hyj x2'+'5m2]x

1 t—pP—j 1 t—ji—j—1

B, =Z E 8:;x* sm(z] +I)x+2 2 by, x“"“‘cos(z; +1)x,
1 f—l:—J t=j—j—1 '

C,._E 2 g,,x"‘cos(2]+r)x+2, Z k;, .x"*'sm(:z]—l-r)x

Mais ce ne sont pomt encore la nos formules deﬁumves, car- Ies se-
conds membres de ces trois égalités peuvent, comme nous allons le
voir, s’écrire d’une facon plus simple.

25. Bappelons—nous la signification (5) de la limite supérieure 4
des 3; dans I'expression de A,. Ge nombre  est, dans cette expresslon,_
la partie entiére de \/t. Donc l’egahte qm donne A, peut se me!tre sous

cette forme
A,— g ,mz‘coszjx -+ 3k jx* ' sinajx,

[*] Baor et Bouquer, Théorie des fonctions elliptiques, p- 466,
[**1 Comptes rendus de I’deadémie des Sciences, séance dw 27 mai 1878,
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les = s’étendant, le premier 4 tous les systémes de valeurs des entiers
non négatifs i et j qui satisfont  la fois aux deux relations

CJEVE ipse
et le second & tous ceux qui satisfont & la fois aux deux relations
JSVt, i+jSe—r.

On voit d’ailleurs immédiatement que, des deux relations corres-
pondant au premier X, la seconde renferme la premiére, et qu’il en est
de méme pour les deux relations qui correspondent au second 3. ‘

26. Dans les expressions de B, et de C,, le nombre x est la partie
entiére de £(— 1+ 4z +1). Nous pouvons donc écrire

B, =Zg;jx¥sin(2j +1)x + Zh; ; ¥ cos(2f +1)x,
C.= Zg;;x¥cos(2f +1)x -+ Sh; ; 7 sin(2f +1)x,

les 3 s’étendant, dans chacune de ces nouvelles formules, le premier 4
tous les systémes de valeurs de iet j qui satisfont aux deux relations

jEd(—1+Vhe+1), i+j+j2e,

et le second & tous ceux qui satisfont aux deux relations
<y s BT O

JSi (=1 VEt+1), i+j+jSt—1,

Et I’'on peut voir encore sans peine que, des deux relations corres-
pondant au premier =, la seconde comprend la premiere, et qu'il en
est de méme pour les deux relations qui correspondent au second 3.

27. En définitive, A, est donné par la formule
A,=3g; jx¥ cosajx + Sk ; x* sinaj e,

dans laquelle les 3 s'étendent, le premier 4 tous les systémes de va-
Ieurs des entiers non négatifs ¢ et j qui satisfont 4 la relation

i+ 25t
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et la second & tous ceux qui satisfont 4 la relation
i+jSt—=n
B, et C, sont donnés respectivement par les formules

B,= 3g; ;x® sinr(zj +1)x + 3k, ;2% cos(2f +1)x,
C,= Zgi,jx2icos(2j+ )& + Zk; ;2 sin(2] +1) 22,

dins chacune desquelles les = s'étendent, le premier 4 tous les sys-
témes de valeurs des entiers non négatifs i etj qui satisfont & la re-
lation v

i+j+jst,
le second & tous ceux qui satisfont 4 la relation

[+ +jst—r.

98. Ces derniéres formes des coefficients A,, B, C, sont fort ana-
logues 2 celles que nous avons données [*] pour les coefficients des
développements, par rapport au module, des fonctions elliptiques
A(x), p(x) et de leurs puissances. Ces deux sortes de formes. dif-
ferent cependant entre elles, et d’'une waniére remarquable, par ce
fait que les relations auxquelles satisfont, dans un méme 3, les entiers
ietjne renferment jamais j* lorsqu’il s’agit des fonctions elliptiques,
et, au contraire, le renferment toujours lorsqu’il s’agit des fonctions
de M. Weierstrass.

29. Quoi qu'il en soit de cette analogie et de cette différence, ce
sont ces derniers résultats (27) que nous avons fait comnaitre dans
notre Note 4 I'Académie des Sciences[*]. Comme nous I’avouns dit
dans notre Introduction, la formule qui donne A, a éié publiée pour
la premiére fois par le R. P. Joubert[*"]. Celles qui donuent B, et C,
nous paraissent nouvelles.

[*] Comptes rendus, séance du 27 mai 1878.
[**] 25id., séance du 17 juin 1898.
[***] Ibid., séances des 29 mai et 5 juin 1876.
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