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DEDUCTION D’UN NOUVEAU PRINCIPE D ELECTRODYNAMIQUE. 63

Sur la déduction d’un nouveaw principe d’Electrodynamigue;

Par M. R. CLAUSIUS,

Professeur A I'Université de Bonn.

Traduit de P'allemand par M. F. Foug.

Dans une courte Communication du 6 décembre 1845, j’ai énoncé
un nouveau principe d’Electrodynamique, auquel j’ai donné une
forme un peu plus simple dans une Communication du 7 février
suivant. Dans ce qui suit, je vais m’occuper du développement né-
cessaire a |’établissement de ce principe, et montrer comment on
peut, sans entrer dans aucune considération particuliére sur la nature
des forces électrodynamiques, déduire ce principe de faits bien éta-
blis, 2 'aide d’hypothéses tout a fait générales, et qui ont déja été
faites fréquemment. '

§ I. — Différentes maniéres de voir sur I'électricité dynamique.

On sait que M. W Weber a cherché & ramener tous les phéno-
ménes électrodynamiques 4 un prineipe unique, 4 l'aide duquel il
exprime la force que deux particules d’électricité en mouvement
exercent I'une sur 'autre. Soient e et ¢’ deux particules d’électricité
supposées concentrées chacune en un point, et r leur distance mu-
wuelle au temps 2, P’action exercée par ces particules Pune sur 'autre
consiste, d’aprés Weber, en une répulsion mesurée par ’expression

ec 1 fdr\® 2 dr
-2 (25

r? ¢ \dr ¢t de

daus laquelle ¢ représente une constante.
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Pour la déduction de cette formule, M. Weber est parti de cette
idée que, dans un courant galvanique, des quantités égales d’électri-
cité positive et d’électricité négative se meuvent en sens contraires,
avec des vitesses égales, dans chaque élément conducteur. Cette idée
est si compliquée, que déja beaucoup de physiciens l'ont rejetée.
Aussi longtemps, en effet, qu'il 0’y a pas de motifs impérieux d’ac-
cepter I'hypothése de ce double mouvement, il n’est pas permis
d’abandouner cette idée plus simple, qu'un courant consiste dans le
‘mouvement d’un seul fluide, et on doit chercher & en déduire
Pexplication des effets du courant galvanique. ; '

Cette idée, qui a déja été exprimée souvent et depuis longtemps, a
recu récemment, de M. C. Neumann, une forme plus déterminée, et
il ajoute, & ce sujet, que ses réflexions concordent complétement
avec celles que Riemanu a déja exprimées en 1854, dans la trentiéme
réunion des naturalistes allemands. M. Neumann admet qu’un con-
ducteur métallique renferme, a la vérité, dans chaque élément de-
‘volume, de I'électricité positive et de Iélectricité négative, mais que
la premiére seule est mobile, en ce sens qu’elle peat produire un cou-
rant dans le conducteur, tandis que la derniére est invariablement
liée aux atomes pondérables. : .

Quant au point de savoir s'il est absolument nécessaire d’admettre,
3 cbté de D'électricité positive mobile, une électricité négative lice
aux atomes pondérables, ou bien si les forces attribuées a cette der-
niére électricité peuvent s’expliquer ‘d’une autre maniére, il y aurait
encore peut-étre différentes considérations i faire valoir. Toutefois,
en traitant le sujet au point de vue mathématique, puisque les forces
g'exercent absolument de la méme maniére qu’elles le feraient s'il y
avait une électricité négative liée aux atomes, on peut considérer
cette derniére comme existant, sans pour cela se décider relativement
a son existence réelle. C'est dans ce sens que je prendrai pour base
_des considérations suivantes cette maniére de voir, telle qu'elle a
été formulée par M. Neumann.
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§ 1I. — Contradiction du principe de Weber avec I’ hypothése
d’une seule électricité mobile dans un conducteur fixe.

Posons-nous d’abord la question de savoir si le principe de Weber
n’est pas en contradiction avec I'idée qu’il v’y a qu'une seule élec-
tricité qui puisse parcourir un conducteur fixe. Nous choisirons, 4
cette fin, la proposition expérimentale qu'un courant galpanique
Jfermé et constant, qui se trouve dans un conducteur au repos,
n'exerce aucune force motrice sur [’électricité en repos, et nous re-
chercherons si le principe de Weber conduit encore 2 cette proposi-
tion, lorsque I'on ne considére que I'une des deux électricités comme
mobile. :

Imaginons, au point x, ¥, %, une certaine quantité‘ d’électricité,
par exemple, une unité d’électricité positive, et au point x', y', 2’ un
élément ds’ d’un courant galvanique. Désignons par %'ds’ la quantité
d’électricité positive en mouvement dans celui-ci. Celte quantité
exerce, d’aprés Weber, sur V'unité d’électricité au repos, une répul-
sion qui est exprimée par

R ds' 1 [dr\2 2 d*r
' 7 e\&) TE"E)]

_expression qui, pour une valeur négative, indique naturellement une
attraction. Dans le cas actuel, ou la quantité r ne varie que par le
mouvement de I'électricité qui se trouve dans I’élément de conduc-
teur, nous pourrous poser

dr __ dr ds’'
@ ds ar’
dir _dr ds’\ 2 dr ds’
de 4t \de ds dr’

et, dans cette derniére formule, nous devrons faire, pour un courant
12 !

d*s
constan t, 3

2

=.0, si nous supposouns le conducteur du courant ho-

mogéne et partout de la méme section, de sorte que A’ a, pour toutes

Journ. de Math. (3¢ série), tome IV, — Fivrien 1878. 9
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ses parties, une seule et méme valeur. De cette maniére, I'expression
de la répulsion devient ‘ ‘

R ds 1 dr 2+ rd’r ds’\ 2
A T T\F arami\FE) |

Si I’on admet d’abord, avec Weber, que, dans ’élément de con-
ducteur d¥’, il se meut une aussi grande quantité d’électricité négative
en sens contraire, avec la méme vitesse, on devra, pour obtenir la ré-
pulsion que celle-ci exercerait sur I'unité d’électricité au repos, affecter
du signe — toute V'expression précédente, et en outre changer le

. . cppx . g d: - ! ‘ . - rps
signe du coefficient différentiel 71':1 Mais, comme ce coefficient diffé-

rentiel n'entre qu’au carré, son changement de signe n'apportera
aucune modification dans I'expression. L’action exercée par I'électri-
cité négative serait donc égale et de signe contraire & celle qui est
exercée par Iélectricité positive, de sorte que ces deux forces se détrui-
sent, et que I'élément de courant n’exercerait aucune action sur Yunité
d’électricité au repos. Il en résulte donc que le principe de Weber,
combiné avec I'idée de Weber sur le double mouvement de I'électri-
cité, concorde avec la proposition expérimentale énoncée plus haut,
puisque la force est nulle, non-seulement pour-un courant fermé, mais
encore pour tout élément de celui-ci en particulier.

Adoptons maintenant l'autre hypothése, 4 savoir que I'électricité
négative, quise trouve dans le conducteur, ne s'écoule pas, mais soit
invariablement fixée aux atomes pondérables. Alors Paction qu’elle
exerce sur P'unité d’électricité au repos est simplement représentée par

,(I.ﬁ'
7

deux forces ne se déiruisent pas dans ce cas, mais qu'il reste une ré-
* pulsion donnée par I'expression

hds' dr\? dir ] [ds
ar ds’ & 2r ds'? E) )

On trouvera la composante de cette force, suivant I'axe des x, en

I'expression — » donnée en Electrostatique. Il s’ensuit que les

€3 —

2! . . . .
~y et il en résulte I'équation

multipliant cette expression par —
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suivante, si I'on représente cette composante par 5 ds

(,I), o ;%dsr_b’ (‘z)z f—r‘—x [—— (dr) +2rdxr:la’s.

On doit intégrer cette équation, relativement & ', dans toute I'étendue
du courant fermé, pour obtenir la quantité X, c’est-a-dire la compo-
sante, suivant 'axe des.x, de 'action que le courant tout entier exerce
sur P'électricité au repos.

A cet effet, nous opérerons quelques transformations sur le second
membre de cette équation. On peut poser

z—a' d \/— I dr d’v';
3T ¢ ;[ ( )"' r =4
r r
L’équatior (1) devient ainsi
| B (ds\*dyr &\r
I ’
(2) T =15 (dt 2 A o

- Dans celle-ci, on peut de plus poser

aifr &F (M df> afi ar

T & a \ds av ) T e

dr ds' ds ds'de

=4 (% dd{) "" %d%[@ég)!]’

ce qui transforme I'équation (2) en

o ga=% (e (FF) - 12l($)])e

Si Pon intégre cette équation pour un circuit fermé, le premier
térme de la parenthése, qui est un coefficient dlfferennel, par rapport
a's’, donnera une valeur nulle. Le second terme, qui est un coefficient
différentiel par rapport a x, peut étre intégré sous le signe de la diffé-
rentiation, puisque la variable xx est indépendante de la variable s'; on

Q..
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trouvera ainsi
e AW fds\? ayr
() x= (L (DY ar.

On aura des expressions analogues pour les composantes de la force,
suivant les axes des y et des z.

On voit immédiatement que I'intégrale qui entre dans ces expressions
n’est pas nulle, et qu'en général ses coefficients différentiels, par rap-
port & &, ¥, 2, ne seront pas nuls non plus. D’'apreés cela, un courant
fermé et constant, dans un conducteur au repos, devrait exercer une
action sur l'électricité au repos' et cette action aurait un. ergal
puisque ses composantes suivant les axes seraient représentées, en
vertu de I'équation précédente, par les coefficients différentiels négatifs
d’une quantité qui dépend des coordonnées de 'unité d’électricité au
repos considérée. Le courant galvanique devrait donc, 4 la fagon d'un
corps chargé d’un excés d’électricité positive ou négative, produire
une modification de la distribution de V'électricité, dans tout corps
conducteur qui se trouve dans son voisinage [*]. Si 'on explique le
magnétisme par des courants moléculaires électriques, on trouvera
qu'un aimant exerce des actions analogues sur les corps conducteurs
qui Penvironnent. Or de semblables actions n’ont jamais été chser-
vées, malgré les nombreuses occasions que ’on aurait eues de le faire,
et, par conséquent, on doit reconnaitre comme une prOPOSIHOH expe-
rimentale bien établie la proposition précédente qui exprime qu ‘elles
n’ont pas lieu; or, puisque le résultat exprimé dans I'équation (4) est
contradictoire avec cette proposition, on en déduit cette conclusion,
que le principe de Weber est incompatible avec I'idée que 'électricité
positive seule se meut dans un courant galvanique qui circule dans un -
conducteur fixe.

[*] La méme conclusion a déji €té tirée par M. Riecke en 1873 (dnnales de Got-
tingue, juillet 1873). Je me connaissais pas cette circonstance lorsque jai écrit mon
travail, et je viens de 1’apprendre pendant Pimpression, par un nouveau Mémoire de
M. Riecke, qui vient de paraltre (drrales de Gottingue, 28 juin 1876), et dans lequel
le Mémoire précédent est cité. - .
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§ III. — Discussion d'une loi posée par Riemann relativement a la
Jorce, et envisagée au point de vue précedent.

Tout récemment, aprés que ma premiére Communication sur le
principe que j'ai posé avait été publiée, il a paru un Ouvrage [*] dans
lequel on expose une autre loi électrodynamique donnée par Riemann
dans ses Legons; il sera utile, comme suitea ce qui précéde, de consi-
dérer cette loi au méme point de vue, ¢’est-a-dire de rechercher si elle
est' compatible avec ’hypothése d'une seule électricité mobile dans le
conducteur fixe. -

Soient, comme plus haut, e et ¢ deux particules d’électricité sup-
posées concentrées chacune en un point; x, ¥, z, ', 7', ¥ leurs coor-
données rectangulaires au temps £; la composante suivant I'axe des x
de la force que ¢’ exerce sur e est, suivant Riemann (p. 327), exprimée

ar
’ o2 (%
ee dr - ce' r\dt dr

(5) X=a gzt de
ee' 1 dr [ (de dz'\? dy  dy'\* dz  di
tE (7;—7)““(:55 dt)’*'(z"z)]’

et les composantes suivant les autres axes sont données par des expres-

sions analogues. .
Nous allons encore déterminer, au moyen de cette équation, l'action

qu'un courant galvanique fermé exerce sur une unité d’électricité au
repos. Posons donc ‘

e=1 el —w=-—=-—=<0,

En outre, pour déterminer d’abord V'action exercée par I'électricité
positive en mouvement dans I’élément du conducteur ds’, remplacons

[*]Schwere Elekiricitat und Magnetismus. Nack den Porlesungen won Bernhardt
Riemann, bearbeitet von Karl Hattendorff'; Hannover, 1876.
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¢ par B ds'. L'expression précédente deviendra

2 dx' .
} a2z - , o
' ds' .’;fi_i-(’ d.‘) L1 drffdaf\e  [dy\: (2N
7“"{,4,& e a Terzml|\@w T\a) t\&

. . ds'\ 2
La derniére parenthése peut se remplacer par (Tt) ; et, dans le second

terme del’expression, on peut considérer x’ et r comme fonction de s',
§

de:

et s’ comme fonction de £; cela fait, on devra poser — = o0, puisque’

le courant est constant, et ’on aura

2 dax’ 7
W ds' 1 dr 1 d(;W) ds’ ’+_ 1 1 dr [ds'\?
PSS |\ 7z T @ A dr @ odz \dt

‘Partons d’abord de I'hypothése que, dans P’élément de conduc-
teur ds’, une méme quantité d’électricité négative circule, avec la
méme vitesse, en sens contraire; pour trouver la composante, suivant
l'axe des x, de cette quantité d’électricité sur l'unité d’électricité au
repos, nous n’aurons qu’a prendre l'expression précédente en signe
contraire. Les deux forces se détruiront donc; et il en résulte que,
dans I'hypothése de deux électricités qui se meuvent dans le conduc-
teur, la-loi de Riemann est d’accord avec notre proposition expéri-
mentale, ’

Partons au contraire de ce que Iélectricité négative qui se trouve
dans I'élément de c onducteur ds’ est au repos : 1a composante, suivant
I'axe des &, de Paction qu’elle exerce sur I'unité d’électricité au repos,

sera représentée par

rger A 48
i ds I

o . ax ,,
et nous aurons, par sulte, en representant par —; ds’ la composante,

suivant P'axe des x, de I’action que I'élément de courant ds’ exerce
sur 'unité d’électricité an repos : )

&
@ \dr as 7

dr ,
zH =a | %
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Si nous intégrons cette équation pour un courant fermé, le premier
terme du second membre donnera une valeur nulle, et il viendra

c? P dz
ou bien
) lz ds'\?* d
(7) X = — (zlt) dz
On obtiendrait naturellement des expressions analogues pour les com--
posantes suivant les deux autres axes.

I’intégrale précédente n’est pas nulle, et ses coefficients différentiels
ne le sont généralement pas non plus. Laloi de Riemann nous conduit
donc au méme résultat que celle de Weber, & savoir qu’un courant
galvanique fermé, de méme qu’un aimant, devrait exercer une action
analogue 4 l'influence électrostatique, sur tout corps conducteur situé
dans son voisinage. Et, comme ce résultat est en contradiction avec
notre propdsition expérimentale, nous pouvons dire également de la

loi de Riemann gu’elle est incompatible avec I'hypothése d’une seule
électricité mobile dans un conducteur fixe.

§IV. — Expression des composantes de la force dans un systéme
particulier de coordonnées.

Cherchons maintenant 4 déduire, pour les composantes de I'action
qu'une particule d’é lectricité ¢’ en mouvement exerce sur une autre
particule e aussi en mouvement, des expressions telles qu'elles donnent
des résultats compatlbles avec les proportions expérimentales, dans
I’hypothése qu’il 0’y a qu’une seule électricité mobile dans le conduc-
teur fixe,

Supposons que cette force dépende de la position mutuelle des par-
ticules, ainsi que des conditions de mouvement déterminées par les
composantes de leur vitesse et de leur accélération; et formons, en
conséquence, pour chiacune des trois composantes suivant les axes,
une expression générale qui dépende des coordonnées relatives de I'nne
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des particules par rapport & I'autre, et des coefficients différentiels du
premier et du second ordre, par rapport au temps, des coordonnées -
des deux particules. Nous ferons entrer provisoirement dans cette ex~
pression tous les termes possibles jusqn’au second ordre inclusivement,
en entendant par la tous ceux qui proviennent d’une double différen-
tiation par rapport au temps, et qui renferment comme facteurs, ou un
coefficient différentiel du second ordre, ou deux coefficients différen-
tiels du premier ordre.

Choisissons un systéme particulier de coordonnées. Soit prise, pour
P'an des axes, la droite qui unit les déux points ot se trouvent les
particules d’électricité au temps £, comptée comme positive dans le
sens de ¢ vers e. Soient [ et I les coordonnées, suivant cet axe, des
deux particules. Les deux autres axes peuvent étre pris arbitrairement,
pourvu qu’ils soient perpendiculaires entre eux et au premier. Si F'on
représente, en général, par m, n, m', #' les coordonnées des deux par-
ticules suivant ces axes, on devra poser, au temps 2,

m=n=m=n=o,

D'aprés cela, les coordonnées relatives, suivant ces deux axes,
m — m' et n— n', sont aussi nulles au temps Z, et I'ordonnée relative
"suivant la premiére direction; I— ', a seule une valeur assignable,
qui est égale 4 la distance mutuelle des deux particules, et peut étre,
par suite, représentée par r, conformément 4 la notation précédente.
Tl résulte de 13 que, dans ce systéme de coordonnées, les fonctions
des coordonnées relatives, qui entrent dans les expressions des com-
posantes de la force, ne peuvent étre fonctions que de r. Ce systéme de
coordonnées offre encore I'avantage d’autres simplifications; on voit
immédiatement, en effet, par la maniére dont les coefficients diffé-
rentiels entreront dans les termes de Pexpression, que certains termes
‘ne peuvent avoir aucune influence sur la composante cherchée et
que certains couples de termes doivent avoir une influence égale.

Commengons par chercher la composante suivant 'axe des ;
représentons-la- par Lee’, et formons I'expression qui détermine la
quantité L. : '

Cette espression doit d’abord renfermer un terme qui est indépen-
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dant des mouvements des particules, et qui représente la force élec-
. . ) 4
trostatique. Ce terme est parfaitement connu: ¢’est =

Parmi les autres, considérons d’abord ceux qui ne renferment que
des coefficients différentiels des coordonnées de la particule e.

Ceux qui ne renferment qu’un seul coefficient différentiel du pre-
mier ordre seront en général de la forme

.dl ,dm ndn
Az, N— Ao
dans laquelle A, A, A” représentent des fonctions de r; mais, relative-

ment aux derniers, nous pouvons tirer immédiatement I'une des

. . , dm .
-conclusions annoncées plus haut : carle terme A —; change de signe

dm . . . .
avec — - Or la direction positive de I'axe des m se comporte, relati-

vement a un point situé sur I'axe des [, absolument de la méme ma-
niére que la direction négative; et, parsuite, dans le cas actuel, ot les
deux points se trouvent sur I'axe des /, il n'y a pas de raison pour
qu’un mouvement dans un sens ait pour conséquence une autre force,
suivant I'axe des [, qu’un monvement dans I'autre sens. D’apres cela,
ce terme doit disparaitre de 'expression, c’est-a-dire qu’on doit avoir
A’=o0. On peut conclure de méme que A” = o. Des trois termes précé-

. dl
dents, il ne reste douc que A T

La méme chose peut se dire des trois termes

dil

d*m
' 7 A

d&rn
caEr A

e’

A

dont les deux derniers doivent aussi disparaitre, de sorte que le pre-
mier reste seul.

. Eafin, pour ce qui regarde les termes qui renferment comme facteurs
les produits de deux coefficients différentiels du premier ordre, égaux
ou inégaux, et dans lesquels entre par conséquent I’'un des carrés ou
des produits suivants :

[dl\? dm\? dn\* dldm dldn dm dn
de)’ \ar)’ \dar)’ @& de’ & d & @t

Journ. de Math. (3¢ séric), tome IV. — Mans 1878, ' 10
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on peut appliquer aux termes qui renferment les trois derniers pro
duits ce qui vient d’étre dit En effet, ces produits changent de signe

dm _dn . . . . : .
avec <= et = tandis que, dans la direction des m ou dans celle des 7,

4t dt
le coté négatif se comporte, vis-2-vis des deux autres axes, absolument
de la méme maniére que le cdté positif. Des termes affectés de ces pro-
duits ne peuvent donc pas entrer dans I'expression. De plus, comme

la position géométrique des axes des m ct des 7 est la méme, relative-

. \ , [dm\? , dr\ ? . . N
ment 2 |’axe des [, les carrés (’Z’?) et (7[) doivent avoir le’ méme

coefficient. Les termes considérés fourniront une somme de la

forme ‘
. (dI\t |, [{dm\* [do\®
(g o (&) - @)
que nous transformons en
| dr\: | A\t | [dm\* . [dn\?
a @)+ (@) (&)« (@) )

A, remplagant la différence A', — A;. Mais, si nous désignons par ¢ la -
vitesse de la particule e, nous aurons

di\* dm\? .d/zr LY
z) t\@) T \z) ="
de sorte que la somme précédente pourra s’écrire

dl 2 2
A2 (’(E) -+ AaV .
Si nous composons ensemble tous les termes qui nerenferment que
des coefficients différentiels des coordonnées de la particule e, et que
nous en désignions la somme par Ly, il viendra
dil il di\? .
(8) Lo=A% 4 a G as () +Aest.
De méme, nous pourrons écrire, si nous désignons par Ly, la somme
des termes qui ne renferment que des coefficients différentiels des
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coordonnées de la particule ¢,

dr a’ di’\? s
(9) L2= A."E‘[“{"‘A.s ‘d_tz‘ +A6 <"¢E) +A7 0".

11 reste encore a considérer les termes qui renferment un produit
de coefficients différentiels des coordonnées des deux particules,
c’est-a-dire un des produits suivants :

di dll dm do' dn drn’
de'de’ dt i’ dr
dldm' dldm dide dli'dn dmdr dm'dn
dt dt’ A d’ drde., dede drde’ Tdr di

H

Mais, de cette circonstance que les six derniers produits changent de

signe avec %7 dml dn 47 on peut de nouveau conclu
g P I @ a p ure, comme

plus haut, que les termes affectés de ces produits ne peuvent pas entrer
dans I'expression des composantes de la force. Cette méme conclusion
n’est pas applicable au deuxiéme ni au troisiéme produit, quoique le
changement de signe y ait lieu également; car, quand le coefficient

ppe .. d . . .
différentiel ﬁflchange de signe, et que, par suite, la particule e change

de direction dans son mouvement estimé suivant I'axe m, le nouvean
mouvement se comporte A la vérité de la méme maniére que I'ancien,
relativement & P’axe /, mais il se comporte autrement relativement au
mouvement de la particule ¢/, estimé suivant 'axe m et exprimé par

dm' . ) . . A
~i i ces deux mouvements avaient lieu d’abord dans le méme sens,

ils ont lieu maintenant en sens contraire, et vice versa. 1l n est donc
pas nécessaire que les coefficients de ces deux produits soient nuls,
mais il faut qu’ils soient égaux entre eux, puisque les directions m et n
ont la méme position géométrique par rapport  'axe L.

Si nous appelons L; la somme des termes qui renferment des coef-
ficients différentiels des coordonnées des deux particules, il résulte
de ce qui précéde que nous aurons

L.— A’ dl dl A dm dm’+rln dn_’ .
wn=Rhs g TR\ a T I @

Nous allons procéder & la transformation de cetle expression d'une
10..
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maniére analogue 2 celle dont nous avons déja fait usage. Nous écri-
rons ‘ :
: didl  (dldl  dmdm'  drdn
Li=Asg 5 +4 (zz*‘z:z zz)’
en posant A, au lien de A’; — A,. Or, sic desxgne angle des directions
des deux particulese et ¢/, on a

-‘-i—léé—l— din dn’ -+ égin—'—vv'cose
dtdt ' at dt ' dedr ?
‘et I'équation précédente s’écrira par snite

drdr

(10) Li=As 35

-+ A, ¢/ cos¢.
Nous venons de déterminer les différents groupes de termes dontla
somme forme la quantité tout entiere L, qui a pour expression

(11) | =24L,+L,+L.

Nous pourrons traiter d’'une maniére analogue les composantes de
la force suivant les axes m el r, composantes que nous représenterons
par Mec' et Nee'; il n’est pas nécessaire que nous entrions de nouvean
dans le détail du procédé, et il suffira d’écrire simplement lessystémes
d’équations qui servent & la détermination de M et N. Ces systémes
sont

din &m dl (Im
M‘ - B + By dr +B, de de’
m’ d2m' dar dm'
(12) ‘ M=-‘337+B~Tﬂ +Bg
dldm' dl' dm
M=B, gz +B g

\ M =M, —i—Mz—i—M,;
dl dn
2d dr’

al dn'
N, _B3 dt B“ e +B5 de dt’

N4=B +B -I—B

1 dt‘

dldn” dl' dn
N, =B 5 dt dr +B: 5 drdt’

N =N, + N, +N,.
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§ V. — Expression des composantes de la force pour un systéme
quelconque de coordonnées.

Ayant exprimé les trois composantes de la force dans un systeme
particulier de coordonnées, il nous sera facile de les exprimer dans un
systéme quelconque.

Considérons un systéme d’axes rectangulaires, dans lequel les deux
particules d’électricité ont les coordonnées x, y, zet 2/, ', 2. Repré-
sentons par Xee', Yee', Zee' les composantes, suivant les axes, de
I'action que la particule ¢’ exerce sur la particule ¢; il s’agit de déter-
miner les quantités X, Y, Z.

Pour exprimer X, désignons par (lz), (mx), (nx) les angles que
I'axe des x fait avec les axes primitifs des [, m et z; nous aurons alors

(14) X = Lcos(lx) + Mcos(ma) -+ N cos (nzx).

Mais on peut aussi exprimer les différentes parties constituantes de X,
au moyen des parties correspondantes de L, M et N. Si I'on représente
par X, la somme des termes de X, qui ne renferment que des coeffi-
cients différentiels des coordonnées dee; par X, la somme de ceux qui
ne renferment que des coefficients différentiels des coordonnées de ¢';
par X, la somme de ceux qui renferment des produits des ccelficients
différentiels des coordonnées des deux particules, X, sera donné par
Iéquation ‘

(15 X, = L, cos(lx) + M, cos(max) + N, cos(nx),

et ’on aura des équations analogues pour X, et X,.

Si I'on remplace, dans ’équation précédente, L, M, et N, par leurs
valeurs données dans (8), (12) et (13), et sil’on tient compte, dans
’addition, des relations
dm

dt

dl : dn . dz
— cos(lx) + ( ) cos(mx) -k - cos(nx) = —»
(16) | 1) B™ cos(ma) L7 &z
<= €os(lx) «+ == cos(mx) + o7 cos(nx) = 75
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il viendra 7
{ dr dldr
Xy _'B +B* dz’ + B de dt
. d!
(17) +_[(A——B),,,—,+(A. ~B)%

- (A AR s (1
+ (A; —B,) T T Asv cos (Ix).

Nous substituerons 4 cos(I2) sa valeur Z—=, en multipliant par—

tous les termes de la parenthése carree, et lalssant x — x' en facteur
commaun, :

En outre, nous introduirons, au lieu des coefﬁcxents différentiels de
I, ceux de r. Nous avons déja dit plus haut qué la distance mutuelle,
au temps £, des parucules e et ¢ est mmplement represemee par la dif-
férence I — I, parce qu’a cet instant les coordonnées m, 1z, m’ et 72’ sont
nulles, Mais, pour différentier r, on doit partir de I'expression générale

i

r=V{I—=Ty¥+ (m—n'y + (n—n),
et ce n’est:qu’aprés la différentiation qu’on peut faire
7 m--m'=n—n=o.

1l y a encore & observer, relativement a cette différentiation, que les
coordonnées [, m et n ne varient que par le mouvement de la parti-
cule e; I, m, »’ par celui de la particule ¢, tandis que r varie par le
mouvement des deux partxcules. On pourra distinguer les variations
de r qui correspondent 4 ces deux mouvements en particulier, en re-
gardant » comme fonction des deux arcs des trajectoires s et ¢, et
ceux-ci mémes comme fonctions de. £. Les différentiations qui ne se
rapportent qu’au mouvement de la particule e pourront alors s’ef-
fectuer comme il suit :

drds

‘ , o d
za=:lt-03 +xm—m>d+<n —w)],
T.’-(ds)ﬁ dr.zl’f__ [[ l') d (In m ) —_— + \n — n)

e ds der
dm dn
+:[ (@) +(?s) - (%]

+ - [l—-l +Vn-—m)dt,+( u’)':l.;;l.

dn
dt

dr
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Posant, dans ces équations, m — m' =n —n'=oetl—1l =r, el,

en méme temps,
dm\ ? dn\ 2 ds\ 2
\Z) T\Z &

2y

on obtiendra, pour les coefficients différentiels de /, les expressions
suivantes :

dl dr ds
(18) =@
) Pl [dr | 1(dn)2 X] (&) drds
(.[9, dr? - ds? r z r dt ZY-JE,
Substituons ces expressions dans (17), en y remplacant ¢* par ( 2?)

pour 'uniformité, et désignons, pour abréger, par G, C,, C;, G, les

fonctions de r qui se trouvent entre parenthéses carrées dans cette
q

équation, elle deviendra ainsi

X'—BCIT—FB‘ P 2%%%
(20) {Cj’j&[&dﬁcz (i) +C]< )
+ Gy j:j:f(( x').
On obtiendra de méme
(21) +-§C‘§s§‘i‘: +[Csdyz . C, (i) C] ds,),
+C,,-:%%;_§( — ).

Il reste encore a déterminer les quantités X;; on devra, pour cela,
remplacer, dans I’équation

X, = [;cos(lx) + M, cos(mx)+ N, cos(nax),

L;, M, et N, par leurs valeurs {10}, (12, et (13). Mais si, dans V'ad-



8o R. CLAUSIUS.

dition, on a égard 4 la premiére des équations (16), il viendra

dl dx' dl d=
Xs=Bs g5+ Bz
dl dl’

-+ l:(A8 —B,—B,) ek -t cose:l cos (lx),

’ . . ’ A £ ar »
equatlon qui, conformément i ce quonavu _plus haut, peut s ecrire

X. =B dr dx' ds+ . drdxds’
( ) 8= U0 Ys dr de Tds dr de
22
’ . dr dr o ds ds’
+ (CBZvd?'l_ G, coss) (x —2) = — -

Les quantités X,, X,, X, étant connues, on obtiendra X par I’équa-
tion

—

(23) X = pid

= + X, + X, + X,.

On pourra naturellement représenter de méme les quantités Y et Z;
on n’aura, pour cela, qu'a changer, dans les équations précédentes,
les'quantités qui se rapportent 4 'axe des x en celles qui se rappor-
tent aux axes des y et des z, sans rien modifier & celles qui se rap-
portentar. : '

Il s’agit actuellement de déterminer les fonctions de r, qui entrent
dans les équations (20), {21) et (22), et qui sont, jusqu’s présent, in-
déterminées. '

§ VL. — Détermination des fonctions qui entrent dans X,.

Pour déterminer, tout d’abord, partiellement les fonctions qui en-
trent dans ’expression de X,, nous ferons usage de la proposition qui
a déja été employée dans les §§ I1 et III, savoir : qu'un courant quel-
conque fermé ef constant dans un conducteur fixe n'exerce aucune
force motrice sur Uélectricité au repos.

Imaginons done, comme au § II, une unité d’électricité positive au
repos, au point &, 7, 2, et, au point x', ¥, 2/, un élément de courant
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ds', qui se compose de la quantité 'ds’ d’électricité positive en mouve-
ment, et de la quantité #'ds’ d’électricité négative au repos. Ces deux
quantités d’électricité exercent sur 'unité d’électricité au repos des ac-
tions dont les composantes, suivant 'axe des x, sont

, g 2—a
I ds +X et — Kds'——-
La somme de ces composantes est la composante, suivant le méme
axe, de I'action exercée, par |’élément du courant, sur I'unité d’élec-
tricité, composante que nous représenterons, comme plus haut, par

IX
:—,7({.9'. Nous aurons donc
dx
£ ds' = Kds'X,,

expression dans laquelle nous devrons remplacer X, par sa valeur(ar).
Mais en méme temps nous écrirons, au lien de
dz’ &z’

Z‘- et —_dlz 9

les expressions équivalentes

da’ ds' o &z [ds'\?  dz’ d*s
7a @z T
4

d*s
et nous pOlll'l'OllS faire — ar

est constant. Nous obtiendrons ainsi

=o0, a cause de I'hypothése que le courant

it mar ([, 26+ -1 5]

(24) g 2 dr dr'

Bi s a5’ + By 5 ds’ ds’

[ogire @) - oJie-a| (5))

Cette expression, intégrée pour un courant fermé quelconque, doit
donner une valeur nulle, d'aprés la proposition précédente. Mais, si
I'intégrale de V’expression complete doit étre nulle, quelle que soit

Journ, de Matk. (3¢ série), tome 1V. — Mars 1878. II
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P'intensite du courant, il faut que les intégrales des termes multipliés
s t par a 2soiem; nulles séparément. Les expressions entre

par — et par { les séparément. p

parenthéses qui forment ces termes doivent, d’aprés cela, étre des
coefficients différentiels complets par rapport & &, sans qu’il soit né-
cessaire d’admetire une relation particuliére entre r et x’. ‘

Pour que la premiére expression soit une différentielle compléte par
rapport 4 &', il faut, comme on le voit immédiatement a I'inspection de
sa forme, qu’elle soit égale &

— % [By(x — 2]

et pour cela il est nécessaire que l'équation

dB,
(25) Ci=— ar
soit vérifiée. : :

De méme, si I’on considére les termes de la seconde expression qui
renferment des coefficients différentiels du deuxiéme ordre, on voit
immédiatement qu’elle doit étre identiquement égale au “coefficient
différentiel suivant :

d dx’ dar
| BGr Gla =)y |

et, pour que cette condition soit remplie, il faut que les équations

__dB,
B5 - E - C51
dC
(26) o=t
C,=o

se vérifient,
De cette maniére, les sept fonctions indéierminées qui entrent dans
Péquation (21) se réduisent  trois, et cette équation peut sécrire

. d[By{x — a'}] ds’ d daz’ ndr] [ds
2= gt B*W+Cs(““’”)d—s'J (7:) ;

dz’' \ dr] &s
-+ [B4 -+ G (x — 2') }7{] -
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”

§ VII. — Détermination des fonctions qui entrent dans X,.

Pour traiter la quantité X,, nous pouvons faire usage d’une propo-
sition expérimentale analogue 2 la précédente, savoir : qu'une quan-
tité d’électricité en repos n'exerce aucune action sur un courant quel-
conque fermé et constant qui se meut dans un conducteur en repos.

Cette proposition a besoin de quelque éclaircissement. Lorsque de
I'slectricité d’une certaine espéce, par exemple del'électricité positive,
se trouve accumulée en un lieu, celle-ci exerce par influence une ac-
tion électrostatique sur tout corps conducteur placé dans son voisi-
nage, et le conducteur du courant galvanique doit naturellement
aussi subir cette action. La proposition précédente exprime seulement
qu’en dehors de cette action il n’en subit pas encore une autre, occa-
sionnée par ce courant, et dépendant, par suite, de Iintensité de celui-
ci. 1l faut encore remarquer, & ce sujet, que, si un courant galvanique
fermé subissait une semblable action, un aimant devrait la subir aussi.
Mais on a toujours observé que I'électricité au repos agit, sur un ai-
mant au repos, de la méme maniére seulement que sur un morceau
de métal non magnétique de la méme grandeur et de la méme forme.
On n’hésitera donc pas 4 considérer la proposition précédente comme
bien établie par I'expérience. '

Pour I'appliquer, imaginons, au point &, 3, 5', une unité d’électri-
cité en repos, et au point &, ¥, z un élément de courant ds, qui ren-
ferme la quantité d’électricité en monvement hds, et la quantité d'élec-
tricité en repos — hds. Les composantes, suivant I'axe des x, des
actions que ces deux électricités subissent de la part de l'unité d’élec-
tricité au repos sont

— / _— -’
kds(“ = +x.) et — hdsZZT.
7 r
D’aprés cela, la composante de I'action que I’élément de courant
subit de la part de I'unité d’électricité sera représentée par le produit
hdsX,, dans lequel nous aurons & remplacer X, par 'expression (20).
II..
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dr & .1.'

Et si, en méme temps, nous écrivons de nouveau, au lieu de et —
dz ds e d*zx [ds\?* dz d’s
ds dt st \dt s ae’

. dis . A
et que 1nous lJOSlO!]S d_t’- =0, puxsque le courant dOlt etre COHSlaUt,

cette expression deviendra

hds ([B -+ C(x — x’)ds]

+1B, m,+B_j’;’”+[p F+C, (7 )+C](x x')f(“j ]

De 13 nous pouvons tirer des conclusions tout a fait analogues &
celles du paragraphe précédent. En effet, si Punité d’électricité ne doit
exercer, sur le courant tout entier, aucune action dirigée dans le sens -
de Yaxe des x, I'intégrale de cette expression, étendue 4 tout le cou-
rant, doit étre nulle, et 'on en conclut les équations suivantes, ana--
logues 4 celles (25) et (26), qui précédent,

4B

(28) C=- B=

dB,
dr

dC .
+C|, Cg-‘-——"zr—‘l" (A:; - 0.

En outre, on peut tirer d’autres conclusions dans le cas actuel. La
proposition, en effet, ne dit pas seulement que I'unité d’électricité ne
tend & mouvoir le courant dans aucune direction, mais encore qu’elle
ne tend a le faive tourner autour d’aucun axe, et de la on peut encore
déduire certaines équations,

Comme le choix de I'axe est arbitraire, nous prendrons pour tel la
droite menée par le point &, 5/, #, parallélement 4 I’axe des z. Déler-
minons le moment de rotation autour de cet axe. L’expression précé-
dente de la composante, suivant I'axe des x, de I'action que I'élément |
de courant ds subit de la part de I'unité d’élcctricité, peut se mettre,
en vertu des équations (28), sous la forme

dp
II([S )
ds
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dans laquelle P est une quantité déterminée par I'équation suivante :
n ds dx dr} [ds\*
(29) P=B(x-—x)§t+[B.3;+C,(x——x’) ;5](‘—5)

De méme on a, pour la composante de cette force suivant 'aze des y,
Pexpression :
dQ
hds —=>

dans laquelle Q est déterminé par 'équation
| nas - d N N/ ds\?
(30) Q=B(f—f)7j;+[B, B Cilyr—7) d_:] <d_°;> )

De la résulte, pour le moment de cette force autour de axe considéré,
I’expression '

’ " d , dP
h(x— )R- (r =2 G |

Or, si Punité d’électricité en repos ne tend pas & faire tourner un
courant fermé, I'intégrale de cette expression doit étre nulle pour tout
courant fermé; mais cette expression pent s’écrire

Ii%[(x—-x:)Q—(]'—J")P](ls—-h(Q%_..p,j_:) ds,

et, comme le premier terme est une différentielle exacte, qui donnera
une valeur nulle par l'intégration, il faut que le second donne aussi
une valeur nulle. Celui-ci, si 'on y remplace P ét Q par leurs valeurs
(29) et (30), prend la forme

h [(x—-—x’)% — (}‘-—y')%] [B%—I—C, :%(;L:)’J ds,

et 'on voit immédiatement que cette expression n’est pas une diffé-
rentielle exacte, et que, par suite, son intégrale ne peut étre nulle, pour
tout courant fermé, que si le second facteur entre parenthéses carrées
devient lui-méme nul ; mais, pour qu’il en soit ainsi, indépendamment
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" de V'intensité du courant, il fant que
(31) B=o0 et C,=o.

Si I’on combine ces équations avec celles données sous le numéro (28),
ces derniéres deviendront
" dB
(32) C=o, Bz=-—[—l—r—l, C,=o0, C;,=o0.
De cette maniére, les sept fonctions indéterminées qui entrent dans
X, se réduisent 2 une seule, et 'équation (20) se transforme en

d dx\ [ds\? dz d*s

§ VUL, — Détermination des fonctions qui entrent dans X,. .

Pour déterminer les fonctions qui entrent dans I'expression de X,
nous considérons I'action mutunelle de deux courants qui ont lieu dans
des conducteurs en repos. 7

Soient, aux points x, ¥, 2, et &, ¥’, 7, deux ¢éléments de courant
ds et ds', qui renferment les quantités d’électricité en mouvement 2d's
et K'ds', et les quantités d’électricité en repos — hds et — &'ds’. Pour
déterminer Paction que I'élément de courant ds’ exerce sur I'élément
ds, nous avons a considérer les actions que la quantité d’électricité zds
subit de la part de %'ds’ et de — k'ds’, et celles que la quantité d’élec-
tricité — kds subit également de la part de celles-ci. Les composantes,
suivant I'axe des x, de ces quatre forces, sont

Wl dsds' (225 + X, 4+ X+ K

—a

rl

— hk'dsds’ (’r -+ X,) )

— W dsds ( —7 4 x,) \

’-3

Rl dsds' z ; .
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Leur somme donne, pour la composante, suivant 'axe des x, de
Paction que I'élément de courant ds’ exerce sur I'élément ds, le pro-

duit
hh' dsds'X,,

dans lequel X, doit étre remplacé par sa valeur (22).

Mais, auparavant, nous donnerons & cette derniére une forme plus
commode pour Pintégration. Nous pouvons remplacer la quantité
cose, qui y entre, par un coefficient différentiel. De I'égalité

r=(x—xf+(y—y)+(E-2)
on tire, en effet, par une double différentiation,

(34) P (e drdy | dsde)
] dsds’ ds dy ds ds’ ds ds

ou, comme I'expression entre parenthéses n’est autre que cos ¢,

(35) €osg = — ~ Z:_(:{:

A dr
Si nous remp]a(;ons cos& par celte valeur, et, en méme temps, T et

da’ iz ds da' ds' , .
d =2, 2 ';(7, comme dans les paragraphes précédents, I'équa-

w PG w
tion (22) s’écrira

ds ds' dr dx' dr de
36) Xs":&?&%“ea}aﬂ' 13 a5

“Lodrodr 1 &P P
+[Cst_1.; W—;Cgm](x—-.l )‘-

dr dr

1l s'agit d’en faire disparaitre le prodmt Com 7

Dans ce but, introduisons une fonction E de r, liée a C, par la re-

E= f rdr f % dr,
de laquelle résultent

1 /1 dE\
—‘-flli— ([I"' 2 (—:‘-)-_—-‘Cs.

rdr dr rodr

lation
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Si nous différentions cette fonction E par rapport a s et ', nous pour-
rons donner 4 ses coefficients différentiels les formes suivantes :

dE __dE dr _ 1 dE d[r):
s dr ds  zrdr ds
#E 1 dE&(r) 1 d (1dE\ dr d(r)
dsds . ar dr dsds ' 2dr \r dr) @ "ds
_ LI o odrdr
" aor dr dsds 8ds ds'’
et nous obtiendrons par 12

drdr 1 dEQ()  &E

8ds ds . a2r dr dsds + Zas dsds'

- 19 (l L4 »
Si 'on remplace cette valeur de Cs‘—’f 2~ dans I'équation (36), et que
P Z @ q q

I'on dénote, pour abréger, par E, I'expression
1 dE
T2 (Cs r dr) ’

ds ds dr d=' dr d=
dtdt{B“Zs'ds B"ds ds+[E‘¢;dy+dm] (*’-"—x);

il viendra

(37) X,

En outre, on peut poser

d*E (.'L' . ,)_ @*[E (o — 2')] E dz'  dE dz,

dsds’ - dsds’ ds d5  ds ds )
et silon écrit, pour abréger,

-dE dE
Ba"‘z."—"Ez, ) B:‘—d_,.:'—'Eai
Péquation (37) deviendra
__dsds a*(r%) drdz’ dr dz = d[E{z—.x)

B8) Xo=ga|Ele —2)gm + B g + B g+ =

Nous aurons & multiplier cette expression, ainsi transformée, de X,
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par ki dsds’, pour obtenir J]a composante, suivant I'axe des x, de I'ac-
tion que I'élément de courant ds’ exerce sur 1'élément ds.

Si, pour obtenir la composante, suivant cet axe, de I'action que le
courant §” tout entier, supposé fermé, exerce sur ds, on effectue I'inté-
gration par rapport a §' il se présentera quelques simplifications. Le
dernier terme de I'expression précédente est, en effet, un coefficient dif-

férentiel par rapport a s’; I'avaut-dernier renferme le facteur %’f, in-

dépendant de s’, et qui peut’ étre regardé comme constant dans l'in-
dr

tégration, et son autre facteur E; — est de nouveau un coefficient

différentiel par rapport 4. Ces deux termes donnent donc une valeur
nulle, lorsqu’on intégre relativement 4 un circuit fermé, et il reste

(39 hﬁ’dstsa's -—/b’ds as d f[E, (x— ) i(;? E,Z::Z,]d’

Si I’'on intégre encore cette expression par rapporta s, on aura la
force avec laquelle le courant s tend & écarter le courant s tout entier
dans I sens de I'axe x. Cette intégration fait de nouveau disparaitre
un terme dans le cas ou le courant s est aussi- fermé. Dans le terme

dr dz'
Ez d s’ et ds’

EzZv’ étant un coefficient différentiel par rapport a s, donne un ré-

le facteur 22 est en effet, indépendant de 5, et Pautre facteur

sultat nul, par I'intégration. On a donc

(40) RR f f X, dsds' = hl f;:; %’:—'Vf f E, (x — x') :—g—(;:),dsds’.

Nous pourrons comparer ce résultat avec une conséquence parfai-
tement établie de la théorie d’Ampére, puique cette théorie peut étre
considérée comme tout a fait irréprochable, en tant qu’elle se rapporte
aux actions exercées par des courants fermés les uns sur les autres.
Or, d’aprés cette théorie, la force avec laquelle un courant fermé s
tend 4 mouvoir un autre courant fermé s, dans le sens de I'axe des x,
est donnée par I'expression

— e [ [
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dans laquelle ¢ et ’sont les intensités des deux courants, et £une

constante. Si Fon remplace, dans cette expression, ieti park—— et

2 {2
sz 75’ et cose par — ~ i,(;za conformemental 1dennte(35 ), elle prendra

,ds ds (l’(r?) ,
kh ?zﬁ?ffzﬂ ) Zoa dsels

et, en la comparant avec Pexpression (46), on voit qu’il faut que

la forme

(41) - | E, "'-=2J;‘

Pour déterminer encore I'autre fonction E,, qui entre dans (39),
nous ferons usage de cette proposition, bien établie par I'expérience,
savoir qu’'an courant galvanique ferme et constant, qui a liew dans un
conducteur en repos, ne tend pas & modifier, en intensité, un autre
courant galvanique ferme qui a liew dans un conducteur en repos.

expressmn (39), qui, aprés la substitution de la valeur trouvee
pour E,, ’écrit

,ds ds x— z') dr dz’ '
’hdtdtdf[ 273 dsds +Ez ds

représente, d’ apres ce que nous avons vu, la composante, suivant
Paxe des @, de 'action que le couraut fermé s’ exerce sur I'élément
de courant ds, c’est-a-dire sur les deuxz quantités d’électricité kds
et — hds qui se trouvent dans I'élément de conducteur ds. Or la
quantité d’électricité négative — hds est en repos; et, d’aprés la pro-
position dont il a été fait usage au § VI, le courant galvanique fermé
ne peut exercer aucune action sur I'électricité en repos. D’aprés
cela, expression précédente peut aussi s’entendre en ce sens qu'elle
représente la composante, suivant I'axe des x, de Yaction que le cou-
rant fermé s' exerce sur la quantisé d'électricité hds qaz se trouve dans
Uélément de conducteur ds.
Pour pouvoir représenter également, d’une maniére commode, la
composante de cetie force qui est dirigée suivant 'élément ds, et qui
tend, par suite, & augmenter l'intensité du courant, nous donnerons
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une forme un peu différente 2 notre expression. De Pégalité

=@ -2+ (r—y P+ -2

on tire
da(r
) = 2@~ ).
(42) o) _ &
: dxds' ds'

<y - dz' . . .
Eliminant & — 2’ et — de l’expressnon précédente, au moyen de ces

1 d(r)
s

bl,dsds’d f[l_ﬂéir_’__gfzf(_ﬂ_) d’(r’)]dg

4 dr dt ? dz dsds r ds dxds

relations, en écrivant -2 au lien de = celle-ci devient :

Pour obtenir maintenaat, au lieu de la composante de la force sui-
vant I’axe arbitraire des &, la composante dirigée suivant I'élément ds,
il suffira de remplacer les coefficients différentiels par rapport i x par
les coefficients correspondants relatifs 3 s, et 'on aura

, ds ds A d(P) &) E.d{r) &7 o,
i dt"f[‘T;m?“77; d,d,]ds’

ou, plus simplement,

s f(4-2) 5[]

Cette expression représente la force qui agit, dans un seul élément
ds, dans le sens de I'accroissement de 'intensité du courant. Pour que
celle-ci reste constante, il faut que V'intégrale de cette expression,
étendue a tout le circuit fermé s, soit nulle. L'intégrale relative a &',

F E\ d {r) ,
JE-2alE]
qui entre déja dans I'expression, et qui multiplie I'élément ds, doit

donc, ou bien ‘étre un coefficient différentiel par rapport s, ou bien
12,



92 R. CLAUSIUS.

étre nulle. Et, comme la premiére de ces conditions ne peut étre
remplie par aucune forme de la fonction E, de r, on devra déterminer
cette derniére de telle sorte que P'intégrale soitnulle, ce qui exige qu'on
ait :

%
N

=C,

c désignant une constante; car ce n’est qu'a cette condition que la
quantité sous le signe intégral est une différentielle exacte, et que I'in-
tégrale peut, par suite, étre nulle pour tout circuit fermé.

De cette relation, il résulte

P
;—C‘r;

E,=
mais, comme le terme — cr donnerait, dans 'expression de X,, un
terme qui croitrait en méme temps que r, et qu’un pareil terme ne peut.
entrer dans I’expression de la composante de la force, la constante ¢
doit étre nulle, et 'on obtient ainsi pour E, I'expression

(43) By =4

Des quatre fonctions indéterminées der, qui entraient dans I'expres-
sion (38) de X, il y en a donc deux qui sont déterminées; et, si on
les remplace par leurs valeurs dans I'équation (38), celle-ci devient

l'(z-;z’) @) |k odrdd dr dz  d[Elx —2')])ds ds’

(44) Xy== ard - dsds’ +;‘ ds ds’ +E3;Zs‘—' ds + dsds’ dt ar

§ IX. — Application des lois relatives a U'induction.

Jusqu’a présent, nous n’avons considéré que des courants constants
dans des conducteurs au repos; nous allons maintenant laisser de coté
la restriction relative & la constance du courant, et supposer, en outre,
que le conducteur s se meuve. Pour plus de simplicité, nous suppo-
serons toutefois que le conducteur ne change pas de forme, et qu’il se
weut seulement parali¢lement & lui-méme, de sorte que tous ses élé-



DEDUCTION D'UN NOUVEAU PRINCIPE D ELECTRODYNAMIQUE. 93

ments parcourent, pendant 1’élément de temps d¢, un méme -élément
de chemin do dans une méme direction.

Dans ce cas, chaque particule d’électricité positive, qui se trouve
dans le conducteur s, est animée a la fois de deux mouvements, celui

. . . P74 .
qu’elle a dans le conducteur, et dont la vitesse est —f > et celui du con-

ducteur lui-méme, dont la vitesse est Il s’ensuit que les coefficients

différentiels, par rapport au temps, qm sont relatifs au mouvement de
cette particule d’électricité, doivent maintenant étre exprimés autre-
ment que nous ne 'avons fait plus haat. Au lieu d’une expression de

la forme ,
dU ds
ds dr’

dans laquelle U désigne une quantité qui dépend de la position de la
particule d’électricité, nous aurons 4 poser

dU ds  dU do.
ds dt ' do dt’?

et, au lieu d’'une expression de la forme
d dU\ [ds\? du ds
& (Vz;) (Ft) V% @

danslaquelle V désigne une seconde quantité qui dépend de la position
de la particule d’électricité, nous devons poser

d dU\ [ds\? d dU0 d dU\ 1 ds dr d dU [do\*
(%) @+ [=0 D +ave)zez 0% &)

du d's dU dic
Ve EtVn @

Si nous cherchons 2 déterminer la composante, suivant I'axe des x,
de 'action que la particule d’électricité positive A'ds’, qui se trouve
en ds', exerce sur la particule d’électricité positive Ads, qui se trouve
en ds, nous aurons 4 former, comme plus haut, pour exprimer cette
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composante, |’expression générale

kh’dsds" (’” = X, + X, + Xa)‘-,

73

dans laquelle X,, X, et X, devront étre remplacés par les expressions
(33), (27) et (44), aprés que nous y aurons fait les modifications que
nous venons d’indiquer, ce qui donnera

d dx\ [ds\* . d dx d dx\7 ds de
x=5(0%) @) +[z 0% 50577

(45)
: d dr\ [do\? dx d*s dx dc
+‘—1'; (B‘E) (2‘;) "I"Bgz; 2 ~+ B, Zo 7
_ dBfe—a)dd | d dz’ s dr] [ds\®
Xo= == G+ | B Gl —25 | (G
(46) +|B dx' +C, (x N dr d*s"
gy T\ E— X ga |
ko — ') d*(7%) k dr dx' dr dz d"[E"r — 2')]} ds ds'
A Xy = g 2% dsds ' P ds ds' + Eq as' ds + dsds’ datde
(47) Flao— 2y d:(s%) & drdx +E drde = d[BE'm—a')]} dods’
F T or ddt T RLdl T I A deds | de de

Si nous cherchons, en outre, & déterminer Ja composante, suivant
I’axe des x, de I'action que la particule d’électricité négative — &'ds’,
qui se trouve en ds’, exerce sur la particule d’électricité positive Fds,
qui se trouve en ds, nous n’aurons qu'a remplacer, dans I'expression

. g . . das’ .
précédente, 7'ds’ par — K ds', et & faire en outre — =o, puisque

I'électricité négative qui se trouve en ds’ est en repos. On trouvera
ainsi X, = o et X, = o, tandis que X, ne changera pas. L’expression
de cette composante se réduit donc 4

— Rl dsds’ (";”" + X')-

Dela résulte, pour la composante, suivant I'axe des x, de l'action que
la quantité d’électricité positive Lds, qui se trouve en ds, subit de la
part de P’élément de courant ds’, c’est-a-dire des deux quantités d’¢lec-
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tricité 2'ds’ et — I'ds’ 4 la fois, P'expression
k¥ dsds' (X, +X,).

Si I'on intégre cette expression par rapport a s’y on aura la compo-

sante, suivant 'axe des x, de I'action que la quantité d’électricité po-
sitive Ads, qui se trouve en ds, subit de la part du courant s’ tout
entier; et, si nous représentons cette composante par%hds, nous au-
rons donc ’égalité

(48) X =K (Xy +X,)ds,

. dans laquelle on devra substituer 4 X, et X, leurs expressions (46) et
(47). Si lon effectue P'intégration, tous les termes de ces expressions,
qui ont la forme de coefficients différentiels par rapport a ds’, donne-
ront zéro, et peuvent, par conséquent, étre supprimés; on aura

ainsi
x=k G B+ oe—a)f]a

,ds ds' [Tae—a d’( ) 1 drdy
(49) + kK dr dr [_ 28 dsds ' rdsds ]

do ds — 2’ d*{r?) Idrdx ,

’ @) rarax

+ ki de de f‘_ ar do’ds’ 72 do ds’ ds'.

On peut transformer cette égahté au moyen des équations
' dr d _ 1ad(r)

roE=rg ST i ma

données au paragraphe précédent; elle devient alors

x=1w 22 []- B‘dm), c, &2 ]ds
(50) + 5 kH j;a:e f [" = dsds’ d.: fx:z;)'] ds’

g do & 4 d"(r’ ' r d’f) ds’
dt dt T dx dczis" ‘do dzds' ‘
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Pour déduire de cette expre;ssion, relative & la direction &, I'expres-
sion correspondante relative 4 la direction de I'élément ds, nous
waurons de nouvean qu’a changer les coefficients différentiels par
rapport i  en ceux par rapport a 5. Alors les deux termes qui figurent
dans la seconde intégrale se détruisent, et nous obtenons, en désignant
par Ghds la composante, suivant la direction de I'élément ds, de.
Paction que la quantité d'électricité 2ds Sllblt de la part du courant ¢/,

egahte
a1 7 dr d(r)
G__.;] dl‘f[ B"dsds Sds ds ]dl

do ds’ ’ r d2
—_ 4 . )
Ak dt dtf[ ds daa’s da dsds’ ]‘if

Le produit &ds est ce qu’on appelle la force électromotrice induite
dans Vélément de conducteur ds, et, par-suite, I'intégrale [Sds est
la force électromotrice induite dans le courant s tout entier.

L’intégration, effectuée par rapport 4 s, fait de nouveau disparaitre
un terme. Si nous considérons en effet I'intégrale double

f f ds dcds o dsd,

il est & remarquer que la quantité

(51)

ar) dx dz . 4 dy! | dz di
deds’ — 2 da ds - do ds = deds )’

que nous pouvons également représenter par — 2cos (g¢'), si (6]
désigne I’angle compris entre I'élément de chemin dg, parcouru par ds,
et ’élément de courant ds’ est indépendant de s, puisque le conduc-
teur s se meut tout entier paraliélement & lui-méme, et que tous ses
éléments se meuvent, par suite, dans la méme direction. On peut donc
écrire I'intégrale précédente sous la forme

X tI”'3
f tls'f d
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r mtegrauon relative & s s’effectue ici 1mmed1alement et donne un-
résultat nul pour un courant fermé.
Considérons maintenant 'autre intégrale double

2l
T &P .
ffﬁ dsds' dsa’s’

puisque le coefficient dlfferennel ( ), qui, en vertu de équation

(35), est égal 3 — 2cose, ne varje pas pendant le mouvement du
conducteur s, et, par suite, est indépendant de o, nous - pourrons
poser :
dI

r @) - d 1 d’(r")]

ds dsds r dsds

et puisqu’en outre la quantité ¢, par rapport a laquelle la différentia-
tion doit étre effectuée, est indépendante des quantités s et s, par
rapport auxquelles nous aurons 4 intégrer toute I'expression, nous
pourrons effectuer la différentiation en dehors du signe intégral, et
écrive, au lieu de I'intégrale double qui précede,

1 d*{r) '
f f r dsds d ds'.
Nous aurons donc, pour déterminer la force électromotrice induite
dans le conducteur s, 'équation

[eds=14 ‘”ff[ B,.d;:, jﬁ: 2| dsas

(52) "de d
1 kﬁ' dr dt da'ffr dsds' {sds

Nous allons maintenant appliquer 4 cette équation la proposition
suivante : Si le conducteur s s'arréte dans une position déterminée,
dans le woisinage du conducteur s', et que Uintensité du courant .

croisse, dans ce dernier, depuis zéro jusqu’ & une valeur déterminée, ou
13
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bien si l'intensité du courant en s' a constamment cetle valeur, et
- que s S'en rapprocke jusqu' cette méme position, & partir d’un point
infiniment éloignd, dans ces deux cas il se produit en s une égale force
d’induction.
Pour déterminer la force d’induction qui se produit pendant un
certain temps, nous avons & multiplier par dt P'expression de la force
électromotrice, et & intégrer entre les limites de 1’mlerva]le de temps

donné. Dans le premler des deux cas énoncés plus haut, % 5 =0, de

sorte que le second terme de 'expression (52) disparait; dans le premier
terme, lmtegrale double est indépendante du temps, et le coefficient

différ ennel ——, dont ce terme est affecte comme facteur, doit seul éire

I3 ’ r ¥ 3.
intégré par rapport 4 t,et donne Zl?' La force d’induction qui se pro-
duit dans ce cas est donc

4 f (552 +65 L dsds

: drs” .
Dans le second cas, —— = o, de sorte que le premier terme de l'ex- .

* pression disparait; le second s mtegre immédiatement par rapport at,

_et donne
’ 1 d’ ;
shh dtff d:zs'dd‘

- Ces deux quantités devant étre égales, en vertu de la proposition
précédente, leur différence sera nulle, et 'on aura, par suite

(53) ff[ +B.]dds) Cs?ﬂl—d?}dsds—o.

Le second terme de la parenthese carree peut se transformer comme

suit ¢
drd(r) @ (r)
Cs-Zs ds' (ls ds fCF d:l dsds’ fC dl’,

et, puisque le premier des termes du second membre donne un résultat
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nul, lorsqu’on effectue I'intégration pour un circuit fermé, I'équation
précédente devient

(54) ff[ -+ By +fC5dr] i}:ﬁ, dsds’ = o.

Si cette équation doit se vérifier pour deux courants fermés quel-
conques, 'expression qui s’y trouve comme facteur du coefficient
différentiel du second ordre doit étre comstante; nous pourrons
écrire, a désignant une constante,

(55) - 2 rB+fCdr=a.

Et, si nous représentons par un seul signe I'intégrale, diminuée de la
constante a, en posant ' '

G =fC5 dl’—-— fl,
nous aurons

B,=— (é + G) ’
(56) '

s

Nous avons ainsi ramené 2 une seule deux des fonctions indéter- -
minées qui entrent encore dans 'expression de X, etl'équation (37),
qui sert  la détermination de cette quantité X, deviendra :

. dBe—a)]d AT [k o\ 4G e (s’
Xy=— ds' wTa T ;+(I~tlf'+dr(x a)tls’ dt)
k \ d'  dG o drids’
oti bien
" d[By(x—a)]ds' A kdd d[G(m——z')] (ls)
Xg=—— ds' Cde + dy’ r.ds + dt
(87) b de d[G (z— )] &5

b A
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- §X. — Re'sume' des résultats obten’us.
Apres avoir donné, au moyen des considérations exposées dans les
§ VI 4 IX, aux expressions de X,, X,, X;, les formes sunphﬁees (33),

(57) et (44), nous les substituerons dans l’equauon (23), savoir:

X:

+‘X2 -+ X3; .

nous obtlendrons ainsi 1’equatxon sulvante, qui déterminera la compo-
sante, suivant P'axe des x, de I'action qu’une particule d'électricité,
qui parcourt le chemin ds’ pendant le temps dt, exerce sur une autre
particule, qui parcourt le chemin ds pendant le méme temps :

.AX_—_”—”—'Z—“' (34 >(ds> ,B‘(Eﬂﬁwdi

7 dr de ds" qdt ‘
4 kdd  dGe—=)]) (@\ |_ kd  dGle—)]| & -
das| " r as T dt l— a5 + ds’ de -
kle—a' &(r*) | k& drdd dr’ +E % drdz  d'[E(z—a')]] ds ds'
| 2 dsds’ Adsdr TsEE T dsds @’

1! se présente quelques s1mphﬁcatxons dans celte expression. SiVon
lient. vompte de ce que ' ne depend que de ¢, t.mdxs que r dépend
de s et de s'; on voit qu'on peut écrire

d (A‘ d.r:) (ds')2 k d.z:’ dazs' k dr d=' ds ds' d ([ dx’)

@ \ras ) \dr) ?}7;771?1‘ ?22?27?1?? de \r'dt

de sorte que trois des termes précédents se ramenent aun seul. En
outre, on peut écrire, pour les mémes raisons,

#\B%) ) *ese=a\PF) " wwEaw

d dz\ [ds\3 + dzr ds _EZ_ dx dB, dr dz ds ds’
) dt & &5 & dtdf

Et sil'on pose, pour abréger,

dr  dB, dr __ dF
1?

Rl e X Rl
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et qu'on remplace B, et — B, par les signes plus simples Het J, Ié-
quation qui determme X prendra la forme

_z—a’  d[J{z—a)] ds d’[G(.r—r)] ds'\?
X=—F+ g '[z? S @
. d[G(z—z')] (Z’s d {1 dx
(58) = @ +5(n%) - kz (5 717)
N k(z— o) @ () ggf d’[E(.i—x’)] ds ds'
27 dsds’ ds' ds dsds' de dt”

Dans la déduction de cette équation, outre I’hypothése qu’il v’y a
qu'une seule électricité qui se meut dans un conducteur fixe, nous
n’avons appliqué que des propositions relatives & Paction réciproque
de deux courants fermés 1'un sur I'autre; et, comme ces propositions
peavent éire considérées comme parfaitement certaines, il est permis
d’affirmer que I'expression de X, donnée dans cette équation, est la
seule possible daus 'hypothése d’une seule électricité mobile dans un
conducteur solide.

Il est encore a remarquer que cette formule est admissible, non-
.'seulement dans le cas ou I'on suppose que dans le courant 11 n’ya
qu’une seule électricité en mouvement, mais dans le cas méme ot I'on
admet que le courant galvanique consiste en deux courants, un d’é-
lectricité positive, Fautre d’électricité négative, se mouvant en sens
contraires, auquel cas il est indifférent que I’on considére ces deux
couranls comme égaux ou comme inégaux en intensité.

" §i I’on voulait ajouter, aux propositions dout il a été fait usage ci-
dessus, la condition que la loi, suivant laquelle la force dépend de la
distance, a une forme simple, on pourrait déduire de la seule compa-
raison des termes, qui renferiment encore des fonctions indéterminées
“de r, avec ceux dans lesquels les fonctions sont déja déterminées,
d’autres conséquences sur la forme de ces fonctions; on arriverait,
par des considérations de cette nature, & ce résultat que les fonctions

E. T, G et II doivent toutes avoir la forme % const., de sorte qu'au

lieu de ces fonctions indéterminées il ne resterait plus que des con-
stantes indéterminées dans l’expression de X. Mais nous éviterons, pour
le moment, de tirer des conséquences de cette sorte; nousallons plutot '
faire usage encore d’une loi gonerale
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§ X. — dpplication du principe de la conservation de l’e’nergz'e..

Nous admettrons maintenant que les actions, que deux particules
d’électricité en mouvement exercent 1'une sur V'autre, satisfont, par
elles-mémes, au principe de la conservation de I'énergie; il faut, pour
cela, que le travail, effectué par ces forces dans le mouvement des
particules pendant I'élément de temps d¢, puisse se représenter par
la différentielle d'une quantité qui dépeund des positions actuelles et de
I'état de mouvement des particules. :

Afin de pouvoir déterminer ce travail, supposons les expressions de
Y et de Z formées a coté de Vexpression (58) de X; et supposons de
méme formées les expressions des quantités X', Y', Z’ qui sont relatives
i P'action -que la particule e exerce sur la particule ¢, ce qui n’exige
que la permutation des lettres accentuées et des non accentuées. Au
moyen de tes expressions, formons la quantité -

(X +Y J’—{-Z%ﬁ-x-x"f—; + 7Y +Z’ d”) dt.
Pour que le principe de la conservation de I'énergie soit vérifi¢, il faut
que cette quantité soit une différentielle exacte, c’est-a-dire que la
somme des six produits entre parentheéses soit le coefficient différentiel,
_par rapport 4 Z, d’une fonction des coordonnees et des vitesses com-
posantes des deux particules.

Comme I'expression (58) de X est un peu Iongue, nous allons en
considérer les ternies, soit isolément, soit par petits groupes, afin de voir
de quelle maniéré la somme des six produits en est formée.

Le premier terme est

' ' ) d z

X — X

r
_r ou  —

P dr

et la somme des six produits, relativement a ce terme, sera

T . T I 1 r
- 71— 1~ 7— 2
<trtlr Lrdr  TTds Uk dz’_*_d,-d}-r 47 @
dE dt dy dt ds de ~ dr' dt dy’ e a7
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et pourra se réduire &
X
d--
r
T oode
Le second terme est
dfJ(z— )] ds'
ds’ de

. 1 . . cpns . 1 d: .
Pour le multiplier par’le coefficient différentiel If’ décomposons ce

. . dx d . 1. . e ppr
dernier dans le prodult—‘f Z, et multiplions sous le signe de la diffé-
ds dt L ;

rentiation par le facteur —, qui est indépendant de s'; nous aurons

o
d[J(z—x)d—s]ds .
dy’ dr dt

Formons les produits analogues relatifs aux axes des y et des z, et com-
mengons par ajouter ces trois produits seulement, en tenant compte
de la relation

dr

dx . dy Az .
@ —a) - +(—r)g+E—2)z=ru

nous obtiendrons

dr
4 (I ! E) ds ds'

ds' dt dt’

Les trois autres produits donneront de méme

. dr
d (Jr 2?) ds ds'

ds ~ dt de

Ces deux expressions sont égales entre elles; car, si nous posons

(59) K = [Irdr,
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le coefficient différentiel qui figure comme premier facteur dans ces
: o &K .
expressions pourra se représenter par——-, et lasomme des six' pro-

duits prendra, en censéquence, la forme

, &K ds ds’
dsds dt dt

Le troisiéme et le quatriéme terme de (58), savoir’

&#[6(z— )] (ds')f_*_ d[é (e— ')} o5

-ds** ‘ar ds’' de”’

pourront se traiter d'une maniére tout  fait analogue. La somme des
trois premiers produits donne - ' ' ' "
arl -7 dr} -
2 — ‘ —_—
4 [Gr d.s'] ds (ds'\? + d[&"t ds | ds &s'
~ds'*  dt (dt ds' dr de’
en posant ' ‘

(60) | R = [Grdr,

cette somme pourra s’écrire

dsds® di \dt dsds dt de '

&R ds (ds’>2' @R ds d’s.”
dt

et les trois autres produits donneront de méme

SR (d\2dd &R ds dis
- drds \dt) @& T &dd @ a8

La somme des six produits sera donc

(J‘R df @R ds) ds ds' d'R (ds &5 ds dzs)

Zar i T avay @) @ @& T war \@ a7~ @ )’
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cette somme peut se réduire a

d(d‘R dsdd &R d (ds ds
Z\Gad | % Ew T Ay d\ae &

etenfin 4

d (&R ds'ds
dt \dsds’ @ dr )’

d dx
%(1%)

donne, si I'on effectue d’abord la différentiation et qu’on multiplie
ensuite par 2= ‘
par 2

Le cinquiéme terme

di d.z:)’ dr &'z
& \@&) THE @

cette somme peut aussi s’écrire sous la forme
1 d H dz\ 2 1 dH [dz\*
sl \%) | T wm\Z

On obtiendra de la méme maniére, pour 'autre produit relatif 4 'axe
des x, mais renfermant &' au lieu de 2,

1 df .. [fde'\2 1 dH (dz'\?
> @ H(’ZZ)]’*‘E'E(T’{?)'

Formant enfin les produits correspondants, relatifs aux axes des y et
des z, on pourra réduire la somme des six produits &

(8 (85506 @]

Le sixiéme terme

1 d
2 dt

»

d (1 dx’
—"2:(77:)

Journ. de Matk, (3¢ série), tome 1V. — Mars 1878. 14
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donne, si I'on effectue la différentiation indiquée et qu’on multiplie

dz
par — ey
2 rdx do . 1 dv &z’

FEErEa

On obtient de la méme maniére, pour P'autre produit relatif 4 Vaxe
des &, mais renfermant &’ au lien dex,

'kdhzzdx  di' Bz

Jr d de N F dr del

Ta somme de ces deux produits peut s’écrire
d (1 dz dr r dr dr’
¢ \r dt de de de dt

Formant les produits correspondants, relatifs aux axes des y et des z,
et tenant compte de la relation

de dod  dydy  dz dz’ T d:(r?) ds ds’

ot Tad dr T a2 dsds dr at’

on obtiendra, paur la somme des six produits,

I
k d[r @ () dsds’] 5‘174'( P} ds ds

2dt] 7 ac dt 2 di dsds’ dt ar

r dsds' dt dt

Le septiéme terme

; l'(.r—-.z)d‘( )dsa‘s
or: dsds df dt’

qui peut s’écrire
!

e
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Cette expression, et une partie de celle que nous avons obtenue pour
le sixiéme terme, se détruisent; de sorte que le sixiéme et le septiémne
terme réunis donnent simplement, pour la somme des six produits,

x dtd r dsds' dt dt

k d[l & (rt) ds tls’]-

Le huitiéme terme
dF dz ds ds’

ds' ds dt dt

donune, pour la somme-des six produits, comme on le voit aisé-
ment

dF [(ds\2ds' dF ds (ds'\?

ds' \dt) de " ds de Z)

Le neuviéme et dernier terme

&[E(z—z')] ds ds'
dsds’ dt de

peut s’écrire
L3 ["—E(x—x') +EE| B,
ds' | ds . T ds | det dt
ou bien
d dE dr dr dx’] ds ds’
F|\Tar & dx TEJ de dr’

E lacant dz i doi ltioli .
1] remp acant encore -;1?5 qu: oit mu tlp lCl‘ celte expressxon, par

ds
ds dr
différentiation. Si nous formons ensuite les produits correspondants,
relatifs aux axes des y et des z, et que nous fassions la somme de ces
trois produits, nous obtiendrons

d rdE dr\ 2 E ds\ 2 ds'
| Ta\&) T %) @&’

et par suite, pour la somme des six produits,

i fI_E dr 2+E. ds\ 2 ds' d dE (_lr_ 2
ds’ ’—dr ds dt '51?"':7: r:l; ds’ +

. 13- . dr .
» nous effectuerons la multiplication par —- sous le signe de la

Tds [ds'\2
JHOE

14..
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Réunissant enfin toutes les expressions trouvées, pour la somme des
six produits, dans les différents termes de (58), nous obtiendrons la
somme totale : ;

dl

N

+ &K ds ds’ d [ R ds ds
dr 2 dsds’ df de " de \dsds’ de de

d (zse'(da'z 1 ail dsé_i_icw
+ .dt{ )+ 'c?t') ta@ \@ dt
d (v &lr) ds ds' + dF _(Es_ 2@.9_'_'_@ t_l_s (t_l_s_“ 2
de \7 dsds’ de dt dé \de) dr ' ds dt dt)

" d T dE [dr\? 1 fds\3ds' - d [_dE [dr\? ds 1ds' |2
+ — LU J. + — — + — Yoo § e + \ — ] — . -
ds' l-_' dr (ds) E] (dt) dt ds [’ dr (ds’) : E] dt &dt )

Cette somme totale pourra s'écrire, en réunissant les termes qui
sont des coefficients différentiels par rapport a #, et en ordonnant les
autres, ‘

Ay 1 k() dRTLd 1y (d_s 2_!_(:15_’ 2]% '
@l r¥lae Ta@laa T2 L\a 7
AR ds ds 1dH [ds\3 1 dH [ds\3
2 dsds' :i; dr 2 ds \de 2 ds \dt

dt
d dE [dr\* 1 ds\2 ds"
d [ dE [dr\2 R ¢ ds [ds'\*

N o

-+

[N

-t

Pour que les actions, que les deux particules d’électricité exercent
Pune sur 'autre, satisfassent par elles-mémes au principe de la conser-
vation de V'énergie, il fautque toute cette expression soit un coefficient
différentiel par rapport 4 z. Or cette condition est déja manifestement
remplie par la premiére partie de I'expression; nous n’avons doné
plus qu’a en considérer la seconde partie, composée de ciuq termes.

‘Ces termes sont tous d’un degré supérieur au premier relativement aux

. -rer . . {f ds' . i .
coefficients différentiels du premier ordre :—il: et 3;-, tandis que les coef-

. P2 3o dis . 7 s ¢ -
ficients différentiels du second ordre == ét Z= n'y entrent pas comme
. de de e : B
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facteurs. De 1A il résulte que ni 'un de ces termes, ni aucun groupe
d’entre eux, ne peut étre un coefficient différentiel par rapporta z. La
somme de ces cing termes doit donc étre nulle, et il v’en peut étre
. y S ds _ ds . o
ainsi : s arbi — et —, que ‘
nsi, pour des valeurs arbltrau_'es de 7 et —-> que si chacun des cing

- lermes-est nul séparément. Nous obtenons ainsi les cing équations de
condition suivantes :

aK
G = 9
H _
—;l:‘-_ ]

' aH

(61) { = =0
d [ dE [dr\? - A
d [ dE [dr\? ' 1 :
Z;[”—;(;;,-) +E+F—I~;H]—o.

La premiére de ces équations, qui peut s'écrire aussi

dR.. d'r @K dr dr

dr dsds' " drf dsds T’

ne peut étre vérifie, pour des trajectoires arbitraires des particules
d’électricité, que si A
d&
& =%
d’ou il résulte, en vertu de (59),
\62) - J=o.

La seconde et la troisiéme des équations (61)

dH ot M

donnent d’abord
s ) H = const.
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. . : oy B
Mais, comme l’expression (58) de X renferme le terme H 'JF qui,

pour le cas ot H aurait une valeur assignable, représenterait une par-

tie constituante de la force, indépendante de la distance mutuelle des
’ P

particules d’électricité, ce qui ne peut pas étre, on doit avoir

Les deux derniéres des équations (61) s’écrivent, si I'on y f'ut
H = o, et que l’on effectue les différentiations indiquées,

d rdE) |
‘N dr ] [d\? dr . dE dr d'r +rI(E+F) dr___o
dr w) @ TN T & dvas dr ds' — 7

d rﬁ
dr ) dr dt dr dr d(E+F)dr _
dr  ds (l.s 2r ‘dr ds’ dsds' dar 2

Ces équations ne peuvent étre vérifiées, pour des trajectoires quel-
conques des particules d’électricité, que si 'on a

. dE dF
(64 Z =° et o= 0

équations qui déterminent suffisamment E et F, puisque leurs coeffi-
cients différentiels seulement entrent dans (58).

Au moyen de ces déterminations, I'expression du travail effectué,
pendant I'élément de temps dt, par les actions mutuelles des deux par- -
ticules d'électricité, prendra cette forme simple :

x+[£~ & (r) (I’R]é‘ii_s_'llt

7 2 dsds a @)

’
oe dt% r ar dsds’ dsds’

etl'é quallon (58) deviendra

N dR x — 2’ dR x — 2’
, RITZ) e HFETT) o
X z—z dr r ds dar r dis
(65 ‘S r ds'? e s’ ] de

. dr’ldm'\) k(.r,—-x‘}il‘{r]rlfds
_k + 214 dsds dt de
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Cette équation pourra encore s’écrire, plus simplement

dt
_ r k() dsds d [1dz
(66) X—"TE[“*‘E 5 Zz‘:?z?] “I‘ZE(}‘W)

L AER (#\2  dR S
dr | ds'* \ dt +W—d?’— )
§ XII. — Le potentiel électrodynamique.

D’aprés le résultat auquel notre exposition vient de nous conduire,
le travail effectué pendant’élément de temps dt, par les actions que
deux particules d’électricité en mouvement exercent I’'une sur l'autre,
est représenté par la différentielle de I'expression suivante :

r 2r dsds' dsds' | de dt

Or, par la considération des forces électrostatiques, on sait que la
quantité dont la différentielle négative représente le travail s’appelle
le potentiel des deux particules d’électricité I'une sur 'autre; par ana-
logie, on pourra donc envisager P'expression précédente, abstraction
faite du signe — , comme un potentiel, dans un sens plus large. On
pourra, en outre, considérer isolément la partie de ce potentiel qui
se rapporte aux forces électrostatiques, et celle qui se rapporte aux
forces dépendant du mouvement ou électrodynamiques, c’est-a-dire
le potentiel électrostatique et le potentiel électrodynamique. Si nous
représentons le premier par U et le second par V, nous aurons donc

’

(67) U= %9
. . Nk d () d'R [ dsds
(68) V= —ee [; dsds’ +dsds’ &t dr’

L'expression que nous donnons ici du potentiel électrodynamique
est la seule possible dans I'hypothése d’une seule électricité en mou-
vement dans un conducteur solide. :
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La fonction indélerminée de r, qui y entre encore, et qui est dé-
signée. par R, ne peut pas se déterminer au moyen ‘des effets des
courants fermés;  et, par suite, dans le cas ot 'on voudrait la déter-
miner aussi, on en serait réduit, pour le moment, i se fonder sur des
probabilités, - : :

“Sil'on fait 'hypothése énoncée & la fin du § X, suivant laquelle
la force serait une fonction simple de la distance, on arrive'a la con-
“clusion que : '

(69) . R=hn
A',~désig|1ant une constante. L’équation (68)7devien't alors
',[A- &(r) |, & ]ds ds'

(70). V=—c| oo Thaw e

-Si P'on cherche, en outre, par la détermination de la constante k,,
4 rendre cette expression aussi simple que possible, on trouve d’abord
deux valeurs qui fixent particuliérement I'attention en ge sens : ce sont

les valeurs £, = o et-k, = — k, qui donnent

R ;o g Elr) e dd

{71) V= or dsds de dt’

(ha) - Y= Edad

"*7ﬁ)’ ’ V= k r dsds de dr -

Ces deux formules sont, dans leur aspect extérieur, 4 pen prés d'une
égale simplicité; mais, si I'on en fait usage dans le calcul, pour en dé-
duire les composantes des forces, on trouve que la premiére donne
des résultats beaucoup plus simples que la secaonde, et, par suite, si
‘Ton veut obtenir la-loi de force qui est la plus simple possible, tout
en satisfaisant aux phénomeénes connus jusqua ce jour, on devra
poser~k, = o, ou, ce qui revient au méme, R = o. L

_ Comme I'expression du potentiel électrodyuamique est plus courte
et plus facile 2 embrasser que celles des composantes des forces, elle
est particuliérement propre i la comparaison des différentes -formules
fondamentales de I’Electrodynamique, posées jusqu’a ce jour (2 I'excep-
tion de celle de Gauss, qui ne satisfait ‘pas au principe de la conserva-
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tion de l’energle) Nous nous proposons de faire ici cette comparaison.
L’équation qui sert 4 la détermination du potentiel électrodynamique
est.: _
1° D’aprés Weber [*],

2° D'aprés Riemann [*¥],

V___ 1 ee (d.r d.p’)

2 dy dy'\2 dz dz'\?
¢ @) T (Z“??) +<FE—.E—> ]

3° D’aprés 'analyse que je viens de faire :

a. Sous la forme la plus générale,

k &(r) &R ds ds
V=—ee [:27- ds ds' + d.cafs’]ztT dt’

b. Sous une forme plus simple,
k a2 dair Y ds ds’
V.._——ee[ dvds +k‘ds([s'](—l?7t’

¢. Sous la forme la plus simple et, par suite, la plus probable,

(’c (P(r’) d.s' ds’
Yor dsds ot

On peut aussi mettre Ia derniére expression sous la forme

e T a T a

(73) v=4% ((ll‘ de'  dydy!  dz rlz')

{*] drn. de Pogg., volume jubtlaire, p. 212.
[**} Schwere, Elektricitat und Magnetismus, nach den Forlesungen wvon , Bernh.
Riemann, bearbeitet von Hattendor{f, Hanngver, 1876, p. 326.

Journ. de Math, (3¢ série), tome 1V, — AvaiL 18§, 15



114 : R. CLAUSIUS.

ou bien, si I'on représente par v et ¢' les vitesses des deux particules
d’électricité, et par ¢ 'angle compris entre leurs directions,

(74) V= ll‘f;—’ pv’ CcOSE.

§ X111. — Déduction des composantes de la force
aw moyen dr potentiel.

Pour déduire maintenant, du potentiel électrostatique et électrody-
namique, les composantes de la force, on aura & employer des équa-
tions, dans lesquelles le potentiel électrodynamique intervient de la
méme maniére que la force vive dans les équations fondamentales de
la Mécanique, données par Lagrange pour un systéme quelconque de
coordonnées. Pour la composante, suivant ’axe des x, de Paction
subie par la particule ¢, nous aurons P'équation

(75) Xeo = AV=Ui _ 4 /4V

dx & dx
d—
dt

Dans celle-ci, nous devrons remplacer U et V par leurs expressions
(67) et (68). De la premiére de ces expressions ou tire simplement

d
- X _d_q_ ’ "’
(/b) dx—ee-(ﬂ

La seconde devant étre traitée, dans la différentiation,comme une fonc-
tion des six coordonnées et des six vitesses composantes, nous la trans-
formerons de telle sorte que les vitesses composantes y. entrent expli-
citement. Pour plus de facilité, nous décomposerons d’abord V en
deux parties, en posant

4

(77) V=V,+ V.,
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V, et 'V, représentant les expressions suivantes :

Vool e (dede | s
! or dsds.de dt  r \df dr ' de de ' de dt)’
d*R ds ds'
Vi=—e o T @
, [ @R dz dx &R dzdv' - d'R drdd
= (mz‘;d—t dedy! di i dzdZ dt dt
AR dyde | AR drdy | @R drdf
dydx' dt dt dydy’ dt dt dyds dt dt
&R dz dz’ &R dz dy' &R dz d7
tEar kA T & & A mzzz)'

Nous obtiendrons ainsi, pour la premiére partie,

I

ave _ ;o Y7 (dz d Ldrdr | dsdd
de MY gz \dr de U At & U dr de
d!
(78} | &, r dr) ds ds'
- 266 dr dsds dt dar’
adV, kee' dx’
T
dt
,, d /dv,\ __ 5, d[1dx'\
79) z;§~m567%
dt
et pour la seconde partie
av, e’ d { @R dsds
dz = € Zo\dsds dear)’
av., ([ d&R d &R dy &R a
. dz T dzdz’ dr dzdy’ dt dads dt
(80; d a
o . , d [dR dx dR dy’ + dR dz'
- de\dz dt " dy de T d5 dr
_ ,d [dR ds
=—e g\a @)’

d /AN il dR ds'
al Tdr ) T aldz\as @) |’
d—
ar

15..
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ce qui pourra s’écrire

d /AN _ o d[d (RN
21?<de Tl a\F &

d

ou bien enfin
d A , d :PB ds ds' d*R [ds'\ 2 dR d2s’ ]
(8‘) Z(‘Tda:) =—e€ Clamaz T ai\a) T @
i ,

Si I'on remplace dans1'équation (75) les expressions (76), (78, (79),
(80) et (81), aprés avoir substitué 4 V, dans cette équation V, + Vg,
on obtient '

X — CCr ke did d(1da

=& | izl fara
d[@R fdi\% - dR s

tolw\E) TEw )

ce qui est I’équation (66) donnée plus haut.

Le calcul se simplifie évidemment trés-fort, si 'on attribue & R la
valeur zéro, que nous avous regardée au § XII comme la plus probable.
On obtient, dans ce cas,

! 1 o
d-—
- _ r kd?(rs} ds ds' d [1dx
X——E(‘+;,dsds'ztﬂ>—’°@(;ﬁ)
at ' -
(82)< __r dedr' ~ dydy'  dzdd d (1dr
——75[‘°k dataa T axw ] it dt)
' 1
d—
=— (1 — kow' cose) — k2 (L4
=— (1 - koy' cose) kdt (r d[)

C'est sous cette forme que j'ai donné, dans une Communication pro-
visoire du mois de février 1876, I'équation qui sert.3 la détermination
de la composante de la force suivant 'un des axes coordonnés, et qui

-se forme naturellement d’une maniére analogue relativement aux deux
aulres axes. . V :
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§ XLV, — Loi de force pour des éléments de courant.

Si I'on veut déterminer la composante, suivant I'axe des o, de P'action
qu’un élément de courant ds” exerce sur un élément ds, on devra ap-
pliquer I'équation (66) aux quatre combinaisons suivantes de quantités
d’électricité, prises deux a deux, kds et &' ds’, hds et — A'ds’, — hds
et Kds', — hds et — k'ds’, en considérant les quantités kds et &'ds’
comme étant en mouvement, — kds et — &'ds’ comme étant en repos;
et 'on aura & faire la somme algébrique des qnatre expressions ainsi
obtenues. On arrivera de cette maniére a I'expression suivante de la
composante cherchée :

I

d; dz' | ds ds’
ds ds | de dr

| =

U

Mhdsds'k | — £ 20U

?:Ix

ou bien

I

rdz ) dsds
dsds ) dtdi

d l d
RRdsds' kN o pos g —

Si ’on représente, pour les deux courants, respectivement par i et
par # I'intensité du courant, c’est-a-dire la quantité d’électricité qui
traverse, pendaut 'unité de temps; la section normale du conducteur,
la quantité d’électricité étant mesurée d’aprés la méme unité méca-
nique qui a été usitée dans toutes les équations précédentes, on pourra

substituer i et i’ aux produits h ; et B = , etI'ou trouvera, pourla com-

posante, suivant I'axe desx, de l’actlon que I'élément de courant s’
exerce sur 1’élément ds, P’expression

].

r de

“ds ds

al d
.o, r
kit dsds’ \ — cose —
) dr

Dans cette expression ne figure pas la fonction indéterminée R, qui
a dispara dans la formation de la somme mentionnée plus haut. Nous



118 R. CLAUSIUS. - DEDUCTION, EIC.

sommes donc arrivé, pour la composante, suivant une direction déter-
minée, de I'action qu’un élément de courant exerce sur un autre, a une
expression entiérement. déterminée, dont nous pouvons dire qu’elle
est la seule qui soit compatible avec les deux hypothéses suivantes:
qu'il n’y a qu'une seule électricité en mouvement dans un conducteur
solide, et que les actions réciproques des deux particules d’électricité
satisfont, par elles-smémes, au principe de la conservation de I’énergie.




