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JOURNAL 
□ε 

MATHÉMATIQUES 
PURES ET APPIÏQUÉES. 

Mémoire sur Vapproximation des fonctions de très-grands 
nombres, et sur une classe étendue de développements en 
série ; 

PAR M. G. DARBOUX. 

INTRODUCTION. 

Dans son Mémoire sur les séries trigonométriques, Riemann fait la 
remarque que la théorie de ces développements a été pour certaines 
branches de l'Analyse l'origine des plus importants progrès. Après 
avoir tracé l'historique détaillé de cette grande théorie, après avoir 
reconnu toute la valeur du Mémoire célèbre de Dirichlet, il fait remar-
quer cependant que la démonstration de Dirichlet ne s'applique pas 
à certaines fonctions exceptionnelles, et il cherche à résoudre, sans 
aucune limitation, le problème suivant : Une Jonction étant définie de 
la manière la plus générale, quelles sont les conditions qui assurent la 
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légitimité de son développement en série trigonométrique ? on, ce qui 
est la même chose, quels sont les caractères distinctifs des séries trigo-
nométriques considérées comme servant de développement à une fonc-
tion ? 

Le Mémoire de Riemann a rappelé l'attention sur une question qui 
paraissait épuisée, qui l'était même pour les fonctions ordinairement 
employées en Analyse. Plusieurs des élèves de l'illustre géomètre out 
publié d'intéressants Mémoires sur cette théorie, en adoptant le point 
de vue de leur maître et en essayant de résoudre plusieurs difficultés 
relatives aux fonctions singulières et à la convergence des séries qui 
les développent. 

Le point de départ de mon travail se trouve dans l'examen de ques-
tions toutes différentes relatives aux séries trigonométriques, questions 
qui ont été un peu négligées depuis la publication du Mémoire de 
Dirichlet. Avant lui, on avait essayé de démontrer la légitimité des 
développements trigonométriques, en se rendant compte de l'ordre 
de grandeur des termes de la série. Cette évaluation n'est pas suffisante, 
comme Dirichlet le fait remarquer; car il fallait démontrer non-seule-
ment que la série est convergente, mais encore en déterminer la somme, 
ce qui présentait des difficultés sérieuses, levées pour la première fois 
et d'une manière complète par l'illustre géomètre. 

On connaît les résultats obtenus par Dirichlet. Toute fonction de la 
nature de celles employées habituellement en Analyse sera dévelop-
pable tant qu'elle restera finie ou même quand elle deviendra, pour 
une ou plusieurs valeurs de la variable, infinie d'un ordre inférieur 
à i, son intégrale restant, par conséquent, finie. 

Dans le travail qui va suivre, je donne d'abord des caractères précis 
pour reconnaître l'ordre de grandeur des termes d'une série trigonomé-
trique, j'applique ensuite les résultats obtenus à l'étude d'une belle 
question que. Laplace s'est proposée dans le Calcul des probabilités et 
pour la solution de laquelle il a donné une méthode célèbre : à savoir 
l'approximation des fonctions de très-grands nombres qu'onrencontre, 
soit dans le Calcul des probabilités, soit en Mécanique céleste. 

Il est facile de comprendre comment cette question se relie à celle 
que j'ai indiquée plus haut. La plupart des fonctions de très-grands 
nombres entrent ou peuvent entrer comme coefficients des puissances 
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élevées de χ dans une série 

a0 + ακ χ +... -f- aaxn -4-..., 

ordonnée suivant les puissances entières de la variable. Or il suffît de 
remplacer dans de telles' séries χ par Reto et de considérer ω comme 
la seule variable pour obtenir une série trigonométrique, et nos mé-
thodes se prêtent alors à l'évaluation approchée des coefficients de 
la série. 

Parmi les applications que j'ai développées, j'indiquerai les sui-
vantes : 

i° L'approximation des polynômes de Legendre. Je donne, en parti-
culier, une formule qui permet d'obtenir une expression approchée, 
l'erreur commise étant de l'ordre d'une puissance aussi grande qu'on 

le voudra de -· η 
2° L'approximation indéfinie des dérivées niim" de 

(1 — (1 -+- xa)~a 

et, en général, de 

(a? — Λ, ) · · · , (Λ? ctj^j Ρ^ 

, ..., ap étant quelconques. 
3° L'approximation de l'intégrale 

Sf{x)<f(x)dx. 

J'étends le résultat de Laplace au cas où les fonctions fet ψ sont ima-
ginaires, ainsi que les limites de l'intégrale. 

4° L'approximation du terme général de la série de Lagrange 

^/{χ)ψη{χ). 

5° L'approximation indéfinie des polynômes qui naissent de la 
série hypergéométrique, et qui ont été étudiés par Jacobi et par 
M. Tchebychef. 

Ce dernier résultat m'a permis de résoudre une question intéressante. 



δ G. DARBOUX. 

Les polynômes de la série hypergéométrique peuvent être employés 
dans les développements. On peut exprimer une fonction par une série 
composée de ces polynômes tout à· fait semblables à ceux de Legendre, 
qu'ils comprennent d'ailleurs comme cas particulier. Celte série est-elle 
convergente el représeute-t-elle la fonction ? 

L'étude de cette question m'a conduit à des résultats qui ne se pré-
sentent pas dans la théorie des séries trigonométriques. Pour plus de 
netteté, je les énoncerai ici en supposant que les polynômes qui entrent 
dans la sériesoient ceux de Legendre. En général, si la fonction ne 
devient pas infinie, alors même qu'elle serait discontinue, la série re-
présente la fonction de la même manière que si elle était une série tri-
gonômétrique, c'est-à-dire que, si la fonction est discontinue pour 
χ = a, la série pour χ — α aura pour somme 

*[/(α + ρ)+/(«-ο)]. 

Mais, si la fonction devient infinie pour l'une des limites extrêmes -t- r 
ou — i, la série ne sera convergente que si l'ordre de l'infini est infé-

rieur à Ainsi la fonction (χ — i) 5 ne serait pas développable en 
une série convergente de fonctions Χ

Λ
, quoique les intégrales qui dé-

terminent les coefficients de la série conservent un sens déterminé. 
Après avoir examiné cette première question, j'étudie les mêmes 

séries en donnant à la variable des valeurs imaginaires, et je montre 
que les résultats connus pour les fonctions de Legendre se conservent 
pour les polynômes les plus généraux. Les courbes qui limitent la 
région de convergence sont des ellipses homofocales. 

J'introduis des fonctions de seconde espèce, analogues à celles que 
l'on connaît pour les polynômes de Legendre, et je montre en termi-
nant que la méthode employée dans ce Mémoire peut être appliquée à 
tous, les développements ordonnés suivant des fonctions formant une 
suite de Sturm [*]. 

[*] Ce travail a été présenté à l'Académie des Sciences dans la séance du 7 fé-
vrier 1876, 
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PREMIÈRE PARTIE. 

I. 

Considérons une fonction réelle ou imaginaire d'une variable réelle 
χ développée en série trigonométrique 

(0 j(pc) ̂ fl
0
 + 2 (a

n
 cosnx ~t- b

n
 sin nx). 

On sait que l'on a 

a„ = — CVf{x)dx, 

a„— - I f{x) cos nx dx, 

b
n
 — - I f(pc) sin nx dx. 

Supposons que l'on se propose de développer la dérivée de la même 

manière ; on aura 

f [χ) = Σ (a'
n
 cosnx -+- b'

n
 sin nx), 

où les coefficients sont déterminés de même par les intégrales 

a'
n
 = -J J'(χ) cosnx dx, b'

n
=-J f'(x)s\nnxdx, 

et, en intégrant par partie, 

an=l- [/(**) —/(o)] + nb
n

, b'
n

=- na
n

. 

Ces dernières formules supposent toutefois que f(pc) ne soit pas dis-
continue et, par exemple, ne passe pas brusquement d'une valeur à 
une autre quand χ varie de zéro à 2π; elles supposent, en outre, 
que f(x) ne devienne pas infinie dans les limites de l'intégration. 
Admettons de plus que f{x) soit une fonction analytique de pé-
riode 2π. Dans ces conditions, la dérivée sera développable en série 

Journ, de Math. (3E série), tome IV. — JANVIER 1878. 2 
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trigonoinétrique, les formules deviendront 

Κ = nb„, b'„ — - na
nt 

et, comme a'
n

, b'
a
 tendent vers zéro, il en sera de même de na„, nb„. 

En étendant ce raisonnement au cas où l'on considère plusieurs déri-
vées successives, on obtient la proposition suivante : 

Si la fonction périodique f (x) est telle que sa h — iième dérivée et, 
par conséquent, les précédentes demeurent toujours continues et finies, 
les produits nAa„, nhb

n
 ont pour limite zéro quand η croît indéfi-

niment. 

Examinons maintenant le cas où la fonction réelle ou· imagi-
naire f[x) devient infinie entre les limites de l'intégration, mais de 
telle manière que, si f{x) devient infinie pour χ — a, on puisse poser 

« f(x) = A / (x - a) 

ψ (a?) demeurant finie pour χ — a et A étant une constante. Cette sup-
position se réalise dans l'immense majorité des cas, toutes les fois que ρ 
est plus petit que ι. Supposons d'abord pour plus de netteté qu'il y 
ait un seul infini def{x) entre les limites o, sn, alors on aura 

a
n
cosnx~bb„smnx——J —

ay— π] ^{t)GOsn{x—t)dt, 

ψ (χ) demeurant finie, sa dérivée sera développable en série trigono-
inétrique et, par conséquent, la seconde intégrale du second membre 
donne un terme dont le produit par η tend vers zéro. Évaluons la 
première. Si l'on y effectue la substitution 

t — a -ï—; 

elle devient 

-_«»»(* -jj-

+-sm<x-a)L. -s-
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Les deux intégrales qui figurent dans cette expression tendent vers des 
limites finies et déterminées quand η augmente indéfiniment. Ces 
limites sont 

(3) L. .J-„ —m 

On voit donc qu'ici la partie principale des coefficients a
n

, b
n
 est de 

l'ordre de ^r
p

i c'est-à-dire que son produit par nx~p est une quantité 

finie, quoique en général indéterminée, à cause de la présence des fac-
teurs cos η α, sin πα. 

Il est du reste facile de déterminer les valeurs des intégrales (3). 
Elles se déduisent, en particulier, de celles que l'on trouve à la 
page 197 du Calcul intégral de M. Serret, et l'on a 

f ^
 [I +(_I)?]

 Γ
 (ι — ,,) sin Ç, 

(4 ) 
{fS -i- = ['-(- «me -P)oobÇ. 

En général, la détermination que l'on doit prendre pour (— i)* et qui 
résulte de celle du radical (Χ — a)p est 

(— if = g-*1*. 

Dans ce cas, les formules (4) se simplifient, et l'on obtient 

J-*, ' 

J-ο» "p ~nF)e 

Mais la valeur précise de ces intégrales nous sera inutile ; le seul point 
qu'il nous importe de connaître, c'est qu'elles sont finies. 

Supposons maintenant que la fonction, tout en étant développable 
en série trigonométrique, admette plusieurs infinis, nécessairement 

2.. 
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d'ordre inférieur à l'unité. Nous pourrons poser 

/(*) = -1- [χ-α
γ + · · ·

+
 ψ (*)» 

ψ (χ) demeurant toujours finie, et l'on appliquera la méthode précé-
dente à chacun des termes du second membre: La partie principale 
des coefficients a

n
, b„ s'obtiendra en remplaçant f(x) par le tèrme 

correspondant à l'infini de l'ordre le plus élevé, et, s'il y en a plusieurs 
du même ordre, par la somme des termes correspondant à ces infinis 
de l'ordre le plus élevé. 

On peut d'ailleurs étendre la méthode précédente de manière à 
obtenir une approximation indéfinie de a

n
 et de b

n
. 

En effet, il résulte des remarques déjà faites que, si la fonction et ses 
p — ι premières dérivées ne deviennent pas infinies, la plè'ne dérivée 
sera développable en série trigonométrique, les coefficients de sinna?, 
cosnx étant npa„,npb„. Si maintenant cette dérivée d'ordre ρ devient 
infinie de l'ordre γ, le produit des coefficients précédents; par n*~'< 
demeurera fini quand η croîtra. Ainsi: 

Si la première dérivée de la fonction qui devient infinie est la dérivée 
piimeet si l'ordre de son plus grand infini est γ, les produits 

nP+i~ia„, nP+'-ib^ 

demeurerontfinis quand η croîtra indéfiniment. 

D'après cela, si l'on peut trouver un groupe de termes ou une fonc-
tion φ (χ) se développant suivant la formule 

ψ(χ) = α0 -+- 2(a„cosnx ·+■ /3„sin nx), 

et tel que la piim' dérivée d ef(x) — f(x) soit la première qui devient 
infinie, et qu'elle le devienne de l'ordre γ, on aura 

tta &n— „ρ+ι-γ' bn βη — „p+.-r ' 

h, h
t
 désignant des quantités finies; a„, β„ représentent donc a

n
, b

n 

avec une approximation marquée par l'exposant ρ +■ ι — γ. 



APPROXIMATION DES PONCTIONS DE GRANDS NOMBRES, ETC. L3 

Toutes les remarques quiprécèdent sont bien simples, et la méthode 
précédente paraît au premier abord peu susceptible d'applications 
étendues. Nous espérons cependant que la suite de ce travail montrera 
qu'elle valait la peine d'être étudiée et proposée. 

Une remarque générale peut d'ailleurs nous faire prévoir le succès 
de la méthode. La plupart des fonctions de très-grands nombres qu'on 
a à évaluer figurent comme coefficients dans les séries ordonnées 
suivant les puissances de la variable ; or les rapports qui existent entre 
ces séries et les séries trigonométriques sont bien connus. Dans le déve-

loppement 
À0 +· A,ζ -f-... -+- Â„zn, 

il suffit de remplacer la variable z par Reit0, R et ω étant le module et 
l'argument de z, pour obtenir une série trigonométrique d'une variable 
réelle ω, R étant considéré comme constant, c'est-à-dire le point ζ se dé-
plaçant sur le cercle de rayon R. Ces rapports entre les deux classes 
de séries ont même été utilisés par M. O. Bonnet pour la démonstration 
du théorème de Cauchy: le beau Mémoire sur la théorie générale 
des séries couronné par l'Académie de Bruxelles contient, en effet, la 
démonstration de la proposition suivante : 

Si une fonction f (z) est finie et uniforme à l'intérieur d'un cercle et 
que, sur le cercle même, elle soit développable en une série trigonomé-
trique ordonnée suivant les sinus et les cosinus des multiples de l'argu-
ment, elle sera développable à l'intérieur du cercle en une série conver-
gente ordonnée suivant les puissances de la variable z. 

Cette proposition permet l'étude d'une question qu'on laisse en gé-
néral de côté quand on s'occupe du développement des fonctions 
suivant les puissances entières de la variable. La série qui développe 
/(z) étant supposée convergente pour tous les points situés à une dis-
tance moindre que R de l'origine, que deviendra la série pour un point 
situé sur le cercle même de convergence? Nous voyons que, sijf(z), 
considérée comme fonction de l'argument ω de s sur le cercle de conver-
gence, est développable en série trigonométrique, la série qui déve-
loppe/^) suivant les puissances de z demeurera encore convergente 
sur le cercle limite ; elle cessera de l'être dans le cas contraire. 

Cette remarque générale est confirmée par l'étude des cas parti-
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culiers; ainsi la fonction log(i -+■ z) se réduit sur le cercle de conver-
gence à 

-H-log2i4-logsm-, 

et cette fonction est développable en série trigonométrique. Donc la 
série qui développe log(i -f- ζ) demeurera convergente et représentera 
Ja fonction, même sur le cercle de rayon i. Il en est de même pour 
arctanga?,arcsina:. Au contraire, la série du binôme qui développe 
(i -f- z)m ne sera pas toujours convergente sur le cercle limite. Si la 
partie réelle de m est négative et supérieure à l'unité en valeur absolue, 
(i -f- z)m deviendra infinie d'un ordre supérieur à ι pour ζ = — ι et 
par conséquent ne sera pas développable en série trigonométrique con-
vergente. Ainsi la série du binôme ne demeurera convergente sur le 
cercle limite que si la partie réelle de m est supérieure à — ι, ce qui 
est conforme aux résultats trouvés par Abel. 

Imaginons d'après cela qu'étant donnée une série 

(5) j[z) — a
a
 4" a, ζ -f- a2

 z2 -+- ... +· a
n

z" 4- ..., 

ordonnée suivant [les puissances de ζ, on veuille obtenir l'évaluation 
approchée du coefficient a

n
 pour η très-grand. Yoici la méthode que 

l'on pourra suivre et qui réussit pour la plupart des fonctions que l'on 
a à considérer dans cette théorie. 

Remarquons d'abord que, si R est le rayon du cercle de convergence, 
on aura 

lima„ (R — h)n = o, 

R — h désignant un module quelconque inférieur à R. Quanta la limite 
de a

n
R", elle dépend de la nature des séries et peut être nulle, finie, 

indéterminée, infinie. 
Supposons d'abord que la convergence de la série cesse au delà du 

cercle de rayon R, parce que la fonction f{z) admet sur le cercle de 
convergence un ou plusieurs points à discontinuité polaire} c'est-à-dire 

pour lesquels la fonction inversedemeure finie et continue. Con-

sidérons d'abord le cas où il y a un seul point de ce genre. Soit α la 
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valeur de ζ correspondant à ce pôle : on pourra poser, comme on sait, 

(6) f {β) — —V4 "+* 7 ' \£ , -f- ' · · -i ——h ψ (ζ), 

ψ(ζ) demeurant finie pour ζ = α et étant par conséquent développable 
en une série 

φ (ζ) = b
0
 + b, ζ -f- ... + b

n
zn, 

convergente dans un cercle de rayon ρ plus grand que R. En dévelop-

pant chacun des termes suivant les puissances de ζ et égalant 

les coefficients de zn dans les deux membres de l'équation (6), on 
aura 

a
n

a."— ρ (η -f- r)(n -+- ζ)... (η + h — i) 

"+* "fi (" 0 · · · (" "+■ ^ ~ 2) ··· "+"Ah-1 / & +bn & an 

Or la série qui développe ç(z) étant convergente dans un cercle de 
rayon ρ > R, on a, en désignant par ρ — k un nombre inférieur à p

7 

mais supérieur à R, 
lim(p — k)nb

n
 = o, 

et par conséquent 

bn(ρ — *)"* 

ε- tendant vers zéro avec -· On a donc 

(V 

a
n

a" = ̂  (η 1)., .(η + h — i) 

-l· ^pr{n + i) ...{τι-h h- 2)+ ... 

+ ¥ +
 s

« [(FT)] · 

et ce développement se compose : 
i° D'une suite de termes qui sont par rapport à η des ordres de 

nk, nh~{, 71, η" ; 
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2° Du terme 

'Ê* {p-À) ' 

qui est inhniment petit par rapport à toute puissance de puisque le 

module H de « est inférieur à ρ — A, ι 
Si l'on demande seulement le premier tèrme de l'expression ap-

prochée de a
n

, on aura 

α
η

Άη= ^(« +■ r)(ra 4- 2) .-..(n -H- h — ι)(ι+ £·), 

ou plus simplement 

an = Ao n /a n + h 

ε, ε' tendant vers zéro avec -· 

II est clair que la méthode s'applique au "cas où la fonction f(z) 
possède plusieurs points à discontinuité polaire sur le cercle de conver-
gence. On pourra alors poser 

fW'~ (Γ=Ίό*
+ + ··· + (jàp)* + (

a

_Bp)*- ■+·- + ?(*)> 

et l'on montrera comme précédemment que le développement de ψ (ζ) 
donne des termes d'ordre nul qu'on peut négliger, par rapport à ceux 

qui proviennent du développement des termes simples ·■*■■· Si 

l'on veut avoir le premier terme seul de l'expression approchée de a„, 
on pourra se borner à considérer celui des termes 

A, Be 
(z - & )h (z - B)k 

pour lequel l'exposant dû dénominateur est le plus grand, Ou, s'il y 
en a plusieurs de même exposant, le groupe de.s termes correspondant à 
l'exposant le plus élevé. 

Tout ce qui précède est, on le voit, un corollaire des beaux résultats 
que cette partie de l'Analyse doit à Cauchy. De même que, pour dis-
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cuter la convergence d'une série, il faut reconnaître quels sont les 
points de discontinuité de la fonction qu'elle développe, de même ici 
la recherche de la partie principale des coefficients de la série dépend 
de la manière dont la fonction devient infinie sur le cercle de conver-
gence. 

J'examinerai maintenant le cas ou la fonction admet sur le cercle de 
convergence une discontinuité analogue à celle des radicaux algé-
briques. Supposons que, « étant la valeur de s à laquelle correspond 
cette discontinuité, on ait 

(7) j(z)==(z - α)*φί>; + -i(z}, 

ψ et ψ désignant des fonctions développantes suivant les puissances 
entières de ζ — α et k un nombre fractionnaire positif ou négatif. En 
développant φ (ζ) suivant les puissances de ζ — a, on pourra écrire 

φ(ζ) =s φ(α)4-(ζ — «)?'«} -t- (ζ — céf~K —' ~ 4- (z — afzs'z,, 

©(z) étant de même nature que φ ζ , et par suite 

f(z) = φ(α)(ζ — α)*4- φ'(α)(ζ — af^... 

+ —. [
z
 _ c/i'h+p

~
i 4- (Ζ — Α)**-*© Ζ. 4- Υ ζ , 

égalité que l'on pourra écrire 

(8) y (ζ) - U,= 's CL P+k7ô{z) 4- ψ;Ζ), 

en posant, pour abréger, 

Up — ψ (α) (ζ — α)* 4- ·ρ'(α) (ζ — <x)k+i -l· ... -t- ^ (ζ — af+k~l. 

Dans la formule (8), les deux membres sont deux expressions diffé-
rentes d'une même fonction. Si l'on développe Up suivant les puis-
sances de ζ en une série 

Up =2«^, 

Journ. de Math. (3E série), tome IV. — JANVIER 1878. 3 
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le développement de celte fonction sera 

(9) J{%) - U
p
 = (* - αγ**

α
{ζ) -+- ψ(ζ) = Σ(α„ -a'n ) zn. 

De la première expression de la fonction f(z) — Up, il résulte que 
ce développement sera convergent à l'intérieur du cercle ide rayon B, 
comme celui de/(z), et que d'ailleurs cette fonction ne pourra devenir 
infinie ou discontinue sur le cercle de convergence que pour ζ = α. 
Si nous avons pris ρ quelconque, mais assez grand pour que ρ ·+- k 
soit positif, il ressort de la deuxième expression dej(z) — Up que cette 
fonction ne deviendra pas infinie pour ζ- = α, et par conséquent que 
son développement ne cessera pas d'être convergent sur le cercle-
limite. 

Posons 
. ζ — Be"0, 

la série (9) 

(ro) (z - «f*zs(z) -h ψ ( ζ) = 2 (a„ — <) Βηββίω 

deviendra une série trigonométrique, et il est aisé de trouver l'ordre 
de grandeur de ses coefficients. Désignons par e le plus grand entier 
contenu dans ρ -f- k, on aura 

ρ 4- A· = e +■/, 

/'étant la partie fractionnaire. La premiere dérivée de 

(ζ — α)ρ+Λ'ζτ(ζ) -4-.ψ(ζ), 

qui deviendra infinie, sera celle de l'ordre e -h r, et elle deviendra in-
finie de l'ordre de 

(ζ — a/-1 

pour ζ = a, les coefficients de la série (10) seront par conséquent, 
d'après ce qui a été démontré, de l'ordre de 

(1 / n ) e + f + 1 ou (1 / n) p +k + 1 



APPROXIMATION DES FONCTIONS DE GRANDS NOMBRES, ETC. 19 

c'est-à-dire que l'on aura 

(an - a'n) 

h étant une quantité finie, quand η croît indéfiniment. 
En d'autres termes, <4 R* représente «„R"avec une approximation de 

l'ordre de On voit donc que, toutes les fois qu'on prendra un 

terme de plus dans Up, c'est-à-dire qu'on ajoutera une unité à p, on 
aura un nouveau terme de la formule d'approximation des coeffi-
cients de la série qui développe/^ z). 

Il est très-facile de trouver l'expression développée de a'
n

. Si nous 
nous reportons à l'expression de Up, et que nous développions chaque 
terme suivant la formule du binôme, nous aurons 

«■*=?(«)(-k(k-1) 

m'(
U
)( g+3) | ?"(*)/■

 )[
\*(*+2)...(Α·—.ff + 3) 

_1_ I [ (*-*·/> —»)·"(*+/> —a)Y p-1 

Le rapport de chacun des termes au précédent est de l'ordre de -· La 

partie principale de l'expression approchée des coefficients proviendra 
donc du terme en φ (α). Il est du reste facile de reconnaître l'ordre de 
chacun des termes. En effet, si l'on supprime le dernier en ç>p_,(a), 
c'est-à-dire si l'on change ρ en ρ— ι, l'erreur commise sur a

n
an, en 

prenant a
n
an qui était de l'ordre de ■ ,

 t
 deviendra de l'ordre de ~

k
· 

Donc le dernier terme en Çp_
t
 («) est précisément de ce dernier ordre, 

et par conséquent le premier en φ (a) est de l'ordre de ̂  · C'est du 

reste ce qu'on établirait aussi en substituant aux factorielles leurs ex-
pressions approchées. 

De tout ce qui précède résulte le théorème suivant : 

Si sur le cercle de convergence la fonction f(z) devient discontinue 
3. 
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à la manière des radicaux algébriques, et que Von ait 

f(z) = (z — oc)*<p(z) 4- ψ(ζ), 

φ et ψ étant deux fonctions développables suimfit lès puissances de 
z — CL, la partie principale des coefficients de f(z) s'obtiendra en sub-
stituant au développement de cette fonction celui de 

φ(α)(ζ-α/; ■ 

si Von veut obtenir une approximation plus grande, on remplacera 
f(z) par 

[?(«) Ι-
 z~~?'(«)](* - «)*> 

[?(«) ·+· ̂  ?'(·") -+- (z ?"(«)] (
z
 ~ <*·)^ 

[?(«) + *-—?{<*)+... -h(z - &) / I Y'(&) + .... + 

l'erreur commise étant toujours de l'ordre du dernier terme ajouté 

dans Vexpression approchée, multiplié par ̂  · 

Il est clair que si, sur le cercle de convergence, il y a plusieurs 
points de la nature précédente, il faudra les examiner séparément et 
réunir les termes provenant de chacun d'eux. 

II. 

Appliquons les propositions précédentes à la fonction Xn de 
Legendre, qui nâit du développement 

—! = it»x„, 

et supposons d'abord la variable χ réelle et comprise entre — ι et 1. 
Posons x'= cosip, la fonction précédente devient infinie de l'ordre ί 
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pour t = β!?, l = er** ; car on a 

I I 

y'ι—itx-4— ieï) (ι — te~"') 

En appliquant les règles données, on voit que, pour avoir l'expres-
sion approchée de il suffira de substituer à la fonction proposée la 
somme des deux termes 

I I — — · -1 ~ i 
y(i—te'?)(i— e~2'ï) (ι — β"τ) 

que l'on développe très-facilement suivant les puissances de t ; on aura 
ainsi 

1. 3 . 5.... 2n - 1 
Xn 2.4.6 ·· 2« \y 1 _

 e
-2'ï y'i _ e»? J 1 

ou, en réduisant et remplaçant le facteur numérique par son expres-

sion approchée -7^=» 

tu) . _
 x

.= v^toï
co,

[('
,+

ï)''-i]·' 

l'erreur commise étant de l'ordre de —7=· C'est l'expression connue 

de Laplace. 
La même méthode s'applique au cas où χ est plus grand que 1 ou 

imaginaire. Posons, en effet, 

χ -f- \jx2 — i=|, 

et choisissons le signe du radical, de telle manière que le module de ξ 
soit plus grand que i. Cela est possible dans le cas actuel. En effet, 
aux deux déterminations du radical correspondent pour ξ deux va-
leurs dont le produit est l'unité, et ces valeurs n'ont l'unité pour mo-
dule que si χ est compris entre —1 et -μι. Dans tous les autres cas, 
l'une d'elles a un module supérieur à l'unité. Ce module est même 
susceptible d'une représentation géométrique élégante. C'est la somme 
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des deux demi-axes de l'ellipse ayant pour foyers les deux points 
ι, — ι et passant par le point J?. 

La plus petite valeur de t qui annule \ji — 2tx-+-t3est ψ L'expres-

sion 1 ■ — sera donc développable en série convergente, tant 

que le module de t sera inférieur ou égal à - sur le cercle de conver-

gence ; elle deviendra infinie pour t — ^ et comme le terme simple 

I 

V(I - t E) 

X 
La partie principale de — sera donc le coefficient de t" dans le dévelop-

pement de ce terme suivant les puissances de £, et l'on aura 

(12) Xn = I Em 
yΙπη — ξ 2 \ n) 

ρ demeurant une quantité finie lorsque, ξ restant fixe, η croît indéfini-
ment. 

La même méthode s'applique aux polynômes très-importants qui 
naissent de la série hypergéométrique, et qui ont été considérés par 
Jacobi dans un travail posthume, inséré au tome 56 du Journal de 
Crelle, et par M. Tchebychef, dans un Mémoire de 1869 (Académie de 
Saint-Pétersbourg). On sait que la série hypergéométrique est définie 
par l'équation 

F (α, β, 7, χ) = χ -t- — χ -t- "ί""1"1)B (B+1) / y (y+1) 

+
 α(«-4-ι)...(«+/> —ι) β..·(β4-ρ —ι)

 + >

..... 

Elle se termine si l'un des éléments a, β qui y entrent symétriquement 
est un nombre entier négatif. Jacobi donne, pour les polynômes qu'on 
obtient ainsi, l'expression élégante 

(i3) X„=F(«+«, - /i,
 Y

,.r) =
 7 r) £xn+y - 1 (1 - x) 
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II en fait connaître une fonction génératrice qui a été aussi employée 
par M. Tchebychef. On a, en remplaçant, pour abréger, j — ax par z, 

x' - I (I - x) r - e (t - I + V I - 2tz + t²) 
(14)[itY'lsil — ïtSrh.t' 

=
 y

7
...

(7
,+„_

r)
ln Xn 

Or supposons χ comprise entre zéro et i, et posons χ = sin2ψ. Le 
premier membre est développable en série convergente, tant que le 
module de t est inférieur à l'unité, et il.devient infini de l'ordre ̂  pour 
deux points du cercle de convergence correspondant aux valeurs 
t = e2l<p, t =. <Γ"2ί?. Appliquons la règle de l'article précédent. Ou aura 
les valeurs approchées des coefficients de la série en substituant à H la 
somme du terme 

^ .z'-r ( ι — * — ι )r-> ( +1 )*-r 

(2 e2ipp) 

correspondant au premier infini, et du terme A' correspondant au 
second infini, que l'on déduit du précédent en y changeant i en — i. 
Le développement de ces deux termes suivant les puissances de t s'ef-
fectue sans difficulté par la formule du binôme, et l'on obtient l'ex-
pression approchée du coefficient de tn, 

?(>-«-O-'-lTH-»-·)
Σπ = sil

, J-'cosi-"-'··
3
·
5
·.··"*- ' 

X cos £(2« -1- a) ψ — |(2y — i)J+ P / nVn 

et, en remplaçant les factorielles par leurs expressions approchées, 

(i5) 

IL1 1 1 

X
n
= —ψ— re2 sm<p2 cos<p 2 

cos Γ(an -ha) ψ — ̂ (27 — i)J -t-P1 / 1/2 + I 

expression qui comprend comme cas particulier celle qui a été donnée 
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pour les polynômes de Legendre. Les dérivées des polynômes géné-
raux X

n
 étant encore des séries hypergéométriques, on s'assurera aisé-

mènt que ces expressions approchées peuvent être différentiées jusqu'à 
un ordre quelconque, mais fixe quand «croîtra; nous avons utilisé 
cette propriété dans notre Mémoire Sur les fonctions de deux angles, etc. 
[Journalde M. Liouville, 2e série, t. XIX), pour obtenir les expressions 
approchées des dérivées des polynômes de Legendre. 

Si la variable# est imaginaire ou n'est pas comprise entre zéro et i, 
nous poserons encore 

Ζ = I — 2#, Ζ + \/Z·2 — I == Ξ = I — 2#-4- V/4#
2
 — 4#, 

le signe du radical étant déterminé par la condition que le module 
de ξ soit supérieur à l'unité. Le développement de H sera convergent 

tant que le module de t ne dépassera pas j· Sur le cercle de conver-

gence, H aura un seul infini correspondant à la valeur t = |·; en sub-
stituant donc à H le terme unique 

g'-τ (ι — a)T-» (ι — ξ)τ-' (χ + ξ)«-τ 
21-' \/(l —ξ-2)(Γ—'ξ) 

et développant suivant les puissances de t, on sera conduit pour X„ à 
l'expression approchée 

(x6) Χ„=φ1/ί* V-<(i -ξ-*)* '"(ι + ξ-
4
)
7
 " *ξ"(ι + ?-), 

expression qui se réduit bien à celle que nous avons obtenue pour les 
polynômes de Legendre quand on y fait a —y — t; Elle est, on le voit, 
de la forme 

I 

(17) Χ„ = φ {ζ)
η

*~
ν

ξ
η
[ι + ε), 1 = 1-2# +V4x² - 4 x, 

φ (ξ) désignant une fonction indépendante de « et ε une quantité de 

l'ordre de -· η 
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III. 

Avant de continuer l'étude des polynômes précédents, nous allons 
montrer que la méthode que nous avons proposée s'applique à la 
plupart des exemples traités par Laplace et nous nous proposerons 
d'abord de trouver l'expression approchée, pour η très-grand, de la 
dérivée nieme de l'expression (ι —a:3)-". Cette dérivée, divisée par 
Γ (y? -h i), est le coefficient de f dans le développement de 

[i - (x + ty]~a, 

suivant les puissances de t. Or ce développement sera évidemment 
convergent tant que le module de t sera inférieur au plus petit des 
modules des binômes ι — χ, ι -t- x. Supposons d'abord que ces deux 
derniers modules ne soient pas égaux et que le plus petit soit celui de 
ι — x. L'expression précédente pouvant s'écrire 

(ι — X — ί)-®(ΐ +Λ? + ί)-α, 

pour avoir l'expression approchée des coefficients des puissances de t 
dans son développement, il faudra, d'après la règle donnée, la rem-
placer par le terme simple 

(L— X —t ) -& 2 -& 

qu'on obtient en remplaçant t par ι — χ dans le second facteur. On 
obtient ainsi 

I a ..ndx"^ ' (ι — 1.2.. .η \ />/ 

ρ ayant la signification déjà donnée, ou, en remplaçant les factorielles 
par leurs expressions approchées, 

dn / dxn (1-x²)-& = 

Si l'on fait a = ̂  on retrouve le résultat de Laplace, résultat auquel ce 

Journ. de Math. (3e série), tome IV- — JANVIER 1878. 4-
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grand géomètre parvient par une analyse assez longue, et moins rigou-
reuse que la précédente. 

Il nous reste à traiter le cas où les modules de. ι — a?, r ■+■ x sont 
égaux, c'est-à-dire où x est de la forme ζί, ζ étant réel. Alors il y 
aura déux infinis sur le cercle de convergence, et il faudra réunir au 
terme précédent celui qu'on obtient en changeant dans l'équation 
χ en — x. On a ainsi 

~(i - .r2r*= /«Vg~irB"c-*vfc Γ ι . "{. 

On voit que, si l'on change χ en ix, on aura, pour toutes les valeurs 
réelles de χ, 

* f. . ~a\-g— («\"~ï Γ ** I 1 
dxn 2 T (&) 

La méthode s'applique sans modification au produit suivant : 

{χ — a,)m' [χ — a
%

.. (χ — ttp)'"p, 

et, sans qu'il soit nécessaire d'insister, on voit que l'on sera conduit à 
la formule suivante : 

(18 ) έ(cc
 ~

 a,yn' · - ~ aP'"p=(
a>

 ~~
 a

^
m

· ■·(««- ap),np
 '

mi
· 

ou a
t
 désigne celle des quantités a

{
,.,., ap la plus rapprochée de x. 

S'il existe plusieurs racines également rapprochées, on prendra celle 
qui correspond à l'exposant le plus petit. S'il y en a plusieurs égale-
ment rapprochées de x avec le même exposant, il faudra faire la 
somme des termes quel'équation (18) donnerait pour chacune d'elles. 
Du reste, ces résultats pourraient se justifier, quoique d'une manière 
moins simple, par l'application de la règle de Leibnitz relative à la 
differentiation d'un produit, et ils sont pleinement confirmés par ce 
que l'on sait sur les dérivées des fractions rationnelles. 

Nous allons maintenant examiner une question tout à fait nouvelle 
et chercher comment on peut déterminer l'expression approchée du 
terme général de la série de Lagrange. 
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Soit 

('9) γ — χ -1- tf(y) 

une équation définissant y en fonction de χ et de t. On aura 

(20) Ar) s =
 Σ
 ηίρτ] s? f-WM· 

La série sera convergente tant que t sera inférieur au plus petit des 
modules pour lesquels la racine qu'on développe cesse d'être uniforme. 
Supposons, comme cela a lieu dans le plus grand nombre des cas, que 
la convergence cesse parce que la racine devient double. Supposons 
que, pour t — h, y devienne égal à β et racine double. On aura 

(21) β z=z χ-j-Αφ (β), ι = Αφ'(β). 

Pour avoir l'expression approchée de y dans le voisinage de β, 
posons 

(22) y =β -μ- ζ-, t = A -t- H, 

Ζ et IL étant infiniment petites. Substituons ces valeurs dans l'équation 
proposée, et développons en série, nous aurons, en nous bornant au 
premier terme, 

_2 _ _ 3"?(β) 
hy'(B) 

dy 1 1 
dx I ■— tf' ( β ) hz y'( β ) ' 

d'où, en substituant et remplaçant u par t — A et A par sa valeur 
déduite de-> formules 

dy— /(Ρ)τ'(Ρ·) 
f(y)VMPÎt'IPUI-^ÎP)]' 

Ainsi la fonction qu'on développe devient infinie de l'ordre ̂  sur le 

cercle de convergence. En la réduisant au terme précédent, que l'on 
développera suivant les puissances de t, on aura la partie principale 

4.. 
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de chaque coefficient. On trouve ainsi 

I/r(n + 1)£ w-t/wi="4:Γ' $$$ · 

ou bien 

t -3 1 d" r nr \f( m /W- ?'"+l f β ! , ,
 λ 

r (n + 1) dx² V2 r n 

Si dans cette formule on change η en η — />>/(#) en,/(x)yp (x), 
on a 

(a*) ' Γ--[*"(*)/(* . =
 φΡ(/)?,°"ΡΗ"(β; (I + s'V 

Si, en particulier, on fait ρ = ι, on a le terme général de la série que 

développe non pius^^) ■—> maisjf(j-) 

Ces formules, qui sont nouvelles, me paraissent intéressantes en ce 
qu'elles font dépendre l'expression approchée d'une fonction de χ 
des valeurs d'une fonction d'une autre variable β. 

Si, quand lavariablei atteint le module A,il pouvaityavoir plusieurs 
valeurs de t pour lesquelles la racine qu'on développe devient égale à 
une autre, il faudrait faire entrer en considération plusieurs termes 
semblables à ceux que donne la formule (20). 

C'est ce qui arrive notamment si, φ (χ) et χ étant réels, β est imagi-
naire; car supposons que, lorsque t tend vers une valeur A, la racine 
qu'on développe tende vers la racine double β. Lorsque t tendra vers 
la valeur A' conjuguée de A, la racine^· tendra vers la racine β' double 
et conjuguée de β. 14 faudra donc, ajouter au terme que donnent les 
formules (23), (24) le terme imaginaire conjugué, c'est-à-dire prendre 
le double de la partie réelle de ce terme. 

Laplace a déjà traité par une méthode spéciale l'équation 

u — e sxn u— ζ, 

que l'on rencontre dans la théorie des planètes. 
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IV. 

Une des applications principales que Laplace traite dans cette théorie 
de l'approximation des fonctions de très-grands nombres consiste dans 
la solution de la question suivante : Trouver l'expression approchée de 

/ usurs'u"s" , .. .f{pc) dx 

lorsque les exposants s, s', ... sont très-grands, u, u, u", ...,f(x) 
désignant des fonctions continues quelconques de x. Les exposants s, 
s', s" peuvent être mis sous la forme an -f- β, où a et β sont finis et 
où η est un entier qui seul sera supposé très-grand. On voit que l'on 
aura à chercher la limite d'une expression de la forme 

(»«) 
nb 

Vn = J
a
 <f"{x)f{x) dx, 

η étant entier. 
On peut trouver beaucoup de développements dont les coefficients 

contiennent les intégrales précédentes. Par exemple, si l'on considère 
une fonction rx [x) développable suivant la formule de Maclaurin 

s- (χ) — a0 -+- ακ χ -+- ... 
on aura 

f π [tfl(x)~\f(x)dx = ct
0

1'
0
 -i-α,ν,ί-1- ... -t- a

n
v
n

l" -t- .... 

Nous choisirons une fonction particulière et nous étudierons le dé-
veloppement 

(26) f6 :/{x]d'* = Σ —;l ·" '-rc-* û„ tn. 

D'après la formule de Wallis, l'expression approchée du développe-

ment de t>„tn est "7=· 

Supposons, pour traiter le cas le plus important, que la fonction 
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a(x) ait un ou plusieurs maxima et que sa plus grande valeur ab-
solue ne corresponde pas à une des limites de l'intégrale. Supposons 
que cette valeur soit atteinte une seule fois pour x = a. S'il n'en était 
ainsi, on décomposerait l'intégrale en plusieurs autres jouissant de 
cette propriété. La série 

y/i —tf{x) a.4 . ..2η V (· > 

sera convergente dans les limites de l'intégration tant que t<p(a) aura 
unmoduleplus petit que l'unité. Multiplions par^'(a?) dx et intégrons, 
nous retrouverons la formule (26), et nous voyons que le développe-
ment en série sera convergent toutes les fois que t sera inférieur en 

valeur absolue à ~^· Voyons comment l'intégrale devient infinie pour 

' ~~ ? (a) 
A cet effet, considérons la différence entre cette intégrale et la sui-

vante : 
/»J /(α) dx 

V1 - lY 

En se rappelant que ψ (et) est un maximum et que, par conséquent, 
9' (a) est nul, on verra facilement que la différence des deux inté-

grales demeure finie, même pour t = En effet, la différence des 

éléments correspondants peut alors s'écrire 

F(x) dx / V1 - y(x) / y(x) - f(a) dx 

et en réduisant cette différence de deux fractions à un dénominateur 
commun on reconnaîtra sans peine qu'elle reste finie pour 
χ ~ a. Ainsi l'intégrale (26) devient infinie comme l'intégrale plus 
simple 

J
a

 \A -■<?(«)-(*-«)* 
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et, par conséquent, on aura la partie principale des coefficients de la 
série (26) en remplaçant l'intégrale du premier membre par le terme 
précédent. Comme d'ailleurs l'intégrale précédente est la somme de trois 
autres prises entre les limites suivantes : 

J
s*oc — h r*B+ h 

et que la première et la troisième de ces intégrales demeurent toujours 
finies, on pourra se borner, pour simplifier récriture, à la seconde, 
où h sera supposé fixe, mais aussi petit qu'on le voudra. Celte inté-
grale a pour valeur 

/(«) A/t + y/i — t(f (α) 4- A8A' ^ 
Ά- — A h -i- ψ 1 — ί f («) + A'/i' 

où ï'on a posé, pour abréger, 

A - i/ΞΖΒ. 
2y(&) 

A sera une quantité réelle, puisque pour tout maximum en valeur ab-

solue ψ (α) et φ"(α) sont de signes contraires. Si t tend vers le 

dénominateur de la quantité placée sous le signe logarithmique devient 
nul. En-multipliant par la quantité conjuguée, on a 

2T1°g[AA+VI — tç(*)-h Α2Λ2] — ̂ log[i _ίφ(«)]. 

La première partie de cette expression demeure finie, et il nous suffira 
de considérer la seconde 

- f(&) / Alog[i - ίφ(α)] = -/(α) y/ log [ι - if(a)]. 

En la développant suivant les puissances de t, et prenant le coeffi-
cient de tn, nous aurons l'expression approchée des coefficients de la 
formule (26) 

1.3.5...un- I
 = f(]

 £^ç) /- 3 y'α) , , , 
2.4.6 ... 2 n n V y"" 
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ou, en remplaçant la factorielle du premier membre par son expression 
approchée, 

(27") = £ f(x) <f (x)dx = \j-J (a) f (a) \J—P£-{1+ 0 ' 

C'est la formule de Laplace. Elle est établie en toute rigueur et ne 
suppose rien sur la nature de^c(ar), qui peut être réelle ou imaginaire. 

On peut encore obtenir ie même résultat par la considération de 
l'intégrale plus simple 

Γ /(*)<** — -μ-ο,?... -hfnt"-h .... 

Remarquons d'abord que, si on la décompose en trois 

—h nct-ï-k /% b 

a «/« — h cc-f- h 

la première et la troisième demeurent finies pour t = —et tout se 

borne à la considération de la seconde, où h est fixe, mais pris auSsi 
petit qu'on le veut. Ainsi nous avons à rechercher une évaluation ap-

prochée de 
r^h fix-dx 

J
a
-k i—*?(*}' 

Posons 

1 — ίο («) = ir, χ — χ— us, 

cette intégrale deviendra 

h 
Pu. uf[tt + uz.dz 

I 1 — ψ ία -t- aï — 
II 

En développant l'élément suivant les puissances de u et nous bor-



ΛΡΡΕΟΧΙΜΑΤΓΟΚ DES EOXCTIOITS DE GEAMDS KOMBBES, ETC, 33 

nant aux deux premiers termes, nous trouvons 

: / ; ; ;,: τ - ττΖ7 ΠΖτ)
+

 "J*·"' 
« α 

et il serait facile de prouver, comme dans Ja méthode précédente, que 
la difference entre l'intégrale proposée et la somme des deux précé-

dentes demeure finie, même pour t — —La première devenant in-

finie d'un ordre supérieur, nous pouvons négliger l'autre, et le calcul 
de cette première intégrale nous donne 

u y φ" (a) 31 c tan
ê« V

 2
?(«) 

ou, pour u suffisamment petit, 

β V y·» \ii-tp.*) V ?"(«) 

Le développement de ce terme suivant les puissances de t conduit 
au même résultat que la première méthode. Nous voyons d'ailleurs 
comment, en continuant le développement suivant les puissances de 
&, nous aurons autant de termes qu'on le voudra de l'expression ap-
prochée. 

Il est à remarquer que la formule (27), établie pour η entier, s'ap-
piique au cas de η fractionnaire. En effet, soit τϊ la partie entière de η 
et posons η — η' -t- k, on aura 

X /(*·} πdx
 = y/j/w f w \/ y^ir

(l+i}· 
En remplaçant/(#) par f{x) ç*(a:), et remarquant qu'il est indif-

férent de mettre n' ou η en dénominateur dans le second membre, 
nous retrouverons la formule (27), étendue au cas de ή fractionnaire. 

Laplace fait un grand nombre d'applications de cette formule. Nous 
Journ, de Math. (3e série), tome IV. — JANVIER 1878. 5 



.34 G. DARBOUX. 

indiquerons seulement la suivante. Prenons 

f(x) — χ"·~ι, φ'(χ) = xe~x. 

Le maximum de ψ (χ) a lieu pour oc = i, et nous aurons 

jf e~"
x

 dx = e~
n

 sj-Λ 

ou 

(28) T(n -+· a) — \i~2n e~"n""HX_v. 

C'est l'expression approchée de Stirling. La présence de l'arbitraire 
α que nous y laissons est très-commode pour les applications. 

Nous avons fait usage plusieurs fois déjà de cette expression appro-
chée pour réduire les factorielles ; mais remarquons que nous aurions 
pu commencer par cette application et que nous ne nous appuyons 
que sur le résultat 

1.3.5.. .ara — ι ι 
2·4· · -2Λ yfarra 

déduit de la formule de Wallis. Nous aurions même pu ne pas l'ad-
mettre et le déduire de la comparaison entre les deux résultats fournis 
par les deux méthodes que nous avons données successivement, mais 
cela n'a pas d'importance. 

Avec des modifications convenables, la méthode précédente s'étend 
aux intégrales prises entre des limites imaginaires ou pour lesquelles 
φ (x) est imaginaire. Reprenons le développement 

j / ' — Σ j-r. v
n
i 

oùJ(x) et φ(χ) sont maintenant des fonctions imaginaires définies 
dans une certaine région du plan. 

Si l'intégrale est prise entre deux points À et B, la série 

I 1 3 5 ...2n 
v/737^) 2.4.6...2«tn yn (x) 

sera convergente tant que ίφ(χ) aura un module plus petit que l'Unité. 
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Si cette condition est réalisée dans toute l'étendue de la ligne d'inté-
gration, on pourra multiplier parf{x)dx et intégrer; la série (29) 
sera convergente. Il suffit donc, pour que la convergence de cette 
série soit assurée, que t soit inférieur à l'inverse du module maximum 
de a(x) sur la ligne d'intégration. 

Imaginons maintenant que l'on considère toutes les lignes d'intégra-
tion pour lesquelles l'intégrale conserve la même valeur. Il est clair 
que la ligne la plus avantageuse sera celle pour laquelle le module 
maximum sera le plus petit, car cette ligne donnera la plus grande 
valeur de t pour laquelle on sera assuré que la série demeure conver-
gente. Ainsi il faut chercher, parmi toutes les lignes possibles d'inté-
gration, celle pour laquelle le module maximum sera le plus petit, c'est-
à-dire celle pour laquelle le module sera un minimum maxiinorura. 

L'élude des modules jouissant de propriétés analogues a été faite à 
propos de la série de Lagrange, et l'on sait que, s'il en existe, les 
valeurs de x qui les donnent satisfout à l'équation 

?'(■*) = 0. 

Supposons donc, en nous plaçant dans cette hypothèse, que la ligne 
d'intégration passe par le pointa, pour lequel on a 

ψ'(α,) = ο, mod. ψ (a) minimum maximorum. 

Alors les raisonnements faits dans le cas des variables réelles subsistent 
entièrement. Si l'on suit une ligne d'intégration passant par le point a, 

l'intégrale demeure finie tant que le module de t est inférieur àI / y (&) 

et elle ne devient infinie crue si l'on a t — ; alors elle devient in-
finie comme l'intégrale plus simple 

/> f α 'l <£ r&) (& -x)² 

On est donc conduit à la même règle que dans le cas des variables 
réelles. La formule (27) s'applique encore aux intégrales imaginaires 
ainsi considérées, pourvu que les conditions supposées sur la ligne 
d'intégration puissent être remplies. 

5.. 
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Appliquons ces considérations générales à l'étude de l'intégrale 

/ f(x) xr (1-x)n/(x-y)n dx 

où γ etf(ac) peuvent être imaginaires. On a ici 

, > χίτ — χ) 
x-y 

L'équation qui donne α est la suivante : 

I 1 Γ 
α «—t α — χ 

et l'on en déduit 
a-jdz sjj2 -y. 

Construisons les points correspondants aux deux racines de cette 
équation. 

Si nous représentons sur le plan les points ο, τ, γ qui correspondent 
aux valeurs ο, i, y de la variable complexe, on prendra sur la bissec-
trice de l'angle ογ ι deux longueurs égales y a, γα', moyennespropor-
tionnelles entre les deux rayons oy, γr. Les points a, a' ainsi obtenus 
représentent les deux racines de l'équation qui détermine a. Représen-
tons, pour plus de netteté, les courbes d'égal module de la fonction 

ar(l —x) 
x~y 
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Ces courbes, pour de très-petites valeurs du module, sont de petits 
ovales décrits autour des points ο, i. Ces ovales grandissent avec le 
module et viennent se réunir au point a pour y former une courbe à 
point double; puis cette courbe continue à grandir jusqu'à ce qu'elle 
ait un point double en a', et ensuite elle se réduit à un ovale enve-
loppant le point y, entouré lui-même d'un autre ovale grandissant 
indéfiniment à mesure que la première se rapproche du point y. La 
figure montre que le module minimum maximorum, pour toutes les 
lignes d'intégration allant du point ο au point i, correspond au 
point a. Nous pouvons maintenant appliquer la formule (27). 

On verra sans peine que, si l'on pose 

ξ — ι — ay π- V4y3 — 4 y, 

le signe du radical étant pris de telle manière que le module soit plus 
grand que 1, on a 

a==__, a
^r==_

 t
_| -), f(«) = -,y" (&) = 8 

On aura donc pour η très-grand 

£α*)Ζ$=!3γ·-1 y/ï f (^) r ('■-«*■ 

Prenons, par exemple, 

/(*)= ' 
et nous trouverons 

Jo ~ (*—y)**1 , 
(29) 

= 22-a (l - ξ-') 2 (« -f- ξ-') 2|-n-' (I H- 4 

Nous aurons à faire usage de cette formule. 
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y 

Jusqu'ici nous n'avons recherché que les premiers termes des ex-
pressions approchées. Nous allons maintenant appliquer le théorème 
donné à la fin de l'article Ier, pour obtenir différentes formules d'ap-
proximation indéfinie. Rappelons en quelques mots l'énoncé de ce 
théorème. Si une fonction f[z) est développable en une série 

f(z) = a0 -+- a, ζ 4- ..., 

convergente dans l'intérieur d'un cercle de rayon R et que la série 
cesse d'être convergente, parce que" la fonction présente sur le cercle 
limite une ou plusieurs discontinuités, telle que pour l'une quelconque 
d'entre elles, ayant lieu au point «, on ait 

/(ζ) = (-ζ-«)*φ(ζ) + ψ(ζ), 

φ et ψ étant des fonctions développables suivant les puissances de ζ — α, 
on aura l'expression approchée de ses coefficients en substituant à la 
fonctionnez) la somme 

2(z - a)k £p(«) + φ' (β) (ζ - a) ■+· ... + φ
ρ

(α) » 

étendue à tous les points de discontinuité, en développant chacun des 
termes de cette somme suivant les puissances de ζ et rangeant par 
ordre de grandeur tous les coefficients ainsi obtenus. L'ordre de l'erreur, 
commise sera toujours celui du premier terme qu'on aurait à écrire 
si l'on voulait obtenir une approximation plus grande. 

Appliquons d'abord ce théorème aux polynômes de Legendre, et 
pour cela considérons leur fonction génératrice 

I 

VI— 2 tX i2 

Supposons d'abord χ réel et posons χ = cos ψ. Sur le cercle de 
convergence la fonction deviendra infinie de l'ordre ^ pour 

t — et t =e - ip 
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Nous aurons ici 
I ί 

-(t- é*)~*(t - er*)"· 

En appliquant la proposition générale que nous venons de rappeler, 
substituons à la fonction les deux groupes de termes 

!i=^ 'r,_i(£z^\+i4f£=£ïy
+

... 

+, .
p
i,3.5. ..a/»- 1 /f-^yi 

-ι- Γ. + ι^ίί + -, 1'-^)'+ ■ -Ί. 

imaginaires conjugués et correspondant aux deux infinis, si nous ef-
fectuons ensuite par la formule du binôme le développement de chacun 
des termes de la somme précédente, nous aurons 

' 1.3.5. ..272— I Γ 

" 2·4·6. . .2/2 2 sinç 

(
3ο) X/cos^n-r-Jy-^J -f 2sin? -

+ 1. 3 x^3 cos

 [("-;) ̂  fl Ι 
2.4 (272 — 3) (272 5) (2Sinçp}J J 

La loi est évidente. L'erreur commise est toujours de l'ordre du pre-
mier terme négligé. Ainsi, si l'on prend les ρ premiers termes, l'erreur 

sera de l'ordre de ~^-=* nP\jn 
Si χ n'est pas compris entre — 1 et + i ou s'il est imaginaire, la 

fonction génératrice n'aura, comme nous l'avons vu, qu'une seule dis-
continuité sur le cercle de convergence et l'on trouvera de même 
^ __ I.3.5.. .272 — I I _ I_ I ξ""

3 

2 . 4 . 6 .... 2n V 1 -E | 22 n - 11 - E - 2 

+
 2-4 (2/2— l) (2/2 — 3) (i — ξ~ψ ' ' 'J' 

ξ ayant la signification déjà indiquée à l'article IT. 
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Appliquons la même méthode à la dérivée déjà considérée 

-J—(I — X2)-& 

qui est le coefficient multiplié par Γ («4-1) de iB.dans le développe-
ment de 

[ι - (^-Κί}2]-α, 

suivant les puissances de a. Si les modules de r — χ, ι -f- x ne sont 
pas égaux et que celui de ι — x soit le plus petit, nous avons vu que 
la fonction précédente n'a qu'un point de discontinuité sur le cercle 
de convergenc eet, en appliquant le théorème général, on trouvera sans 
peine 

dn & (& + 1) ... (& + n - 1) 
dx" ^ ' {Ι—χ}"-1-' l ι a-h η — ι 2 

[
 « (a 4-1 ) (g — 1) (α —2) /1 — a?\2

 [
 1 

1 . 2 (& + n - 1 )) (& + n - 2) 

Si les modules de ι — χ, ι 4- x étaient égaux, il faudrait réunir aux 
termes précédents ceux qui en proviennent, en y changeant x 
en — x. 

yr. 

Proposons-nous de même de rechercher une formule d'approxima-
tion indéfinie des polynômes de la série hypergéométrique. Comme 
nous l'avons déjà dit, on peut en donner l'expression remarquable 

X
B
 = F (« + -«, - n, 7, x) = ^ (ι ~ x)"^<-

a

, 

analogue à celle que l'on doit à Olinde Rodrigues pour les polynômes 
de Legendre et qui conduit aux mêmes conséquences. 

Si l'on considère l'équation du second degré 

(30 γ = χ + tj{i -j), 
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Ja formule de Lagrange nous donnera, comme on sait, 

Af) % = /(*) ■+■·.. H- 2 ~ /(*) xn(i~ *)", 

et, si l'on prend 
f(x) — x*~r (ι — a:)T-e, 

on aura 

®Μ(·-*)^I==2f(^P7) -*r^, 

ou 

(32) 1)

^-* (I - Χ)*-Τί"Χη. 

En remplaçant, dans le premier membre,^, ̂  par leurs valeurs, on 
aura la fonction génératrice considérée à l'article II, où nous avons 
donné le principal terme de la formule approchée de X

n
. 

Supposons que la variable χ ne soit pas réelle et comprise entre zéro 
et i, alors nous avons vu que, si l'on pose 

ξ = I — 2X -h S/4·*2 — i\X, 

le signe du radical étant pris de manière que le module de ξ soit plus 
grand que i, la série (3a) est convergente tant que t est inférieur à 

j> et, sur le cercle de convergence, le premier membre de cette équation 

admet une seule discontinuité et devient infini pour t — -· C'est, du 

reste, ce que l'on peut aussi conclure de la discussion de l'équation (3r) 
du second degré qui donne jr. 

D'après cela, pour obtenir une approximation indéfinie des coeffi-
cients de la série (3a) et par suite des polynômes X„, la méthode gé-
nérale nous indique qu'il faudra développer la fonction 

y - y - 1 (I - y)& - y dy /dx, 

suivant les puissances de t — ψ ou, ce qui est la même chose, de 
Journ. de Math. (3E série), tome IV. — FÉVRIER 1858. 6 
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ι — ξί en une série qui sera de la forme 

Ao / V 1 - Et-H A, -+- AaS/l — ξί A3(l — ξί) + . . . , 

et garder seulement les termes irrationnels; car les autres ne donnent 
pas de coefficient pour i'1, η étant suffisamment grand, et d'ailleurs 
leur ensemble constituera l'analogue de la fonction que nous avons 
appelée ψ(ζ) dans le théorème général. 

Tout se réduit donc à développer γ{~{ (ι — yf~^ suivant les 
puissances de ξί — ι. En gardant les ρ premiers termes.irrationnels de 
ce développement et en les substituant à la fonction qu'on développe, 
on aura les ρ premiers termes de l'expression approchée des coefficients 
de la série (32). 

Posons 
ξ t — I = II2, 

et introduisons κ à la place de t dans l'équation qui définit y. Elle 
prendra la forme remarquable 

(33) y- x' = u\Jy(i — y), 

où l'on a posé 
x' = 1 -E / 

2 

et qui se prête encore à l'application de la formule de Lagrange. Si, 

de l'équation (33), on tire / étant considéré comme fonction de 

x' et dé u, ou établira facilement l'identité 

(34) 
dy ξ ι dy 
dx * 2« y) àx' 

et le premier membre de la formule-(3a) prendra la formule 

E y - 3/2 & - y - 1 /2 dy 
2 uJ { >> dx· 

On voit que, y étant considéré comme défini par "l'équation (33), on 
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peut, en mettant à part—» développer l'expression précédente suivant 

la formule de Lagrange, et l'on obtient ainsi 

£/"(■ -r)*-'"® 

= — y TTaX i1
 — &) ' 

p=° 

ou, en remplaçant x' par sa valeur χ' = , 

yy-1 (1 - y) 

(35) = 2I-& (-1) y-1E E (I - Et) 

I p= 0 

En égalant les coefficients de in dans ce développement et dans la 
formule (3a), nous aurons le résultat cherché. On trouve ainsi, en 
remplaçant χ par sa valeur en fonction deE, 

.*=-.11911·. 

et ρ par2 k, 

l xjiï ')· y (y (ξ — i)ar-»(|
 +

I ) 2a - 2 y E - n - & 

(36) (1 - 2 ) (3 - 2 k).... (2 n - I - 2k) d2k 
I jîj r(2/f+r)2.4· · .2« ' * ' ' 

formule qui réalise l'approximation que nous avons en vue. En écri-
vant d'abord les premiers termes, elle prend la forme 

Xn r(,lr(rt+7)' )' (' + « ! 5- n + & - 2 

=(?-+.Γ'~·- +.)-
,+

' 

+ £ (5 - 'Γ;k + -Ρ-···. 

dont la loi est évidente. 
On pourrait développer plus complètement celte formule en rem-

60. 
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plaçant les dérivées qui y sont indiquées par leurs expressions, qu'il 
est facile d'obtenir. Nous nous contenterons de donner les deux pre-
miers termes de la formule. On a ainsi 

y - I I / + & - y Xn 

Γ(» + *).Γ(Ϊ)«A1 « ) ^ + S ) 
(3n) { _ r _ (gy ~*Η2ζ— a7 + *) _ I + (ay —i)(ay—3) 

4(2n - I) I- E -1 
Ι (2α— 2γ-1-ϊ)(2« — 2γ — ι) ι — ξ-1 

- 8 ( 2 n - I) I + E -1 

les termes négligés étant de l'ordre deI / n² 

Nous avons supposé, dans ce qui précède, que χ n'est pas réel et 
compris entre zéro et i; mais nous pouvons passer des résultats obtenus 
à eeux qui se rapportent à ce dernier cas. Alors la fonction 

yy- 1 (1 - y) & - y dy / dx 

aura deux infinis sur le cercle de convergence correspondant aux 
valeurs j 

ί = ξ, * =E - 1, 

et il faudra réunir les termes relatifs à ces deux infinis. Si l'on pose 

(38) χ — sina<p, 

on trouve 
ξ = e-2i?, ξ-' = e8i?. 

Réunir les termes correspondant aux deux valeurs dé £, ξ, |-i, ce sera 
donc prendre le double de la partie réelle dans les formules (36) et 
(37). On trouve ainsi 

r(y -W*)r(i)X„ . ~ a—y-H— 
T (y) T(n + 1) 

(39)
 =

 [
I_ ~4(gn —.)7 + '']cos[("" + g)9 - |(*7 - ·)] 

-sin[(2« + a)y—|(2y-i)] 

XL 8(2« -î) C0^ 8(2«-!) tang®J 
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pour l'approximation du second ordre de X„, formule qui est bien 
d'accord, d'une part, avec la première approximation, d'autre part, 
avec le résultat obtenu à l'article précédent pour les polynômes de 
Legendre. 

Il est aisé de reconnaître que la même méthode sera applicable 
toutes les fois que l'on recherchera une formule d'approximation in-
définie pour les coefficients de la série de Lagrange. Reprenons l'é-
quation 

(4o) y = x-+-t<p(y), 

qui donne 

(4.) F
V) = Σ ;£>(;-) f"(7), 

et supposons, comme nous l'avons déjà fait (art. III), que la conver-
gence cesse, parce que, sur le cercle limite, la racine y qu'on déve-
loppe devient double. En appelant alors β sa valeur, on a 

β = JC-h h φ(β), ι = Η<ρ'{β), 

h désignant la valeur de t pour laquelle y devient racine double et 
égale à β. La méthode générale que nous avons suivie nous prescrit 
alors de développer la fonction F (y) suivant les puissances de t — h 
ou de ι— ίψ'[β) et de garder les seuls termes irrationnels. En déve-
loppant ces termes irrationnels, on aura les différents termes de la for-
mule d'approximation indéfinie des coefficients de la série (4i).Or 
l'équation (4o) peut s'écrire 

(4^) y —β =V 1 - t Y' (B) w (y), 

en posant 

w^ ?(rj —çfp) — (/ —P)<p'(P) 

et il est facile de voir que ot(jy) est une fonction demeurant finie pour 
y — β. Si, dans la formule (42)) on Pose 

ι - ίφ'(ρ)==α2, 
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elle devient 
J-β =u w ( y ), 

et, sous cette forme, on pourra appliquer la série de Lagrange à déve-
lopper F (y)-suivant les puissances de «. On aura 

H(r) = m + ^""(r)FLr). 

les dérivées ̂ zj^(y)F(y) étant prises pour y = β. 

VII. 

Les résultats relatifs à l'approximation indéfinie des polynômes X„ 
sont si essentiels dans notre analyse que nous croyons utile de les 
établir par une autre méthode, qui nous fera connaître du reste une 
propriété importante de l'erreur commise quand on remplace ces po-
lynômes par leurs expressions approchées. Cette méthode a été déjà 
employée par M. Bonnet pour les polynômes de Legendre (voir Journal 
de M. Liouville, ire série, t. XVII, p. 265). 

Rappelons d'abord quelques propriétés de ces polynômes. Ils satis-
font à l'équation différentielle 

(43) ar(i-ar)^-t-[7 —(a-+.i)ar]^4-i»(a + n)X
n
=o. 

On a aussi 
J'xf-' (i - xf~tX

m
X

n

dœ = ο ' 

et 

(44) J„ = fl χΐ-*(ι — xf-f^dx = Γ(/ί + 1'1 +1) 

Cette dernière propriété est fort importante. Si nous remplaçons les Γ 
par leurs expressions approchées, on trouve, pour η très-grand, 

(45) Jn = T² (y) n'-2y 
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On a aussi 
//g\ J* n(2B + a — a) (et —ï— re—7) 

Jn-1 (2n + &) (& + n - I) (y + n - 1) 

Cette expression de J„ conduit à une conséquence importante. Elle 
ne permet pas de fixer pour chaque valeur de χ l'ordre de X„, mais 
elle donne l'ordre de l'intégrale 

f <p(x)X
n
dx, 

où a et b sont compris entre zéro et 1, et où ψ (χ) est une fonction quel-
conque que, pour plus de netteté, nous supposerons toujours finie. 
Comparons, en effet, cette intégrale à la suivante : 

f X
n

2^-'(i -xf-^dx, 
a 

qui est une fraction de J„, 0J„. Divisons l'intervalle (a, δ) en deux sé-
ries d'intervalles, séparés ou juxtaposés, les uns pour lesquels X„ sera 

i 

inférieur à Hns , H désignant un nombre positif quelconque, les au-

très pour lesquels X„ est supérieur en valeur absolue à Ή η . On 
aura, pour l'intégrale prise dans les premiers intervalles, 

fcp(x)X
n
dx ■< Ήη2 f ± <p(x) dx<^ Îi «2 H, 

le signe ± étant pris de telle manière que l'élément de l'intégrale soit 
toujours positif et À désignant une limite supérieure, nécessaire-
ment finie, de cette intégrale. 

Comparons maintenant l'intégrale f <p(x)X
n
dx, prise danslesinter-

valles où X„ est plus grand que Η/ζ2 , à la suivante : 

/X* χ*-' (ι _ xf-tdx = Q
{
 J„, 

prise dans les mêmes intervalles. On aura, d'après un théorème connu, 
une limite supérieure de la valeur de 

f y[x)X
n

d.r. 
/ X² xty- 1 ()1 - x 
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en prenant le rapport des éléments correspondants des deux inté-
grales pour une valeur x' de a?, comprise dans les limites de l'inté-
gration, on aura donc 

Fy(x Xndx) y(x')X'n 
0,J„ ^X^.r'ï-'(l — a:'>-ï X'„ (ι — 

et, comme X'
n
 est plus,grand que Hr? dans tout l'intervalle de l'in-

tégration, on aura, en remplaçant X'„ par sa limite inférieure, 

/ψ{χ)x
n
dx< m*

 a>T
_,£l-r,ny - 1 / 2 /H 

Si l'on remplace J
n
 par son expression approchée, on a 

f <p(x)X
n
dx < g«2, 

Β étant un nombre fini. Ên réunissant les résultats relatifs anx deux 
sens d'intervalles, on a, en valeur absolue, 

(47) £f {x)X
u

dx < (AH -i- ιιΊ~\ 

A et Β étant des nombres finis et H quelconque. Cette formule montve 

que l'intégrale est au plus de l'ordre de τι . Ainsi, sans que l'on con-
naisse l'ordre de X

B)
 le résultat relatif à J

B
 permet de fixer une limite 

supérieure de l'ordre de toutes les intégrales où X
B
 entre en facteur, 

prises entre deux limites fixes, comprises entre zéro et i. C'est un ré-
sultat intéressant, dont nous allons faire usage. 

Remplaçons, dans l'équation différentielle à laquelle satisfait X
B

, 
χ par sin2<p. Cette équation deviendra 

(48) -f- ̂  [(ay — i)coty — (2a -t-i)tangç]-t-4"(«H-«) X
n
 = o. 

Pour faire disparaître le second terme, effectuons la substitution 

(49) X-, = « sin ο2 cos φ 2, 
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nous aurons 

77 + « (2 «4-af — ·*-—^■— — 1 M = o. 

Si nous posons 
1 _ (1—271(3 — 27) , (7—«)'—7 

4sin2y cos4<p 

. l'équation prendra la forme 

^ -+- tt(2«-f-a)z = X«. 

Considérons λ κ comme une fonction connue de <p, et proposons-nous 
d'intégrer cette équation. L'équation sans second membre aurait pour 
intégrale 

u = A cos [(an -+- a) 9 -f-4], 

A et h étant des constantes. En appliquant la méthode de Cauchy, 
nous aurons pour l'intégrale de l'équation avec second membre 

(5o) «=Acos[(27i-t-a)<j>-+-4]-! — f P «'X'sin[(2ra-+- α)(φ —y' ) ] dy', 

«'λ' désignant ce que deviennent « et λ par le changement de ψ en φ', 
et ρ étant quelconque. Tant que φ n'approche pas des valeurs zéro, 
-> l'demeure fini, et le terme complémentaire, qui est de la forme (47), 

1 

est au plus de l'ordre de —-— ou η On a donc 

(5i) u =À'Cos[(2« + α)ψ 4- 4] -l· p
t
n 2 , 

p
A
 demeurant toujours au-dessous d'une certaine limite, tant que ψ 

ne s'approche ni de zéro ni de c'est-à-dire tant que χ est compris 
entre ε et 1 — ε', ε, ε' étant positifs et fixes quand η croit, mais d'ailleurs 
aussi petits qu'on le veut. 

Quant aux constantes A et h, il est inutile deles chercher par cette 
méthode. JSTos premiers résultats nous les ont fait connaître. En effet, 

Tourn. de Math. (3* série), tome IV. — FSTOier 1878. 7 
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deux expressions 

Acos[(272 -t- α)φ 4- Λ], A'cos[(2» 4- α) ψ *+- A'] 

ne peuvent représenter la même fonction avec la même approximation 
pour une infiniteé de valeurs de Y que si A, A', h, h' sont respectivement 
ment égales ou du moins différentes de quantités de l'ordre de celles 
qu'on néglige. Ce que le résultat actuel ajoute d'essentiel porte sur la 
limite de l'erreur commise. Nous voyons maintenant que l'on a 

1 / - y 1 -y y - & -1/2 
X„ = '·■—sin <p cosy 

yv 
X cos £(2/24-α)<ρ— —■+"-Γ^' 

η 

où ρ est un nombre qui demeure au-dessous d'un nombre fixe, même 
quand χ varie, pourvu qu'il reste compris entre s et· ι — ε', ε' étant 
fixes. Auparavant, nous savions seulement que ce nombre ρ demeure 
fini quand, χ restant fixe, η croît indéfiniment, ce qui n'est pas équi-
valent au résultat actuellement établi. 

Ainsi ces expressions approchées des polynômes X„ n'ont pas lieu 
dans le voisinage des valeurs 0,1 de la variable x, et il est d'ailleurs 
facile de se rendre compte de ce résultat pour les fonctions dé 
Legendre. Ces fonctions pour x — ι sont toujours égales à l'unité; or 
leur expression approchée, si elle était exacte pour χ = ι, les rendrait 
plus petites que toute quantité donnée, pour η croissant indéfini-
ment. 

Si, dans l'intégrale 

jf' 'x^-' (i — xf-fdx, 

on remplace X„ par son expression approchée, elle devient 

2T'(y)/nn,~aï fu2d(p =2T²(y) 

ε' étant de la forme αε, où a est fini. 
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On a donc 

(j['+
<

/Γ)Ι:^
,
Ι,-«

γ
.ΛΓ=ι.(„

+
 e). 

où a et p sont des quantités finies, d'où il suit que le rapport de cha-
cune de ces intégrales 

77" 

à J„ pourra être rendu aussi petit qu'on le voudra dès que ε sera pris 
suffisamment petit et « suffisamment grand. Nous aurons à faire 
usage de ce résultat, qui supplée à l'expression approchée qu'on ne 
peut obtenir des polynômes X„ dans le voisinage des valeurs 

χ — o, X — l. 

Nous indiquerons maintenant comment on peut déterminer la 
forme de la deuxième approximation des polynômes X„ en partant de 
l'équation différentielle. 

De la formule (5i) on déduit, en y remplaçant ψ par φ', 

υ! =. Acos[(a« ·+· a)tp'-h Λ] -t-p' / 1, 
η 

p'étant toujours fini, quel que soit «, tant que ψ' n'approche pas de 

zéro oude j· Substituons cette valeur dans l'intégrale de la formule (5o), 

nous aurons 

u = Acos[(2« + a)ç-t- A] 

-+- fj
 λ'0Ο8[(2η + ")?' + h1 + «)(?- 9')W 

-JC? X'/j'sin(2/2 -+- a) (<f —y' ) dy' 

(2n + & ) n 

p' étant toujours fini; la seconde intégrale est de la forme ~~ où p
t 

71 

est, comme p', une quantité finie. 

ï+r 
71 
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Quant à la première intégrale, on peut l'écrire 

a(an-ha) f
?
 (

λ
'*

η Κ2" + α)? SÎnΚ2Λ + α)(? ~ 2l?') +h ] } dy', 

OU 

Α
°°

Γ
!Γ,+*«)

+Λ1
 Χ'

 λ
'<¥+spéfï) Χ'

λ
'
5ίη

 K
2
"+«X» -

2
?')+W· 

Une simple intégration par parties portant sur le sinus montre que la 

seconde intégrale est de l'ordre de ̂  ou, comme A est de l'ordre de 

η , de celui de η 1 . Cette seconde intégrale peut donc être réunie 

au terme déjà trouvé du même ordre — On a d'ailleurs 
ï+r 

η 

£?λ'<1γ' = ——1)^(27 —2a-t- r) ^
tan

g,p _ tangi) 

+
 (î—ay)|3 —ay)

 cot
^

à 

Les termes en tang k cotk peuvent être négligés; on les· ferait dispa-
raître en modifiant convenablement la valeur de h, et l'on a pour u la 
formule définitive 

/ « = A cos [(an + κ) ? + Λ] 4- sin [{in + α) ψ -4- h] 

(5a) ) x[(ay-aa—i)(ay-aa+i)taiigç 

I — (1-2 y) (3-27) cot φ] 4-^-, 

dont la forme est bien semblable à celle de la formule (39); p, sera, 
comme p, une quantité assujettie à demeurer au-dessous d'une limite, 
fixe tant que χ demeurera comprise entre ε et t — ε', et cela quel que 
soit n. 

En résumé, les termes de la première approximation sont de l'ordre 
de v'J„; ceux qui s'ajoutent dans la seconde approximation sont de 

l'ordre de—; enfin l'erreur commise est de l'ordre —p. étant fini 

tant que χ n'approche ni de zéro ni de 1, quel que soit«. 
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Celte fonction inconnue pt de f et de β a encore une autre pro-

priété : sa-dérivée par rapport à a; ou à φ est de la forme nq, q restant 
finie dans les mêmes conditions que p. Pour établir ce résultat, il suffit 
de se rappeler que, la dérivée de X„ étant une série hypergéométrique, 
on peut obtenir directement son expression approchée. Ainsi nous 
aurons deux formules d'approximation pour cette dérivée : 

i° Celle qu'on obtiendrait en différentiant l'équation (52) ou (3q) 
et qui contiendra la dérivée p\ de p

{
 ; 

2° Celle qu'on établirait directement par l'application des formules 
précédentes à cette dérivée. 

La comparaison de ces expressions différentes nous donne le résultat 
cherché relatif à l'ordre de là dérivée p\, et nous montre qu'elle est de 
la forme nq, q étant au-dessous d'une certaine limite tant que χ ne 
s'approche ni de zéro ni de i. Je ne développe pas ce calcul, dont un 
peu d'attention fait reconnaître le résultat. 

On pourrait, du reste, obtenir ces propriétés de l'erreur commise 
quand on substitue aux polynômes leurs expressions approchées en 
employant la méthode même qui nous a servi à obtenir ces expressions. 
Pour cela, nous allons reprendre l'étude du cas général etdonnerune 
limite de l'erreur commise quand on substitue aux fonctions considé-
rées leurs expressions approchées. 

Nous avons vu que, si une fonction J(z) devient discontinue sur le 
cercle de convergence, dont nous désignerons encore le rayon par R, 
de telle manière que, pour le point ά de discontinuité, on ait 

;53) /(ζ) = (ζ-α)*φ(ζ)-+-ψ(2), 

ψ et ψ étant des fonctions développables suivant les puissances entières 
de s — a, il faut, pour obtenir les expressions approchées des coeffi-
cients de la série que développe f (z), substituer à la fonction j'\z 
l'expression 

i Up -- ψ (α) (ζ — α)* 4- ψ'(α) (ζ — α) 4- ... 
(54) Up = y (&) (z - &)k 

[ 1,2 ... ρ — IV ' 

que l'on développe suivant les puissances de z. 
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Si donc on pose 
f(z) = 2a

n
zn, 

Up = Σα
η
ζη, 

et que l'on désigne par zs (z) la fonction 

(55) m(z)=f{z)-Vρ = Σε„ζ", 

on aura 

(56) a„ =&n + En ; 

a
n
 sera l'expression approchée de a

n
, ε„ l'erreur commise quand on 

substitue à a
n
 son expression approchée. 

La fonction zs(z), d'après son mode de formation, ne deviendra pas 
infinie pour ζ — α, et il en sera de même de sa dérivée e'eme si e désigne 
le plus grand nombre entier contenu dans p-h k. Différentions e fois 
l'équation v55), nous aurons 

de w (z) / dze= Ση {η — ι)...(» — e + i) s
ri

z"~e, 

et, la fonction du premier membre ne devenant pas infinie sur le cercle 
de convergence, la série qui la développe demeurera convergente sur ce 
cercle. Si nous multiplions les deux membres par ze~n et que nous in-
tégrions le long du contour formé par le cercle de convergence, nous 
aurons 

2itnjn - i)... (n - e -w) t= f sf-"^^dz. 

Si dans cette formule on remplace ζ par ReUI, elle devient 

(57) 2πη (η — ι)... (η — e -h 1) ε„ = Re~n+I J ΐβ
ωί

άω 

et n'est pas autre chose que celle par laquelle on détermine les coeffi-
cients des séries trigonométriques. 

La dérivée —ne devient pas infinie sur le cercle de convergence. 

Désignons par p.' le module maximum sur le cercle de cette dérivée. 
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Il est clair que, si la fonctiony(z), qui peut contenir dans son exprès-
sion des paramètres variables autres que z, et les coefficients φ {oc), 
y' (&), ..., yp-1φρ~< (α) demeurent finis sur le cercle de convergence quand 
ces paramètres varient, on pourra trouver une limite supérieure p. de 
p.' correspondant à toutes les valeurs de ces paramètres. 

D'après cela, si nous remplaçons dans l'intégrale du second 

membre de l'équation (7) par p. et β(β~η)ωιϊβωί par 1, nous aurons 

une limite supérieure du module de cette intégrale qui sera 

ϋπΒμ. 

L'intégrale aura donc pour valeur 

2 r u O R e- n + 1 

Q étantune quantité réelle ou imaginaire, dont le module sera inférieur 
à l'unité. La formule (57) deviendra donc 

RB g„ = W(a
n
 - α

Λ
) = -τ 

ou, plus simplement, 

(58) B!>(a
n

-oc
n
) =au / ne 

a étant une quantité finie quand η augmente. 
La limite précédente est loin d'être assez précise j mais, par un arti-

fice particulier, on peut en déduire une évaluation plus exacte de 
l'erreur commise. Supposons, en effet, qu'on change ρ en ρ -h 2, ce 
qui revient à ajouter deux termes à Up, 

ψP(a]{z — a)P+k φΡ+,(α)(«— α)Ρ+*+1 

12 ... ρ 12 . . . ρ -ί- Χ ' 

et deux termes α
Λ

, a"
n
 à a

n
 qui proviendront du développement suivant 

les puissances de ζ de la somme précédente. Nous connaissons les 
ordres de a'

n
, et nous savons, en mettant ces ordres en évidence, 

que l'on a 

&'nRn= <a* = 53s-
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La formule (58) deviendra alors 

R* (a
n
 — oc

n
 ) =au / ne + 2 

ce qu'on peut écrire 

(59) an -®·")
 n

p+k+i "i"
 n

p-bk+l "1"
 Λ

»+3 * 

Or, e -+- a étant supérieur à ρ 4- Je -+-1, le terme principal de cette 
formule sera le premier, car on peut l'écrire 

(«
B
 — «n) R" = (h + ^ -h ' 

L'erreur est donc sensiblement égale au premier terme négligé. 
S'il y avait plusieurs discontinuités sur le cercle de convergence, on 

répéterait pour leur ensemble le raisonnement que nous venons de 
faire pour l'une d'elles, et l'on obtiendrait un résultat tout semblable. 

Dans l'exemple que nous avons traité des polynômes de la série hy-
pergéométrique, la fonction τα (ζ) et sa dérivée d'ordre e peuvent être 
ramenées à des expressions composées de radicaux et ne contenant en 
dénominateur que sinç, cos ω. Donc, tant que χ ne s'approche ni de 
zéro ni de ι, ces dénominateurs demeurent finis, et il en est d'ailleurs de 
même des coefficients de la formule d'approximation. La formule (59) 
nous montre donc que l'erreur commise lorsqu'on prend les k pre-
miers termes de l'expression approchée est de la forme même à laquelle 
nous avons été conduits par l'équation différentielle, tant que a; ne 
s'approche ni de zéro ni de l'unité. 

FUT DE LA PREMIERE PARTIE. 


