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APPROXIMATION DES- FONCTIONS DE GRANDS NOMBRES, ETC. 377

Sur Uapproximation des fonctions de trés-grands nombres
et sur une classe étendue dé développements en série ;

Par M. G. DARBOUX.

DEUXIEME PARTIE.

VIII.

Revenons aux polyndmes de la série hypergéométrique et rappelons
quelques-unes de leurs propriétés qui sont connues, ou dont on trou-
vera facilement la démonstration.

Voici d’abord différents développements de ces polynomes :

, . _n(a+n) _ 2la+n) . (at2r—1) ,
o (Te=r T O e
=F(—na+n,x
Xﬁ:(_x'—*.x)"——m—-*;—;—:v—)x(l‘——x)”"—}—...
(’2) +(__l\ln(a—l—ll-—-'y)...(a—-'y—l—l)'x'n

Yoooly Fr—1)

(3) X, ={~ ot Yooy +r—1)

On a, en particulier,

(4) X, (1) = (—1p S

Journ. de Muth. (3¢ série), tomé 1V. — Noveusre 1878, 48



378 G. DARBOUX.

valeur qui n’est egale A 1quesie —y=7—1 et, dans ce cas, la com-
paraison des développements précédents montre que le polyndme ne
change pas de valeur absolue, si 'on change & en 1 — x. La valeur
approchée pour z trés-grand de X, (1) est

_ (5) Xa(1)= I';'(a;_(:;)-ﬂ R
valeur qui peut étre nulle, trés-grande ou trés—pelite. Ainsi l'on voit
que, dans le voisinage de la valeur x = 1,-'ordre varie brusquement.
Le polynéme qui était de l’ordre de 777 devient de celui de =21+
Par exemple, si a= 1, y=4, il est fini pour toute valeur fixe de
comprise entre zéro et 1, et 1l devient infiniment grand pour & =-1.
Les développements, ou ’équation diftérentielle, montrent que tout
est symétrique par rapport aux deux limites. On peut changer x en
1 — , pourvu qu’on échange 7 — 1 et & — 7 : I’équation différentielle -
demeure la méme. Cette remarque nous servira souvent 4 abréger les

discussions.
On a, entre trois polyndmes consécutifs, la relation

n—4-o—e)
()(IIZ—:_'_;%E_-:T.’)(XH.—X —u—(nn+a)xX 1;1’;-_‘-:%-_—’;-(){“_._)(") =o,

qui est généralement du troisiéme degré en #; mais ce degré s’abaisse

dans certains cas.
D’abord, si @ =1, elle devlent

(7 4+ 9)(Xusy — X)) +2(20 +1) X, +€n+1—7)(Xp-y — Xa)=o0

En second lieu, sil’on a ¢ = 2y — 1, elle devient

s (Xpes — Xp) + (284 2} x X, -+ ':'(Xn-i —X,) =o0;

enfin, si @ = 27,

o (X, = X,) + 22X, + - (Xpoy = Kn) = 0.

2n+27+| 2'2-!—27

Daus tous les autres cas, elle reste du troisiéme degré.
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D'ailleurs, de I'identité

de
dzf

wm@yﬂzﬁmjgrg:;;?xﬁm+4y“m+p_n

X Fla+p.f+p,y+p, x)

on déduit

X, a1 — e)reP(—I1)p
det T min—1l...(n—p—+1)

(7) . {a-+d)..(z+n+p—1) dP

gy e yFp—a) dz=e

xy-s-n-l ( 1 — x)a-&-n-q,

relation bien connue pour les fonctions de Legendre.
Citons encore les identités suivantes :

n (IX)[—-I
X 2
n4e—1 dx-

(8) an-¢%=ern_,+

n <o dX,
(9) ; (14 W)Xy = (s — ) ELEL TR

+ X, [(n ’+‘7) —x(an+ o+ l)]y

dX,
dzx

dr n-+o
—(n+1)(2n+ a+1)X,,

(x0) g(y—l—u)-‘ﬁ‘i':""" [n+a—7+1—(an+a+1)x]

(rn+1)(n+ a— l)fX,,dw

BNEEL (r4+a){r+9)(n +a—1) n{n4+1)(n+a—q)
( (2n +a)(27 +a+1) X’““—(2u+a)(2n+a—-|)x""

-+ (2n + a)[n(2y—a—1)+1—a*]X,=0.

%, suivant
dz 5 ;

Une formule intéressante résulte du développement de

les fonctions X,,. Posons

dX,
dz

== AoXo + oee An_..|Xn..|'

Si nous multiplions les deux membres par X,x7~!(1 — 2J*~Y et que
' 48..
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nous intégrions entre o et 1, nous aurons

(1 —x)dx.

P de

Substituons ’expression de %déduite de la formule (), nous aurons

#fa-+n)I{ 7 X di— N :a -
Ipbp=— (P(—:-I-)'Y)W) x(l—Pt) dz'—1 [wﬂ 1 -z,

., o .oy X,
Décomposons en fractions simples #i—z)’ nous aurons
{—=aprly)r(e—q+p +i),‘

Fly+p) Tla—y +r)

R T T i
z(1—z) z - 1—-.1: ~ Y B =

Up- desxgnant un polynéme de degré p — 2 En intégrantpar partie -
jusqu’a ce que la dérivée n — 1#me aiy disparu sous le signe d'inté-
gration, U,_, disparaitra, et il restera

+”r e n—
AT, = —" “’H_?('r)f [ l([__a.)ow ¥

-. o (P gyt (x — )] d.

En remplagant les. mlegrales eulériennes par leurs valeurs, on trouve
- Yexpression de Ay, et l‘on obtient la formule : :

p=n—1 pn-—x

dX, A ; ) X n (7 41)
d,,-:"" 2n-—l 2 p+ l) 2( s 2:’;)( p+

=o p_D

En combinant cette formule avec celle qu’on obuent eny changeant
nen n -1, on trouve

( 1 3) n +-‘ llX,. dX';.H

.a-+tnr dz dx

L (n+;)(2rz+a 2n+a-}-x)
BN CE I e 2

Les polynémes X, formant, d'aprés l’équation aux d-i[féijenc‘_:es ala-
quelle ils satisfont, une suite de Sturm, on peut leur appliquer la for-
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mule fondamentale de mon Mémoire sur le théoréme de Sturm {*], et
'on obtient la relation

(” -+ a) (ﬂ -+ 73 ann-l-l b X"Z’l-l-‘ . XI\ZB ng. X"Z"
(14) L(or+c)(an+a-1) — 2 =-7 +le++1_",

Z, désignant ce que devient X, quand on y remplace x par z. Telle
est la réunion des formules les plus essentielles de cette théorie. Elles
ne nous seront pas toutes utiles; mais jai cru devoir les calculer et les
réunir ici.

Je ferai remarquer que la démonstration de la formule (12) repose
sur la considération d’intégrales qui n’ont un sens que silonay>o,
&« — -+ 1>0; mais le résultat, évidemment indépendant de ces
hypothéses, subsiste daus tous les cas. R

’

Parmi ces polyn6mes, un groupe spécial se rapproche plus particu-

lierement de ceux de Legendre : ce sont ceux pour lesquels on a
a—q=79—I

1ls admettent d’abord une fonction génératrice spéciale, et 'on a, en
posant z =1 — 2%, ‘

. 1 l .,
(r — akz + k?)* T = 24%::( (y—4) .o (y+n—1)

29 +n—1)...(27+20—2)
dn .

ps x;“Y(l -—x)i."'_YZt_n [x (1 — x)]n+‘y-|

Beaucoup des méthodes applicables aux polyndmes de Legendre sub-
sistent pour ces polynémes et non pour les polynémes généraux. Par
exemp.e, en posant x = sin® ¢, on peut les développer suivaut les co-

sinus des multiples de g. La relation entre trois polynomes consécu-
tifs est du premier degré par rapport & , etc.

[*] Bulletin des Sciences mathématiques, t. VI, p. 92.
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IX.

Nous sommes maintenant en mesure de traiter d’'une maniére com-
pléte la théorie d’une classe de développements en série, de ceux qui
sont ordonnés suivant les polynémes X, que nous venons d’étudier.
Nous avons vu que, si'on suppose ‘

. 7>0, ¢—7+1>0,
on a

f l X Xpx ¥ (1 = 2)*Ydx = 0, f‘r X;;i«réi (1 — _,;c-)«-y',{g;-' = J,.
o o

La valeur de J, a été donnée & I’article VII.

Ces points étant admis, étant donnée une fonction quelconque
J{x) continue ou discontinue, supposons qu’on se propose de Ja dé-
velopper en une série de la forme suivante :

f(x)=AoXo +A.|X-' e +AIZXIL+ ceae

Si nous multiplions les deux membrés par X, 21! (1 = 2)*~Ydur, . et
que nous intégrions entre les limites o et 1, nous aurons

(lé) A, =‘/‘l XY (1 — x)“‘*X,,f(x)dx.

Tous les coefficients seront successivement déterminés par cette for-
mule.

Un artifice particulier permet de siliplifier, dans bien. des cas, la.re-
cherche et le calcul de tous les coefficients A,,.

Reprenons Véquation: du second degré

Fy=x+ty(1i—y)
et le développement

_ 07 n o _ =
> (=) Yj‘fr: m-__}_—l)';};,,x"’"_' Y1 — )y

(r7) T
| - E I"Tyﬁ'n—:)r_) Xpa (1 — .x)f—r,.
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auquel elle donne naissance, et qui est convergent pour des valeurs
suffisamment petites de . Si nous multiplions par f(x)dx, et que
nous intégrions entre les limites zéro et 1, nous aurons, en nous rap-
pelant la formule (16),

! d
[ fladmyr=t(x = yyprZ
—-EA t"l" /+rz AJ—‘EA a+n-—7+l)
Ilr n— n

r{r-+1) 2lz+oc) (7 + <)

Le premier membre est une intégrale dans laquelle ¢ est constant et y
fonction de x. Prenons y comme variable indépendante, on aura

x=y—ty(t—y).

Les limites de y seront encore zéro et 1, et 'on aura

[ ==yt =yt dy = Pt )

Ainsi il suffira d’effectuer la quadrature du premier membre ou d'ob-
tenir son développement en série pour connaitre tous les coefficients
A,. Cette remarque permet de trouver beaucoup de développements
en série. _

Supposons, par exemple, que la fonction f(x) se réduise 2 «?,
p étant quelconque. On aura i effectuer la quadrature

[yt = gl = o(s - )P,

ou plutdt i la développer suivant les puissances de 2. Le coefficient de
¢" sera

(_ |)nl’(1’—‘:‘-2--“(1.’:”+’)£ J,m-f{—i (l __].)a+n-'¥d)r

ek (p—r+1)r(p+q)T{a+r—q-1)
I1.2:44R F(Z+R+P+I) ’ !

=(—1
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et l-’on aura par conséquent
xp'—AoX +A X.|+a-o’r'

('8) yo= (= e (p—n+1) T(n+a) (ar+a)T(p+7)
/ fe2...2 - r(y)T{e+n+p-1)

La 'sitite (18) se termine toutes les fois que p est entier, comme on de-
wvait s’y attendre. En appliquant & chacun des termes d’un polynore,

on pourra remplacer ce polyndme par une suite formée d’un nombre
limité de fonctions X,,. Elle nous sera trés-utile aussi quand on y fera p.
fractionnaire. ‘ "

: Apres celte remarque_sur la détermination des coefficients, reve-
nons 2 la sérle qui -sert de developpement a une fonctlou quel—

conquef (),
(19) flx) =2§. f " a1 = B Tf(2) Zadls,

ot Z, des:gne le polyfidme X,, dans lequel on a remplace X par z.’
Nous devons nous demander si elle est convergente et si elle repré-

sente la fonction. A cet effet, nous allons. étudier la somme des 2 + 1

premiers termes de la série et en: chercher la limite quand z croit.’
Cette somme est

(w) su=f o~ e (B B L),

D apres une formule dbnnee a larticle précédent, elle peut étre rem-
placée par Pintégrale plus simple :

NS — (n+2)(n +9) ! Y—if1 _ »\0—Y ZnXnir — XnZist
O O [Cr== Y (v = 2 f(2) == = o
dont il y a a déterminer la hmue ‘quand 7 croit indéfiniment, Nolm
pouvons,. en commettant une erreur relative d’autant plus faible que
n est plus grand, remplacer le coefficient numérique de l'intégrale par

4 7. Nous décomposerons en outre I'intervalle de zéro & 1 entrois: I'un.

de zéro 3 ¢, autre de ¢ 3 1 — ¢, le troisiéme de 1 —ed 1, ¢ étant aussi



APPROXIMATION DES FONCTIONS DE GRANDS NOMBRES, ETC. 385
petit qu’on le voudra, mais fixe quand 7 augmentera indéfiniment.
Ainsi, nous avons & chercher la limite de l'intégrale

W e ann l_xuzn
(a2) i OBt

prise successivement dans les trois intervalles (o, ¢) (e, 1 — &) (1 — ¢, 1).
Nous commencerons par considérer le second et le plus grand de ces
trois intervalles, et nous y remplacerons Xy Zny Xty Znyy par lears
expressions approchées.

Posons :
x =sin*¢, 3z =sin?yp,

¢ et ¢ étant compris entre o et -’;’; J(2)dz prendra la forme f,(¢) dyp.
On a ' '

X, = %sjn;_? xpcosynu—; t;;COQ[(zn +a)y — %(27 - l)],

Xoppr = \/%siu;—? Y.IICOSyf“—;',lJ cos[(zn +a-+ 2)4;—%(27—— 1)],

et des expressions analogues pour Z,, Z,.,. .Eu les substituant, nous
trouvons

: [y (%)xfﬁgﬂ(qo)df" [‘2""’“*;((:?;z(zy—x) |
+ _:;f(g’_::_\;)’_é (:_::',;‘;) “—7+§f‘ (9)dy ﬂ"[(zns;: E:?—l-—ligq —¥)1

Ces intégrales sont bien connues : on les rencontre dans la théorie
des séries trigonométriques. La premiére tend vers zéro, la seconde
vers la limite
Lf(¢+0) +4£i1($ —o) =[/{x + o) + flx— )],
lorsque f{(x) est finie, ou devient infinie si f(x) est infinie.
Ainsi Pune des trois parties dont nous devons chercher la limite,
nous donne le méme résultat que si la série était trigonométrique [*"].

[**] Au tome I (3¢ série, p. 194) de ce Journal, M. Laurent a déji indiqué, pour
le cas spécial des séries ordonnées suivant les polygones de Legendre, une méthode
semblable & celle qui est développée ici.

Journ; de Math. (3¢ série), tome IV, — Novempre 1878, 49
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Toutefois, cette partie de la démonstration est sujette & une ob-
jection grave qu'il importe de lever. Dans le calcul de I'intégrale que
nous venons d’étudier, nous avons admis quon peut remplacer les
polynomes par leurs expressions approchées. Cette substitution est-elle
légitime? En Peffectuant, nous avons commis une erreur, et il est in-
dispensable d’examiner si cette erreur n’augmente pas indéfiniment
avec n. Désignons, pour abréger, par X, VT, Z, VJ, les expressions
approchées de X, Z,. Nous avons établi, en toute rigueur (art. VII),

que I'on a

7, = \/T,,(z;+’;’). X, = ﬁ;(x:,-;-%),

P> p+ démeurant au-dessous d’une certaine limite, quel que soit n, si
7 et z demeurent compris entre set 1 — & Il suit de 14 que remplacer
les polynémes par leurs expressions approchées, c’est négliger, dans
Pintégrale (22), un groupe d& termes de la forme '

%[I—czY*'([ 5z)“*7 Pf(z)dz,

Z~—

P étant une fonction telle que p, p, demeurant au-dessons d’un nombre

s Yo . R P .
fixe quand # croit indéfiniment. D’ailleurs - demeure finie pour

Xr—23z
x = z, puisque cette propriété appartient 2 la fois au terme

Zn+l Xn .- Xu+lzn -
A —

S—x

et & ceux que I'on a obtenus en remplacant les polynémes par leurs
expressions approchées. : )
Mais, si P a la propriété, comme p et p,, de demeurer au-dessous

) . - ; . P
d’une limite fixe, cette propriété ne peut s’étendre au quotient —

au moins dans le voisinage de la valeur z = x, et I'on ne peut pas af-
firmer que la partie suivante de 'intégrale

O i - oy £ p
?rfx_/z L2 0= 2y E) g
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qui est d’ailleurs finie, tende vers zéro, et n’augmente pas indéfini-
ment quand 7 croi. ,

Pour résoudre la difficulté précédente, je ne vois d’autre moyen
que 'emploi de la deuxiéme approximation des polyndmes X,, telle
qu’elle a été donnée i la fin de la premiére Partie.

Nous avons remarqué que les formules qui réalisent cette approxx-
mation contiennent : 1° les termes de I'ordre de /J, qui se tronvent

dans la premiére; 2° des termes de I'ordre de ¥ ‘/_ ; 3° enfin Perreur ,
. J, R
commise est de Pordre de %—;‘-‘ On a des formules telles que les sui-

vantes :

Zn= \/T(Z +Z +]’>

n?

— X
x"=yh(&4—"+f>

P P. demeurant toujours au-dessous d’'un nombre fixe, et les dérivées
P, P, étant des formes nq, nq,, ou g, ¢, demeurent, comme p, p,, infé-
rieurs & un nombre fixe pour les valeurs de x et de z comprises entre
eet 1 —e. Il suit de la que, si nous substituons dans 'intégrale (22)
les expressions de X, Z,, X;44y Z,1y, déduiles des formules précé-
dentes, nous obtiendrons le résultat suivant :
1° Les termes résultant de Ia premiére apprommalxon ont été cal-

culés et nous donneront comme limite

Nz +o0) +flz —o)];

2° Les seconds termes des expressions approchées, combinés entre
eux ou avec les précédents, donneront des intégrales toutes pareilles i
celles qui proviennent des termes du premier ordre, mais divisées parn
ou par n? elles auront toutes zéro pour limite;

3° 1l restera enfin le groupe des termes contenant tous au moins
une des fonctions incounues, -telles que p et p,, et qu'on pourra
écrire

(

L VCESIO
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P(z) étant une fonction des quantités, telles que p, p,, sin2ng,
cos2n¢, et demeurant par conséquent au-dessous d’un nombre fixe
dans toute Pétendue de I'intégration. On a, en outre, P(x) = o, pour
Ia raison quia déja été donnée i propos de la premiére approximation.

D’aprés ce que nous savons sur les dérivées des fonctions p, p, et
sur celle des sinus, on peut affirmer que I'on a

P'(z}=2nQ(z),

Q(2) demeurant au-dessous d’un nombre fixe, quel que soitz. D’aprés
cela, si I'on remarque que I'on a '
P(z) —P(r) _ P(s) - .
= =Plx+0(z — 2)]=nQ[x + 0(x - 3)],

Z—.r Z— &

on voit que I'intégrale & examiner prendra la forme

C L [f@ea—arQle + 0 — 2) s,

et Q demeurant au-dessous d’une limite fixe, on voit que cette inté- -
grale tendra vers zéro quand r croitra indéfiniment, ce qui compléte
nolre démonstration. A :

En résumé, la considération de la premiére partie de I'intégrale
nous donne des conclusions aussi étendues, s'appliquant & des fonc-
tions qussi générales que celles considérées par Dirichlet dans son tra-
vail classique sur les séries trigonométriques.

Examinons maintenant V'intégrale (22) prise entre les limites o, ¢;
1 —e¢, 1. A cause de la symétr ¢ par rapport aux limites, signalée &

‘Particle précédent, il suffira de trouver la limite de I’intégrale prise
dans l'intervalle (o, ¢).

Dans cet intervalle, nous le savons, 'expression approchée de nos
polyndmes ne peut plus étre employée, et un examen sérieux de cette
partie de l'intégrale est d’antant plus nécessaire que quelques-uns de -
ces polyndmes croissent indéfiniment avec %. Reprenons donc U'ex-
pression

e o~ . indpg-t T nz
4}j z:-'(x——z.,““Y_.______ZX‘:_f " f(z)dz,
L4
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et cherchons si cette intégrale peut étre rendue infiniment petite avec
¢, quel que soi¢ n. On peut I'écrire

Xowr [yt ey £ (2) Xn
.:lfJ_u-,/o‘ ¥4 (I—-g) z_xanz 4Jn

fg g (1 — )Y f1z) Loss dz.

33—

Les deux intégrales précédentes ont la méme forme. Elles sont multi-

L .
pliées toutes deux par des coefficients de Vordre de n'"%. Si donc on
pose, pour abréger, )

16,

zZ—x

o(z) =

il suffira de prouver que l'intégrale .
(23) ' f : 2 (1 — 2)* Y9 (5) Z, dz,

ot1 ¢(z)est une fonction finie, peat étre rendue infiniment petite avece,
méme quand 7 croit au dela de toute limite.

A cet effet, imitdnt un procédé déja employé a Particle VII, compa-
rons-la & la suivante : ’

(24) f= 21 (s — 2PV ds = 01, = ) ey,

2

considérée au méme article ot nous avons prouvé que § est infini-
ment petit avec ¢ quand z grandit saus limite.
Décomposons I'intervalle (o; ¢) en deux autres séries d’intervalles :

les uns, pour lesquels Z, sera inférienr & Hn%'Y, H étant quelconque;
les autres, pour lesquels il sera supérieur 4 la méme quantité. Pour
les premiers intervalles, I'intégrale (46) sera plus petite que le ré-
sultat obtenu en remplagant Z, par sa limite supérieure, ce qui don-

nera :
Hf2' (1 — 5)*Yo(z)dz = 0'H,

s

¢’ étant infiniment petite avec ¢, puisque Uintégrale précédente indé-
pendante de n s'étend dans un intervalle au plus égal & e.
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Prenons maintenant I'intégrale (20) dans les autres intervalles, ceux

_ . 1 TR
pour lesquels Z, est supérieur & Hrn2"", et comparons-la & I'inté-
grale (24) prise dans les mémes intervalles, on aura

S 1 — 2 10(2)Z, 2 A z”f—'(t——z’)a—'f?(z')zl,, ___7911(3')
JE (1 — 2 1Zidr Tt S —d2r T Tz

z' désignant une valeur de z prise dans 'un des intervalles-de I'inté-
gration, 0, une guantité au plus égale 4 I'unité. Si nous remplacons

1. L ys . . .
Z, par sa limite inférieure Hn= ™", nous déduirons de équation pré-
cédente ‘

S (1 — 2)*Yo(z)Z,dz < ?—(é nY“‘;‘fz‘f"(l — 3)*1Z2dz,

Pinégalité ayant lieu en valeur absolue. Or Iintégrale du second
membre est plus petite que I'intégrale (24). On a donc ainsi une limite
supérieure des deux parties dans lesquelles on a décomposé 1'inté--
grale (20). En réunissant les deux résultats obtenus, on a I'inégalité

-1 [ 2 1
737'2./0‘ 27"(1—z)“‘*p(z)zaf{z<H6'+61‘(7)&’(3),

6,6’ étant infiniment petits avec ¢, quel que soit n. Si donc la fonction

o(z) on z—‘f—(i% demeure finie dans le voisinage de la valeur 2’ = o,
on voit que l'intégrale (20) est infiniment petite avec ¢, quel que soit
n, et, par conséquent, qu’on peut la négliger dans la recherche de la
limite de la somme S, des 7 premiers termes de la série. En nous rap-
pelant que les mémes conclusions s’appliquent & Pintégrale prise dans
le voisinage de la ‘valeur 1 de z, nous obtenons la proposition sui-

vante :

Toutes les fois qu'une Jonction est telle que les cocfficients de la
série sont des intégrales ayant un sens déterminé, si la fonction ne de-
vient infinie ni pour & = o ni pour x == 1, la série représente la fonc-
tion avec'les mémes particularités que les séries trigonometriques.

Notre raisonnement ne s’applique pas, on le voit, au cas ot la fone-



APPROXIMATION DES FONCTIONS DE GRANDS NOMBRES, ETC. 39[

tion deviendrait infinie pour une des limites, C'est qu’en effet, en exa-
minant cette hypothése, nous allons étre conduits a cette conclusion
inattendue que, dans ce cas, la série peut bien étre divergente.

Pour le prouver, nous traiterons le cas ou la fonction se raméne a
une somme de termes de la forme ax?, en nombre limité, p étant né-
gatif, auxquels s'ajoute une fonction finie pour 2 = o. Cette fonction
finie, nous n’avons pas & nous en occuper : on lui appliquera les mé-
thodes précédentes. 11 suffira donc d’examiner chacun des termes tels
que ax? ou x?, le coefficient ne jouant aucun réle.

Or nous avons déji trouvé les coefficients du développement de x*,
quand il est possible. Sil'on pose

xT=A0,X.o + A(X| + ree g

A, est donné par la formule (18), et il est de ['ordre de n~*/~'. Comwme
X, est de P'ordre de n%‘*, on voit que les termes de la série précé-
dente seront de ordre dez=~%-7. 1l faut donc, pour qu’ils tendent
vers zéro, que 'on ait

(35) Cp>-I-p

Pour que les intégrales, an moyen desquelles se calculent les coeffi~
cients A,, aient un sens, il faut déja que Y'on ait p + y > o. Mais cette
derniére condition n’entraine la précédente que si 'on a 7 <C i
On peut, du reste, prouver que, si I'inégalité (25) est vérifiée, la
série que développe x* est effectivement convergente et qu’elle a pour

somme xP. '
Appliquons, en effet, & cette fonction particuliére la méthode géné-
rale. Nous aurons a trouver la limite de

I ¥ ZanH;l —"ann+l -y Y- 48
() =gy [ BRI (e
Posons
zP 2P P+t

x—3z x z—z\z



392 G. DARBOUX.

nous aurons d’abord a trouver la limite de

e L e T AP

‘ou

_Z."t; f Z, P44 (1 — 2)

-t & )a—y as.

Les deux intégrales précédentes sont du méme ordre que deux termes
de la série trouvée pour x?: elles tendent donc vers zéro. Il nous reste
a considérer

—1m xf = (1 — z)

wais celte intégrale ne différe gue par la forme de intégrale (26); p y
est changé en p + 1, et elle est divisée par x. En répétant la méme
opération ¢ fois jusqu’a ce que p + ¢ soit devenu positif, on aura

1 I
— i), A

Iintégrale correspondra 4 une fonction 27+, qui ne deviendra plus
infinie et aura par conséquent pour limite

nis — X Zysy) d3;

niy T Xn ZII-!-I\; "{Z;

]
o =
Ainsi, tant que p satisfait 4 Pinégalité (25), la série qui sert de dévelop-
pement a a” est convergente et a pour somme x°.
On verra de méme que (1 — x)? est développable en série wnver
gente tant que ¢ satisfait a l’megahle
@ — 'y +1r 1

(27) ¢>— i

Nous avons donc le théoréme suivant:

Pour qu'une fonction soit développable en une série convergente de
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fonctions X, il faut et il suffit : 1° que les intégrales qui déterminent
les coefficients de la série aient un sens; 2° que si la _fonction devient
irgﬁm’é pour x = o, elle le soit d’un ordre inférieur a '—;- + 2330 que si
elle devient infinie pour x =1, elle le soit d'un ordre inférieur &
x—g—+1I I

2§

Par exemple, dans le cas des polynmes de Legendre, toute fonction

qui deviendrait infinie d’un ordre égal ou supérieur a g pour x = =

ne serait pas développable en une série formée de ces polynomes.
Pour lerminer ce sujes, il nous reste a dire quelques mots d’un cis

qui n’a pas été traité, et & voir ce que devient la série pour les valeurs

~ extrémes x = 0, £ = I, par exemple, pour x = @; on aura, dans ce
cas, 3 chercher la limite de I'intégrale '

(28) — i [ B e (o sy s,

a laquelle, en vertu des formules (13) et (14), on peut donner la forme

1 Y fpn4-1 dX, | dX, . .
—4n.‘r,._/ol (n—f—-u—d_.z:—+ d;')_f(,x)xx Y1 — )Y de.

On examinera la limite de 'une ou de l'autre de ces intégrales, limite
qui n’est pas toujours égale 4 la fonction f(o): J'ai déja fait la discus-
sion de cette question, pour le cas particulier des fonctions de Legendre,
dans mon Mémoire Sur les fonctions de deux angles, etc. (Journal de
M. Liouville, t. XIX, 2° série, p. 1).

Comme il s’agit ici d’une valeur particuliére, je me bornerai a exa-
miner le cas ot f(a) — f(o) est del'ordre de x et je poserai

(%) =f(o) + z9(x),

o (x) étant finie pour & =o. Alors l'intégrale (28) se rameénera &
une somme de deux autres, une dans laquelle on remplacerait S(x)
par f(o) et qui donnera comme limite f (o), puisque, dansle dévelop-
pement d’une constante, la série se réduit 4 son premier terme f (0) Xy,

Journ. de Matk. (3¢ série), tome 1V. — Noveusre 1878. 50
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I'autre daus laquelle la fonction f(z) sera remplacée par 24(z) et qui
sera ‘

(29) — 4—};/0” (Zosr — Z,) 0(2) 27! (1 — 2)*V dz,

et 'on appliquera a cette intégrale les méthodes que nous avons em-
ployées. On verra,comme précédemment, que I'on peut négligerla partie
de P'intégrale dans laquelle z est voisine soit de o, soit de 1 4u moins pour

y . I . T .
supérieura -, et I'on pourra ensuite, en prenant I'intégrale entre les
7 sap )
2

limites ¢, 1 — ¢, remplacer les polynomes par leurs expressions appro-
chées, ce qui donnera une intégrale de la forme

&

s (e el i
vir(v)-f,s"’ peos” "2 flg)dysin] (an + e+ 1)9 — Fay— 1]

or I'évaluation de P'ordre de cette intégrale est le point de départ de
notre travail. On saura donc trailer cette question, sur laquelle nous
n’insisterons pas pour les raisons déj indiquées..

Nous terminerons cet article par une remarque essentielle. Il n’est
pas nécessaire que la fonction f{x) qu'on dévelbppe soit réelle; si elle
est imaginaire, il suffira de considérer successivement la partie réelle
et la partie imaginaire. Les raisonnements ne subiront aucune modifi-
cation. -

X.

Aprés avoir examiné les séries ordonnées suivant les polyndmes X,
quand la variable & demeure réelle et comprise entre —1 et +1, on
peut se demander si ellessont convergentes dans une étendue plus
grande et il est maintenant trés-facile de résoudre cette question.

Cherchons d’abord les limites de la convergence d’une série de poly-
nomes X,

A Xg+ A X+ + A, X, + oo
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il résulte de I'expression approchée de nos polyndmes

l

K= o{f)m? B (1 + e),
donnée  I'article II, qu’on peut assimiler les séries de ce genre  celles
qui sont ordonnées suivant les puissances entiéres de la variable £. Les
courbes limitant la région de convergence scront celles pour lesquelles
£aura un module constant, c’est-i-dire que ce seront des ellipses ayant
pour foyers les deux points o et 1. Ainsi toutes les séries de fonctions
X, quels ‘que soient les nombres. o et 7, si elles sont convergentes,
le sont & lintérieur d’une certaine ellipse qui peut, d'ailleurs, se
réduire & la portion de ligne droite comprise entre les foyers.

Admettons que la- convergence ait lieu 4 {’intérieur d’une de ces
ellipses, je dis que, dans la région de convergence, la série représentera
une fonction finie, continue, qu’elle pourra étre différentiée, inté-
gree, etc.

Soit, en effet, a le module de £ sur Dellipse de convergence, a Vin-
térieur de toute ellipse correspondant au module @ — p plus petit que
a; la série de fonctions X, sera uniformément convergente, et, comme
ses termes sont des fonctions continues, elle sera elle-méme continue;
elle pourra étre différentiée, intégrée. On voit, d’aprés cela, que sil'on
développe sur le segment (o, 1), d’aprés les méthodes précédentes, une
fonction discontinue, ou devenant infinie, ou telle qu’une de ses déri-
vées soit discontinue ou infinie sur le méme segment, la convergence
de la série ne pourra s’étendre au dela de ce segment.

Ces remarques nous permettent d’étendre, au moins pour unc
~classe importante de fouctions, les résultats que nous avons trouvés.
Supposons qu’il s’agisse de développer une fonction f(z) smvant une
série formée de ces polynomes que nous avons écartés, et pour les-
quels 'une au moins des quantités y, a — 7 -+ 1 est négative. Si la
fonction est continue et uniforme 4 l'intérieur d’une certaine ellipse,
le développement est possible; nous le démontrerons plus loin. Soit

f (x) = ZA X,
ce développement.
Pour en déterminer les coefficients, on remarquera que, si |'on
14
5o0..
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prend la dérivée d’ordre p, on a

@f(z) o, X,
dzf. ~ ZA, deP

X,
Or les coefficients - — sont aussi des séries hypergeometnques qui ne

différent des polyndmes X, qu’en ce que y et « —  sont augmentés de p.
En prenait les dérivées jusqu'a un ordre convenable, on aura donc
des polyndmes, pour lesquels y et & — y -1 seront positifs, et aux-
quels on pourra, par conséquent, appliquer les méthodes précédentes
de détermination des coefficients.

XI.

Nous allons maintenant démontrer que, si une fonction est conti-
nue et uniforme 4 I'intérieur d’une ellipse donnée, elle est développable
en une série de fonctions X, convergentes & 'intérieur de cette ellipse.
A cet effet, nous emploierons la methode suivie par MM. Neumann et
Heine dans le cas partlcuher des polynémes de Legendre, et nous dé-

ve]opperons d’ abord — en une série de fonctions X,,.

TPosons

(30) ) —_—=3 Jk'".

Les coefficients Q, sont des fonctions de ¥, qu’il s’agit d’étudier et de
déterminer. Si nous supposons encore 7, « — 7 +1I positifs, nous
aurons :

' Xna (1 — 2 tdy

(31) : =

Ces fonctions Q, seront appelées fonctions de seconde espéce. Elles
satisfont & une éguation différentielle qu'on peut former de la ma-
niére suivante :

P 1 ’ . . el . .
u demgnaﬁtx e on peut établir une identité de la forme sui-
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vante :
x(1 — x)g;;—l— [y — (a+l)x]g—:-+ n(n -+ a)u
= 7(1—y) 35+ filr) 55+ He.
Ui suffit de prendre '
fi=2—q+(e=3)1 H=(;z+l)(n+a-1).‘

En substituant 2 la place de z son développement en série, et en tenan:
compte de I'équation différentielle a laquelle satisfait la fonction X,
le premier membre prend la forme

s[n(n + a) — p(p + «)] X;?,,

et ne contient plus le terme en X,,. Il doit donc en étre de méme du
second. En égalant le coefficient de X,, 4 Zzéro, on trouve

&Q, ' dQ,
Pu—A 52+ (2 =g+ (e = 371G

+ (n4+1)(n+a—1)Q, =0,

(32)

équation différéntielle & laquelle satisfait Q,, et que Pon peiit vérifier
en prenant pour Q. lintégrale (31).

Cette équation différentielle, obtenue par différents auteurs dans le
cas des polyndmes de Legendre, se confond alors (y=a=1) avec
celle qui caractérise les polynomes X,,. Dans les autres cas, elle en est,
comme on voit, différente par les coefficients. Mais, si I'on pose

(33) Qn =.7Y“ (I—)’)“—YUn9

un calcul qui ne présente aucune difficulté montre que Un satisfait &
la méme équation que les polynomes X,. Cest 12 un résultat remar-
quable qui raméne la théorie des fonctions de premiére et de seconde
espéce & la considération d’une seule équation différentielle; mais il
est utile de remarquer que les fonctions Q,, d’aprés leur expression
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(31), sont continues et finies dans toute I'étendue du plan, sauf surle
segment (o, 1), propriété qui, d’aprés la formule (33), n’appartiendra
que trés-exceptionnellement a U,.

Si les fonctions Q, ne satisfont pas 4 la méme équation différentielle
que les polyndmes X,,, elles s’en rapprochent 3 un autre point de vue :
elles satisfont 4 la méme équation aux différences, c’est-a-dire il ya
entre trois fonctions Q, consécutives la méme relation qu’entre les
trois fonctions X, de méme rang. C'est ce que I'on établira de la ma-
niére suivante. L'équation (30) peut s'crire

Ko=1=) F(X, — 7X,\.

Exprimons, au moyen de 'équation (6), X, en fonction lindaire de
X,—i, X,3 X, €t substituons cette expression dans la formule précé-
dente, nous aurons

= . X,, (n+a)(n;l—7)
X, ~“Z.I,,(zn—i-»«)[ 2N - -1 (Qu - Qusr)
- nin -1 & —x

e @ Q) = yan+2)Q |

(34)

Tant que n est djfférent de zéro, le coefficient de X, doit étre nul. On
a don¢

( M(ﬁ'il)' (Qn - Qn-c-l)

35 ! 2n -z~
( ) z_(~n+a—_-y) _ : .
( Eayeera— (Qn - Qt»l)"f(?n+ﬂ)le~0-

C'est la méme équation, sauf le changement de x en > que pour les
polync‘)mes X,; mais il convient de remarquer qu’elle ne s’applique-
pas pour 7 = o. En effet, le coefficient de X, dans le second membre
de la formule (34) doit étre égal, non plus a 0, mais 4 1. On a donc

S Qi =Q, [‘ "(“—;I)y] "‘a—:l’Jo
( —_‘-'QO[I_.

@ -+1)7" e+ 1 I{y)F{ag— 441}
- L7t 7 L.
7 v T{a+1)
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Cette équation montre qu’il suffira de connaitre I'une des fonctions
pour en déduire toutes les autres.

On voit, que Q, s’exprimera en fonction linéaire de Q,, le coefficient
de Q, et le terme indépendant étant deux polynémes. De plus, le coef-
ficient de Q, dans I’équation précédente étant le polyndéme X,, ot
I'on a remplacé x par y, le coefficient de Q, dans Q,, sera de méme le
polyndome X, (7). C'est, du reste, une forme de Q,, qu'on peut
mettre directement en évidence. La formule (32) peut s’écrire

' X, —Y N T2t (1 — g} de
= | 22T Trar-i(1 — " Tde -
Q. _£ ey (1— xfVde Y,,‘/; "

Y, désignant le polynéme X,, o I'on a remplacé x par J- On a
donc

Q)= FTrar (- a)tde + Y. Q.

En remarquant que X, — Y, est divisible par x — y, et posant

. ! X;»'—Yn A Qe
(37_) Rn(f) =) ‘/o. -:7“'7-4 (I -_— x) de,

on voit que R, est un polynéme en y d’ordre n —1, et 'on a

(38) Q.(r) = Y.Qu(7) + Ru(y),

ce qu1 met en évidence I'expression de Q, () en fonction de Q,(y).
D'apres cela, si on veut résoudre complétement I’équation aux
différences a laquelle satisfont les’ polynémes X,

(n+a)(n-+q)
ety (Un = Une)

n(r+ o —q)
2n-+a—1L

(39) .
(tp — ttyy) — (21 + @) XU, = 0,

on a déja deux solutions :

1° X, (x), 2° R,(x),
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et par conséquent la solution la plus générale sera

9()Xa () + ¢ (2) Ra().
En particulier, on aura Qn( ) en prenant

(@) =Qu(2), $(@)=1; .
U,(x) en prenant

(%) = Qu(@)21(x — )%, ¢(2) = 21 — )i

X1l

Revenouns 4 la formule qui donne Q,( r); remplaqons-y X, par son
expression comme dérivée n¥", et intégrons n fois par partie : nous
aurons

(40) Q.= I +‘)I‘(7)f' Gl U e I

r{y +n) (& — yjr+

Cette formule, donnée par Jacobi, est trés-importante pour la théorie
des fractions contiuues. Développons, en effet, intégrale suivant les

puissances de ~« Le développement commence au terme en y—-, et

L at

I'on a

(41) Qo= (— 1) ””’;:;:3{3";1";7“) AF

(7+n,n+r,2n+ a—%-x,}_).

Si nous rapprochonps ce résultat de la formule
(42) Q=—3+3

on voit que le deve]oppement de ¥, suivant les puissances descen-
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I
dantes de y, commencera au terme en Fa On aura donc

(43) . Qo=—?;+ﬁ:|.+....

R ’yos « )
Donc — 3 sera la réduite d’ordre 2 du développement de Q, en

n
fraction continue. Or, d’aprés la formule (41), Q, n’est autre chose, -
a un facteur constant prés, que I'importante série

1\ -
AF('y, 1,04 I,}-)a

qui comprend comme cas particulier le binéme, le logarithme, etc.

La forme si simple de la nouvelle expression des fonctions de se-
conde espéce nous indique un nombre illimité de fonctions généra-
trices pour les fonctions Q,. Ainsi I’on aura

: Vogt—t (1 — ) er(t —z) e (y+n—1) n
(44) ‘/0‘ 24 ‘E;x_y) 75[ JE_'_y )de=2nw,,(o)7 ([(o/+rz}’ Q.(x)u".

Eu particulier,

t x‘l"'(l-—z)“—fdz _ T{y 4+ n) n
(45) f —21‘(7)1‘(”+I)u Quly)-

o £ — ¥ —ux(l—z)

n

Pour les fouctions de Legendre, on trouverait

1 lo ue—142y+ Ve —2(1—arju+v 54 Qu(7)
Ve—2(t—2y)e+1 “u—i-2y—y@—2(1—2)y)ju-+1 e

Enfin Pexpression (40) de Q, est trés-propre & nous faire connaitre
une expression approchée de Q, pour » trés-grand. L’intégrale qui
figure dans cette formule a déja été considérée (art. IV) et, pour avoir
Iexpression de Q,, il suffira d’appliquer I'équation (29) de cet ar-
ticle et de remplacer les factorielles par leurs espressions approchées.

Posons
(0= 1)2

y=—" et -a=l—~2]'+\/4)‘2—»4_)',

»
Journ. de Matk, (3¢ série), tome IV, — Dicexsre 1878. « O
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le signe du radical étant choisi de maniére que le module de 4 soit
supérieur & I'unité; nous aurons

wN|m

— 03—t —3 - @ L
6) F= Vet (= T e (e,

ou plus simplement
1 ‘ e
(47) L =w"H@a, a=1—ay + Vi =47,

/() étant une fonction, toujours la méme, de %. Cette formule est
toute pareille i celle de X,,, qu’on peut écrire, comme nous I'avons vu,

(48) w3 T (B)E, Em= 1 — a2z EA — b,

@(&) étant une fonction connue par ce qui précéde (art. II). £ et 4
ont respectivement pour modules la somme des deux demi-axes des
ellipses de foyers o, 1 passant par les points qui représentent les va-
riables z, y. ,

Nous terminerons par une remarque sur 'étendue des résultats
obtenus. Notre point de départ supposait ¢, & — ¢ -1 positifs ; mais
nous pouvons maintenant nous affranchir de cette supposition. En-
effet, la formule (4o0) est valable, quels que soient « et 7, pour des
valeurs suffisamment grandes de 7, et I’équation aux différences déter-
minera les fonctions pour lesquelles l'intégrale qui y figure n’aura
aucun sens. Dans tous les cas, les fonctions Q, ainsi déterminées satis-
fonta I'équation différentielle du second ordre que nous avons donnée
pour elles. Nous trouvons ainsi, dans les résultats obtenus pour une
hypotheése particuliére, un point de départ pour les appliquer 4 tous
les polyndmes qui naissent de la série hypergéométrique. '

XTI1I.

Nous pouvons maintenant démontrer la convergence et déterminer

I
€Xr —
la formule principale de notre Mémoire Sur le théoréme de Sturm.

la somme de la série qui sert de développement 3

» en employant
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Supposons que l'on désigne par ¢, (x), ¢,(x) deux solutions dis-
tinctes ou confondues de la méme équation aux différences

Up Xy + (Vu -+ Wy, x) X, 4+, Xn-—l = 0,

ou u,, vz, Wy, t, sont des fouctions de n. On peut toujours, en multi-
pliant par une fonction de 7, donner & cette équation {a forme

ty Xpor + X,y + (0, +w,2)X, = 0.

On aura, en exprimant que les deux solutions satisfont & cette équa-
tion,

Uy Opry (.Z‘) -+ Upy Pu—y (x) -+ ("n -+ Wy, 'T) Pn (x) =0,

u, q"n-H (7) = Uy, %-. (f) -+ ("n -+ an) ‘Pn (]") = 0.

Multiplions la premiére de ces équations par ¢, (y), la seconde par
— o, () et ajoutons-les; nous obtiendrouns la formule

g u ?:;,+|('r) ) (7)— b (.7) ?"(Jt)
7 z— y

(49)

= — W, 9, (x) S’Jn (}’}-

( — Uy, 0u(2) Yt (1) — #ast (@) (7)
z—J

Le terme — w, 9, (x) ¢,,_, (7) se présente comme la différence de deux
expressions qui ne différent 'une de 'autre que par le changement
de n enn -- 1, et par suite la somme

n=k
Z Wy o () Yn (7)
n=h
se ramenera toujours 4 la différence de deux termes semblables.
Appliquons cette remarque générale i notre équation aux diffe-
rences et aux deux fonctions X,,(x)Q,(y). On trouvera
Xn Qn — n (” -z — 7) Xn .Q."—_.' - Xn—_{ Qn

. T (2rdaj{2at+a—1;
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[’équation aux différences admet comme solution Q, & partir de
n = 1. Faisons la somme des équations qu'on obtient en donnant
dans la formule précédente i n les valeurs r.2...n; nous aurons

_}SI_Q_{ ves XnQn_ '1+¢—‘Y_X|Q0—X6Ql
T T T T e (e 2) (=1

. (lz—l-l\)(n—l—!—r')'—ﬁ-l) )_;_n:x-|Qn""XnQn+l.
(2r4+a+1)(224+a+2)  Jun (2 —27)

. X "
Ajoutons aux deux membres —}—Q—" et remplagons Q, par sa valeur tirée
o

de la formule (36), nous aurons

By B

» i JO Jn
(ao> ' -— 1 _— (’z —+ l) (” “+a — .-, + l) X;t+l QB— Xn Qn+l.
—.'z:_—_y' (9‘”+“+1)(2”’+“+2) {z—) I

Cette formule peut étre considérée comme la généralisation de la
) 1 -
suivant

propriéié bien connue que posséde le développement de — =

les puissances de x. Dans I'un et 'autre cas on peut ramener a la réu-
nion de deux termes la somme d’un nombre quelconque de termes
consécutifs de la série. La marche que nous avons suivie montre que
cette propriété subsistera pour tous les polyndmes formant une suite
de Sturm. Nous reviendrons sur ce point dans le dernier article.

;. : r
Pour prouver que la série est convergentie et a pour somme -——»
: 2=

il suffira d’établir que le terme

(rn+ )(rt+a—qg+ 1) Kt Qn — Xa Quys
(2n+a¢+1){2u-:-a+2) (2 — ) Jnw

tend vers zéro lorsque n grandit indéfiniment. Or, si nous remplacons
les polynomes par leurs expressions approchées (46), (47), nous obte-
nons pour le reste la formule

R (o
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1l tendra donc vers zéro toutes les fois que le module de £ sera infé-
rieur & celui de v, et il croitra indéfiniment dans le cas contraire. Ainsi
nous obtenons la proposition suivante :

La série

?.(_ig_!_;_X'Q' .o

seulement si le point x est

sera convergente et aura pour somme —
a Uintérieur de Uellipse passant par le~pomt 7 etayant [iour' foyers les
deus points o, 1.

Si les deux points &, y étaient sur la méme ellipse, la somme de -
la série serait indéterminée.

En étudiant de méme la série

2 Qn(x);[?n(r) ,

on verra qu’elle est tOllell’I‘S convergente eta pour somme

. " Qu (=) “Qof({)‘
z—y

XIV.

Considérons maintenant une fonction quelconque continue et uni-
forme dans Panneau compris entre deux des ellipses homofacales si
souvent considérées, et soit A le point représentant la variable .

D’aprés la formule de Gauthy, on aura

) d: : d:
azmif(t) = A z__tz - CIIZ—LQ—;,

les deux intégrales étant prises sur les contours C, C' des deux ellipses
supposées, parcourus dans le sens direct. Cette formule nous permet
de développer f(t). En effet, appelons T, ce que devient le poly-
ndéme X, quand on y remplace & par £ Nous aurons sur le contour C
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— E Tn Qn(z
et par conséquént

c z—t = 2 uff (2)Qn(z)dz.

Sur le contour C! on aura, au contraire,

LI ZZ_'_‘Q':L’_)
z—& Ia ?

la surie étant également convergente; et, par suite,

3 {(s)de }JQ" ff(z )Z, dz.

En réunissant ces deux résultats, nous obtenons la formule

la série convergente

51 flt)=— = "ff(z)Q,, a)ds— Y & [ f(3)2ds,

c’est-a-dire le développement de f(#) en une série de fonctions de
premiére et de seconde espéce. L’emploi del'équation (50) nous don-
nerait au besoin une limite de ’erreur commise quand on s’arréte a
un terme de rang quelconque.
Si lafonction est continue a'intérieur de Iellipse (C) tout entiére, les
intégrales multiplicateurs des fonctions Q, sont évidemment nulles, et
-il ne reste que les fonctions de premiére espéce. Au coutraire, si la
fonction est continue & P'extérieur de I'ellipse (C') jusqu’d I'infini,
sans point singulier 4 I'infini, la série ne contient plus que des fonc-



APPROXIMATION DES FONCTIONS DE GRANDS NOMBRES, ETC. 407

tious de seconde espéce. Nous obtenons, comme cas particulier, la
proposition suivante :

La condition nécessaire et suffisante pour quiune fonction soit déve-
loppable en une série de fonctions X, c'ess qu'elle soit continué, uni-
Jorme et finie' @ Uintérieur d’une ellipse.

XV.

Nous terminerons notre travail en donnant diverses expressions de
la fonction Q,.
L’équation a laquelle satisfait X, peut s’écrire

dix,[xY(x — x)¢—7+i g{.‘] P n(n -+ “))rx'r—l(l _ x)a__y.

Nous en connaissons deux solutions, X, et la fonction que nous avons
appelée U,. On aura donc entre ces deux intégrales la relation

xY(1 — )T+ (Un‘z" — X,,%) = C.

En intégrant et se rappelant que U, et Q, sont nuls pour x ==,
on a .
0 dz
U, = CX, j; ST
et par conséquent

Qu = Xyt (1 — eyt [T

Pour obtenir le coefficient C, il suffit de développer suivant les puis-
sances décroissantes de x et de comparer le premier terme de ce dé-
veloppement 4 celui de la formule (41). On trouve ainsi
C=(an + a)l,
dr

(52) Q.(x)=(2n + )Y X, 204 (1 —~ x)“"“fj; UL e
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1l m'a paru intéressant de vérifier que celie intégrale se raméne & une
fonction linéaire de Q. ‘

A cet effet, décomposons en fractions simples < Sinous ap- '
F :

1
r1— )
pelons z une racine quelconque du polyndme X,, nous aurons

1 1 h B, A
(53) .z(x'—.z)X. =;+|—x+2x—-u+2(x—u)='

2
n

En calculant A,, B,, et tenant compte de l’équation différentielle pour
éliminer de Vexpression de B, 1a dérivée seconde de X, on trounve

A“—: . S Bu;Au(ifl+u)-

u(x——u)U"’ uw—1 u

On aura ainsi

1 — d Z Ay :
2T (1— &)Xy T du ek (g — z) 2t (1 — z )1

+ et __—I;-T_—_-r-r-i[l + 2(_‘7_:1:_)}_3]
+ e [ﬁ— S At I L
| +2£1:_u_r)_“_]

- . . . . t
Le dernier terme disparait, car son coefficient est celui de — dans le

(54)

développement du second membre de équation (53), suivant les
puissances de "? coefficient qui doit étre nul, car le terme en i
n’existe pas dans le développement du premier membre de la méme
équation. En substituant Pexpression de iIT tirée de la formule (54)

n

dans Uintégrale (52), et posant, pour abréger,

H,=1-+ Zgl:—l)—Au‘,

u
nous aurons :
_ AuXa
Q,,(x) ==\ 2n -+ 6-1}!,,2';‘_—:—1;
o]
+ (27 + &)L H X2 (1 — 2" 7 &

S S,
e & (1— x JomtE
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On a d'aillears, en vertu de la méme équation {52),

‘ -y [ dr
QG = M’JO'TY (I - x) j _7;1(1 ,___D)a--'{-H'
X
En comparant cette équalion i la précédente, on trouve qu’en po-
sant

,,(.r)_xzn—i-x I 2

&£— U
on a

Q,,(x) = R,,(.Z‘) + “ XnQa-

C'est bien la forme générale que nous avons trouvée, et 'on voit que

la constante .
(2r -+ 2)T,H,
alt,

doit étre égale i I'unité. Toutefois, les intégrales précédentes n’ont
un sens que si 'ona « > o, La démonstration suppose donc remplie
cette condition.

Les fonctions de seconde espéce peuvent recevoir d’autres expres—
sions trés-élégantes.

Par exemple, si 'on différentie 7 fois ’équation différentielle 4 la-
quelle satisfont X, et U,

x(x——x) +[/——(0—|—r,x1 +n(n+a)]__o,

on trouve
ll 2 (l"’*‘llly'
x(1 — x) T Y [n+q ~(a+an+1 )] =5 =0,
équation qui admet deux solutions :
dr+t dry c
et U TEEA T T (1 —.z:)“"'“‘T"‘"

La premiére dérive de X,., laseconde de U,. On a donc

dr+t U C

d.L'H" .T""‘T ( 1 ——a )u+n—7+l ?

(55)

Journ. de Math. (3¢ série), tome IV, — Decexsre 18-8. 52
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et, par suite,
H

- L\ n+1 dr [} dzt
(56) Ull =C (»/.1.“ ) .‘L‘"’*‘T(l _z)w-l-n—'(-l—l = Cj; .:C'H"{([ ___x)u—l-u—'(-l-."

On en déduit

der+!

) 20
Qn = Cax¥~! (I - x)w—Y[r xll+7(l -—-73)‘4""‘"(“-

La constante G se détermine par la considération du premier terme
du développément, et I'on trouve

(57) ‘ Qn =_ I‘(“/)T(” +I'l():-£o-‘ :; — + ) ! ([ - x)d-ﬂﬁ Tt ('It—ic;;:‘+n-—'.'+l 4

o 2 17 . ) LU I . . .
ce qu'on peut aussi écrire, d’aprés un théoréme connu relatif aux in-
tégrations répétées,

— - 0 —— n -

(58) Qu ="Mt g (s — oy [ =
équation toute pareille 4 celle de Jacobi et se prétant 4 la méthode
de Laplace pour I'approximation de Q,. :

Nous donnerons enfin une expression de Q,, qui n'est que cu-
rieuse.

L’équation (32), & laquelle satisfait Q,, est la dérivée nit™ de la sui-
vante :

‘

. ATaV _ 4 4. e e v -
:1._:; __d‘;xl Y "(l ——-.Z’)Y o u] = Ca—Y "(1—.:1:)7 Gl |
1l résulte de cette remarque la nouvelle expression de Q,

d it dz
— —_— -4 — 42—
Qn —_— C dr" mY (l x) Yj; T (I R ‘z)a-—l-n—’(-l—l

comme dérivée nitme, Le calcul de la constante G nous donne le ré-
sultat ‘ '

, . I‘("/)I‘(z+n—7+l) dr Yt apn—y w© dz
(59) Qn — I‘(‘zn i a) azt X (I - x) ; 21— Z ik *
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Eufin nous ajouterons cette remarque, que la formule de Jacobi peut
aussi s'écrire

(60\) Qn . r{y) dr f’ =) — p )y d}"
o

T r(y-+nr) dzt y—z

On voit que nous avons huit expressions différentes des fonctions Q,

XVIL

1l nous semble que la méthode employée dans cette partie de notre
travail va au delyd du probléme que nous avons traité, et qu’elle
pourra s'étendre & I'étude d’une classe étendue de développements, de
tous ceux qui sont ordonnés suivant des fonctions formant une suite
de Sturm. Supposons, en effet, pour fixer les idées, que ces fonctions
soient des polyndmes de degrés o, 1,..., Xo, Xy, -.- s jouissant de
la propriété suivante :

11 existe une fonction f(x) telle que I'on ait

(61) j:f(x)Xand.r =0

toutes les fois que m est différent de n.

On peut d’abord démontrer, et cette propriété est du reste connue,
que ces polynémes forment une suite de Sturm.

Remarquons d’abord qu’il résulte de la formule précédente que
'ona

b '
(62) f (x)PX,dx = o,

P étant un polyndme quelconque de degré inférieur & z.

Ce point étant admis, supposons, pour préciser, qu'on ait multi-
plié¢ chaque polyndme par un nombre tel que le coefficient de la plus
haute puissance de a soit l'unité. Le premier X, sera égal a 1. De

plus, le produit X, pourra évidlemment s'exprimer de la maniére
52..
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saivante :

xXn =Xn+g ~+ CQXn -+ C| X"_g -+. .+ C,,Xo.

Je dis que, dans cetle formule, toutes les constantes sont nulles 2
partir de C,. Multiplions, en effet, les deux membres par

fl) Koy,
etintégrons entre les limites a et b, nous aurons, en tenant compte de

I’équation (éx),

6 . ' 6 .
L f(a) Xy Xpda =G, f X2, flx) d.

Nous désignerons‘par J, lintégrale
b
= Xpfix)de.

que nous supposerons toujours différente de zéro. L’'équation préce-
dente deviendra '

(63) f f(l‘) x XII—[)XII dx = Cp Jn—-p'

Or, si p est égal ou supérieur & 2, £X,_, sera au plus du degré z — 1,
et, en vertu de la formule (62), le premier membre sera nul. On aura
donc '

C,, = 0.
Ainsi équation (62) est de la forme
(64) XXy =Xpsy + CoXp + G Xy

qui montre bien que les polyndmes forment une suite de Sturm. On
aurait de méme

(65) XXy =X, + DX, + D)X, 5.
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Cela posé, dans la formule (63), faisons p =1 ; on aura
5
Clpy = f f(@)a X ypq Xpdoe.
<3

Substituons dans le second membre la valeur de xX,_, déduite de
I’équation (65); on aura

Cilp.= [f(x)X2dx =1,,

el par conséquent
T

(66) C, = J’a_’_’:'

L’équation (64) prend donc la forme

I
(67) xxn = Xm—( -+ 0!,an -~ j—“‘; Xu—! .
Désignons maintenant par Y, le résultat de ]a substitution de y a «
dans les fonctions X, et changeons x en y dans Péquation précédente.
Elle deviendra

Ja
]’Yn = Yll+l + Uy Yn -+ - Yn—l-

n—t

Multiplions cette équation par X,, la précédente par — Y, et ajou-
tons les résultats obtenus ; nous aurons

Xn Y.n . Xn+l Yn - Xn Yn—H . Xn Yn—-l - Xn—l Yu
I. T{z—y) i (@ — 7).

Si daus cette formule nous remplagons successivement 7 par o, 1,
~2,.., et que nous fassions la somme des résultats obfenus, nous

trouverons
(68) ‘ §l{¥_¢ + X!Y( -XIYH — Xn-HYn —XnYn-H .

A g

Supposons maintenant qu’on veuille développer une fonction ¢(x) en
une série de polyndmes X,

(X, =A Xy +A, X, + ... +AX,+....
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En multipliant les deux membres par f(x) X, dx et intégrant, on aurd

b
AnJ,zzL/a‘ o(x) flx) X, dx.

D’ot il suit que I'on aura pour ¢(x) la série

olx) =35 [ olr) ) Vady,

dont il s’agit de démontrer la convergence et de déterminer la somme.
Or, en désignant par 5, la somme des n + 1 premiers termes, on aura

S,,:f,)')j {XY"-b...—f-}ii)dy

n

ou, d’aprés ia formule (68),

Xn lYn—Xn 4t
~f )=

Toute la difficulté sera ramenée a la recherche de la limite de cette
intégrale.

L V4 . . - T -
Considérons, en particulier, la fonction — et soit

LI SIS <1
3. 3a

On aura

Nous appellerons les polynémes X, fonctions de premiére espéce et les
fonctions Q, fonctions de seconde espéce.

Tl est aisé de reccnnaitre que les fonctions de seconde espéce satis-
font 4 la méme équation aux différences que les polynémes X,. On a,
en effet,

,YQu QnH J',z Qn _Ql":l. —f f( (lz: (— _ }_(,,—_H —aan - ?‘l)

Jp Ju Ja 3. ¥ et

ou, en tenant compte de I'équation aux différences (67) pour les poly-
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noémes X,
- 1b
8 Gy, S [t [

le second membre est nul tant que z est diftérent de zéro, et pour
rn = o il se réduit & — 1. On a donc

]':_Q:—Qn+ anQn Q_n—‘l'zos n>o,

(7') Ju nal n—l
| B-f-et=—t

Ces formules permettent de calculer de proche en proche toutes les
fonctions de seconde espéce an moyen de la premiére.
En éliminant «, entre les équations (1), (67), on aura
xn Qﬂ — Xn-i-l Qn - Xu Qu+( Xn Qu_—( - Xn—-l Qu

L = T Liz—7) Toei (2 —7)
et par suite
Xl QI “+ X!QQ 4 XnQn —_ Xn-H Qn_‘XnQn+l — Xl Q° ""XO Q'
3y 3 . Lilz —7) Jafe— 1y

En substituant a X,, Q, leurs valeurs, on aura la formule définitive

) | X, Qa X, Qn XaQn o T Xa er+1“'Xn+| Qn
(?2/ Js + Iy e Jn _3'—.7'-—. Jajz —x)

et il ne restera plus qu’a chercher sous quelles conditions le dernier
terme du second membre tend vers zéro pour avoir dans tous les cas

L i . , T
les conditions de convergence de la série qui développe
-] r—Yy

Une fois cette recherche faite, le théoréme de Cauchy permettra de
développer toute fonction F(z) en une série formée de fonctions de
premiére et de seconde espéce.

C'est la méthode que nous avons suivie dans ce travail. Les rapports
de la théorie précédente et de celle des fractions continues sout & peu
prés évidents. ' '

D'abord, sil’on développe Q, suivant les puissances de 5, ledévelop-
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I - -
pement commencera au terme en ey En effet, on a

} Xnde
— Q= [ 2] Xads

2 _-rll-—l xr
= x) X, x I, —1; X _— _____‘]
~/a‘:]r( ;R ¥ + ) _1—)3 e -+ g J,-n (-r‘_x) 7

ou, en se rappelant les propriétés des intégrales, [ f(x)2? X, d,

¢ ()X
\73) Qn—ﬁﬁ _::J—,

formule qui met en évidence la propriété annoncée.
D’aatre part, on peut écrire

6f(.2:):/.2:

Q.= fj(x) "rlx+Y [1__I~

a

Le premier terme du second membre est un polynéme R,(y). Le
second est le produit de Y, par Q. On aura donc

Qn = Bn -+ Y)z Qo,

ou

Le développement de = Q" smvant les pmssances decronssames de

- Done — %— est la zi*me péduite du déve-

n

I
2r1

commencera au terme
loppement de

rYde
Qo = Al

a * X
en fraction continue. .
Cette remarque établitle lien entre notre théorie et celle qu: M. Heine
a constituée pour l'intégrale précédente.

B o —



