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SUR LA THEORIE DES EAUX COURANTES. 335

Complément & une Etude intitulée « Essai sur la théorie des
eaux courantes » (publide dans les tomes XXIII, XXIV
du « Recueil des Savants étrangers»), et & un Mémoire « Sur

- Uinfluence des frottements dans les mouvements réguliers des
Sluides » (inséré au tome XIII du « Journal de Mathéma-
tiques pures et uppliquées », 2° série, 1868) ;

Par M. J. BOUSSINESQ.

§ 1. — Du régime graduellement varié dans un ecoulement ‘bien
régulier ou non tourbillonnant

1. Au § XL d’un Essai sur la théorie des eaux courantes, publié
au t. XXIII du Recueil des Savants étrangers de 1'Académie des
Sciences de Paris, j’ai étudié ’écoulement d'un liquide par filels pen
courbes et peu inclinés les uns sur les autres, dans les circonstances
ordinaires ol le mouvement est tourbillonnant, tumultueunx, et ou,
par suite, le coefficient ¢, dit de frottement intérieur, affectant dans
les formules des pressions les dérivées partielles des vitesses moyennes
locales, varie en chaque point avec I'agitation quiy régne. Le plus
intéressant de ces modes d’écoulement est celui que j’appelle graduel-
lement varié, et dans lequel Ia vitesse moyenne, ainsi que la section.
normale fluide, ont leurs dérivées secondes, troisiémes, etc., tant par
rapport A la coordonnée longitudinale que par rapport au tempb,
heaucoup moins influentes que leurs dérivées premiéres; en sorte qu’on
puisse les négliger devant celles-ci, dont on suppose d’ailleurs i insen-
sibles les carrés et les produits. Les éguations qui le régissent ont upe
grande importance pratique, parce qu'elles sont simples, et parce
qu’elles s’appliquent 4 I'écoulement, par les tuyaux et par les canaux
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découverts, dans la plupart des cas ol 'équation du régime uniforme
est en défaut, quoique les vitesses continuent presque 4 y étre distri-

“ buées aux divers points d’une méme section comme elles le seraientdans

un écoulement uniforme. Mais lorsque, au contraire, les imouvements
sont bien continus, comme il arrive dans des tubes polis et assez
étroits, en sorte que les vilesses vraies et les dérivées de ces vitesses se
confondent & fort peu prés avec leurs moyennes locales respectives, et
quand d’ailleurs le fluide mouille son lit ou est immobilisé contre les
parois qui le délimitent, un régime graduellement varié différe tou-
jours fort peu d’un régime uniforme, sous le rapport de la relation
existant entre la vitesse moyenne, la pente motrice et le rayon moyen.
Cest ce que je démontrerai au n® 5 ci-apres. Dans ce cis, la théorie
du mouvement graduellement varié est donc plus curieuse pour le
géométre qu'utile & 'mgénieur, et c'est pourquoi je me suis abstenu
de I'exposer dans I’ Essai sur la théorie des eaux courantes, aibsi que
dans les Additions insérées au tome suivant, XXIV, du Recueil des
Savants étrangers. Mais on me permettra d’en donner ici un apercu,
comme complément 4 un précédent Mémoire Sur Uinfluence des frot:
tements dans les mouvements réguliers des fluides, ol se trouveut
traitées un certain nombre de questions concernant les monvements
bien continus. '

2. Je prendrai un systéme d’axes rectangles des x, y, z iels, que
celui des x fasse de trés-petits angles avec les vitesses, dont «, ¢, w
désigneront les composantes : ainsi ¢, w et méme la dérivée

du de dw
de — Zy'_*-tlz

seront partout trés-petites. Dans les équations du mouvement, les
termes affectés du petit coéfficient constant de frottement & seront
insensibles quand ils auront en outre, comme second facteur, soit une
dérivée de v, w, soit méme une dérivée de # prise une ou plusienrs
fois par rapport & x. Les composantes transversales ¢, w de la vitesse
étant d’ailleurs comparables 4 la dérivée en x de la composante longi-
tnchnale z, ou, plus exaclement, au produit de cette dérivée par les
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dimensions transversales de la masse fluide, les dérivées premiéres
de v, w en x et £ se trouveront de I'ordre de pelitesse des dérivées

~secondes de z par rapporti x et 3 ¢, denvees qu’on négligera, ainsi

du

que les carrés et prodults de v, W, ~ , =, Par sulte, les accélérations

d
latérales v = + U s + w = ... seront insensibles,
et les deux dvrmeres equatmns mdeﬁmes du mouvement ne différe-
ront pas de celles qu'on aurait pour un fluide en équilibre, ou signi-
fieront que la pression p varie hydrostatiquement, a I'époque ¢, d’un
point & I'autre d’une méme section flnide ¢, normale & I'axe des .
Concevons qu’on trace, pour 'époque considérée ¢, une ligne déter~
minée, peu inclinée sur 'axe des x, mais d’ailleurs quelconque; et
soient p, la pression actuelle au point de cette ligne qu1 a Pabscisse ,
I l'inclinaison, sous I'horizon, d’un élément ds dela méme ligne, élé-
ment cowmpris entre les abscisses ¢, x + dx; enfin p la densité du
fluide ou pg son poids par unité de volume. La variation de la pression
po le long de Pélément ds serait °8 sin I ds, si cette pression variait
hydrostatiquement d’une section & I'autre, tandis qu ’elle vaudra, en

dp,
réalité, ‘i—cls Vexcés --f— — pgsinl) ds représénte donc la variation

éprouvée, d’une section a I'autre, par la partie non hydrostatique
de la pression, et-son quotient par dix, c’est-a-dire, sauf erreur né-
dp,

gligeable du second ordre de petitesse, "Pexpression — — pgsinl, ou

4
P * — pgsinl, sera, d’aprés des formules connues dues & Navier, celle

d*u diu ,
€ _d7*+_¢7z7 - pu,

>-——p( +u -+ +w——)

qu ‘il faudra égaler-a

ou'a
du -+ d*u
¢ dyr . dz?

pour avoir la premieére equatmn indéfinie du mouvement. Celle-m,
divisée par pg, peut donc s'écrire

s (du du 1 dp, 74
2 (@) -2 T) =
Journ. de Math. (3¢ série), tome 1V. — Ocroere 1878. 43
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Elle devra étre vérifiée en tous les points de la section normale o,
ayant Iabscisse quelconque «. En outre, sim, s désignent les cosinus
des angles que fait avec les y et les z la normale & cette section, menée
vers le dehors, on aura, sur le contour de ¢, les conditions spéciales :
(2) = o (aux parois), mi +u¥e0 (4 la surface libre).

S dr  dz R

Ces conditions expriment, la premiére, I'immobilité du fluide contre
les parois; la seconde, I’absence de tout frottement sensible exercé
sur le fluide, 4 la surface libre, par Patmosphére contigué.

'3. Ces équations se traiteront par la méthode suivie au § XL de
VEssai sur la théorie des eaux courantes (p. 491), pour le cas de
mouvements tourbillonnants. ‘Multiplions d’abord la premiére, (r),
- par dyds ou ds, et intégrons les résultats dans toute I’étendue de la
section fluide ¢. Si x désigne le contour de o, dy’ un élément quel-
conque de ce contour, f une intégrale prise sur toute la Iongueur

du wméme conlour, et aussi, pour abréger, ‘ .

d

it
ANt

‘la dérivée d’une fonction le long d’un élément infiniment petit de
la normale & dy/, un procédé bien connu d’intégration donnera

d'n d’ du du , _ [de,,
[ e ) o= [ o) = [

Mais la deuxiéme condition spéciale (2) montre que les éléments de
cette derniére intégrale, qui sont relatifs 4 la surface libre, s'annulent,
en sorte qu'il suffit d’étendre V'intégrale & tous les éléments dy du
c‘ontour moullle x Le resultat total obtenu, divisé par o, sera donc

‘ . du 1 dp, ,dc
(3) . s dx—i— (S“JI_F_;}T;) —E[y -

C'est de cette _relathn (3) que nous tirerons ’équation du monve-
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ment graduellement varié. Retranchons-la de (1), afin d’éliminer de
celle-ci la pente motrice sinl — L e, puis divisops le résultat par la

pg ds .

vitesse moyenne U, dont I'expression est

(4) U= [uF:

il viendra .
u u x : '
- c = A . d—
(3) £ _.E..{___U._J_‘,'. ._[_Jﬂ>-—-_l__ u — u"_lf .
ng \ dr? ds o, o dN x/  gU Je €@

Les conditions (2}, spéciales au contour-limite, s’écriront d’ailleurs

a=

U \ :
K =0 (2 la surface libre).

(6) % = o (aux parois),

- Dans le cas particulier d'un régime uniforme, le rapport i est une

certaine fonction ¢ de %, £%, la méme aux points homologues de
o G

toutes les sections semblables, et qui se détermine au moyen des équa-
tions (5), (6), (4), devenues, pour ce cas ot &’ = o,

e (dg , ey [dp dx\ _
(7) ;;;,(d,ﬁ'dzz e ), a7 ) T
do

(7 bis) ¢ = o(aux pafois), % == 0 (& la surface libre), £?? =I.
Retranchons ces équations (7), (7 bis) des équations correspon-

dantes (5), (6), (4), et écrivons, pour abréger,

: [
(8) L BEFTe
R )
_ nous aurons )
i (o  dw y (do dy A , /' 1do
(9) pg (dﬂ T cfde x) L (" ”"7)’

(9 bis) & = o (aux parois), :ll—: = o (& la surface libre), l/; z.-r'—i—’ =o,

43..
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Lafonctionz = ﬁ — 9, quis’annulerait pour &' = o, seradel'ordre
de petitesse du second membre de (g), c’est-a-dire de l'ordre de '

. de de oy
ou de celui des petites dérivées = 7o 9 sera doncune premiére valeur

'épprochée du rapport = =

4. On obtient une expression: remarquable du premier terme de (3 )s

ou du frottement extérieur total — f d\ldx’ en ajoutant la pre-

miére (7), multipliée par — =dc, ala pret;t‘nere (9), multiphée par ods,
et intégrant dans toute I’étendue de 6. Si 'on observe que

P 42, d( do d?) dic {l’qa d< ds 'd(p)
—_— 3 ’
%

TR T %y T a\YE %%
les deux premiers termes du resultat, devenus simplement
s F .d!:;'
L e —eE)
s’anpuleront & cause des deux premiéres conditions spéciales (7 bis),

(9 bzs), et les derniéres de ces conditions spéciales permettrout a leur _
tour de réduire I’équation obtenue & ‘

de X""‘ u(‘?"l)""

Celle-ci, en remplacant B par— —g et multnphaut par — EQ peut s’¢
crire
da [-s o (‘de dy’ ( )
- — | U -+- - I
pgo Ay = pe xJ, AN % (?
N o s @ dq) dx
I’expression g7 AN 7 est un certam coefﬁcleut, constant pour

toutes les sections d’une méme forme : nous Ie désignerons par B Le
résultat trouvé sera donc

' € di i de
o =@ o
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d . .
Enfin cette valeur de — ﬂ%r f zﬁ"dx, portée dans ’équation (3), dou-
X E
aera la formule du mouvement graduellement varié

(11) sin] — L % ﬁU(g):—i— é_[’z'??',

PEg ds

1l he reste plus qu’s évaluer le dernier terme de (10) et celuide (11).
A cet effet, observons qu’on -ne les altérera que de quantités négli-
geables si 'on y remplace, au besoin, ¢ par %, et substituons, d’ail-
lears, & ' I'expression

. s di ds ot

Ti+ (Uig) +U< U+u e U+de>
u d

d.&

la méme maniére que dans le cas de mouvements tourbillon.

nants (n°® 193, p. 496 & 4gg de I'Essai sur la théorie des eaux cou-
rantes); en appelant 1+ et « les coefﬁclems

_ identique 3 a + U pr w Les intégrations f se feront de

(r1 bis) | 1+n—fep — &= q)'—if,

constants pour une méme forme de section, il viendra

: ',d>¢r_d__U_‘ du U do

(I.‘Z) [u;—dt+(l+n)Uzz——n;z,
, de au du e—1—1Ude,
(1'3) j,‘u?_;_(l"-n)'dt—l_aUE”_E_—aE’

d’ot 1l.résulte
. s ds U : dU  1+4+31—aU
(r3 bis) __/;“'(?'- e =ng+(e—1—n)Up o ———~
’ H
On substituera respectivement les seconds membres des rela-

tions (13 bis) ei (13), divisés par g, au dernier terme de (10) et a celui
de (11).
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5. I faut, pour la graduelle variation du mouvement, que le
rapport--ne différe pas notablement de g :'par suite, les dérivées

d u
, de = gen r.zet la dérivée — N T Pe doivent différer de ce qu’elles. sont

quand le régime est uniforme que jpar d’assez petites fractions de
_ leurs valeurs. Ainsi le mouvement n’est graduellement varié, on n’est
régi par les lms approchées précédentes, qu ‘autant que le dernier

do
terme de (Io) 'z u(p—1) —» est une petite fraction du precedent,
o

ﬁU( ) Or, dans les mouvements bien continus, le rapport—- ou,

sensiblement, ¢ s’annule aux parois, en sorte qu'il varie dans de larges
limites de part et d’autre de sa valeur moyenne 1 : la différence <p —1

n’y est pas petite en comparaison de q;, et I mtegra]e f w(p— 1)-— s’y
trouve tout & fait comparable & f u'o— %, La graduelle variation du

~‘mouvement y exige donc que le dermer terme de l’equatlon (1 i) ne
_ soit qu’une petite fracuon du précédent, ou que I’ equatlon du régime
uniforme

(14) - sinl— -;E & __p(&)’[j |

‘ds [

se trouve sen51blementvénﬁée.Amm, dans les mouvements bien con-
tinus, tout régime graduellement varié est un régime quasi-un fbrme,
comme je l'ai dit au commencement de ce Mémoire complementalre, ‘
et I'on peut, dans la pratique, lui apphquer approximativement la
formule méme du régime uniforme. Il en serait autrement si la fonc-
tion ¢ ne s’écartait que d’une maniére modérée de sa valeur moyenne 1,
_ainsi qu’il arrive dans les tuyaux d’un certain calibre et dans les
canaux découverts. o :

Dans ces derniers cas, 4 est assez petit pour qu’on pmsse négliger
devant ce coefficient ses puissances d’un degré supérieur 4 1, de ma-
niére 4 rendre linéaires par rapport & v, et d’une intelligence facile, un
grand nombre de formules; telles sont, par exemple, celles des n* 130,
139, 182 de V'Essai sur la théorie des equx courantes (p. 285, 353,
et 439), qui concernent la vitesse de propagation des ondes et des
remous le long d’un courant [*].

[*] Yobserverai,  cette occasion, que les formules (223), (225), (226) du méme
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6. Quand les sections sont, ou rectangulaires trés-larges, d’un rayon

moyen 4, ou circulaires, d’un rayon moyen > la fonction ¢ regoit
respectivement les deux valears

(14 bis) go:soxté(l —/_li:)’ soit.2 (l——{{;)a

h—zr demgnant la distance des divers pmnts de la section au fond

ou au centre. Les intégrales 1+ ——fgo - -—-fgo i ont alors
pour expressions respecuves

dr.
1+n-soﬂf¢p e sontaf q)’r 2

d.
smtfcp—f, soxtnf 9’:3r s

et elles se calculent aisément. On trouve

I

1 = 19 (gecti ,
) =g @—I=g (section rectangle);

(15) :
1 s P .
( n=13» a—I=1 (section circulaire).

Mémoire (p. 231 et 232), relatives A I'influence que des ondulations du fond exercent
sur la surface, montrent que cette influence décroit 3 mesure que la profondeur H
grandit, Les pentes superficielles se rapprochent donc.de la pente moyenne du fond
dans une riviére en crue; par suite, la formule (63 guater) [p. 82] du débit d’un fleuve
doit étre applicable pendant les crues, méme dans des cas ol elle ne P'est pas en temps.
d’étiage ; et les considérations du n° 222 (p. 606) en sont aussi confirmées, 11 y anrait
un grand nombre de réflexions analogues que suggérerait Pétude des théaries exposées
dans cet Quvrage sur les eaux courantes. Par exemple, la méthode qui, au bas de la

du
page 306, donne la valeur moyenne de — permetlmt d’apprécier I'approximation
que comporte, au § XIX (p. 189), l’emplm de la formule (147 bis), en donnant un
. . % .
moyen d’évaluer, sur une section, la valeur moyenne de = Par exemple encore, on

pourrait étudier les remous de courbure insensible auxquels les formules du n° 187
(p- 451) assignent des formes permanentes, qu’on reconnaitrait d’ailleurs étre insta-
bles, c’est-i-dire telles, que des formes vraies, un peun différentes de celles-12 A 'ori-
gine, s’en éloigneraient"de plus en plus. De méme, d’aprés les résultats établis 2 la
page 344, leslois de Gerstner s’étendraient aux houles atmosphériques, etc.
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Ces valeurs de 4, « — I ne sont.pas petifes par rapport a 1, comme
il était aisé de le prévoir.-Le rapport 5—? vaut précisément 3 pour
une section circulaire, tandis qu'il est inférieur 4 3, égal & - 2,75 500
pour une section rectangnlaire large. Ce rapport vaudrait presque 3
¢il- ’agissait de tuyaux de conduite et de canaux découverts {cas out
il s'écarle peu de 2,925, comme on voit au 0° 45 bis, page 112, de
P Essai sur la théorie des eauxcourantes); en effet, d’aprés (11 bis),
#1 est comparable & (9 — 1)?, et & — 1 — 3y égale la valeur moyenne
de (9 —1)*, quantité (de Vordre de nyx) insensible devant 3 dés
que ¢ s'écarle peu de 1. ' o :

7. Les petites- composantes. transversales ¢, w de la vitesse, et la
fonction = =% — 0, se détermineraient, dans les cas ou le calcul.en
est abordable, de la méme maniére que pour des mouvements. non-
continus, c'est-a-dire par les formules- démontrées aun n° 194 bis
(p. 505) du méme Mémoire Sur la théorie des eaux courantes.

Au reste, les résultats précédents se déduiraient aussi de 'analyse du
n° 193 de ce Mémoire, en'supposant les deux coefficients A, B (carac-
téristiques, respectivement, du frotlément intérieur et du frottement
extérieur) proportionnels 4 un méme mondme de la forme (%)m‘w;‘",
et en prenant, i la fin des caleuls, me= — 1, n=— 1,:% =o0. Celle
généralisation ‘wintroduirait aucun autre changement Vq'u'e'ceiuiAqui
résulterait, vers le milieu de la page 495, de ce que, dans I'ezpres-
sion Il; f Bu(u— ¢U)dy, le facteur Bu serait proportionnel 4 *mou”

X
sensiblement 4 (9TU)"*"; et, en.conséquence, I'expression Bu (z — oT).
serait elle-méme proportionnelle & '
- - X3 2 I 2+
(9U)'*+* (u -~ 9U) = sensiblement sz_?itﬂ— .
11 s’ensuivrait que le dernier ierme de (450 bis) aurait en coefflcient,
non -plus 2, mais a2 +n. .

‘8. Lorsque les mouvements sont tourbillonnants, la formule (10)
est remplacée par une autre, portant an méme Mémoire le n°® 450 bis
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(p- 495), et qui revient & prendre, dansle cas d’un régime graduelle-
ment varié, , ' ‘

(16) —% fe-‘zlidx-_-;b’U’&_+-2-fu’(q> -.-x)ﬁ',

ot &' désigne un coefficient constant pour toutes les sections sem-
blables. Par suite, 'équation du mouvement, au liei1 de (1), est

(17) | smI--é%‘ U"‘ZC-+‘-x-fu’(2cp —-,l)d—

Tai montré, au n° 2 des Additions 3 Y Essai sur la théorie des eaux
courantes (Savants.étrangers, t. XXIV; p. 10), qu’il existe des'modes
d’écoulement intermédiaires, moins continus. que ceux qui se pro-
duisent dans les trés-petites sections et moins tourbillonnants que
' ceux qui se prodmsent dans les grandes, pour lesquels I'expression
du frottement extérieur (rapporté a 'unité de section et divisé par pg),
s'éloigne peu, quant au terme pripcipal seul subsistant dans un ré-

ime uniforme, ou de 'une des deux formes exirémes b’U2 Z,00(%)
8

ou de la forme moyenne KU’ ( ) . 1l est vraisemblable que le petlt

terme de cette expression qui dépend de la non-uniformité du régime
aura, dans les mémes cas, une expression peu différente respecti-

2 d
vement, ou de celles que nous venons de trouver, z [ w(p—1) :ﬂ,
L
d . . rqe e 3 d
z f #(p —1)=» ou de P'expression intermédiaire 21 f (e —1)=
- 28 G

EJe .
Une équation approchée du mouvement graduellement varié sera

donc, dans le cas moyen,

dps 3 d d
sin 'ga‘,; K(Ui—‘) +E./,: r'-1— (qo—-l) 4

(o s e

- r . d d . .
les intégrales f 174 —f, f w(p — 1)—‘7ir auraient toujours les valeurs (12),
LA [ 4

(13 bis).

Journ. de Matk. (3¢ série), tome IV, — Ocrosre 1878, 44

(18)
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de

.t
Quand le mouvement est permanent, ou que Tona T 0 =0,

le second membre de (13) se réduit & aU%U, et I’équation (r1) de-
vient ’ ‘

(18 bis) sigxI—é%:ﬁU(%)’.}.az'l;(g)..

Le terme de cette formule qui dépend de la non-uniformité,
u;’g C-J—;), est précisément celui que -contient I'équation de mouve-
ment permanent donnée par Coriolis, équation généralement inexacte,
pour deux raisons exposées au n® 46 (p. 112) de 1’ Essai sur la théorie
des eaux courantes. Les deux erreurs, de sens contraires, qui affectent’
Péquation de Coriolis, et gui ne se neutralisent qu’en partie dans le
cas usuel ot les mouvements sont tourbillonnants, se détruisent
donc exaclement quand les mouvements sont bien continus 1. -

§ IL. — JInfluence du frottement extérieur sur les cogfficients d’extinc-
tion des ondes, périodiques ou non périodiques, quand les mouvements
sont bien continus. ' : - '

9. JFai moniré, au n° 15 de V' Essai sur la théorie des eaux cou-
rantes (p. 54), et au n® 3 des ddditions 4 ce Mémoire (p. 12}, que des

[*] T’observerai, & ce propos, que la théorie du régime uniforme, spécifiée pour
des mouvements bien continus se faisant avec des vitesses nulles ou insensibles contre
les. parois, doit s’appliquer méme & 1’écoulemient du mercure dans un tube capillaire
en verre sous I'influence d’assez fortes préssions. En effet, le frottement d’une paroi
non mouiliée croit probablement avec la pression, comme je Vai dit vers le milien de
la page 2 de 'Essai sur la théorie des eaux courantes, et il doit faire ‘presque annuler
la vitesse de la couche qui le supporte, dés que la pression est un péu grande. Si
celle—ci recoit des valeurs sculement suffisantes pour reifdre la vitesse A la paroi peu
sensible, la formule (14), qui exprime les lois de Poiseuille, pourra représenter encore
assez bien chaque série d’expériences, pourvu qu'on y melte pour § une certaine va-
leur moyenne propre i la série. Ce sont sans doute des.écoulements de cette natvre
que M. Villari a étudiés, (Voir, dans les Comptes rendus de la séance du 3 janvier 1879
de 'Académie des-Sciences, t. LXXXIV, p. 33, la Note intéressante, malheureuse-
ment trés-succinete, de M. Villari, sur I'écoulement du mercure dans les tubes capil-
laires en verre. )
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intumescences d’une longueur totale assez pen grande et des ondes
pérxodlques d’une durée d’oscillation modérée, produites ou propa-
gees au sein d’une eau d’abord en repos, se comportent a fort peu
pres, durant des intervalles de temps restremts, comme si les frotte-
ments n’existaient pas. Ceux-ci, tout en usant 4 la longue le mouve-
went, n’en altérent pas sensiblement les lois. Toutefois, la démonstra-
tion ne concerne que les parties intérieures du fluide; elle fait
abstraction d’une couche mince contigué & la surface libre et aux
parois, ott les modes de variation, d’un point (x,¥,2) aux points voi-
sins, des composantes u, ¢, de la vitesse, sont entiérement changés
par Pintervention du frottement extérieur. Je me propose ici d’étudier
précisément les phénoménes que présente cette couche mince.

A la surface libre, le frottement est sensiblement nul. La nécessité
ou sont, par suite, les glissements matuels des couches paralléles 3
la surface, de s’anunuler sur la surface méme, fait varier rapidement

d(u,e, W,)
d(=x, y,z)
Pordre de grandeur de celles-ci, & partir des points intérieurs voisins,

ot la pression p ne différe d’ailleurs de la pression atmosphérique que
d’une yuantité insignifiante. L’épaisseur totale des couches dont il
s'agit étant fort petite, les variations absolues que les composantes
u, v, w y éprouvent et les pertes d’énergie qui y sont dues aux frotte-
menls intérieurs restent insensibles.

ces glissements, ainsi que les dérivées » mais sans changer

10. Mais il n’en est pas de méme aux parois, dans le cas ordinaire
ou celles-ci sont mouillées par-le fluide, et ou la hauteur des ondes
est assez faible pour que les mouvements restent partout bien continus.
Supposons 4 peu pres rectilignes et paralléles les trajectoires des molé-
cules voisines d’une.certaine portion de paroi, ce qui sera évidemment
admissible presque toujours, et prenons, sur la paroi fixe, une parali¢le
a ces trajectoires pour axe des x, une perpendiculaire, dans le plan
tangent 4 la surface, pour axe des y,.une normale, dirigée vers l'in-
térieur, pour axe des z. La composante longitudinale z de la vitesse,
nulle sur la parei méme, croitra rapldement en valeur absolue 4 mesure
que z grandira; et elle deviendra, a une petlte distance, sensiblement
égale & la vitesse u,, dite vitesse au_fond, qu’on aurait pour z = o s'il

T | ..
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n’existait pas de frottements. Observons : 1° que la condition de conti-
nuité, jointe & ¢= o, et & la relation spéciale w=o pour s =o, donne

z
w=— f %dz, en sorte que w est une quantité insensible pour les
o

petites valeurs de 2, ainsi que ses dérivées en x et y; 2° que les ex-

sions &[22 B8 L TU) o (L% 4 T2 Z%) e réduisent sen
pressions & p -+ -a]—-i s et ¢ g ap F J
. , du . dw I U P 1 Y :
siblement & e — eta e = =—¢=-3 3° que 'accélération latérale »/

est négligeable comme w, tandis que Paccélération longitudinale

r du du
U=—-+uU—-1+w
dx

du duw de du (du
dzs
dt

& TG, &=

n’a que son premier terme qui soit sensible quand z et sa dérivée
en x sont de petites quantités, comme il arrive, en général, dans les
problémes d’ondes. Les deux équations indéfinies du mouvement
qu'il y a lieu de considérer seront donc, en appelant X, Z les com-
posantes de la pesanteur suivant les deux é;:es des x et des z,

e d du
(19) EE—‘{; +pX=p —¢

du - d_p
dzdz dz.

+pZ =o.

u

Dans la premiére de ces équations, le terme ¢—— sera généralement

. dj : y e n da? )
fini comme le terme d—f:; done la dérivée seconde a?l: se trouvera de
: 1 ypseg. 1w .
ordre de grandeur de -, et la dérivée bien plus petite =2, compa-
¢ dzxdz

, du v I : . . )
rable 3 == ou & —, aura son produit par ¢ insensible. La seconde équa-
) -3

dz V‘

: L d
tion (19), ainsi réduite & 2 =

dz ~
partir de. l'intérieur du fluide, quand on pénétre dans la couche
contigné aux parois, comme dans le cas oti il n’y aurait pas de frotte-
ments (c’est-a-dire de quantités insignifiantes). Mais, dans ce cas,
¢ serait nul, et la premiére équation (1g), ou %, remplacerait u, de-
viendrait

pZ, montre que la pression p varie, &

dp ! Ay
- -+ px =9/.d75
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cette nouvelle relation, retranchée de la premiére (1g), donne donc
Péquation indéfinie du probléme
du d{u—u,)
¢ dz . e dt ?
ou bien-

d? d
(20) e —u)= % 5 (e — ug).

11. En y joignant les deux conditions spéciales

(20 bis) U—uy=— uo‘ (’a lat Paroi, pour z = o)‘,
u—u,=o (i lintérieur, pour z = ),

et observant que la vitesse ,, dite vitesse a la pargi, sera donnée en
fonction de ¢ par la théorie ordinaire des ondes, on aura toutes les
conditions nécessaires et suffisantes pour déterminer la perturbation
locale u — u,, dans les deux classes de phénomeénes auxquelles cette
théorie sapplique, c’est-3-dire lorsqu’il s’agit, ou de petites oscilla-
tions dans lesquelles la valeur de  — %, n’augmente pas indéfiniment
avec le temps, ou de mouvements ayant commencé depuis un temps
modéré, en sorte qu’on ait z — u, = o pour{ = — .

En effet, si Fon remplace u — u, par & — u, + u, dans ces équa-
tions, leurs transformées en u, seront
(20 ter) — o e g u,=o(pourz =oetpourz =, ).

: dz* e dt ’
Multiplions la premiére (2o Zer) par u, dz, el intégrons de z=10 &
z= %, en appliquant au premier terme le procédé de l'intégration
par parties, sans oublier les conditions %, = o aux deux limites. Il

viendra
(-] -]
du; p.d o g,

Celle-ci, multipliée par dt, puis intégrée, soit & partir d’une époque
ou le mouvement n’existait pas et ot 'on avait &, = o, soit entre deux
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époques distantes d’une période 2T, si le mouvement est exactement
périodique, ou séparées par un trés-grand intervalle aT §'il s’agit d’os-
cillations complexes, et divisée enfin, dans ces derniers cas, par I'in-
tervalle méme 2T, donne, ou bien ~

f dcf“"’"t d + - fo“’uzdz=

=+ g *d
f — u; dz=
e L 2'1‘ dz

ou bien

Ces équations ont leurs premiers membres composés d’é léments essen-
tiellement positifs; on ne peut donc y satisfaire qu’en posant =0,

et méme u, = 0, puisque #, s ’annule pour z = o et pour z = o . Cest
ce qu'il fallait démontrer.

42. Les pertes d’énergie produites par les frottements intérieurs de
la couche contigué aux parois vaudront sensiblement, par unité de
surface et dans I'unité de temps, d’aprés 'expression (m') du n°® 6 des
Additions i la théorie des eaux courantes (p. 28), '

© du?
(21) ,' e£ - 45

Or, si I’'on multiplie I’équation (20) par (z — u,) dz, pliis qu’on intégre

les résultats de 2= 04 z =, en appliquant I'intégration par parties
du du

au premier terme, désignant par ( ) la valeur de - pourz=o et te-

nant compte des conditions (20 bis), il vient

w($) - [ E =g e
Tirons de celle-ci la valeur de f w%—i dz pour la substituer dans (2r1):
o

nous aurons, comme expression du travail absorbé, dans l'unité de
temps, par les frottements de la couche contigué 4 I'unité d’aire de
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paroi,
. du d [
(21 bis) s(z).uo a) 3 (22 — u,)* dz.
Multiplions (21 bis) par dt, et i!}tégrons, soitdet=—o0 42=00,

quand il s’agit d’une intumescence limitée propagée le long d’un canal,
ou que u — u, sannule aux deux époques ¢ = == ®, soit, dans le cas
contraire d’'un mouvement oscillatoire, entre deux époques séparées
par l'intervalle 2T, égal 2 une période, ou trés-grand suivant qu'il ya -
ou qu’il n’y a pas périodicité. Le travail total absorbé égalera dans
tous ces cas, sauf erreur relative infiniment petite, celui qu'on aurait
eu en réduisant I'expression (21 bis) 4 son premier terme.

Aiusi, le frottement de la paroi ¢ (d >° par unité d’aire ne travaille
pas, puisque la vitesse & la paroi est nulle; mais il développe des frot-
tements intérieurs, qui détruisent un certain travail total , precisément
égal a celui qu’il aurait détruit lui-méme si la vitesse & la paroz avait
été celle, u,, qui s’observe aux points intérieurs, pew distants, ot; cette

vitesse cesse de varier rapidement.
Dans le cas d’une intumescence limitée propagée le long d’un canal,

expression de u, est de la forme F(z — § »  désignant la vitesse de
- .
5 . . . . p
propagation; par suite, les fonctions u, jo' . (u — u,)’dz dépendent

aussi de £ — g; et lems dérivées par rapport 4 ¢ égalent leurs dérivées

par rapport & & multipliées par — w. L’expression (21. bis) peut alors
s'écrire

: {du d [ -
(21 ter) (dz) uo+ o f(u — u,) dz.

Le travail total detruit sous Uinfluence du frottement -extérieur d’un
bout de Uintumescence & Uautre, par unité de largeur des parois et
dans unité de temps, sera le produit de cette expression par dx, in-
tégréde x = — 2 A x = . Le terme exactement intégrable s'annu-
lant aux deux limites, ce travail se réduit &

(22) | | fwe(%>ou¢,dx;
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il égale celui qu'aurait détruit directement le frottement extcrieur, si
la vitesse & la parol avait eu les valeurs u, quelle regoil un peu al in-
térieur.

Le méme travail, évalué dans I'hypothése simple que le fi'dltement
extérieur fiit le produit d’un coefficient constant ¢, par la vitesse u,,
vaudrait ¢, f N udr. En égalant cette expression 2 (22), on voit

—t0

qu’elle n’est exacte que si ¢, regoit la valear

*® du
g = ‘/;é ( >dx.

— ;
f ‘ulds -
— :

Cette valeur revient évidemment 4

(22 biS) g ==¢

Une valeur de g, calculée au moyen de la formule (22 bis), per-
mettra de méme, d’aprés ce qui précéde, de représenter par ¢, u, le
frottement 4 la paroi dans le cas d’ondes périodiques, sans qu'il en
résulte d’erreur sur le travail Zozal détruit par Vinfluence du frotte- -
ment qu’exerce I'unité d’aire d’une partie considérée de paroi. Alors
on’ pourra remplacer les deux limites -= oo des intégrations, limites
qui sont les mémes dans les deux intégrales dont (22 bis) contient le
rapport, par deux autres, distantes d’une période compléte 2T.

43. On satisfait 4 I’équation linéaire (20) et & la deuxiéme condi-
tion ( 20 bis), en prenant pour & — u, une somme d’intégrales simples.
de la forme '

¢ “ow \-
(a3) U—uy=— ce“\/"—Tcos(i,- —c'—z\/ & )

2¢T

" ot T est une constante positive, d’ailleurs arbitraire, et ¢, ¢’ des fonc-
tions arbitraires de x, y. La quantité — (z — #,) se réduit alors, pour
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) . [ 24 X
z =0, a la somme des expressions ¢ cos (—1—‘ - c') : la premiére con-

dition (20 bis) sera donc également satisfaite, et 1a valeur totale de
© — u, obtenue conviendra, pourva qu’on ait

(;4) : u, =Eccos (f,r—t - c’),

c’est-a-dire-pourvu que le mouvement, purement oscillatoire, résulte
de la superposition de simples mouvements pendulaires. I.’expression
de u— u,, différentiée par rapport 2 z, donnera dailleurs, pour
&= 0, )

R YV R Y

Le produit des deux seconds membres de (24) et (25) se réduit, lors-
qwon prend sa moyenne pour les divers instants successifs, aux termes
de son développément dont les deux facteurs contiennent le cosinus
d’une méme fonction linéaire de ¢; car on sait que des prodmts de -
'une quelconque des deux formes

[cos (72 — c’:) — §in <"——l — c’)] cos (”—c”),
T T T y
=t Vit 4
sin (—,f——c) cos <T — c)

se décomposent en demi-sommes et en demi-différences de cosinus
d’arcs fonctions linéaires de #, cosinus dont la valeur moyenng est

- . 12
nulle. On aura donc en moyenne, si I’on observe que cos? (:r- - _c’)
a pour valeur moyenne 1,

d g
(26) ﬁ) uy = E\/ c? cos? (T —_ ) _fiz

Le travail détruit par Vinfluence du frottement extérieur, dar s.un
mouvement oscillatoire complexe, est donc la somme des travau : que
cette influence détruirait séparément dans chacun des mouv gnts

Journ, de Matk. (3¢ série), tome IV. — Ogrorre 1878, 45 ’
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S

s:mples qui composent ’agitation considérée. Clest; d'ailleurs, ce
. qu’on aurait pu dédnire du théoréme général démontré au n° 6 (p. 32)
des Additions 4 U Essai sur la théorie des eaux courantes.

Le théoréme subsisterait méme si I’on décomposait chaque mouve-
ment pendulaire en deux distincts, dont les phases . différeraient de”

3 - ! PR . : ~t .\
;7 comume, par exemple, si 'on remplagait ¢ cosA(T-—— c) par

¢ cos ¢’ cos~ T + ¢ sin ¢’ sin Tf ; car rien n’empécherait de subshluer,

daus le tro:sneme membre de (26), au carré de la demi-amplitude to-
tale [ la somme des carrés des deml—amplmxdes partielles, ¢ cosc’,
¢sint’, des mouvements composants : c'est précisément ce mwode de
- décomposition qu’on emp]me quand on remplace une houle par deux
clapotis. -

Dans le cas ¢'un’ s1mple mouvement pendulaire; de houle ou-de cla-
potis, le second membre de (26) se réduit & un seul terme, qu’on peut

écrire \/‘ ﬁuo. Le frottement extérieur détrait donc alors par son’

influence, en moyenue, un travail égal & celui qu'il détruirait directe-
ment si la vitesse coutre la paroi était celle, z,, qui s'observe 4 une.
petite distance a I'intérieur, et que le frottement dont il s’agit fut le

produit decette vitesse u, par le coefficient V/_— L expressnon

\/ — represente ce que j’ai appelé ¢, dans la formule (22 bis) ci=

dessm, et ¢é quejai considéré, au n® 6 des Additions 4 la théorie des
eaux courantes [p. 37, formule (s)] et & la fin du n° 120 bis du Mé-
moire prmmpal (p- 261), sous le nom de coefficient du frottement ezx-
térieur. La coefficient ¢, n’est donc pas absolument constant, comme
j'avais cru, pour simplifier, pouvoir 'admettre dans la formule (s)
citée; et il faut poser en réalité, du moius quand les ondes sont assez
peu hllutes pour que les mouvements restent bien continus,

T désignant la demi-période d’oscillation. Par suite, il n'est pas exact
de dire; comme je I'ai fait & la page 38 des _ddditions, que le coeffi-
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cient d’extinction « d’une houle ou d’un clapous, produits au sein
d’une eau de petite profondeur H, tend vers une limite, tout en gran-
dissant un peu, a2 mesure que la longueur d’onde 2L et la périede 2T
augmeritent. Sans doute « est représenté par la formule (s); mais ¢, y
prend la valeur (27), et I'on a sensiblement, pour T un peu grand,

28 .__L 1 TwEVE I
(28) ¢=3HET a3l 29'1‘ \/9PH\/H\/L

Les longues vagues sont donc, méme dans les petites profondeurs,
celles que le frottement use le moins vite; toutefois, le coefficient
d’extinction « ne décroit, pour ces ondes, qu’en raison inverse de la
racine carrée de leur longueur, alors qu’elle décroitrait, dans les
grandes profondeurs, en raison inverse du carré de cette lon-

gueuar [*].

‘14. Supposons actuellement qu’il s’agisse d’une intumescence de
forme déterminée, propagée le long d'un canal. Soit ¢ le temps,
complé a partir d’'une époque ou le fluide n’était pas encore en mou-
vement 4 'endroit particulier que I'on considére. La valeur de u, sera,
prés de la portion de paroi correspondante, une certaine fonction
donnée f(#), nulle pour les valeurs négatives de sa variable.

Le cas le plus simple serait celui ou f{#') s’annulerait jusqu’a une
certaine époque ¢’ = « et égalerait — 1 pour ¢/ > a. Appelons ¢ la va-
leur que recoit alors u — #,, et prenons l'intégrale de Péquation (20)
sous sa forme classique, bien conuue,

(29) =——f_ """F[z—,- am \/E(?’——a)]fc’fm,

[*] En conséquence, dans les. petites profondeurs comme dans les grandes, les lon-
gues ondes & mouvements pendulaires subsistent longtemps aprés que se sont éteintes
de petites ondes produites en méme temps ; de sorte que, par exemple, les ondes non
sinusoidales étudiées au n® 162 bis (p. 3go) des Eanx courartes, et dans une note de
la page 54 des Additions, ne tarderaient pas & se réduire & de simples ondes sinusoi-
dales.

45..
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ot j'ai mis ¢ pour ¢. La fonction ¢ se réduit, comme on sait, 4 F(z)
pour ¢ == a. Les conditions z = 0, u, = o 4 I'époque ¢’ = &, obligent
de poser, & cette époque, ¢ =0 en tous les points du fluide, ou pour
z > 0. Dong la fonction F(z) est nulle pour les valeurs positives de sa
variable. Quant a ses valeurs pour z<Co, il faut les supposer-con-
stantes, égales 2 2, si 'on veut que ¢ =1 quandz = o0 et que ¥’ st > «. .
Faisons, en effet, 2==0, =1, ¢ > &, et observons que la fonction F
s'annule pour lesvaleurs positives de sa variable. La formule (29) de-
vient ) - s

1=7'_:f—0 e"""F[zm \/S_(—t’——:)‘] dm:

il est naturel d’y satisfaire en prenant la fonction F constante, ou indé-
‘pendante de ¢/, comme le premier membre, pour toutes les valeurs né-

gatives de sa variable; et I'on voit alors qu’il faut la faire égale & Pin-

0
‘verse de J— f e™dm, c'est-d-dire égale 4 2, La formule (29), o

" Yon peut ne falre varler m qu’entre les limites qui rendent neganve

Iexpression z-+2m v 2(¢ — a), s'écrira done

—ZQ/-{:’ ,
Vi -
3o ES 2. f e dm = _27__ : —m’d. .
( ) \/;r- f \/1‘:‘_ zﬁ [ 7/
2y/e(t—e)

En résumé, la fonction ¢ que nous venons de déterminer, ou qu’ex-
prime la formule (30), jouit des propriétés remarquables suivantes :
1° elle satisfait & I'équation indéfinie

. . a? pdo
(31) gg_edt‘”

2° elle vérifie les deux conditions définies

(32) ¢ =o0 (pour a =t et z>0),
(33) @ =1 (pour z = oet a<l).

1l est actuellewment facile de trouver l’éxpression de u -- u, dans le cas

o
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général ot u, = f(¢'). 1l suffit d’observer que I'on satisfait alors 4 la
condition spéciale & la paroi,

u—u,=— f(') ou u—-uo=—-—ft_f'(a)da(pourz=o),

et, du méme coup, a I'équation indéfinie (20), en posant,

(34) ©— u, %~—£lf(a)9(la.

Effectivement, ¢ =1 & la paroi, d’aprés (33), en sorte qu'on a bien
u — u, = — f(#) pour z = o, D’autre part, en ditférentiant (34), soit
deux fois par rapport 4 z, soit une fois par rapport a ¢/, sans oublier la
condition (32) qui fait annuler un terme aux limites, il vient

d*(u ~— 1, Y,
4ﬁ4=~ffw2@
d(u—lla = —[f"(a) <p]¢_,r-—f j(a)dq:dcc__.ff («) ?dac.

Par suite, en vertu de (31),

(35) Dle—w)_pdlesn) j(a) -t ]du=o.
~ Enfinla valeur (34) de & — u, se réduit bien 4 zéro pour ¢ =o..

On peut, dans le second ‘membre de (34), remplacer J'(«)da par
df{(a} et intégrer par parties. La condition (32) et celle d’aprés la-
quelle f{e) s'annule pour @ =o feront disparaitre les termes aux
limites ; la formule (30) donnant, en outre,

« - _ e
'_12.___. I ﬁ.___z.____e ba(ti-e),
da 2 TE (tl__“)% ’

il viendra

— ¢ _ ozt
(36) u—z=- /2 [ fla) e e,
1)

2 e (t’“—- a)'z'
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Pour simplifier cette formule, posons enfin

_z p R P _ paidm
m=3 a(t’—a)’ ou o=t bem? de: T aem®

nous aurons |'expression définitive de z — 1,

(37) u— ity = — ifw j(t’ - Z’;—j:-l;) e dm.

v >
Vi

Y'ai trouvé cette intégrale remarquable de I'équation (20), démon-
trée d’une autre maniére, dans le Cours de Physique mathématique de
M. Emile Mathieu (p. 217).

15. La partie antérieure d’une intumescence propagée le long d’un
canal se raccorde asymptotiquement avec le liquide en repos situé a
son avant; cequi revient a dire qu’on peut supposer l’intllxnesceyice

“partie depuis un lemps infini, ou qu'il faut poser ' =co “pour toutes
les valeurs finies de la fonction f(#').

Tl est -alors naturel de déplacer Eorigine des temps, ou de prendre
t'=1{ + t, £, désignant une constante positive infinie, £ une variable
dont les valeurs finies correspondent aux valeurs finies de f(#). En
désignant, d’ailleurs, par f(2) ce que nous appelions f(#), la for-
mule (37) donnera Pexpression de z — u,, que nous adopterons,

(38_) - y = — %;jomf (t - Z‘:—j'%) ¢ dm.

Elle se réduit bien 4 —f() ou — u, pour z= o. En outre, on vé-

rifie aisément qu’elle satisfait @ I'équation (20), pourva que Ia dérivée
2 - . S g

f’(t—e[}%;,) s'annule pour une valeur infiniment petite m, de m,
Cest-dsdire pour une valeur infinie négative de sa variable, comme il
arrive, soit daus le cas d'une intumescence propagée au sein d’une
eau en repos, soit dans celui d'ondes périadiques, pour lesquelles
f(t)ouug et f'(£) s'annulent deux fois au moins par période 2T. Effec-
tivement, si, aprés avoir remplacé la limite. inférieure de l'iutégrale
par m,, on différentie deux fois sous le signe J, par rapport 4 z, l'ex-
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pression (38) de z— u,, ce qu’on trouve revient identiquement 4
PN &Ele—u) _ p PB df—r ;, prt :
(38 bis) —— -—,—/;., e .- [—”T/ (t ~ Lo dm.

4 v’ﬁ'
On n’a pas eu besoin de faire varier m, en fonction de z, méme en

p3z? ’ s .

convenant de prendre £ — Z% constamment égal 4 la valeur choisie
- . d N (3 1 1

pour laquelle la fonction f* s'annule, car cela revient 4 supposer le

' nty ’ T e -dmn 8 7 . 7 (Im. my R
rapport — constant ou égal a —;? en sorte que la dérivée - ’_ — est

infiniment petite et négligeable; on aurait de plus

lpm.~d ng _l
d#  dz\z) 3

Effectuons sur le second membre de (38 4is) une intégration par
parties et observons que les termes aux limites s’annuleat; il viendra

ﬂ%;i"o“ z\/,:f f( ) " dn,

ce qui est bien le produit, par -“3, de la dérivée du second membre

dm g
(—o u = 0.
dz z

de (38) par rapport 4 z.
-Enfin la formule (38) donne aussi # — #, = o pour z=c". On le
reconnait en posant, sous le signe f,

: —zdm’
m = = d,OI‘I dl)l=——,—'-._.'

g/n 2m' \Ju'’

ce qui transforme cette formule en’

) ) *® . : 2 dm'
3 u—u ——-—-—!—_f »(t.-im') e ),
( 9) (1] zvﬂ f 2 "‘I_ v'”"

Or, dans celle-ci, I'intégrale du second membre reste ﬁme pour
z!
z infini ; car, d’une part, le facleur 2 ¢, maximum et égal 2 - pour
z2

=1, sannule aux deux limites de I'intégration; d’autre part,-on

reconnait que, méme en faisant abstraction de ce facteur, Vintégrale
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_reste finie quand sa limite inférieure tend vers zéro, finie aussi quand
-sa limite supérieure devient infinie; & cause du dénominateur crois-

sant \n et du numérateur f(t — Z‘i m’), qui est, ou décroissant, ou
périodique et aussi souvent négatif que positif. Par suite, le quotient
de cette intégrale par z sS'annule bien pour z infini.

Ea résumé, la _formule (38) convient tout & la fois «u cas d’une
_infumescence propugde dans un Izguzde en' repos et au cas d'ondes

périodiques.
" 8i Pon y pose en particulier f(£) = ccos "—T-——c s son secand

membre devra devemrldennque 4 celui de (23), d'aprés ce qui a été
démontré au n° 11. Tl faudra donc que les coefficients de '

ccos g ¢}y esin (%~ ¢
T ’ T
soien! respeclivement égaux daus les deux formules. En écrivant, pour

i T . .
abréger, z EPs_T = £, on trouve ainsi :

2 ™ Bz _
—= f e™ cos——ﬁ'—zdm.—: ~8 cos 3,
s/n' a2m

o & E
2 LB .
—= | e™sin —p—,dm = e Psinf.
Vrdo 2.m

La différentiation de ces intégrales, par rapport & (3, conduit a

(39 bis)

d’autres intégrales intéressantes, qui, si. l’on ¥ pose, sous le signe f )
: o

V'E =m, dn=— Sd" , deviennent
22m i 2”1

wf e . sinm®dm’ = e-?‘ (cos B +sinfB),
(39 ter) '

\/ f 5 cos. m'*dinf = e-#(cosf3 — sin E)-

Pour 8 = o, celles-ci conduisent aux résultats bien connus

L . " o 20
2t/2 p sinm®dm’'=1, 2y/2| cos.m’*dm’ =1.
TJo - Y Te
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i

di
16. Evaluons le frottement, —5(7-:) » exercé, & I'époque #, par

I'unité d’aire de la paroi et projeté dans le sens des x posmfs. La for-
mule (38), dilférentiée par rapport az, donne

de f, medm
s € V,., 4 swt) " m? ’

Substituons & m, sous le signe. f » une nouvelle variable n, telle

que Fon ait.

f\/f,},«::n, ou (\/\ dm_—ﬂ—”-z-\/g.

v, du g .
La dérivée = deviendra

(49)4 % == 2\/;1:'[@;]‘_’1'({ — n?) efz;L'Fdn.

Cette expression, prise pour z = o et multipliée par — ¢, donne enfin
le frottement extérieur cherché ‘

‘(4') : —‘E( \/sz I (t - %) dn.

Si I'on demandait la valeur moyenne de ce frottement aux divers
instants successifs, il suffirait de remplacer, dans son expression, le
facteur f'(t — n*) par sa moyenne, obtenue en y faisant varier ¢ de
—® 4 + oo : cette valeur est nulle quand Vintégrale [ f'(¢— n?)de
ou f(t — n?), prise entre deux limites assez éloignées, I'est elle-méme,
comme 1l arrive lors d’une petite agitation quelconque du liquide, et
dans le cas d’une intumescence limitée propagée le long d’un canal.
Dans ce dernier cas, la fonction fest de la forme F(t — -), @ dési-

gnant la vitesse de propagation; et la valeur totale du frottement
extérieur, d’un bout de Vintumescence 4 I'autre bout, vaut, pour 'u-

nité de ]argeur du canal,

—-] dx—‘—zw\/ﬁ‘/md” f t"‘;‘-”n)‘f:‘-:é).

Journ. de Matk. (3¢ série), tome IV. — Noveusre 1878, 46
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Le travail total détruit par I'influence du frottement extérieur, soit
en un méme point et aux divers instants successifs, s'il s'agit d’ondes
périodiques, soit 2 un moment déterminé et d’un hout & P'autre de
Ionde, s'il s'agit d’une intumescence propagée le Tong d'un canal,
pourra s’évaluer, d’aprés ce qu’on a vu i la fin du n° 12, comme si
la vitesse 4 la paroi était z,, et que le frottement extérieur valiit le
produit de cetie vitesse par le coefficient fictif de- frottement exté-
rieur ¢, que donne la formule (22 bis). Comme on a %, = f(t), la re-
lation (41) transformera aisément la valeur (22 bis) de’e, en celle-ci:

_fo'” “F.f('t)j’:(t-_n’)'dt: =

(42) ‘ g = 2 a

47. Pour toutes les ondes et intumescences analogues, ¢'est-a-dire
d'une certaine espéce, comme sont toutesles ondes sinusoidales, toutes
les ondes solitaires, etc., la fonction fest de la forme -

(43) u, ou f(t)=cFkt—¢),

'k désignant une quantité positive, constante en un méme point, ¢ et ¢’
deux autres quantités également indépendantes de 7, et F une certaine
fonction, caractéristique de Uespéce d'ondes. Alors la formule (42) de--
vient B

. 0 )
. — - ) V f F(l"t"—L")"F’(ﬁ't—C'—l"n’)kf_(It .

g =2 ﬁ?—f dn\JE ———— S
° ' f Fl&t— i de

/ .
Adoptons, sous les signes d’intégration, les nouvelles variables

e

v=Ft—c', v=nyk,

et posons, pour abréger, o
. f F(e)F (s—v')ds
¥ =2 %‘Ef dyvZ—=> -
° f F(r)dr

?

(44)
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cette valeur de ¢, se trouvera réduite a

(45) g =qy/F.

La quantité v, constante pour toutes les intumescences analogues,
est, en général, d’une évaluation fort difficile, 4 cause surtout de la
complication que présentera I'intégration par rapport 4 v. Dans le
cas d’ondes sinusoidales, on a .

F{z) =cost,
F{7)F(r—v*) = costsin(v* — 1).= cos?7siny® — sinT CosT cosy?

la valeur moyenne du produit sint cost ou & sinat étant nulle, ke
rapp'ort des denx intégralés j F(7)F' (v —v?)dr, /‘ F{(tv)*dz égale

0
simplement siny?; et la formule (44), vu Pavant-derniére équation de
Ia page 360 m-dessus, donne

— 0 —_—
v=2 \/E:— / siny?dy = \/-’325’
o “
en sorte que la valear (45) de ¢; se.confond bien avec celle, (27), qui

a été trouvée plus haut, si l’on observe que k' n’est autre alors que %
- 18. Quand 1] s'agit d’ondes sohtalres, la vitesse u,, proportlonnelle
4 la hauteur d’intumescence en chaque endroit, est, d’aprés les for-

mules (306) et (308) (p. 382) de I'Essai “sur la tlre’orze des eaux cor~
3K,
Hs
primitive moyenne de I’ eau daos le canal & Vendroit considéré, /| la
hauteur que le sommet de I'onde y présente au dessus de la surface

libre primitive, et » la vitesse de propagation, égale environ a ygH.

On» a done l.’ vsg/'
2H

& propor{mnnel \/H‘//'— D'aillears, la formule (317) [p 387] du

méme Mémoire montre que %, est en raison inverse de H et en raison
directe de la puissance Z de I'énergie de 'onde par unité de la largeur

4.

rantes, de la forme cF ¢ _ c): H désignant la profondeur

—=-1; et la formule(45) donne alors le coefficient
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I du canal : sonl—cette énergie. Le coefficient &, en appelant ¢ une

constante, sera donc de la forme
L
CC
(46) ‘ §=¢-—5—5°
I*H*

‘Cette valeur ne reste pas constante pendant que 'onde se propage,
contrairement 2 ce que j’avais admis, pour plus de simplicité, dans la
deuxiéme des Additions a la théorie des eaux courantes (p. 36); s
onlasubstitue ¢, dans la formule du haut de la page suivante (p, 37)

des Additions dont il s'agit, formule ot % ne différe pas sensiblement
de H, il vient

rooa
+ ‘ &8 = o.

(lt p H‘ I-E

Remp]agons. dans cette formule, I'élément de temps d¢ par le rap-
port 4 = ygH du chemin dx que parcourt le sommet de Ponde

-1a
durant Uinstant d, puis multiplions par ¢ * :, nous aurons

'd&-{-—:i”——l-:o.

rg Ht I

Observant, enﬁn, que H, [ seront des fonctions données de I’abscisse
x du sommet de 'onde, intégrons l’equatxon, a partirde I’époque £ = o
a laquelle on avait, par exemple, = 0, £ = &,. Nous obtiendrons,
pour déterminer I'énergie & de Fonde aux divers endroits, et, par
suite, sa hauteur variable %/, la relation

47) : E T 6o | —"

~ L'énergie ¢ tend sans cesse vers zéro, comme dans le cas ol 'on
aurait ¢, = const.; mais, pour les grandes valeurs de i ou de ¢,
elle décroit moins vite que dans ce cas. En effet, lorsque H, [ sont.

supposés constants, et que, x,¢ devenant trés-grands, le terme?—xa_:
0
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disparait en comparaison du précédent, & devient inversement propor-
tionnel & la sixiéme puissance seulement de x, au lieu d’étre en raison

&

inverse de la puissance x du nombre érlo,

19. Enfin V'analyse exposée dans les numéros précédents (9 4 17)
subsisterait sans modification, si la paroi considérée, dont on veut
" évaluer I'influence retardatrice sur le mouvement d’'un fluide qui la
mouille, éprouvait de petits déplacements, d’une amplitude bien
moindre que 'amplitude des mouvements mémes du fluide. En effet,
celui-ci posséderait alors, contre la paroi, une vitesse et une accélé-
ration égales 2 celles de la paroi méme, c'est-a-dire négligeables par
hypothése en comparaison de la vitesse ou de I'accélération dela masse
liquide dans le sens tangentiel des x. Les expressions w, w/, , ¥ n'é-
tant ainsi accrues que de quaniités insensibles, rien ne serait changé
aux formules (19), ni par suite 4 I'équation (20) et aux suivantes.

C'est précisémént ce qui arrive pour les ondes produites au sein
d’une colonne liquide remplissant ub tube en caoutchouc, daus lecas
ordinaire ot la longueur de ces ondes est beaucoup plus grande que le
diamétre du tube, et oti, par suite, les mouvements sont principale-
ment longitudinaux. M. Resal a étudié le premier ce probléme inté-
ressant, dans un article du 27 mars 1876 (Comptes rendus de U'dca-
démie des Sciences, t. LXXXII, p. 698). Son analyse suppose, il est
vrai, que les portions de tube comprises entre des sections normales.
consécutives n’exercent les unes sur les autres que des actions négli-
geables, ainsi que je I'ai remarqué a la page 59 des Additions au Mé-
moire sur la théorie des eaux courantes, o je déduis les lois de ces
ondes de celles des-ondes propagées le long des canaux. Mais cette
hypothése est parfaitement légitime lorsque le tube n’est pas tendu ou
que sa longueur totale dépasse un peu la distance de ses deux extré-
mités; on voit en effet que la force élastique exercée, & un moment
queiconque, sur une section normale du tube, est alors insignifiante en
comparaison de celle qui est appliquée 4 une section diametrale et qui
résiste & la pression intérieure du liquide. Quand, en particulier, la vi-
tesse a lintérieury u,, varie pendulairement, c’est-d-dire a une ex-

. t . .
pression de la forme ¢ cos (% — c’), le coefficient fictif de frottement
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extérieur ¢, qu'il faut chaisir est celui que donne la formule (27),

R A1l
g =\/ =i
: aT

et le coefficient d’extinction se calcule comme pour une longue houle
propagée le long d’un canal. Laformule du hautde la page 37 des 4d-
ditions montre que le frottement absorbe, par unité de temps, une

fraction de I'énergie des ondes égalea =%, Z désignant le rayon moyen
Y ¥
' ' 7 X o

_&8X
du tube. L'étiergie ¢ sera donc proportionnelle & e 7 dans le cas
d’un clapotis, c’est-3-dire d’ondes oscillant sur place. S'il s’agit au
contraire d’ondes courantes, les raisonnements de la page 53 des 4ddi-
tions prouvent que chaque onde, snivie dans son mouvement, perdra

et T . &, 4 . - Py -
par unité de temps la fraction P—f de son énergie, ou, par unité du che-
. - . Y . o . .
min x parconru, la fraction P de cette énergie : celle-ci, aux divers

- :
_ _ [Faxdz
points du trajet de I'onde, sera donc proportionnelle 4 e J{: pee

§ 1. -~ Complément au § XIV de I'Essai sur la Théorie des eaux
courantes : Des pertes de charge qui se produisent dans I'écoulement
d’un liquide, quand la section vive du fluide éprouve un accroisse-
‘ment biusque. ' .

20. Quand une masse fluide s’écoule d’un m’ouvemen.t'pergmxient
suivant une certaine direction, mais dans des conditions telles, que sa
section normale, aprés avoir été sensiblement constante, grandisse
rapidement d’amont en aval et devienne de nouveau constante, il y a,
comme on sait, une portion plus ou moins grande de son énergie (ou
de sa charge) qui se transforme en tourbillonnements et se trouve -
perdue pour I'écoulement ultérieur. M. Belanger a moutré que de
telles pertes de charge s’évaluent en appliquant le principe des quan-
tités de mouvement, suivant la direction de I'écoulement, au fiquide
compris entre 'une, 6,, des derniéres sections fluides précédant I'épa-



SUR LA THEORIE DES EAUX COURANTES. 367 ™.

nouissement des filets, et, ’'une, ¢,, des premiéressections qui suivent
le méme épanouissement. La- pression varie hydrostatiquement sur
chacune de ces seetions; car la deuxiéme, ¢,, est occupée tout entiére
par des filets sensiblement rectilignes et paralléles, qui la traversent,
normalement, avec des- vitesses dont jappellerai U, la: moyenne, et
la premiére, 6,, se compose d’une partie (section vipe) traversée de
méme normalement par des filets sensiblement rectilignes et paralléles,
avec des vitesses dont U, désignera la moyenne, et d’une autre partie
ou le fluide est mort; c’est-a-dire relativement stagnant. D’ailleurs, -
dans les cas ou la divergence des filets liquides est précédée et
résulte d’un changement-des dimensions transversales du lit solide
qui les contient, on suppose ce changement assez brusque pour
qu'il se termine au plus tard, sur la section ¢,, du cété de ’aval,
c’est-a-dire pour que la paroi soit cylindrique entre les deux sec-
tions g;, G,, ou, du- moins, puisse étre rendue telle sans modifier
écoulement : cela exige qu'elle ne se trouve en contact quavec
du fluide mort aux endroits on elle s’écarterait de la forme cylin-
drique, laquelle sera expressément supposée dans 1'évaluation de
Iaire de g,. ) '

Dans ces conditions, et en admettant, pour simplifier, que I’axe du
lit soit horizontal, la somme des actions extérieures 4 considérer sera
’excés de la pression Py, supportée, suivant 'axe du canal, par toute
la section o, et par la surface libre (quand il y en a une), sur la pres-
sion aussi totale, P,, qu’éprouve la section ¢,, et sur le frottement des
parois (que rend sensible I'épanouissement méme des filets) Quant &
Paccroissement égal (par unité de temps) de la quantité de mouve-
ment que posséde la masse fluide, il est le produit de la densité p par
la dépense Q =T, g, et par U, — U,, si I'on attribue aux divers filets
fluides les mémes vitesses. On aurait donc pQ (U, — U,) =P, — P,,
sans le frottement extérieur et sans I'inégalité de vitesse des filets. Pai
montré, au § XLV (n°53) dé I'Essai sur la théorie des eaux courantes,
quon tient assez bien compte de tout en: posant '

(48) pU,a, (“TOITO -, U)= P, — Py,

ot &y, «, désignent les valeurs respectives que regoit, sur les sections

ES
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Gos Gy, un coefficient o (variable dans les divers cas de 1 & 1,15 en-
viron), exprimant, dans toute section vive, 'excés de deux fois le cube
moyen durapport des vitesses des divers filets 4 la vitesse moyenne sur
le carré moyen du méme rapport.

Pour évaluer P, — P,, appelons respectivement p, et p, les pressxous,
par unité superficielle, aux points les plus hauts de o, et g,, pressions
qui se- transmettent sur toute la section correspondante et qui s’exer-
" cent sur la surface libre contigué quand il y en a une: elles donnent
en tout, dans P, — P, le produit (p, — p,) ,, somme des trois termes
P11y — Po%os — Po(0y — 6,), provenant des pressions exercées res-
pectivement sur la section ¢,, sur la section g, et (quand o, est plus
grand que ¢,) sur la surface ]1bre adjacente a g,. 1l faut y joindre, en
appelant  I'élévation du niveau du liquide entre 6, et 6,, le terme
pghe,, différence des pressions hydrostatiques exercées sur la section g,
etsur la partie pareille de ¢,, plus la pression hydrostauque supportée

- par la partie supérieure, ¢, — 6,, de q,, savou' —(a, Go)y ——— e

désignant la distance verticale, au sommet de cette p_arl;e g, — Goy de
son centre de gravité, en sorte que m est un nombre positif, d’autant
plus grand que ld largeur a fleur d'eau l, eitre 6, et a;; croit rela-
tivement plus, et qui vaudrait 1, soit pour I eonstant, soit pour k trés-
petit. L'équation (48), résolue par rapport . A, deviendra ainsi

__(r-km)cr, pﬂ—p, Ui, U aU,)
(49) b= m,,,,,,,[ T 5 ]

21. Remplacons (1 + m)g, par (¢, —I'—‘ma‘,) +m(e, — &o), de ma-
niére & dédoubler le second membre et 4 pouvoir isoler 22— 21 ; —P__ g,
&, U2 — o Uz

2
en substituant 4 la grande parenthése de (49) sa valeur tirée de (49),

Qui, joint & » donne la perte de charge. Cette perte vaudra,

—U}}z -+ (“’l— G’n)U:: mh (G’l "—G'o)
28 (1+m)a

(50) perfé de charge AL

Sous cette forme, elle convient pour ‘un hqnlde coulant e jorg
d’un tuyau, dans le cas, laissé j ]usqu ici de coté par les traités clas-
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siques, ou le tuyau n’est plein qu'aprés 1’épanouissement des filets
fluides. Elle montre aussi, en y faisant, pour simplifier, &,=1, &, =1,
que la formule de Borda donne des pertes de charge trop fortes, si ce
n’est quand Paccroissement ¢, — g, de la section-fluide totale, entre
g, et g,, est insignifiant par rapport a celui de la section vive.

Silon n’avait pas remplacé la grande parenthése de (49) par sa va-
lear, mais qu’on eiit posé oy=¢,= ', quelques réductions auraient
conduit 4 la relation

Perte de charge = @m (Uy—TU,) (Usoo — Ty
g(or +may)

(5') ) +a’(U.,—U,)’ o — ma, m (g, — o,) Pi—D,
- a2g o+ ma, ¢, -+ ma, Pg

Le second membre se réduit : 1° pour un tuyau plein de liquide
(ou 0,=0,), au produit de & pour ce que donne la formule de
Borda; 2° pour un ressaut (ol p,= py; UG, =U,5,), & ce méme
oy —ma, __ Uy —mU,
o, +mo, U, +mU;"’
P+ = Po» ou qu’une surface libre relie les deux sections 0,,¢,,aux deux
premiers termes ; et 4° enfin, aux deux derniers quand U,s, = U, q,,
comme lorsqu’il s’agit d’un tuyau oti le liquide entre librement par la
section ¢, en ne le remplissant qu’aux approches de la section ¢,. Les
termes ainsi obtenus, dans le premier cas, se réduisent 4 un carré, et,
dans les trois autres cas, sont également tous positifs (du moins
pour mZ1, ¢’est-d-dire quand % est trés-petit ou encore quand la lar-
geur a fleur d’eau / ne croit pas & mesure que le niveau monte) ; cela
résulte des hypothéses U, >U,, Uy0,5U,0, et de la formule (49)
(donnant k> o, ¢, > ¢, dans un canal découvert) ou, s’il s’agit d’un
tuyau, de ce fait que p, y dépasse p,, vu que I'excés de vitesse s’y
change partiellement en pression sur la section ¢,. )

Nous bornant au cas p,= p,, mettons, dans (51), Uy—U, en facteur
commun; puis remplagons ce facteur et, finalement, U, par leurs va-
leurs tirées de (49) et de la relation po, U,=¢,U,, ou p désigne le-
rapport, sur la section ¢,, de la partie vive a I'aire totale. Il viendra

(52) Perte de charge = E—k?-—;—n')'[(;% — 1) (I - mT;"‘) +am (-:;- |)1

Journ. de Matk. (3¢ série), tome IV. — Novewsre 1878. 47

3° quand on a seulement

produit, multiplié par



370 3. BOUSSINESQ.

Pour un simple ressaut, p1 =1, et cette expression, si les sections
Go, G, Sont des rectangles ayant les hauteurs %, &,, prend la forme
3

connue -——--
biholh

Quand la largeur & fleur d’eau  est constante, ou que m = 1, 1'él¢-
6y — G
7
mule (52) devient aisément identique 4 celle que j’ai donnée au n° 60

de I'Essai sur la théorie des eaux courantes (p. 137)

vation % du niveau entre ¢, et ¢, vaut le quotient » et la for-

(o0 — @) [{on— pa)? + (1 — p) au(o + pa,)] [¥J

Perte de charge = frosil

§ IV. — Modification & introduire dans une Note complémentaire du
Mémoire sur Uinfluence des frottements dans les mouvements régu-
liers des fluides.

22, La méthode indiquée dans la Note I, 4 la fin du Mémoire Sur
Pinfluence des frottements dans les mouvements réguliers des fluides, et
dont le but est d'établir pour ces mouvements les formules des com-

posantes N, T des pressions, a besoin d’étre complétée lorsqu’on 1'ap-
d(u,v,w)

d(z,y, z)
périeur au premier. La deuxiéme condition qui s’y trouve énoncée,

celle qui se déduit de ce fait que nul mouvement d’ensemble. du
fluide ne développe de pression sur aucun élément plan, n’est pas
‘complétement exprimée quand on dit qu'une simple rotation autour
d’un axe quelconque doit laisser les N égaux 4 la pression non dyna-
mique changée de signe, — p, et les T égaux & zéro. Dés que les for-
mules que I'on veut établir ne sont pas linéaires, il faut entendre cette
condition dans son sens général, c’est-a-dire en ce sens que la super-
position d’un mouvement d’ensemble quelconque & tout autre mou-
vement laisse les composantes N, T égales 4 ce qu'on aursit si ce
dernier mouvement était seul. En d’autres termes, et comme il est
permis de faire abstraction d’une simple translation qui n'influerait

plique 4 la recherche des termes en qui sont d’'un degré su-

[*] Tobserverai, a ce propos, qu’il se produit de petites pertes de-charge quand les
filets fluides, au lieu de diverger, se contractent notablement, quoique, dans ce cas, le
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pas sur les dérivées en x, y, z des vitesses, les N, T doivent rester les
mémes lorsqu'on remplace respectivement dans leurs expressions les
trois composantes , ¢, w de la vitesse par celles-ci,

U=u+a'z—o'y, V=v+o'x—ws, W=w+oy —ao'x,

résultant de leur composition avec trois vitesses angulaires de rota-
tion v, w’, w” autour des trois axes coordonnés, Or on peut supposer

N

passage d’une petite vitesse, ayant U, pour moyenne sur la section amont o, & une
vitesse finale beancoup plus grande U, (commune 2 tous les filels}, se fasse sans perte
sensible de.force vive pour chaque filet et que, par suite, d’aprés une démonstration
~ da n° 216 (p. 588) de I'Essai sur la Théorie des eaux courantes, on ait alors

..(_J_:.':an.[i:._*_P_‘:.—_g_l._ .
25 2g PE

", Ul . . u; Uj —
En effet, si I'on porte cette valeur de 2—'— dans 'expression “"z_. — ;? -+ ,—)B—P—-ﬂ —h
g g g
laquelle, par définition et i cause de « == 1, exprime la perte de charge éprouvée, il
2 2

. ‘ . U . U . .
vient, pour celle-ci, {d, —2,) 5_.1, ==environ » ;; » n { variable de 0,02 4 0,03 environ)
-]

désignant I'excés, sur I'unité, du carré moyen du rapport des vitesses des divers filets
daus Ia section d’amont o, & leur moyenne U,.

I est bon de remarquer aussi que la formule (50) ci-dessus indique une certaine
perte de charge, assez sensible, aussitét aprés I'entrée d’un tuyau, partout plein, o
I'on suppose que I’ean, sortant d’un réservoir, arrive sans contraction, grice 4 un
évasement convenable des parois qui conduisent 2 Porifice. En effet, dans ce cas, les
vitesses des divers filets sont les mémes A cet oxifice, en sorte qu’on a &, = 1; mais la
valeur de &' sur la section située un peun plus en aval, g, est celle qui correspond  Ia
véritable distribution des vitesses dans le tuyau. Comme, d’ailleurs, par hypothése, la
vitesse moyenne U,, & I'entrée, ne différe pas alors de U,, le second membre de la

formule (50) devient
A 2

( o — l) -—

2g
olt U désigne la vitesse moyenne dans le tuyau et &' la valeur de ce coefficient  I'inté-
rieur du tuyau méme. Cette perte de chargen’a rien d’invraisemblable; car on concoit
que le passage, d'un état ol tous les filets fluides ont méme vitesse, 4 un autre od ils
ont des vitesses différentes, détermine une déperdition notable d’énergie, méme quand
la vitesse moyenne n’éprouve pas de diminution. :

47..
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que o, o', 6" soient pris respectivement égaux aux valeurs quont les

dw dw dp . T YW E
2 en un point particulier considéré. Alors

trois drenvées — & &

. vse g dY dW dW ,
les trois dérivées —» —— Jy 7 seront nulles, et les N, T ne dépendront
que des six autres dérivées

d0 dv dW dV dU 4dU

e 2}-’ ——y ==y == Ey_

dz dz dz. >

égales respeclivenient 3 .

de dv dw dv +du_)r dw + du ,,du dv
da;’ a' d & A de & ds’

La condmon dont il s’agit, lorsque %, o, w désignent les composantes,
varlant avec continuité, de la vitesse d’un fluide au point (, ¥, z) de
P’espace, revient par conséquent i dire que les' N, T ne peuvent

dépendre de ces composantes que par les six vilesses actuelles d’exten-
dv du -

) d Jr 2;-!— =, de trois lignes maleuelles
paralleles aux axes et se croisant au point considéré. Ainsi entendue,
elle conduit & annuler les coefficients A, C des formules que -con-
tiennent les deux derniéres pages du Mémoire cité [*].

sion et de ghssement eey

23. M. Kleitz s’est également occupé, au § 56 (p 148) de ses
Etudes sur les forces moléculaires dans les lzquzdes en mouvement
(Paris, 1873), de déterminer, d&ns les eexpressions des forces N, T
pour le cas ou les vitesses %, ¢, w sont bien continues, les termes en

e y,e) qui sont d'un degré supérieur au premier : il croit pouvoir leur
» Y3

attribuer une grande influence. Mais ces termes se trouvent avoir des
coefficients si petits, en comparaison de celui, ¢, qui parait dans la

[*] Je prie aussi le lecteur de remarauer que, dans le § XII du méme Mémoire, la

—d] .
d“P et non, comme au § XI, le quotient de

cette dérivée par le coefficient de frottement intérieur.

constante ¢ désigne simplement la dérivée
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partie linéaire des N, T, que les expériences du D* Poiseuille,
d( o, 0, )
d(z, 7,2
pu-seulement en faire soupqonner Pexistence. Une équation donnée
par M. Kleitz lui-méme vers le tiers de la page 198 de son Mémoire,
lorsqu'on y compare attentivement les deux premiers termes de la
série qui y parait (sans tenir méme compte des observations directes
montrant que, dans les tiibes capﬂlalres mouillés, la vitesse croit gra-
duellement depuis la paroi ot elle est nulle jusqu’a I'axe ot elle est
maximum), prouve que ces coefficients doivent étre des fractions
excessivement petites de ¢ pour n’avoir pas complétement altéré les
lois de M. Poiseuille [*].

Les formules de M. Kleitz pourraient plutot s’appliquer aux pres-
sions effectives produites, & chaque instant, en divers points d’une eau
animée de mouvements tumultueux ou peu continus, pressions qu’elles
exprimeraient en fonction des dérivées premieres des vitesses vraies,
essentiellement différentes de leurs moyennes locales que considérent

ou cependanl les dérivées ont atleint d’énormes valeurs, n’ont

[*] En vue d'expliquer ces lois sans admettre la nullité (constatée pourtant) de la
vitesse prés d’une paroi mouillée, M. Kleitz a cru pouvoir, & la page suivante, 199,
de ses Etudes, attribuer aux actions moléculaires qui produisent le frottement mutuel
du fluide et de la paroi un rayon d’activité comparable au diamétre des pelits tubes;
il a pensé qu'il ne serait pas impossible que de telles actions produisissent, sur la
masse fluide contenue dans P'unité de Iongueur dun tube pareil, une résistance sorale
indépendante du contour mouillé et uniquement proportionnclle i la vitesse moyenue,
comme I'exigent les expériences de Poiseuille. Mais comment accepter que le rayon
d’activité des actions moléculaires, rayon que touns les faits de la Physique tendent &
faire supposer absolument imperceptible, soit comparable 4 une longueur de 3 centi-
métres environ, ce qui est le diamétre de tubes polis dans lesquels Darcy a reconnu
que les lois dé Poiseuille s’observaient tant que la vitesse moyenne ne dépassait pas
1 décimétre? Et ¢’il était vrai que le rayon d’activité fit aussi grand, ce qui réndrait
inabordablesles problémes les plus simples relatifs a 'écoulement dans ces tubes (puis-
que les pressions ne pourraient plus étre rapportées 2 I'unité d’aire, ni méme étre
considérées comme s’exercant sur des surfaces), il y a toute apparence que des actions
si complexes ne produoirsient pas des phénoménes régis par les lois simples et pré-
cises de Poiseuille. Comment d’ailleurs s’expliquer le changement presque brusque
qu’éprouve le mode d’écoulement dans les mémes tubes au moment ol la vitesse
moyenne dépasse une certaine limite, si ce n’est en observant que des mouvements de
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seules les hydrauliciens. Toutefois, il est encore plus probable que,
dans ce cas de mouvements tumultueux ou tourbillonnants, les vitesses
vraies dont il s’agit varient assez rapidement d’un point 4 I’antre pour
que, dans le développement par la série de Taylor (s'il continue i étre
possible) de la vitesse relative de deux molécules agissant I'une sur
PPautre, il faille tenir compte des termes de degré supérieur qui con-
tiennent les dérivées partielles secondes, troisiémes, etc., de z, ¢, w par
rapport & &, 7, z. Alors, les forces N, T, en admettant qu’elles pussent
encore étre développées en séries, suivant les puissances croissantes des
grandes variables dont elles dépendent (c’est-a-dire de telles vitesses
relatives), contiendraient, non-seulement les termes, affectés des déri-
vées premiéres de u, v, w, auxquels M. Kleitz se borne, mais aussi
d’autres termes, ou paraitraient les dérivées d’ordre supérieur de u, v, w
et dont M. Maurice Lévy, dans un Mémoire [*] Sur U’kydrodyna-
mique des liquides homogénes, a considéré ceux qui sont du premier
degré [*¥].

ballottement dans les sens transversaux, mouvements inévitables croissant avec le rayon
moyen qui mesure I'étendue du champ dans lequel ils peuvent se développer, rendent
Péconlement tourbillonnant ou tumultueux dés que les chocs qui en résultent contre
les parois sont capables, grice A une vitesse de translation assez grande, de produire
des glissements sensibles entre couches fluides contignés?

Enfin M. Kleitz, pour n’admettre de tels glissements finis que prés des parois mouil-
lées, dans les écoulements par des tubes, tuyaux ou canaux, attribue aux fluides en
mouvement une cokésion d'une autre nature et d’'un ordre de grandeur plus élevé que
les frottements proprement dits de couches glissant I'une sur I'autre. Mais toute cohé-
sion est une force qui subsiste & Pétat statique, tandis qu’on n’en voit pas trace dans
les liquides non visqueux et dans les gaz en repos. La tension saperficielle des liquides
réside uniquement dans une couche extrémement mince qui les enveloppe : elle a été
trouvée, pour les lames liquides les plus minces qu’on ait pu produire (c'est-a-dire
d’une épaisseur comparable A o™=, 0oo1), aussi grande que pour les plus épaisses.

[*] Voir au sujet de ce Mémoire, dans les Comptes rendus de I’ Académie des
Sciences (t. LXVIIL, p. 585) un Rapport de M. de Saint-Venant en date du 8 mars 1869;
et an t. LXXIV (p. 655 et 693), les n** 8 et 9 d’un Mémoire Sur l’2ydrodynamique
des cours d’eau, aussi de M. de Saint-Venant, février et mars 1872.

[{**] M. Kleitz vient de publier, dans les. Annales des Ponts et Chaussées (1877,
2¢ semestre, t. XIV ) un Mémoire (Sur la théorie du mouvement nor permanent des li-
quides ct sur son application & la propagation des crues des riviéres) ol se trouvent con-
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signés des résultats intéressants et nouveaux. Il y déduit, notamment, de I'équation de
continuité
‘ ds  dQ
—-—+—=—=0
dt  ds !
une corrélation trés-simple, entre deux faits que j'avais démontrés an § XXXVII
de I'Essai sur la théorie des caux courantes (p.453 et 457) sans remarquer leur
liaison intime : ces deux faits sont, d’une part, la non-simultanéité, dans toute
crue, du débit maximum et de la hauteur d’eau maximum sur chaque section;
d’aatre part, I’aplatissement de l'onde ou la diminution de ce débit maximum,
quand on passe d’'une section 2 I'autre en allant de I’amont vers 1'aval. En effet, la

différentielle du débit maximum considéré est st —l— = dt, c’est-2-dire simplement

. dl . ; N .
(gz-ds ou — :% ds, puisque —‘-I% s'annule sur [a section proposée au moment oil le debit
s

. . rpe . , e . do .
s’y trouve maximum. Si cette différentielle est négative, on a bien = > 0, 4 'endroit

r S d » -4 - 4
propdsé, au moment ot 7? s’y annule. Donc la section fluide & est encore en train de

grandir quand le débit est maximum. M. Kleitz a pu-ainsi, du fait, reconnu par P'expé-

rience, de I'aplatissement graduel des crues; déduire celui du retard des maxima ct

minima de section fluide en chaque endroit sur les maxima ou minima pareils de

dépense. On pourrait de méme, du fait de I"abaissement gradue] du sommet d’une crue,

abaissement en vertu duquel, pour i =o0,onads = ds dt = — 4 dt< o, déduire
ds dt . ds

cet autre fait que le maximum du débit & un moment donné se produit i quelque

. cys s . . . dQ
distance en avant du sommet considéré : effectivement, il en résulte -‘-l-k— >o0 i len-
s

droit ol de _ o.
ds
J'ai démontré, dans I'Essai sur la théorie des eanx covrantes, qu'il y a en général
aplatissement graduel, soit dans le cas d’une onde propagée le long d’un canal ot fes
filets fluides sont animés de vitesses différentes (§ XXXVI, p.446), seit dans cclui d’une

crue produite assez rapidement (§ XXXVII, p. §53); soit méme, i une deuxitwme ap-
proximation, dans le mouvement quasi-permanent [§ XXXIX, p. 482, formule ({25,
s P cppa e e de .. dQ
d'ol se déduisent, par la différentiation, une valeur de —; bositive quand - =oet
de , . dQ
une valeur de 7; Degative quand o= ]
M. Kleitz donne encore, dans le Mémoire cité, des expressions générales des vitesses

dQ

de propagation de chaque valeur de Q, de chaque valeur de =’ de chaque valeur de'
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« d .
%% de chaque valeur de Z;:’ «ve+» La seconde de ces vitesses de propagation, par-

exemple, qu’il applique au cas ot "_rli% = o, ¢'est-a-dire & Ia propagation du maximum '

de débitlocal, s’obtient en ﬁtantlg de P'équation 4 %? =0, ou

Q @, ..
mdf""—;;;(lt—o,

. d\ d . . ‘s
si Pon y remplace -;1% par — €7 cette vitesse devient le rapport des deux dérivées

dt
@Q &7 o, one M. Kleitz entend par la vitesse de propagation du maxi
A que M., Kleitz entend par la vitesse.de propagation du maxunum ne se
confond donc avec aucune vitesse de propagation d’un débit Q,-contrairement & ce
que, faute d’indications, j’avais cru en rédigeant une Note insérée.dans I’ Essai sur la

Théorie des eauz courantes (p. 474)-



