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Sur les polygones inscrits et circonscrits a la fois & deux
cercles;

Paz M. WEILL,

Ex-Lieutennnt‘d’Arﬁllerie, Profesgeur de Mathématiques.

PREMIERE PARTIE.

ProsriMe. — Trouver la relation entre les rayons de deuzx cercles et
la distance de leurs centres, pour qi'un polygone puisse ére inscrit &
lun et circonscrit a Uautre.

Soit ABG (fig. 1) une portion de ligne polygonale inscrite et circon-

scrite aux cercles O et O, afy... la ligne polygonale formée par les
points de contact des cotés AB, BC, ... avec le cercle O'. Les milieux

Fig. 1.

aB, By, ... décrivent une circonférence. Les cotés af, 8y, ... touchent
une conique @, dont 'un des foyers esten O’.
Journ. de Math. (3¢ série), tome 1V. — Aovr 1878. 34



266 4 WEILL.
Nous allons étudier quelques propriétés de la ligne «fy..., qui
vont nous amener 2 la solution du probléme proposé.

Taforime I. — La perpendiculaire abaissée d’un sommet (3 de la
ligne afy... sur la droite qui joint les dewx sommets adjacents a, ¥,
passe par le deuxiéme foyer F de la conique ®.

En effet (fig. 2), les milieux L, M des cdtés «f3, 3y décrivant un
cercle, la perpendiculaire SQ au milicu de LM passe par le cenire Q
de ce cercle, qui est le centre de la conique @.

‘Fig. 2.

ey | N

))Qr

Tarorime 1. — Le centre des moyennes distances de trois som-
mets consécutifs de la ligne afy. . . décrit une circonférence pendant
le mouvement de cette ligne.

Lemme. — Le point D, projection du sommet 3 sur la droite 2y qui
joint les deux sommets adjacents, décrit une circonférence pendant le
mouvement de la ligne af3y...

PosonsQL—pg, 0Q=20,, 0a=p;.Ona
Fi, + LO = 202 4+ 202,

Fa -+ F_{Bz — oFL + 2;?:,

20'L + 22L =‘gpf,



POLYGONES INSCRITS ET CIRCONSCRITS A DEUX CERCLES, 267

d’ot1 I’on tire successivement

Fo'+ Ff — uf = aFL — aal = 4(p2 + 83 — p?)
FD' — DB + (FD + D) = 4(p3 -+ 32 — p?)

FD.Ff = 2(p3 + 32 — p?) = const. C.Q.F.D.
Fig. 3.
"
8

Démonstration. — Prenons BH = 20’P, H sera le point de con-
cours des hauteurs du triangle «f8y. Le théoréme énoncé sera démon-
tré, si nous prouvons que H décrit une circonférence. On a

FD.Ff = 2(p3 + 0% — p3),
FH ==Ff + 20'P,
FR.FR = p? — 432 = (FB + 20'P — 2ED)F §;

d’ot1 I'on tire

FD _ FD _2(p§+8§—pf)__c(') X

Fp+ 20'P —2FD ~ FH—2FD p? — 4oz oomsh
: FD

Fﬁ=const. ) C.Q.F.D,

34..
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Trgorime HI. — Si Pon considére m sommets consécutifs
(a’y Ty 00y 2T

de la ligne aBy. . ., la perpendiculaire abaissée sur la droite ' ™, du

8 [+ <y ta perp g ‘
centre des moyennes distances des autres sommets, passe par un pomnt
qui reste fixe pendant le déplacement de la ligne of3y....

Soit ale centre des moyennes distances des somunets (x"x".. xim=1y,
Menons ax’ ax‘™, les points b et b' qui divisent ces.-droites en deux

Fig. 4-

&

a/

T

"

parties proportionnelles & 1 et (m — 1) sonl les centres des moyennes
distances des points (&' x"... 2™ ), (x"x" ... x™), '
Joignons le point a au milieu e de x’x™. Cette droite passe par le
milieu g de bb". ‘ o
Supposons démontré que les points b5’ décrivent une circonférence
pendant le mouvement de la ligne &fy...; la perpendiculaire gl au
milieu g de b4’ passera par le centre I de cette circonférence; Ja per-
pendiculaire ar a bb' rencontrera O’f en un point r qui sera fixe, car.

4 4

(0 2'b
lerapport —— = —— esi conslant.

ba

TagkoriMe IV (théoréme fondamental). — Le centre des moyennes
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distances de m sommets consécutifs de la ligne af3y. .. décrit une cir-
conférence fixe pendant le déplacement de cette ligne.

Supposons le théoréme démontré pour (m — 2) et pour (m — 1)
sommets. ‘
Conservons les mémes notations que dans le théoreme précédent.
Le centre X des moyennes distances des m sommets se trouve sur la

droite ge, et 'on a ,
aX 2

Xe m—2

Fig. 5.

)

o’

Menons la perpendiculaire Xp & x'x™, les points r, I, p, O' sont
fixes. Menons él, er, et posons O'x™ =p,, b =pm—y.On a

m.pX = O'e+(m—1)lg,
m.pX =20'e + (m— 2)ra,
(m— 1) lg — O'e = (m— 1 fhs— -
On en tire ’
7 m.pX —O'e=(m — 1)lg,
(@) - {m(m—2)pXra=(m— 1202, —pi-
(m—1)? ig' — O¢ =m.pX(m.pX —a0%).
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_.La relation («) démontre le théoréme énoncé. Cela posé, les théo-
rémes I et II nous ont démontré que les théorémes IIT et 1V étaient
vrais pour trois points consécutifs. Ils sont done vrais d’une maniére
générale. o
Tatonime V. — Si la ligne polygonale afy... se ferme une seule
Jois, elle se fermera toujours, et le centre des moyennes distances des
sommets du polygone fermé afy. .. restera fixe pendant le deplace—
ment de ce polygone.

Supposons que la droite ' 2™ ( fig. 6), qui ferme la ligne polygo-

Fig. 6.

§
M

F

nale, soit tangente & la comque @, laligne pX devra étre perpendi-
culaire & la fois 2 tous les cotés, ce qui exige que p et X soient
confondus, La relation () nous monire que Pon a alors

(m_ I)Pm—-{ : Pl H

donc, si la ligne ¢fy... se ferme, le centre des moyennes distances
dessommets dela ligne, dans la position oti elle se ferme, est le centre
de similitude des .denx circonférences decmtes, dans le mouvement
de la ligne, par chaque sommet et par les centres des moyennes dlS-
tances de (m — 1) sommets consécutifs.

Déplagons le premier sommet x' de la ligne fermée en X (fig- 7),
et sofent X'; X7, ..., X, m sommets consécutifs de la ligne dans cette
nouvelle posmon je dis qu’elle est encore fermée.

En effet, par un deuxiéme déplacement, amenons X’ en X’, les
m sommets seront alors (X, X7, .., X, X'}, Ilsuffit de prouver que
X’ et X, commdent En effet, soit @ le centre des moyennes distances
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des (m —1) points (X", X", ..., X™), a, celui des points (X', X",
X" ..y XYY, a, celui des points (X', X, ..., X”). Les droites

Fig. 7.

x-‘l

2

aX!, a,X™ se coupent en un pointX, qui est le centre des moyennes
distances des m sommets (X', X’, ..., X™), et, comme on a

-aX, . mX,
XX~ X, X m-—1’

le point X, n’est autre que le centre de similitude X des circonférences
décrites respectivement par les points a, @y Ay, ..., €t les points
X, XY, ..., X0, X,

Deés lors on verra de méme que aX| passe aussi par ce méme
point X 3 donc X’ et X/ coincident.

AUTRE ENONCE DU MEME THEOREME. — Si un polygone peut étre
inscrit a une circonférence et circonscrit & une conique dont Pun des
Joyers est au centre de la circonférence, il existe une infinité de poly-
gones jouissant de la méme propriété ; le centre des moyennes distances
des sommets de tous ces polygones est le mémne.

Prosuime. — Trouver le rayon de la circonférence, sur laquelle se
trouvent les centres des moyennes distances de n sommets consécutifs
de la ligne af3y. .

Soient 7 sommets consécutifs (1, 2, 3, ..., #); 8,0y gr, g2 les cen-
tres des moyennes distances des trois groupes de sommets.

[2,3,....,(n — 1)], (1, 9, 3,..., n), (1,2).
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Soient encore |
O le cenire du cercle circonscrit a la ligne af3y; :
C,_, le centre du cercle surlequel sont situés les centres des moyennes
distances de (n — 1) sommets consécutifs de la ligne afly;
ret p les pieds des perpendiculaires abaissées des points g,, et g
sur la droite (1, 2). | ‘ o
Les points O, C,_., p, r(fig- 8) sont sur le grand axe de la co-
nique @ inscrite dans la ligne af3y. :

Fig. 8.

gfy’

e

Le théoréme IV nous a donné la relation

() n(n—2) PgnTgns = (n—1)pr, — pi-
Posons O'C,_y == 0,3 ndus avons
0'p= Ot n:IQ
O'r= 871—1 ::;‘

Soit C,,_,_le centre du cercle des points g,,; la corde rg,., ren-
contre ce cercle en un deuxiéme point g,,_, et 'on a

(8)  TBaes B = ol — (Baa— O
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D1v1sons («) par (B), nous aurons

Pgs_ __ (n—1)ppt . —p}
rg:ﬂ—z r ({l - 2) [Prz;—-z — (3n—z —_ OIJ')’]
Or
o8 _ g Op—id
TSn—a fa—2 an—i —0'r
-On.a-done enfin
np, . (— 1]y — R 3,
‘ : —2)paz  (R—2) 01— (B— F)0uu
R (R—2)prsz (R —2]0ss
(R) (n—1 )0 e 1

(n—z)*p:r.z—[(n-z)au-z— n—1)&. T

Les formules (R) nous permettent de calculer p, si nous connaissons
Pis €t pn_ ainsi que &,_, et &, ;.

Nous pouvons donc faire un tableau des valeurs de p, pour les
-diverses valeurs de 7.

Cela posé, si la ligne « forme un. polygone fermé de m co1és, on
aura entre les quantités p, les relations suivantes :

I

0,

5 P
| (M) (m_I)Pm—lz 4T

- L’une quelconque de ces relations exprimera que la ligne & forme
un polygone fermé. Appelons p,, g, les rayons des circonférences
décrites par les sommets du polygone « et par les milieux de ses
cOtés, 9, la distance des centres de ces deux cercles; comme pm,<p,,,_,,v
Pm—as - - sont des fonctions de p,, p,, 3, que nous savons calculer par
‘la formule (R), 'une quelconque des relations (M) donne la relation
qui doit exister entre p,, p;, 0, pour que le polygone « existe.

Si aux sommets du polygone a on méne des tangentes au cercle
décrit par ces sommets, ces droites formeront un polygone A inscrit
et circonserit 4 deux cercles de rayons R et p,, et ’on aura, pour dé-

Journ. de Matk. (3¢ série), tome IV. — Aovr 1878, 35
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terminer R et la distance des centres 8, la relation

—-E . Ri—- az.
p o

e IS

Si f(p,pards) = o est la condition trouvée pour que le polygone «

existe, f(f’z RzR _P_' 6" I—{ﬁ-‘—};) = o sera la condition pour que le poly-
gone A de m cOtés existe. Proposons-nous de trouver la fonction f.

Reprenons les formules (R):

( npy . (n—l)d‘,,_,—né‘,,
A | e L e
— (n_l)’Plx—l—P? .
= o —[(r — 2] 9 (2 — 18]
Posons -
20, =&y, P =a,
[
I 4Pl .
33 —-\‘-Tn 20 gy
....... , ey
(”‘*—2 2
nd, =, nh)""* = e

Les formules (R) nous donnent

x, =x,(1+a,),
2y =2, (1 +a3) — A2y,
Xy = Ly (I -+ an—l) — @y X2,
d’ott V'on tire
Xy =2, (1 +ay),
.1.‘3 ==.1', (l "}— a( + a| ﬂg),

--------------------

x,,.,x,(l R T S 7T TN S N

Si nous revenons aux précédentes notations, la derniére relation
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devient

(7 1) Oy =P?_;=[I'2'P'P2 +2.3. 0505 4 oo A+ 2{ A 1) prpusa]-

~ Remplagons (n) par (n — 1) et (n — 2), et retranchons les résuliats,
nous aurons enfin

(7 —1)@pey — (n — 2)6‘,,_2'-:%;2(71 — 2){(7 — 1) pp2pri-

Substituons cette valeur dans la deuxiéme des relations (R), il vient

Rpn (r—1)pii—pt

(—2)pa :

37
(7 —2)pra— o {n—2) (7 — 1)piapie

n 8 .
Posons 2 =1Z,, ;’ = o; nous aurons enfin
1 2

(B.’) (an,l_.z) (l — a’z%_‘) -+ —_ Zi_{ ==

11 est facile de voir que l'on a

d 2Rp
Z,:l’, 0.'-—‘_—E7 Zg:Rz___lgz'

La relation (R’) donne, pour le calcul des quantités Z,,, la série des re-
lations _
Z,— o®Z,1} — 7]+ 1 =0,
2,2, — «*Z,Z,2 — L} + 1= 0,
(R") ¢ LgZy — a*Z;Z,1; — 13 +1=o,

L2y — &Lyl y15  — Z%z—-l “+1=o0.

T e N+ oo e

Cela posé, pour trouver la condition pour qu'un polygone de 2p cotés
soit inscrit et circonscrit & deux cercles, il suftira d’écrire que Z,,,
estégal a Z, ,; sile polygonea (2p -+ 1) cotés, on écrira que Z,,, = Z,,.
On voit & quel degré de simplicité ce probléeme difficile a été ramené;

nous allons appliquer la méthode aux polygones de 3, 4, 5, 6, 7 cotés.
35..
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Pour le triangle on a

(3) Z,=1.

En remplacant Z, parsa valear, on a

239[
R?— ¢

- I,
qui est la relation d'Euler.,

Pour le quadrilatére, Z; = Z; = 1. La premiére des équations (R")
donne alors :

(4) . Bh+a)—a=o.

Pour le pentagone, Z, = Z,. La premiere des équations (R") nous
donne encore ' :

(5) ' @*Z3 + 2 —Z, +1=o0.

Pour I'bexagone, Z, = Z,. Les deux premiéres des équations (R”)'uous
donnent _ -

Z: —1
Z, = I -LfZ; ’
Z: 41
2 . .
Zy = 1+ a?Z}
En réduisant, on trouve ‘
(6) : «*Z4 4+ Z3(1 4+ %) — 3 = a.
~ Pour I'heptagone, on a
Zy = 7.

Les denx premiéres des équations (R”) deviennent

Z, — a*lZ; —Z; +1=0,
Z3Z2 — a2Z2Zg — Z§+ 1 =0,
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En réduisant, on trouve
(7) &*2§ — a*(a® +1)25 — o*Z% + (3a2 +1)Z} —Z% —2Z,+ 1 == 0.
~ Ecrivons, dans un tableau, les équations (3), (4), (5), (6), (7):

Z,—1=0,
Zi(1+at) —2=0,
(s) ‘ e?Z} +2; —Z,+1 =0,
, *Zi + Z3(e* +1)— 3 =0,
0L — a*(a? +1)Z25 — a*Z3
+ (30 +1)Z% —Z2 —2Z,+1=0.

Pour trouver la relation entre les rayons R,p, de deux cercles et
la distance de leurs centres, pour qu’un polygone de 3, 4, 5, 6, 7 cotés
soit inscrit et circonscrit aux deux cercles, il suffit de remplacer dans
les formules (S) « et Z, par leurs valeurs, qui sont

)

'7“=i, Z2=

aRp,
R—§

Or, si « est nul, les deux cercles sont concentriques et les polygones
sont réguliers; les formules (S) deviennent alors

Zz—l ——0,‘
Z} —a2=o,
(S’) A i Zg —-‘Zz—!—: 1=o0,
22 -3 =o,

Z3 — 72 —~2Z, +1.=o.

Les équations (S') domnent pour Zy la valeur Ie double du rapport

des rayons de deux circonférences, auxquelles sont ioscrits et cir-
conscrits des polygones réguliers de 3, 4, 5, 6, 7 cbtés.

Premiére remarque. — Pour trouver la condition cherchée relative
4 un polygone ‘de ap ou de (2p +1) cbtés, il suffira de considérer
les (p-— 1) premiéres des équations (R”).
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Deuzxiéme remargue. — On peut se proposer de trouver la relation
cherchée, en fonction du nombre des cotés du polygoné; pour cela,
il Taudrait pouvoir exprimer Z, en fonction de 7. On est donc amené
aux deux questions suivantes :

1° # élant un nombre_entier positif, existe-t-il une fonction ¢ ()
satisfaisant a la relation’

1+ o(n)p{n—a) —o(nyo(n—2)[p(n —1)]*e* — [p(n —1)]*=0.

2° Trouver cette fonction.
() étant trouvé, la relation cherchée en fonction de (n ) serait

o(+1)—om)=o,
pour un polygone de (3u + 1) cotés, et
ole+1)—olu—1)=o0,

pour un polygone de (22) cotés.
Mais ces deux questions paraissent présenter de sérieuses difficaltés.
Troisiéme remarque. — L’équation (S), relative & I’hexagone, est
bicarrée; on peut donc la résoudre et, par suite, construire avec la
regle et le compas un hexagone satisfaisant aux conditions énoncées.
Nous allons donner 2 ce propos unthéoréme beaucoup plus général :

TarortmMe VI. — On peut avec la régle et le compas passer d’un
polygone de p cdtés inscrit et circonscrit & deuwx cercles & un polygone
de 2p cotés inscrit et circonscrit a deux cercles.

Considérons un polygbne de 2p cotés inscrit et circonscrit & deux
cercles; lés points de contact de ses cotés avec le cercle intérieur
sont les sommets d’un polygone afy ...; ce polygone est inserit 4 un
cercle, et ses milieux sont sur un autre cercle. 1l suffit, évidemment,
de démontrer le théoréme énoncé, pour ce polygone #f3y....

Ce polygone ayant un nombre pair de cotés, les droites qui joignent
les sommets opposés concourent en un méme point; en effet, soient
P et Q deux sommets opposés. Lorsque le polygone se déplace, les
points P et Q sont tellement liés, qu’a une position de I'un ne corres-
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pond qu’'une seule position de I'autre, et réciproquement; donc PQ
passe par un point fize. '

Cela posé, soient «f, A deux groupes de sommets opposés; les
droites a), By passent par un point fixe P. Les milieux a et & des

droites o), By se déplacent sur une circonférence fixe, pendant le
mouvement du polygone afyd....

Ces points a et b sont les sommets d'un polygone de p cbtés, qui
se déplace en restant inscrit & une circonférence.

Pour prouver que ce polygone ab... est analogue de afy..., il
suffit de montrer que le milieu de ab décrit une circonférence, et le
théoréme éroncé s’en déduira. '

Or le milieu de ab est le milieu de la droite HI qui joint les milieux
des cbtés opposés af3, Ap.. Mais H et I sont les sommets opposés d’un
polygone de 2p cOtés qui se déplace en restant inscrit & une ecircon-
férence et circonscrit & une conique; donc HI passe par un point fixe,
H et I étant sur une circonférence fixe, le milieu de HI, qui est aussi
celui de ab, décrit un cercle.

Nous allons montrer maintenant comment, du polygone ab... de p
cotés, on peut déduire, avec la régle et le compas, le polygone «f3y...
de 2p cotés. Le coté ab étant donné, le point O est connu, les
droites P, P8, IH sont connues, mais non les poinis «, 8, H; pour
les trouver, on est amené au probléme suivant.
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Trois droites étant données, Pa, PB, TH, tracer une droite fHa,
qui soit coupée en H, en deux parties egales, et telle que « et 3 soient
également dzstants d’un point O,

Fig. 10.

- Si Pon traite la question par ’Analyse, on trouve que le probléme
est résolu par I'intersection de la droite IH et d’une hyperbole ayant
pour équation (en prenant pour axes les bissectrices de I’ ang]e des

droxtes Pa, PR)
2xy = (-"'%"*‘.7.7*0) sin &

On veit que la question se résout trés-simplement.

Tatorime ‘VIL. — Or peut, avec la régle et le compas, construire
un polygone inscrit et circonscrit & deux cercles, quand le nombre des

cotés est de la ﬁrme 3.2 ou 4.2,

En effet, on sait constraire le trxangle et le quadmlatere inscrits et -
circonserits 4 deux cercles, et, en vertu du théoréme qui précéde, on
peut passer da triangle au polygone de 6, 12, 24, 48, ... cOtés; et du_
quadrilatére au polygone de 8, 16, 32, ... cétés. )

SUITE DE L’ETUDE DES EQUATIONS (§)

L’une quelconque des équations-(S) contient deux quantités seule~

ment, & et Z;, et'on a
2Rp,

Z2= —5

)
._R,
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~ On peut poser divers problémes, 4 propos de ces équations; on peut
envisager la question de la maniére suivante:

Les rayons R, p, de deux cercles étant donnés, trouver quelle doit
‘étre la distance 3 de leurs centres pour qu’on puisse inscrire et circon-
scrire un polygone de m cdtés aux deux cercles; dans ce cas, on a

K 2Rp
g L= m—:v’

il faudra remplacer, dans Iéquation (S) qui correspond au polygone
considéré, « et Z, en fonction de I'inconnue d, et I’équation changera.
Si, au contraire, on se donne & et R,on a

a=K, Z,=KYp,,

" K etK’ étant des quantités données, et I'équation (§), ou Z, =K’p,
est I'inconnue, résout immédiatement le probléme proposé. Supposons
que l'on se donnelerayon R et la fonction - B fr 5 P et ¢ étant deux

inconnues; I'équation (S)=o pourra se résoudre en y regardant
o comme Pinconnue; prenouns, par exemple, le cas du polygone de
sept cdtés ; 'équation (S) ne contient que a? et a*: on peut donc la
résoudre, on en déduira une valeur de &. Transportant cette valeur

de 3 dans la quantité donnée = = on en déduira Pinconnue p,; et

2Rp,
R?— g2
le systéme des valeurs Rp, ¢, dont I'une était donnée et les deux autres
viennent d’étre calculées, correspondra % un heptagone. On aurait un
résultat analogue pour le pentagone; on peut donc énoncer le théo-

réme suivant :

ToforimMe VIII. — On peut, avec la régle et le compas, tracer des
polygones inscrits et circonscrits & deux cercles, lorsque le nombre de
leurs cbtés est de la forme 5.2° ou 7.2°. Remarquons que les rayons des
deux cercles ne sont pas donnés, mais que Uon donne le rayon du
cercle extérieur, et une certaine relation entre les rayons des deux
cercles et la distance de leurs centres, cette relation étant ici

aR P‘
RF— é;.__—- a.
*Journ. de Matk, (3® série), tome IV, — Aour 1878, 7 36
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Nous ‘avons trouvé, par les considérations qui précédent, an sys- -
téme unique de valeurs Rp,d qui répondent a Tinscription, par
exemple, d’un polygone de sept cotés. Si I’'on demande d’inscrire dans -
un cercle donné de rayon R’ un polygone de sept cotés qui soit
inscrit 3 un autre cercle dont on ne donne pas le rayon, il sUFFIRA
de prendre un systéme de valeurs R ¢, ¢'; respectivement propor-
tionnelles & Rp, &; si I'on donne & la fois deux des quantités R'g), d',
le probléme dépendra, en général, d’une équation que nous ne sa-
vons pas résoudre, et, par conséquent, on ne pourra pas construire le
polygone & I'aide de la régle et du compas. - - ,

" Remarque. — Le théoréme qui précede offre cette particularité
qu’il donne le moyen d’inscrire, dans un.cercle donné, un polygone
de sept cbtés qui soit circonserit 4 un cercle, tandis qu’on ne sait pas
inscrire dans un cercle un polygone régulier de sept cotés. Ce que
nous avons dit plus haut suffit pour expliquer cette anomalie appa-
rente. A un polygone inscrit et circonscrit 2 denx cercles de rayons
R, p, et de distance des centres ¢, correspond un polygone formé par
les points de contact des cotés du prewmier avec le cercle p,. Ce deuxiéme -
polygone est inscrit dans un cercle de rayon p,, et-les milieux de ses
cbtés sont sur un cercle de rayon p,; ses cOtés sont tangents a une
conique dont I'un des.foyei's est au centre de la circonférence p,, dont

la distance focale est '—E, et le demi-grand axe p;. On a les relations

a=§2,A Zz =ﬂ?,

pa b

] a2Rp
e=g L=gp_§

Or, dans le théoréme précédent, nous nous sommes donné Z,, el

., 0 . .
nous en avons déduit o au moyen de I’équation (S). Nous pouvons

donc dire aussi que nous supposons donné 2—’, et que nous en dédni-
- L

g, . .
sons -, ou encore que nous nous donzons g, €t p, €t que nous en dé-

3 B
duisons ¢,. On peut donc énoncer le théoréme suivant :

Tugorime IX. — On peut, avec la régle et le compas, tracer ur

«
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polygene de 3, 4, 5,6, 7 cotés qui soit inscrit & un cercle donné, et
circonscrit a une conique ayant peur foyer le centre du cercle et dont
on donne le grand axe.

CONCLUSION DE LA PREMIERE PARTIE.

Nous avons indiqué, dans ceite partie de notre étude, une méthode
nouvelle et fort simple pour traiter les questions relatives aux poly-
gones inscrits et circonscrits & deux cercles. Cette méthode nous a
fourni un certain nombre de théorémes intéressants, et peut en fournir
un grand nombre, tous relatifs 3 la construction de ces polygones,
selon le nombre de leurs cotés. Nous nous proposons d’étendre con-
sidérablement ces théorémes; mais nous abandonnercns, pour le
moment, celte partie, et nous allons donner un certain nombre de
propriétés curieuses de ces mémes polygones, toutes déduites du
théoréme IV et du théoréme V.

DEUXIEME PARTIE.

Définitions. — Pour éviter des redites et abréger le langage, nous
donnerons quelques définitions :

Une ligne polygonale A est une ligne polygonale ron fermée qui se
déplace en restant inscrite 4 la circonférence O et circonscrite 4 la
circonférence G; un polygone A est un polygone fermé qui se déplace
dans les mémes conditions; ligne polygonale a, une ligne polygonale
norn. fermée, formée, 4 chaque instant, par les points de contact des
c6tés de la ligne A avec le cercle intérieur, et qui se déplace en méme
temps que la ligne A; polygone «, un polygone fermé correspondant
au polygone fermé A.

TrtorimE 1. — Dans une ligne , la droite qui joint les milieux X, p.
de deux. cotés consécutifs af3, By touche une conique.

Nous savons que la perpendiculaire 8D, abaissée de 8 sur a7, passe
par le deuxiéme foyer F de la conique @. Joxgnons CpB, qui rencontre
36..
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Ap.en ¢; 9D rencontre en'K Paze.CF de la conique ®. Nous savons
que le prodait FD, F 3 est constant ; donc KD est constant, et K est le

Figo 1X.

centre du cercle décrit par le point D. On a
Co + 9K =Gg + ¢D + DK = Cf8 + DK.

Donc ¢ décrit une conique ayant pour foyers C et K, etce point ¢ est
le point de contact de M. avec cette courbe. .

Trsiorime 1L — Dans une ligne A, le centre du cercle inscrit au
triangle formé par un c6té et les prolongements des deux cétés adja-
cents décrit une circonférence. '

.Sqie'nt a, B, 7 trois sommets consécutifs de la ligne «; racA, AB, By
trois cotés de la ligne A, Menons CA, CB et A3, Bf' perpendiculaires
& ces droites; par le deuxié¢me foyer F de la conique @, menons FA’, FB’

paralléles a FA, FB.
On a
: C).FA’ = const.,
, C).CA = const.;
d'ou A

[4

'Eé-—-(:nt
A = const.
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'La figure CA 8'B est donc homothétique  la figure FA'EB'; le théo-
réme est donc démontré. ‘

Fig. 12,

TrrorimE II. — La surface d’un polygone A reste, péndant,le deé-
placement du polygone, proportionnelle a celle du polygone « corres:
pondant.

Reportons-nous 4 la figure précédente : il suffit de démontrer que
la surface du polygone formé par les pointsA’, B’, ... reste proportion-
nelle a celle du polygone «.

" Ona
BQ=CE—CQ=R — (a-+ bcosw)

(R, @, b étant trois constantes égales respectivement, R au rayon du
cercle C; a 4 la distance constante du point F an coté A'B',et ba la
distance CF).

S(AB'BQ) = (R — a)ZA'R — b3ZA'B'cosw = (R — a) ZA'B,
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c’est-a-dire,

sﬁrface(aﬁy. ..) — surface (A’B’.. .)-:: (R—a)SA'B.
Or :
, surface(A'B’...) = a SA'B';
donc ,
: surface(affy...) = R=A'B'.
Ces deax relations démontrent le théoréme :

Tarorime IV. — La surface d’un polygone A reste, pendant le
-déplacement du polygone, proportionnelle & la somme des sinus de ses
angles, et aussi a la somme des droites qui joignent ses sommets de
deux en deux.

Ce théoréme est évident, en vertu du précédent.

Fig. 13.
H

TatorkMe V. — Les centres des cercles circonscrits aux triangles
formés par un coté d'une ligne A et les prolongements des deux cotés
adjacents sont les sommnets d’une ligne polygonale inscrite et circon-
serite & deux coniques.
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Soient , B, 7, 8 quatre sommets consécutifs de la ligne «; ABH, BIG
les deux triangles de la ligne A qui leur correspondent.

Le cercle circonscrit 4 ABH est le transformé par rayons vecteurs
réciproques du cercle des neuf points du triangle afy; or le centre
de ce cercle des neuf points décrit une circonférence, car le centre des
moyennes distances des points afy en décrit une; le rayon de ce cercle

Fig. 14.

des neuf points est constant; donc il touche deux cercles concen-
triques : son transformé ABH touche donc aussi deux cercles, son
centre décrit donc une conique.

Soient B et£ les deux points de rencontre des cercles ABH, BIC; la
droite BE passe au centre S de similitude des deux cercles auxquels
sont tangents les cercles ABH, BJC, de plus

SB.S& = const.;

donc, en vertn du théoréme IT de la I™ Partie, la perpendiculaire
élevée au milieu de BE, laquelle passe par les centres des cercles ABH,
BIC, touche une conique.

TratkoriMme VI. — Dans une ligne o qui se déplace, les centres des
hyperboles équilatéres passant par quatre sommets consécutifs de-
crivent une circonférence.

Soient «, B, ¥, 8 quatre sommets consécutifs : le centre de 'hyperbole
équilatére qui passe par les quatre points est au point de rencontre
des cercles des neuf points des triangles afy, 3y3; ces cercles se ren-
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contrent déja au milieu ¢ de By, de plus ils touchent deux cercles
fixes; donc, en répétant le raisonnement du théoréme précédent, on

Fig. 15.

B Y

voit que le deuxiéme point de rencontre de ces cercles décrit un cercle
fixe.

Trtorime VII. — Dans un polygone a qui se déplace, la somme des
carrés des cotés reste constante.

Soient ', 3/, x”, y”, ... les coordonnées des sommets du poly-
gone a, par rapport & deux axes reclavgulaires passant par le point C,
Paxe des x étant 'axe de la conique @.

Les sommets du polygone « et les milieux de ses c6tés décrivant des
circonférences, on a '

Y/

’ 7 N I: "y g 0 " :
x*+y"? =R?, (x > )3+ (y B )2 +ATS +B=o,
U4 ‘z/ll 3 /4
ey, (S
On en déduit

x’x”+7’j"+A(x’+bc”)+B,:o
.T”xm +]”}"'+A(.’l‘”+x'”) +B4 =o0.

+ov

+ B =o.

y’ﬂ 2 ‘7:”+xlll
> )+A !

En appelant §* la somme des carrés des c6tés, on a

§* = 2[{x' — &) + (y' — 7")*]
=K+ Z(x'x" + 5y )=K, + A, 3.

Or Zx’ est constant, car le centre des moyennes distances des som-
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mets du polygone « est fixe, en vertu du t’héoréme V de la I* Partie.
Tatorime VIII. — La somme des carrés des droites qui joignent les

sommets du polygone a, pris de deux en deuzx, reste constante, pen-
dant le déplacement de ce polygone.

En effet, les milieux des cétés du polygone o décrivant une circon-

férence, on a
2(x'x” + y'y") = const.

Les centres des moyennes distances de trois sommets consécutifs du
polygone a décrivant une circonférence, on a de méme

S[(2'x” + 2"z +x"x") + (' 5" + 79" + " 9")] = const.

On en déduit
Z(x'x" 4+ x'y") = const.

Le théoréme est démontré par cette relation.

TakoriME IX. — La somme des carrés des droites qui joignent les,
sommets du polygone a, pris de p en p, reste constante, pendant le de-
placement du polygone.

Méme démonstration que pour les deux théorémes précédents. Cette
somme varie d’ailleurs avec p.

TakortME X. — Dans un polygone A, la somme des cosinus des
angles reste constante, pendant le déplacement du polygone.

Conséquence évidente du théoréme VII.

Tutorime XI. — Dans un polygone A, la somme des cosinus des
angles formés par deux cétés, pris de p en p, reste constante, pen-
dant le déplacement du polygone. ;

Conséquence évidente du théoréme IX.

Cette somme varie d’ailleurs avec p.

TakoriéME XII. — La somme des cosinus des angles que jozzt tous les
c6tés d’un polygone A avec une direction fixe reste constante, pendant

Journ. de Math, (3¢ sene), tome IV, — SerieMsre 1878, ) 37
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le déplacement de ce polygone. Cette somme varie d ailleurs avee la
direction choisie. A :

Soit AB un des cétés du polygone, « le point ot il touche le cercle C.
" Menons par le centre C une paralléle a la direction donnée; cos § est
proportionnel 4 la distance du point « 4 cette droite Cx.

Donc la somme des cosf est proportionnelle 3 la somme des
distances des points & 4 une droite fixe, et cette derniére somme est
constante en.vertu du théoréme V de la 1™ Parlie. De méme Xsing
est constante, ' '

Fig. 16.

Le centre des moyennes distances des points « est un point fize
situé sur la ligne des centres des deux cercles auxquels le polygone A
est inscrit et circonscrit; appelons A la distance de ce point aun
centre C et  I'angle que fait la ligne des centres avec la direction Oux;
nous aurons A o :

Co . 3 r Asin
Seosf =L = 2T,
) T".Pr . P
. .. mAcosw
Zsind = —
- 1
On en déduit o
Ssind

$T0s0 = cotw.- ‘

On a donc le théoréme suivant ;

Tasorime XII. — Lorsqi'un polygone se déplace en restant inscrit.
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et circonscrit & deux cercles, le rapport entre la somme des sinus des
angles formés par tous ses ctés avec une direction fixe et la somme
des cosinus de ces mémes angles reste constant, quel que soit le
nombre des cbtés du polygone.

Remarque. — Nous allons donner du théoréme XII, qui est impor-
tant, une démonstration directe. - ,

Soient B, A, G trois sommets consécutifs da polygone A; B',A’,C’ les
positions de ces points aprés un déplacement infiniment petit du poly-
gone A. Menons par le centre O du cercle extérieur une paralléle 4 la

Fig. 17.

direction donnée; nous pouvons déterminer un sommet B du poly-
gone A par Uarc LB = ¢, compté & partir du point L. Nous aurons

dy _dy _ dy _ dg" _dy-+-dy'  dep+dy

_— —_ —

K'C™ AB AG

Cela posé, le polygone BAC... se fermant, en appelant 6 I'angle d’un
de ses cotés AB avec la droite fixe Ox, on a

3 ABsinf = o.
Or

9 =‘P__—-—.”'"i'"”v, d@:‘ﬁ#i', AB =K (dp + dy’) = 2K df;
4 ' 37..
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donc o
) Zsinf df = o;
par suite
Zcosf = const. G. Q. F. D.

Tatorime XIV. — Quand un polygone A se déplace, la somme des
distances d’un point fixe du plan a ses cotés reste constante. Cette
somme varie avec la position du point dans le plan.

~ Soient P le point fixe, AB un cbté du polygone. Joignons CP, la

Fig. 18.

droite CP reste fixe pendant le déplacement du polygone. En appelant
¢ la distance de P 4 AB, on a .

3+ p, = CPsino,
28+ mp, = CP Ssinf.

On voit que 3¢ reste constante.

Nous avons
. m Acosw
Zsinf = '—T;
. L~
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donce
CP m A cosw

pr

3¢ = — mp,.

On voit que cette somme des distances reste la méme lorsque :e
point P se déplace sur une perpendiculaire 4 la ligne des centres,
menée 4 une distance du point G égale £ ?, cette somme est alors
nulle.

Cette somme des distances reste encore la méme et égale & — mp,,
lorsque le pomt P se déplace sur la perpendiculaire 4 la ligne des
centres, menée par le point C. Enfin cette somme des distances con-
serve la méme valeur pour tous les points P, situés sur une méme
perpendiculaire 4 la ligne des centres.

TagoriME XV. — La somme des distances du centre O du cercle
circonscrit au polygone A, aux droites qui joignent les sommets de ce
polygone pris de deux.en deux, reste constante pendant le déplace-
ment de ce polygone.

En effet, chacune de ces distances est proportionnelle au cosinus
d’un des angles du polygone.

Tatorime XVI. — La somme des rayons des cercles inscrits dans
les triangles formés par trois sommets consécutifs du polygone A reste
constante, pendant le déplacement de ce polygone.

Fig. 19.
B

SN

0

Soient A, B, G trois sommets consécutifs, appelons ¢, ¢”, " les
distances de O aux trois droites AB, BC, AC.
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On a, en appelant r le rayoun du cercle inscrit au triangle ABC,

Rerr=d"+ 840
Sr=320"+ 30" + 20" — mR.

Or 3§, 39" sont constantes, en vertu du théoréme XIV, et 33" est
constante en vertu du théoréme XV, ' ‘

Tatorime XVII. — La somme des rayons des cercles inscrits dans.
les triangles formés par un c6té du polygone A, et les prolongements des
deuzx cétés adjacents, reste constante, quand le polygone sedéplace.

‘Reportons-nous a la figure du théoréme II. Le rayon du cercle
inscrit au triangle AHB est la distance de ' au c6té AB; or cette dis-
tance est proportionnelle 2 fQ ou 2 Cf8 — CQ; or la somme des lon-
gueurs CQ reste constante en vertu du théoréme XIV. '

Tusorime XVIIE. — Si lon considére quatre sommets consécutifs
(1, 2, 3, 4,) d'un polygone a, les droites (13), (24) se rencontrent en un
point M.

Ce point'M est le sommet d’un polygone qui se déplace en méme
temps que le polygone « et qui jouit des propriétés suivantes: il est.

Fig. ao.

inscrit & un eercle et circonscrit & une conique; le centre des moyennes
distances de ses sommets est fixe; la somme des carrés de ses cotés
est constante. ' '
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En effet, les perpendiculaires abaissées des points 2 et 3 sur les
droites (13), (24) passent par le deuxiéme foyer F de la conique @; et
Pon a, en vertu du théoréme II, I*® Partie,

Fp.FR=FK.F3 = const.,
FR.CP =const.,

d’ots ‘

FiM

P = copst.

. . I - r - r *
Cette derniére relation démontre le théoreme.

TrkoriME XIX. '_— Le point K, projection du sommet (3), sur le
coté (24), est le sommet d’un polygone qui jouit des mémes proprictés
que le polygone des points M (voir la figure du théoréme précédent).

En effet, si Hest le point de concours des hauteurs du triangle.
(2,3,4),0ona

TR = const.;
7 = const.;

donc le point K décrit une courbe homodthétique 4 celle du point H,,
et par suite 4 celle du centre G, des moyennes distances des trois

points (2, 3, 4).
Tusorime XX. — Si ['on considére, dans ur polygone o, les centres

des moyennes distances de p sommets consécutifs, ces points sont les
sommets d'un polygone qui jouit des proprietés suivantes:

1° 1l se déplace en restant inscrit & un cercle et circonscrit & une
conique fixe.
2° Le centre des moyennes distances de ses sommets est fixe.
3° Lasomme des carrés de ses cOtés reste constante. '
 4° Lasomme des carrés des droites qui joignent ses sommets de
en rreste constante. '
Ces propriétés se déduisent aisément des théorémes précédents.

Trvoreme XXI. — Si, en considérant un polygone «, on meéne par
un point a, du plan une droite égale et paralléle a A, A, qui joint les
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sommets A,, A,, puis par Uextrémité a, de cette droite, une droite égale
et paralldle & A, A, et ainsi de suite, on_formera un polygone fermé
inscrit & un cercle et circonscrit & une conigue; lorsque le polygone o

Fig. at.
A'Z
B \] N
/ 'A'poa.

se déplacera, le polygone des points « se déplacera en méme temps, le
cercle et la conique awxquels il est inscrit et circonscrit tourneront
autour du point @, sans changer de grandeur ni de position relative,

Fig. 22.

RS

a{,, . ‘ 7 .

a pr2

et la somme des carrés des ctés a, a, restera constante ; enfin le centre
des moyennes distances des points a, a, a,., ... décrira un cercle ayant
son. centre au point a,.

Pour démontrer ce théoréme, il suffit de remarquer que la droite"
A, A, est paralléle en direction, et proportionnelle en grandeur a la:
droite qui joint les centres des moyennes distances des deux groupes’
de points (A, A, ... A, ), (Ar A, ... A,). '

Remarque. — Si le polygone o a un nombre pair de. 2m cdtés, et
qu’on joigne les sommets de m en m, le polygone @, a,, ap., - .., con-
struit comme nous venons de le faire, aura ses cotés opposés égaux et}
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paralléles; le cercle et la conique anxquels-ce polygone est inscrit et
circonscrit seront donc concentriques;

Tatorime XXIL — Sidans un polygone « on considére 2p som-~-
~mets consécutifs, et qulon joigne les centres des moyennes distances
des p premiers et des p suivants, la droite ainsi obtenue est le coté
d’un polygone analogue de a, cest-a-dire dont les sommets décrivent
une circonférence, pendant que les milieux de ses cétés décrivent
aussi une circonfeérence.

En effet, soient g,, g, les centres des moyennes distances des som-
mets (1,2,3, ..., p) (p+1,p + 2, ..., 2p); le milieu g,, de la droite

Fig, 23.

Ip Iz2p Ip

g8, est le centre des moyennes distances-des points(1,2,3, ..., 2 p);
donc il décrit une circonférence, et le théoréme se trouve démontré..

Si p est premier avec m nombre des cétés du polygone a, et plus
petit que —';1; lg polygone des points g, aura m ctés; cela posé, nous
appellerons polygones & distincts deux polygones de m cbtés, tels-
qu’un coté dans le premier polygone partage le plan en deux régions
dont I'une contient K sommets et 'autre (m — K — 2), tandis que dans
le- deuxiéme polygone K se change en K. o

On voit donc qu’il y a autant de polygones « distincts, de m cbtés,

'Yt d . . . . m *
qu'il y a d’entiers premiers avec m et plus‘_pents.que -

Supposons construit un quelconque de ces polygones: de m cbtés;
qui sera inscrit 2 un cercle de rayon p,, pendant que les milieux de
ses cOtés seront sur un cercle de rayon p,, et tel que la distance des
centres des deux cercles soit 3, 4 ce polygone « correspond un poly-
gone A de m cOtés inscrit 4 un cercle de rayon R, circonscrit au
cercle p,; la distance des centres des deux cercles étant égale 4 9.

Si, dans le polygone «, nous considérons les centres des ‘moyennes
distances g, &, 8, 1 --+, pour toute valeur de p premiére avec m et plu

Journ. de Matk. (3¢ série), tome IV, < SgprEMERE 1878, 38 i
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petite que %l, ces points seront les sommets d’un polygone «, de m

cotés, dont les éléments seront p, pap (82— 0,); & co polygone o,

correspondra un polygone A, dont les éléments seront R, pp, %, etles

quantités Ry, pps ¢', seront des Jonctions rationnelles des données

R, p,, 9, fonctions que nous savons caleuler au moyen des formules
(R") de la I*® Partie. 4 ‘

" On en déduit aisément le théoréme suivant :

Tagorime XXII. — L'équation (8)=o, ou f(Z,«) = o (voir
T Partie), est telle que, si l'on en connait une seule racine réelle et
positive, foutes les autres racines réelles et positives peuvent se calculer
rationnellement et successivement en fonction de la premiére.

Pour appliquer ce théoréme a un exemple, considérons I'équation
du sixieme degré p(Z,, o*)=o0, qui correspond au polygone de sept
cbiés; remarquons qu'il y a trois polygones « distincts de sept cOtés.

Donnons-nous « et R, nous aurons alors Z,=X'p, et équation
o= o0 nous donnera Z,, c'est-a-dire p,; & une valeur déterminée
réelle et positive de Z,, satisfaisant 2 I'équation ¢ =0, correspond un
polygone A dont les éléments sont 8, R, p,; ce polygone peut donc étre
construit : par Suite aussi le polygone & qui lui correspond. Cela posé,
calculons, au moyen des formules (R), les  valeurs p,, ps, ps) ps; nOUS

..aurous

2, 35
Ps =P P5 ==L Z‘z.—:P_fi., Z‘z—é{?’

2 .
23—1—':;Z§—Z§+ 1=o0.

Calculons aussi 0,y 04, 04
Le polygone « de sept cotés, dont les éléments sont pg, pys (&4 — 92),
pourra donc étre construit, par suite aussi les éléments p,, Ry, 95 du

2 _ 2R X
R:’ Zg-—-ﬂg_a,;ﬂ.'rEh

" valeurs de « et Z, substituées dans la relation ¢ = o, la rendrontiden-
tique; c’est en ce sens qu'il faut entendre le théoréme énoncé. Si

~polygone A, correspondant, si nous posons & =

4

donc, pour une valeur donnée de «, on connait une valeur de Z, qui
annule P’équation, on pourra calculer rationnellement deux autres



POLYGONES INSCRITS ET CIRCONSCRITS A DEUX CERCLES. 299

valears de Z, qui, pour une autre valeur de « dépendant de la premiére
valeur donnée & «, rendent encore I'équalion ¢ = o identique. Ces
. explications font nettement comprendre le théoréme.

Tasorime XXIV. — Dans un polygone A, la somme des inverses
des rayons des cercles circonscrits aux triangles formés par un c6té
et les prolongements desdeux cotés adjacents reste constante, pendant
le déplacement du polygone.

Ce théoréme se démontre facilement en s’appuyant sur ce que I'un
de ces cercles est le transformé par rayons vecteurs réciproques du
cercle des neuf points d’un triangle fermé par trois sommets consé-
cutifs du polygone «.

TagoriMe XXV. — Si l'on considére p sommets consécutifs dune
ligne o, et les p cotés d'une ligne A qui correspondent a ces points, le
centre des moyennes distances de ces p sommets a pour polaire et, par
suite, pour droite cérrespondante dans la ligne A, la droite lieu géo-
métrique des points dont la somme des distances & ces p cotés de la
ligne A est-nulle. - ’

On peut donc appliquer. & ces droiles les théorémes démontrés sur
les centres des moyennes distances.

TrsoriMe XXVL. — Quand un polygone de 2m cbtés sc dépluce en
restant inscrit et circonscrit & deux coniques, les cotés opposés se ren-
contrent en m points qui restent sur une droite fixe ; les dioites qui joi-
gnent lés sommets opposés passent par un méme point qui reste Jixe.

Ce théoremé se démontre en remarquant qu’a une position d’un
des sommeéts pu d’'un-des cbtés ne correspond qu'une seule pofition
du sommet ou du cOté opposé, et réciproquement. Si nous considérons
les m points déterminés sur la droite fixe par les points de rencontre
des cbtés opposés pris deux 4 deux, ou bien encore les m points d'in-
tersection d'une droite fixe du plan, avec les m droites formées par les
lignes qui joignent les sommets opposés pris deux a deux; et qui pi-
_votent autour d’un point fixe, ces m points formeront sur la droite

considérée un systéme de divisious en involution du (m)#me ordre,
' 38..
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c'est-a-dire qu’a une position de 'un d’enx ne correspondra qu’une
seule position des (m — 1) autres, quel que soit le point choisi.

Cela posé, considérons, en particulier, un hexagone, nous aurons
un systéme de trois points se deplaqant sur une droite fixe; appelons
a, B, 7 les distances de ces trois points 4 un point fixe quelconque de
la droite; puisque les trois points se correspondent de telle maniére
qu’a une valeur de « correspondent deux valeurs f3, 7, et que de méme
a la valeur §8 correspondent deux valeurs «, ¥, et a la valeur y deux
valeurs a, {8, nous anrons, entre o, B, 7, les trois relations

Ac*f® + B(a*f + af?) + C(«® +§)+Daﬁ+E(a—r—ﬁ)+F—-o,
Ac?y + B(a®’y +ay’)+ ... +F=o,
ARy 4 ...+F=o.

Eliminons § et y entre ces trois relations, et exprimons que I'équa-
tion en a est identiquement satisfaite, nous_aurons, -entre les coeffi-
cients A, B, G, ..., F, les relations qui caractérisent I'involution du
deuzxiéme om’re Nous ne faisons qu'indiquer cette généralisation, qui
fera I'objet d’une étude ultérieure.-

TrroriMe XXVII. — 7l existe entre les angles qui déterminent les
sommets d'un polygone o un grand nombre de relations faciles a
trouver. :

Les coordonnées des sommets d’un polygone « pourront se repré-

senter par
P1COS®,, P COSGzy «uoy

piSinw;, p,Sin@., ....

Exprimons, par exemple, que la perpendiculaire abaissée de I'un
des sommets sur la droite qui joint les deux sommets adjacents passe
par un point fixe, nous aurons

~— sinw,(sinwy — sinw,) + (A — cosw,)(coswy — cosa,) == o;
d’ou, en différentiant,

0= dw, [Asine, + sin(w, — )] A
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On a donc la relation suivante :

-Asin Sn—l—sin(m,—.»,) sin(a,—.ma)—sin(w|+mz) Asin o, —su(w;-+ o) 0, o,
o Asin m,-i-sin(as-— o:)  sin{e;—eo,)—sin(w;+o,) Asine,—sin{u;-+a,) o
o o )

On trouverait de méme-une série d’autres relations exprimées par
des déterminants égalés a zéro.

Treortme XXVIIL. — 8i lon a une série d’angles ,, w,y ..., 0y

entre lesquels il existe la série des relations suivantes, au nombre de m :

cos(w, — w, )+ A(cosw, -+ gosw, ) +~ B = o,

cos{ ws — @) + A(cosw; -+ COsw,) + B = o,

O -
€os(tp — 0y ) + A(COSW, + COSwyy )+ B = o,
cos(w, — @y,) + A(cosa, + cosw,)+ B =o,

1° On peut éliminer les m angles entre ces m: équations, et obtenir
par suite une relation entre A et B.
» . m . . .
2° Orn a entre les angles la série des 5 relations suivantes :

~ Zcos(w; — w,) = consl.,
Zcos(ws — ,) = const.,
2cos{w, — ®,) = const.,
L A R R

Ecos(mﬂ —_ w.) = const.
. 2 )

Ce théoréme n’est que Ia traduction des théorémes qni précédent.

TrtorkME XXIX. — Dans un triangle A, le centre des moyennes
distances des sommets décrit une circonférence pendant le déplace-
menz du triangle.
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Représentons les coordonnées des trois sommels par

Rcosa,, Rsing,,
Rcosw,, Rsina,, -
Rcosa,;, Rsina,.

Posons
cosaﬂ———_:m2 =£," cbsé‘*“’ =y
Il vient
+p, =— 0 + Ry,
-IF —Byl+Ryl’~,
la = — 0: -+ B.‘)""
Qn en tire

R23y® + 0238® — 3p2 — 20RZyE =0,
R23y? — 02382+ 3p? = 2Rp, Sy =o,
' R2Zy2 — 5‘32}"& =R, 2y =o.

Or B3y est égal 3 R + p,, car RZy représente la somme des dlS-
tances du centre du cercle circonscrit a un triangle & ses cotés; donc

(1) B3y — OR3yEp (R + ) =o.

Considérons un cercle dont le centre soit sur la droite qui joint les
centres O et G des cercles inscrit et circonscrit au triangle, 4 une

. . . 26 ) : .
distance de O égale a -23—, passant par le centre des moyennes distances
des trois sommets et de rayon H, on aura

H? — Rcosa; -+ Reosa, + Reose,  2d\?2
- - ) 3 3
=+ (Rsina, + Rsina, + Rsina, )*.

(2)

Cette relation devient, en vertu de la relation (1),
40%—gh® — 3R? %= 4p,(R+p,)=o.

k est donc constant, et le théoréme est démontré. On en déduit aisé-
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ment que le point de concours des hauteurs décrit aussi une circonfé-
rence, et que le centre du cercle des neuf points en décrit une dont

. . R
le centre est au centre du cercle inscrit et de rayon — — p,. Ona donc

une démonstration trés-courte de ce théoréme, que le cercle des neuf '
points d’un triangle est tangent au cercle inscrit.

Tatorime XXX. — Le centre des moyennes distances des sommets
d’un quadrilatére qui se déplace en restant inscrit et circonscrit a
denx coniques décrit une conique : les deux diagonales sont les rayons
komologues de deux JSaisceaux en involution.

En effet, les deux diagonales passent par un point fixe, et leurs
milieux décrivent une méme conique, la droite qui joint ces milieux
passant par un point fixe.

Tarorime XXXI. — Quand un polygone se déplace en restant in-
scrit et circonscrit & deux coniques ayant un foyer commun, la somme
des cosinus des angles formés avec une droite fixe par les rayons vec-
teurs qui sont de ce foyer aux divers sommets reste constante. La
somme des inverses de ces rayons vecteurs est constante. La somme des
cosinus des angles formés par denx rayons vecteurs pris de p en p reste
constante; cette somme varie d'~leurs avec la valeur de p.

Ces théorémes sont des conséquences des théorémes XI, XII, XIIL

RESUME.

Nous avons ramené le probléme proposé & P'étude d'un systéme
d’équations particulier qui résout la question et donne la condition
cherchée sans aucune élimination, et par des calculs successifs; il
est important de remarquer que les relations cherchées étant trou-
vées pour tous les polygones dont le nombre des cOtés est inférieur
A n, la relation analogue relative au polygone de » c6tés se déduit des
relations précédentes. Nous avons indiqué de quelle équation aux
différences finies dépend la solution du probléme en fonction directe
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du nombre des cétés. Nos formules comprennent, d’ailleurs, comme

‘cas particulier, les polygones réguliers. Nous avons démontré un
théoréme nouveau (théoréme V), qui nous a.donné un grand nombre
de conséquences formant la seconde Partie de notre travail. Nous
nous proposons de faire une étude plus approfondie des équations
fondamentales, qui paraissent devoir donner lieu 2 des recherches
dignes d’intérét. '




