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SUR L'EQUILIBRE RELATIF D UNE MASSE FLUIDE. 257

Sur Uéquilibre relatif d’une masse fluide soumise & [action
de corps quelconques;

Par M. VILLIE,

Ingénicur des Mines,
Professenr & I'Université catholique de Lille.

1. Considérons un corps solide en mouvement, et supposons qu’une
masse fluide, accompagnant ce corps solide, conserve une position
fixe et une distribution invariable des masses de ses divers points,
relativement & ce corps solide; nous supposerons que cet équilibre
relatif a lieu dans le cas le plus général que nous présente la nature,
c’est-a-dire sous l'influence des actions du corps solide, de la masse
fluide sar les points de son intérieur, et de corps extérieurs quel-
conques, soumis i la senle condition de déterminer le mouvement
propre de la masse fluide considérée, de fagon 4 assurer Iéquilibre de
cette masse liquide ou gazeuse.

§'il s’agit, par exemple, du globe terrestre, les conditions dans les-
quelles nous nous sommes placés reviendraient a4 supposer qu'il n’y
a ni vents, ni marées. Les conséquences que nous tirerons de I'étude
du probléme actuel devront donc s’appliquer & peu prés a notre pla-
néte, sans quoi il y aurait des déplacements, non plus simplement
faibles et périodiques, mais trés-importants de la masse fluide qui
P’entoure. ‘

2. Rapportons le systéme en mouvement i trois axes rectangulsires
fixes dans 'espace OX, OY, OZ, et considérons trois autres axes éga-
lement rectangulaires ox, oy, oz fixes, par rapport au corps en mou-

vement que nous considérons; soient G I'accélération, et &, u, ¢ les
33
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_coordonnées de O, point qui sera, par exemple, le centre de gravité

de Vensemble du corps et de la masse fluide qui l'accompagne.

‘Chaque élément fluide dont il s’agit est en équilibre sous l’action
des forces suivantes .

1° La pression P de la masse ﬂulde, au pomt (X,Y,Z), pression qui,
de méme que la densité p, au méme point, est supposée ne dépendre
que des trois variables x, y, 2, lesquelles sont mdependautes du
temps Z;

2° L attraction du corps solide qu’entoure la masse fluide;

30 L’attraction de cette derniére masse sur le point que I'on consi-
dére 4 son intérieur; ,

4° Llattraction des corps extérieurs en mouvement;

5o La force d’merue résultant du mouvement du pomt dont il
s aglt.

3. Appelons

Fle coefficient le I'attraction universelle; _

V le petentiel de I'action du corps considéré sur les points extérieurs;

V" ' potentiel de l'action de la masse fluide sur les points de son
intérieur;

Vy, Vayoovy Vi, les potentlels des actions des corps” extérieurs A,
Ag, oy An. :

Pour T’ ethbre, il faut etiil su(ﬁt que ’on aiten chaque point

tdP v\ _ X
TR (dX ﬂ"‘E(zx) re

OO Lt +3
, p dY = dY
' 1dp dV dV'
pdZ 2 dZ 7’
On a, d’aillenrs, entre les coordonnées d’un méme point dans les

deux systémes, les équations

) X=&+ax -+ by + c3,
(2) Y=un+adx+by-+csz
] Z=:+aﬂx+bﬂf+cl/z’
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qui donnent, 4 laide de deux différentiations successives et en te-
nant compte de la constance des coordonnées x, ¥ et z,

X d’E dtb d’c
2 ar T dz’ +-7 7 T3
&Y iy d’ &y d’c’

a
Pl v e S i

FL_ay B Per
il A e e dr 27w

Les équations de 1’équilibre peuvent donc s’écrire

vdP o (dV AV Pa &b d’
de =Sz dX+2dX dt’+xdt= T i
' av  av av, Bn | dd BV d’c’)
(3) pz—i_f f( et ?TY—)—(E_’_*_ TV A )

1 dP Al dV' dra” & 6” dic?
? dZ j( +2 ) (dt’+x az T gr z—d_ﬁ)'

Les quantités p et P sont fonctions de ¢ et des coordonnées X, Y, Z,
qui dépendent elles-mémes, en vertu des formules (2), de x, 7, z et ¢;

en les considérant comme des fonctions composées; dépendant seu-
lement, en définitive, de x, y et z, et en différentiant P par rapport
4 chacune de ces derniéres variables, il viendra

2 _ dpJX  dpdY P dz
dz dX dz ' dY dz ' dZ dz’
ot

dP_ dP dap »dP
= dx+a Y+aﬁ
dP___ / r/

P dp ,dP. ,,dP
Z—CK-}'C‘{Y—I—C z

Onaurait desformules analogues pourles derlvéesdeV,V’ Vi, Vo oey Voo

Cela posé, si I'on ajoute les équations (3) respecuvement multipliées,
soit par a, a', a’, soit par b, &', b”, soit enfin par ¢, ¢, ¢’, on aura trois
nouvelles équations évidemment équivalentes 4 (3), et qui seront, eu

33..
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égard aux équations (4) et aux relations

a*g ,,dﬁ__
a— = +a 'Zt—,-—i-'a G.,
BE , o & .
dt’+b b dp"‘ ¥?
d’'g » 3%
c?z?"*'c dt,—l—c ZF‘sz’
P (£+ N\ _ G, — (0%l a TS L)
rdz I \a dz a— XA+ g+ Ay
_ +adzb'+ LA LI 1 ,,dz '
I\ a dt’) _z At @ T )
dp {aV . ’
1__:j(2—+...)—-G, (b?—;—...)
5)0°Y Iy ; de
— (bd—:lf+ B+
VAUET . a6zt )
1 dP -{dV .
P RS (G )~ G (oG )
dxb dic
—Y C—d?-‘l—.-. —_—2 C-a';z;—l-... .

Dxfferentlons les equatt(ms (5), respectlvement par rapport ax,yelz

il wient
1a@P  14Pdp f dV av a'Va\
p de*  ptdr t"la:r_ dx’ dx?
: . ( d’a_-_’_l_a, d2a’ +a,,d’a”)
i ar )’
1P 1 dP dp f &avo o dv FAAY
6 p dyt - p Z}' 2; = dy dy’ dj’ y .
( ) < , ’ : d'b”
~ (b A N )
1P 1dRdy_ (EV &V dzv,,
p dzt gt d: dz _—f dzt da 2 dz?
die 1, pdic”
o ( awte dz’ e d: )

Posons, pour abréger I'écriture, ¢ étant une

fonction quelconque
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de x, y et z,
d? a?
! ?+ ?+_ —Ag_?,

dz? dz?
(&) (&) +(@) =,

et ajoutons les équations (6), nous aurons, en tenant compte des re-

lations bien connues, A,V =0, A,V = — 4mp, A, V. =0,

dP dp  dP dp dP dp
PAzpn(Ex—Z;—‘—dydy ds dz + [Utjp

2% ,@a'd%a”
et @ ta g
(7) (Y gd
- +p +bdt,+b dt,—!—b =0
, L de i’ , d2c”
- C-Zz' + C T — - C T

Or la relation
a®+a?+ a? =

donne
da\?2 da'\ 2
z,*z)
ce qui permet d’écrire comme suit le terme en g? de I'équation (7) :
da\ 2 -+ da'\2 da"
&t ) tT\u )
2 (db (2 db"\ 2
T\ L3 +z
o+ de\ 2 + de’\ 2 de”
7 dt) +\&

Ora,d,a,b b,b,c,c, c’ sontlescoordonnées, par rapport a des
’ y 0y parrapp
paralléles menées par o, des points situés sur les axes ox, oy etoz, a
une distance de o égale & 'unité, et les dérivées de ces quantités sont
les vitesses de ¢ s trois points projetées sur oX, oY et 0Z; il est donc
permis pour les calculer d'introduire ’axe instantané du systéme zyz,

pivotant autour de o. Soient donc wy, wy, w; les trois composantes
de cette rotation w dont la direction et la grandeur sont des fonctions

da” 2+a¢l’a-+ , da’. ”
) tem e g rd =
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du temps £; on a

—da da'

—=C&)y"“bwz, -‘7‘.‘

dt
d’ou K s
da\ 2 2 -2 :
(Z—‘:) + (%) + (%) = 0} + o2,

L’équation (7) devient donc
(8) pAP— (g % -+ jﬁ Z;—i— {Z j:) +4nfp* — 2p*0® =o0.

Telle est I'équation générale qui lie, mdependamment du mouve- -
ment de chaque point, la pression 2 la densité dans une masse fluide
en équilibre relatif, dans les conditions générales dans lesquelles nous
nous sommes placés ; elle est 4 'abri de toute hypothése sur la nature
du fluide et indépendante de P'action des corps extérieurs i cette
masse fluide. Cette équation nous montre que la vitesse angulaire da
systéme autour de son axe instantané de rotation passant par le
centre de gravité doit étre constante; C’est en effet la seule quantité
qui, dans I'équation (8), pourrait étre fouction du temps. 1l peut étre
nécessaire, pour la conservation de I'équilibre, que la direction de
cet axe varie, mais la vitesse angulaire devra toujours avoir la méme
valeur. Ainsi, en admetfant qué I'on-puisse disposer & son gré de toutes
les conditions du probléine, I’équilibre ne pourra jamais avoir lieu si
la vitesse angulaire du systéme autour de son axe instantané de rota-
tion n'est pas constante, et cette coustante est lndependanle des corps
extérieurs et des positions nécessaires de I’axe instantané de rotation
autour duquel le systéme tourne.

da” " :
—_—C my -_ b”mz,

N '
=bwy—‘bwz’ ar

4. Examinons spécialement le cas encore trés-général oiLla tempé-
rature est constante et le fluide de constitution hoamogéne ; on a alors

(9) | p=9(P)

et, si nous ajoutons les équations (5) nécessaires et suffisantes pour
I’équilibre, aprés les avoir multipliées respectivement par dxr, dy et
dz, le premier membre devient

;(‘—P;dP:ilgp(P),
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c’est-a-dire la différentielle exacte d'une fonction de x, 7 et z, ce qui
donne, puisque les termes fournis par la premiére parenthése sont
intégrables, les conditions nécessaires et suffisantes

&b . db &b da ,da’
a+d o v+ =bpy + Vo bdt,,
e , ydic” b &y e
b b?zzT"‘b = CaE T gE YO g
o e b e dd B
d:z"*'c '*'c A Tl T A T g
ou _
d db da\ [ ,db ,d pda"\T
—d—tf(az; b— )—%—(a?k—— )—i-(az- bdt)_—-_o,
df/, de ,de’ o de” db’\T
o) 2}(1’22""’4:)'-*‘(6 a )+(b Z T 1%
| af/ da da'  ,d¢\ ' [ sda b\
z("‘dt “dt)+(°’7,—“27)+(“'5—“7;)J—°-
db ‘da B
a"‘i; dt (a -+ )mz""acwx""‘bcwy,
db l 12 ] ’al (PN
: b (a. + %) w; — a'c'oy — b'c oy,

ab"’
" » e (A7 . B 1 ot (O
a—‘?t——-b—‘;—(a +b )wz-acwx—bcwy,

les équatious (10) reviennent donc 4

db)z dﬂx _ d&)y
%= & T g =0
ou
(£1) ox=A, woy=DB, 0, =QC,

A, B et G étant des constantes, c’est-a-dire que, dans ce cas, un peu
moins général que celui que nous avons traité tout d’abord, 1’équi-
libre exige, outre la constance de la vitesse angulaire, que la position
de I'axe instantané de rotation par rapport aux axes fixes ne change

pas.
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- B. Yoyons, en terminant, ce que devient, dans quelques cas plus
particuliers, Péquation (8), qui peut servir & déterminer la pressxon
en fonction de x, y et 2.

Masse gazeuse. — On admet alors que la relation qui lie la pressmn
ala densxté est la suivante :

: P

(l 2) . p =5
K étant une constante, si, comme nous continuons  le supposer, la
temperature ne varie pas; on a alors '

(13) KAPA,P — K*(AP) + frfs — 21&@292 =o.

Masse liquide. — Si I'on suppose d’abord ce liquide mcompressxble,
c'est-d-dire de densité constante, I’équation (8) devient

(14) A,P = 2p(0* — anfp).

C'est 'équation, a laquelle satisferait le potentlel de l'action de la
masse fluide corzsxderee sur les points de son intérieur, si celle-ci avait
pour densité constante

oo =S 82
eufin, si le hqulde est compressible, on peut admettre, pour la lela-
tion qui lie la pression i la densité, la formule
1+ KP
3

(15) S p:x—l-KPo([—l—Kp

autrement dit, supposer la contraction proportionnelle a la pression;
I'équation (8) devient alors ’

2 (1 + KP)A,B,— aR (8, P)? + 4nf(x -+ KP)' — 20%«(i + KP)* = o,
ou, en posant 1-+ KP = KP,, '
(16)  a®P AP, — a®(AP,)® + 4nfK?P} — 202aKP? = o,

équation qui a beaucoup d’ analogxe avec Péquation (13), qui caracté-
rise les corps gazeux. :



