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Sur la détermination, en un point d'une surface du second
ordre, des axes de Uindicatrice et des rayons de courbure
principauz; ' '

Par M. LAGUERRE.

I'

. 2 a2 2
1. Soit une surface de second ordre‘% -l-% —i—% =1 et un point,

M de cetie surface dont les coordonnées soient £, 1, ¢.On a la rela-
tion

(1) | Pl

et les coordonnées d’'un point quelconque de la normale menée au
point M sont données par les formules

bvx=§(l+?—z)’ _7‘=‘l)(l+%)o zv=‘§(1+-:-),

o1 A détermine un paramétre variable. Je supposerai A déterminé de-telle
sorte que le point considéré soit un des centres de courbure princi-
paux de la surface au point M.

En désignant, pour un instant, par x,, 7, et 2, les coordonnées de
ce point, les pieds des normales abaissées de ce point sur la surface
sont, comme on le sait, déterminés par les équations

Zy—2 _ _ Yo—Y _ T3
Z'.
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ot1 p désigne une racine quelconque de ’équation -

2 2 ‘wp?
az} by ezl

CE MUY A i

que l’on peut metire sous la forme suivante :

(a+X)g2  (b+2) n’ (e +2A)PE
ala+p) " b(b+p)? cle+p)

Puisque, par hypothése, le point (2,7, 2,) est un des centres de
courbure principaux de la surface au point M, I'équation précédente
¢en p doit avoir une racine double égale a X; ceite équation est, en
effet, en vertu de la relation (1), 1dent1quement satisfaite quand on y
fait p = X; mais, de plus, la dérivée doit encore s annuler pour cette
valeur; d’ou I’équation suivante :
‘¥2 n! ¢4
(2) a(ag-i-—‘l) ey +c(e§+‘x) =

qui donne les valeurs de 2, déterminant les deux centres de courbure
principaux au point M.

2. Les pieds des normales abaissées du point (zy, 7,, 2,) sur la sur-
face se trouvent sur la cubique gauche déterminée par les equa-
tions

hY
o (i=i) 5 -Tmo p(j-1)+L-F=o
zx(-—%)-—l—?—z?:(’;

multiplions la premiére de ces équations par z,, la deuxiéme par x, et
la troisiéme par y,, il viendra

XYz, (i — -) -+ yzx, (Z — —) -+ zxjo (— — i) = 0,

équation du céne ayant pour sommet le centre de la surface et con-
tenant les pieds des normales.
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1l est clair queleplan tangenté cecone au point (§,4, %) est le plan
passant par le centre de la surface et I'axe de I'indicatrice, au point M,
qui correspond au centre de courbure considéré.

L’équation de ce plan tangent est

e[ —5)+en (-2)]=o

ou, en remplacant x,, ¥, et z, par leurs valeurs et faisant quelques
réductions faciles, ' ' '

z

(3) (a'+l)(b—c')§+(b+1) (a-a)f+(c +N(a—b)z=o.

3. Soient X et}” les deux racines de I'équation (2), elles correspon-
dent aux deux axes de I'indicatrice et aux deux centres de courbure
principaux corrélatifs.

De ce que je viens de dire il résulte que le plan passant par le
centre de la surface et I'un des axes de I'indicatrice a pour équation

(4) (@+X)(b—e)F+(b+X)(c — @)L+ (e+X)(a—b)=

Considérons le centre de courbure principal N correspondant a I'autre
axe de lindicatrice; les coordonnées sont données par les formules

x=§(1A+¥), _}"‘.——'Y](I +?§>, z:—:§(1 —1—};”)

Soient A, B; C les points ou la normale MN rencontre respectivement
les plans principaux de la surface Oy, Ozx et Oxy.
Les coordonnées du point G sont

&€ = 6(1———) j—-:n(l"-%),rrzzo.

Par ce point, meneus un plan perpendiculaire 4 la normale et pre-
nons son intersection avec la droite, menée par le point N, paralléle-
Journ. de Math. (3¢ série), tome IV. — Jumzer 1878. 32
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ment 4 'axe des z. En désignant par C ce point, un calcul facile montre

que ses coordonnées ont pour valeurs

x=’=:(|+-a—), f%n(l+¥)v_'2é€(l+; 3

A )'ll ('{C +l/l)
-

ott jai posé, pour abréger,

Ez

'-nz g
P —"-‘-"-z; B T

b2 -+ ;3. B
Menons de méme, paf le point B, -an plan perpendiyculaire a MN
et désignons par B’ le point oli ce plan rencontre la droite wmenée par

N parallélement 4 'axe des y; ses coordonnées seront données par
les formules ' '

a’ a

” ) By bE ..IIV  , R Y2
N

Désignons enfin par A’ le point ou la droite menée par le point N,

parallélement 4 I'axe des x, rencontre le plan mené par A perpendi-

colairement & MN.
Le plan, passant par le centre O de la surface et les points B et €

a pour équation

. , o

I T G R B

ou, en effectuant les caleuls,

Ex 0y’ 2

(5) B rsuR e e g ks

Cette équation étant symétrique par rapport aux lettres , y et 5, on
en conclut que le plan OB'C’ passe par le point A’. Ainsi, les trois
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points A’, B"et C' sont situés dans un méme plan passant par le centre
de la surface.

Je dis maintenant que ce plan passe par I'axe de l'indicatrice, au
point M, qui correspond au centre de courbure principal distinet
deN. - :

I’équation (2) donne en effet I'identité s iivante :

Eb+ 0+ + 2 e+ia+2 + @) +2) =0 —¥)—¥),

" d’ou, en faisant A = — aq,

_ela—8)(b—d)e—a)

J

ala+X) =

et de méme
| _la—b)(b—c)(c—a)
. b+ (c—aj
mn_  a—b)(b—clc—a)
c(c+})_‘—,- (+3){a—b]

[)(b - )L”) =

Portons ces valeurs dans 'équation (5), il viendra

x(n'_-i—l-;)‘,(b _.',,-),+_y(b +1) (c—-a)‘_*_rz(c + V) (a — b) —-0:
: ] 7 14 ’

¢’est précisément, comme on le voit par la relation (4), I'équation du
plan passant par le centre de la surface et I'axe de I'indicatrice con-
jugué au centre principal de courbure distinct de N. La proposition
est donc démontrée. :

4. De 1 résulte immédiatement le théoréme suivant :

TakoriME 1. — Soient un point M situé sur une surface du second
ordre, MT et MT"les tangentes aux deuzx lignes de courbure qui se croi-
sent en ce point. Par la droite MT’ et-le centre de la surface menons un
plan P; puis, au point ot la normale élevée au point M rencontre un des
plans de symétrie de la surface, un plan perpendiculaire a cette nor-
-male. Ce plan coupe le plan P suivant une droite; par cetté droite, me-

nons un plan perpendiculaire au plan de symétrie considéré. Ce dernier
V ' 3a..
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plan rencontre la normale au centre de courbure de la section normale
de la surface qui est tangente ¢ la droite MT [*]. '

5. La normale, menée 4 la surface par le point M, rencontre les
trois points de symétrie de.cette surface aux points A, Bet C.
~ Menons par ces points des droites respectivement perpendlculalresv
a ces plans de symétrie. Ces droites, qui ont pour équation

e=g(i=5) r=a(=3)
r=a(=g) s=t(1=3)
o e=t(img) ==l

" sont trois génératrices d’'un hyperboloide H; je dirai que ces généra-
trices sont du systéme (G). Cet hyperboloide admet un autre systéme
de génération (G'); trois des génératrices de ce systeme sont, en par-
ticulier, déterminées par les équations

(6) r=n(t=2) s=t(i-2),

Considérons le centre de courbure N de la surface, situé sur la i nor-
male au point N et correspondant a P’axe de 'indicatrice MT.

La génératrice de 'hyperboloide H, passant par N et appartenant au
systéme (G), se détermine facilement par la condition qu ’elle ren-
contre les droites définies par les équations (6); on trouve ainsi que

[*] Ce théoréme est ’extension aux surfaces du second ordre d’une élégante pro-
position due & M. Mannheim :

Si, auw point ot la rormale, élevée er un point M d’une conique, rencontre un axe
de cette conique, onr mezzerurze droite perperdiculaire & cette normale, la-droite, passant
par le point de rencontre de cettc perpendiculaire avee le diamétre qui aboutit au

point M, et menée perpendiculairement & Paze considéré, r re la rormale ayg

centre du cercle osculateur cn M.
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ses équations sont

4

eog(a ) oa(ee)_eme(ied)

3 - % 4
“ala+X") b(b +a") . ele+¥)

En les comparant & I'équation (5), on en conclut immédiatement que
cette génératrice est perpendiculaire au plan OMT'.

D’oti la proposition suivante :

Tarorkme 1. — La normale, mende en un point M d’une surface du
second ordre, rencontre les plans principaux de cette surface en trois
points. Menons respectivement par ces points trois droites (D) perpen-
diculaires aux plans principaux; elles déterminent un kyperboloide.

Cela posé, on peut construire deux génératrices de cet hyperboloide,
appartenant au méme systéme que les droites (D) et perpendiculaires
au diamétre passant par le point M. Ces génératrices rencontrent la
normale aux deux centres de courbure principaux de la surface rela-
- tifs au point M et les plans, menés par le diamétre, perpendiculaire-
ment ¢ ces deux génératrices, coupent le plan tangent en M, suivant
les axes de Uindicatrice. ' -

Il est & remarquer qu'en désignant par MT et MT* les tangentes a
Vindicatrice, et par N, N’ les centres de courbure des sections nor-
males correspondantes, le plan mené par OM perpendiculairement a
la génératrice de I'hyperboloide passant par le point N coupe le plan
tangent suivant la droite MT'. '

II.

6. Les trois axes d'une surface du second ordre étant donnés de
position, cette surface est déterminée si I'on se donne un de ses points
i et la normale en ce point. Ces données sont done suffisantes pour.
obtenir en ce pointles directions des axes de l'indicatrice et les cen-.
tres de courbure principaux. |

A cet effet, on peut, pour déterminer les axes de I’indicatrice, em-
ployer la construction suivante : . '

Soient OA ét OB deux des axes de la surface du second ordre, M la
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projection du point m sur le plan de ces axes, N et PQ lés traces sur ce
méme plan de la normale et du plan tangent au point M; PQ est,
comme: on le sait, perpendiculaire & MN.

Construisons le point de rencontre G des hauteurs du triangle OMN ;
puis, de ce point, abaissons des perpendiculaires GH et GK sur les
axes OA et OB. La droite KH, qui jaint leurs pieds, rencontre PQ au

point 1. Menons du point 1, au cercle décrit sur MN com_mé diamétre,
une droite touchant ce cercle au point T, et, du point 1 comme cenire,
décrivons un cercle ayant IT pour rayon : ce cercle rencontre PQ en
denzx points R et .

Les droites MR et MR’ sont les pm]ectzons sur le plan OAB des axes.
de Uindicatrice au point M.

Démonstration. — Soient mL un des axes de I'indicatrice au pointm
et F le centre de courbure dela section normale correspondante. Deux
des normales, que Ion peut mener du point F 4 la surface, ont lears
pieds en m et un point m’ situé & une distance infiniment petite, sur
Paxe mL; on sait d'ailleurs que les pieds des normales, le point T et
les quatre sommets du tétraédre formé par les plans prmclpaux dela
surface et le plan de I'infini, sont situés sur une méme cubique
gauche. Il en résulte que, si’on joint le point m au point m', au
point F et aux quatre sommets du tétraédre, on a six droites situées
sur un méme cone du second ordre. '

En d’autres termes, les drojtes menées par le point m parallélement
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aux axes de la surface, la normale en ce point, le diamétre passant

. par-ce point et 'axe de Vindicatrice T, sont sur un méme cone du

second ordre. Oa voit que ce cdne est circonscrit 2 un triédre trirec-
tangle; par suite, et en vertu d’une proposition bien connue, le
deuxiéme axe mT’ deI'indicatrice au point m, étant perpendiculaire aux
deux génératrices mT et mF du cone, est également situé sur ce cone.

Considérons les traces de ces six droites sur le plan OAB; elles sont
situées sur une méme conique; d’ott cette conclusion :

Les traces des axes de I'indicatrice sur le plan OAB sont données par
Iintersection dela droite PQ avec ’hyperbole équilatére passant par les

‘points O, M, N, et ayant ses asymptotes paralléles aux droites OA et OB

Pour construire ces points d’intersection, je remarque que le
point G, oti se rencontrent les hauteurs du triangle OMN, est situé sur
cette hyperbole. Si donc du point Gm on abaisse des perpendicu-
laires sur les axes OA et OB, la droite HK, qui joint leurs pieds, est le
diamétre de I’hyperbole conjuguée 3 la direction PQ. En effet, cette
droite fait avec les axes des angles égaux a ceux que fait avec ces axes
la droite PQ, et, de plus, elle passe par le point milieu de la corde OG
de I'hyperbole, corde paralléle & PQ. Le point 1, ot KH rencontre
PQ, est donc le point miliea des deux points R et R, ot les axes de
I'indicatrice rencontrent la trace du plan tangent.

Pour achever de déterminer ces points, je remarque que I'angle
RmR’ est droit. Considérons la perpendiculaire abaissée du point
sur PQ; le pied de cette perpendiculaire est le pomt S, ou PQ ren-
contre MN. On a

QE. . éE = IE— = S_N—l'. §ﬁ ;

ou bien encore, si I'on désigne par  le centre du cercle, décrit sur
MN comme diamétre, et par p le rayon de ce cercle,

— —2 —2
IR — 1S =S80 —p?;
d’oti Pon conclut que les cercles, décrits respectivement sur RR’ et MN

comme diamétres, se coupent a angle droit; et de la résulte immé-
diatement la construction que j’ai donnée ci-dessus.

7. Pour déterminer maintenant les projections sur le plan AOB des
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centres de courbure principaux de. la surface au point m, il suffit
d’inscrire une parabole dans.chacun. des quadrilatéres formés respec-
“tivement par.les droites OA, OB, MN, MR et OA, OB, MN, MR'. Les
points de contact de ces paraboles avec la droite MN sont les projec-
tions cherchées des centres de courbure principaux, et ils se détermi-
‘nent, comme on le sait, trés-facilement au mayen de simples lignes
droites.
Cette construction est ]ustlﬁee par le théoréme suivant :

Si, sur le plan de deux des axes de symétrie OA et OB d’une surface
de second ordre, on projette la normale en un point m-de cette surface
et U'un des axes de Uindicatrice en ce point, la parabole, tangente aux
- projections de ces deuzx: droites et aux axes OA et OB, touche la projec-
tion de la normale en un point qui est la projection du centre de cour-
bure de la section normale passant par Uaxe de Uindicatrice considéré.

Démonstration. — Soit mL I'axe de l'indicatrice conmdere etFle
centre de courbure principal correspondant. Comme je I’ai déja rap-
pelé, deux des normales que I'on peut abaisser du‘poiul F surla sur-
face ont leurs pieds au point m et au pomt m', situé a une distance in-
finiment petite sur ML.

Soit p le pied d’une autre normale quelconque passant par le
point F; on sait que les sommets du tétraédre Fmm'p et du tétraedre
formé par les plans principaux de la surface et le plan 4 Pinfini sont
situés sur une méme cubique gauche. -

Par suite, en vertu d’un théoréme connu, les faces de ces tétraédres
sont osculatrices d’une autre cubique gauche, et le plan normal prin-
cipal Fmm est coupe par les sept autres faces suivant cing: droites
tangentes 4 une méme conique.

En d’autres termes, le plan normal principal passant par mL coupe
les trois plans principaux de la surface suivant trois droites. Ces trois
droites et la normale au point m sont tangentes & une parabole tou-
chant la norinale au point F; par suite, les projections des trois droites
et de la normale sont tangentes 4 une parabole touchant la projection
de la normale, au point qui est la projection de F; d’ot la proposi-
tion énoncée ci-dessus.




