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SUR LE CALCUL INVERSE DES INTEGRALES DEFINIES. . 225

Sur le calcul inverse des intégrales définies ;

Par M. H. LAURENT.

" Nous ne connaissons que fort peu de chose sur le calcul inverse
* des intégrales définies, et ceperidant ce calcul se présente assez sou-
vent dans les questions de Physique mathémathue. La figure des
planetes en dépend; ainsi, quand on cherche si V'ellipsoide 4 trois
~axes inégaux peut étre une figure d’équilibre d’un liquide animé
d’un mouvement de rotation, on ne fait que résoudre un cas Irés-
particulier d’une question qui dépendrait du calcul inverse des inté-
grales définies. Abel, dans un Mémoire posthume qui traite des fonc-
tions génératrices, fait I’ébauche trés-incompléte d’une théorie dont
iltire des conséquences vraiment surprenantes; cette théorie dépend
du- calcul inverse des intégrales définies. Et I'on pourrait encore citer
beaucoup d’exemples dans lesquels le calcul inverse des intégrales dé-
‘finies pourrait rendre d’importants services a la Science, et surtout &
la Physique mathématique. Je me propose dans ce Mémoire d’étudier
seulement quelques questions relatives 4 la théorie dont je viens de
parler, et les plus simples; on verra que d’autres questions impor-
tantes, et en apparence tres-étrangéres au su]et, s’y rattachent.

1. De tous les problémes, Ie plus simple que 'on pmsse se poser
sur le calcul inverse des intégrales définies consiste & trouver une
fonction ¢ (x) telle que I'on ait

(1) ‘ | fabqi(x)dx =o.
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Un tel probléme admet évidement une infinité de solutions, et I'on
peut se proposer d’en trouver la solution la plus générale. Soit f{x)
une fonction arbitraire de x; si I'on pose

@) =fw - [

I’équation (1) sera satisfaite, et je dis que I'on aura ainsi la solution la
lus générale de cette équation. En effet, soit (o) la solution la plus

plusg q ’ P p
‘générale : on peut la présenter sous la forme

b
plar) — [ 2=z,

a

" puisque fb g(x Ydx est nul. I’expression & laquelle on vient de par-

venir joue dans le calcul inverse des mtegrales définies le role des
constantes arbitraires dans le Calcul intégral ordinaire. Ainsi je sup-
pose qu'il s’agisse maintenant de résoudre I'équation

() [ o(x)di =g

Quand on aura trouvé une seule solution de cette equatxon il suffira
de lui ajouter une expression de la forme f(x) — f Sz dxpour en

obtenir la solution la plus générale. En effet, soient q:(x) la solution
la plus générale de (2), ¢(x) une solution particuliére, on aura :

[et@yz=sg,
13
[ e(@)dr =4

on

[ To@) — ¢z =05

9(x)— ¢(x) a donc pour valeur générale la solution de I'équa-
tion (1), ce qui établit la proposition avancée. Nous ferons d’ailleurs
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observer qu’une solution particuliére de (2) est donnée par la for-
mule

wais la plupart des problémes que I'on peut se proposer sur le calcul
inverse des intégrales définies affectent une forme plus compliquée : il
s'agit sonvent de déterminer une fonction ¢(z), de telle sorte que’on
ait
(3) - fbe(u,x)qn(u)du = f(x).
-a

6 (u,x) désigne alors une fonction donnée de u et de x, et ' (x) une
fonction donnée également.

L’équation (3) n’admet généralement pas de solution. En effet, sup-
posons que f(x) devienne infinie pour x =x,, le premier membre de
(3) devra étre infini pour x = x, ; ainsi on devra avoir

6 (e, )p(u) =o.

On ne peut pas admetire que ¢(z) soit infini, sans quoi le premier
membre de (3) serait toujours infini [pour parler plus exactement : si
¢(2) a un infini de nature 4 rendre 'intégrale infinie, comme cet infini
estindépendant de x, il rendra P'intégrale infinie dans le cas méme o1t
x serait différent de 2, ]: donc 0(u,a,) est infini; mais alors, « variant
le long'du contour d’intégration, I'équation

6(u, x) =%

définit une fonction z de u, pour laquelle 6 reste infinie. La fonc-
tion f () devrait done étre infinie pour une suite continue de valeurs
de x, ce qui est en général impossible. On voit donc qu’en se mainte-
nant dans ces généralités le probléme en question est impossible.

Que si, cependant, la fonction 0(u,x) était réductible, et si Péqua-
tion - ' '

6{u,x)=o0

ne définissait pas une fonction & de u, notre raisonnement tomberait
en défaut; mais, en général, il n'en est pas ainsi.

ag..
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Abel, dans sa théorie des fonctions génératrices, admet que I'on
peut toujours satisfaire 4 'équation .

[ e (u)du = ()

(1[ esl; vrai qu’il ne specxﬁe pas la nature des llmltes); il est évident
que -~ -, par exemple, ne saurait étre représenté par une expresswn

telle que le premxer memhre de I’ equallon précédente. Sil’'on n’a pas
b=+ o et a=o, il est clair aussi que l'on ne saurait prendre
S(x) = =, parce que, pour v =, f(x) est toujours infini, tandis

que f ¢ o(u)du ne I'est pas nécessairement.

Toutefois, s'il n’est pas possible de representer une fonction an
moyen d’une intégrale définie tout le long de son parcours, on peut
espérer de la représenter dans une portion limitée de ce parcours. Ces
préliminaires nous apprennent que I'on ne doit pas, en général, étu-
dier les fonctions définies par des intégrales, telles que les fonctions T’
de Legendre, sans essayer de changer leur- forme. L’intégrale eulé-
rienne de seconde espéce est impropre a définir la fonction T', mo-
nodrome et monogéne dans toute I'étendue du plan ; le produit consi-
sidéré par Gauss la définit au contraire complétement et bien plus
naturellement. Aussi ne faut-il point s’étonner qne les propriétés des
fonctions I' découlent plus facilement de la définition de Gauss que de
celle de Legendre.

2. Le probléme qui consiste a résoudre, par rapport 4 ¢ (), l'équa-
tion : )

‘/[;bgo(x)dw =0

étant indéterminé, nous nous proposerons de résoudre les équations
simultanées '

b b
j(p(.%’)d.%‘:O, f.xgo(x)dw:o, e

‘/:x"—' o(z)dr =

(r)
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ou plus généralement

(2) | >/‘b6(,.r)<‘zz(;'r)d.sr =o,

a

6(x) désignant alors un polyndme arbitraire de degré n— r. Dési-
goons par ¢~ (x), ¢2(x), « ..y g7 (x) les mtegrales successives de la
fonction g, prises de maniére 4 s'annuler pour x =a. En intégrant
pav parties la formule (2), on trouve

9~ (5) (D) — 7 (B) ¥ (B) + ¢ (B) 6" (B) ... = ¢7(b) 64 (B) = o,

== (b) désignant une simple constante. Si I'on fait successivement
6 =1,x,2x%...,2°', on voit que I'on aura

¢~ (b) =0, o*(b)=0, ..., ¢™(b) = o.

La fonction ¢™?(«) s’annule donc, ainsi que ses 2 — 1 premiéres déri-
vées, non-seulement pour x = @, mais encore pour x = 5. On peut
done poser

| 7 (%) = (@ — a) (z— b § (),

() désignant une fonction qui n’est pas infinie pour x = a ou pour
2 = b : il en résulte la solution suivaute du probléme que nous nous
étions proposé de résoudre

(3) #(®) = = @ — a)(x = by g ()]

Nous allons maintenant discuter cette solution.
Considérons I’ equatlon
(z—a)(z—b)

b—a

(4) z=a +1

et Ia fonction

¢! (z) = fy(s) d=

de la racine de cette équation z qui, pour £ = o, se réduit 4 xc, 4 savoir:

2= b—a+¢(b+a)—y(b—a)l{e+1)(b—a)—4tz+2¢b+a)],
ar ?
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on aura, par la formule de Lagrange,

‘{J—l(z) =‘p—a(m)+ % ("”_“)b(‘::‘b)‘!’(") + e

o A [l e ]J~

1.2.3...n de*!
et, en différentiant par rapport a x,

d d —a
Y(2) 2 =dla)+ T (i—b—:r—ﬂb(“‘]"'

- - .n %[(xa(z)—':—b) (= )]+ o

1.2..

la fonction ¢(x) n’étant définie qu’a un facteur prés, on voit qu’elle
dz .
a pour fonction génératrice §(z) -,z étant racine de I'équation (4),

et nous poserons dorénavant

(5)  on(#) = 5 ey s l(= —a) (@ — By §(=)].

3. Nous examinerons d’abord le cas ou ¢(x) se réduit 4 une con-
stante que nous prendrons égale 4 'unité. Nous aurons alors

() 0ul®) = 35 e e [(@ — @)y (@ = b))

Les fonctions X, de Legéndre appartiennent & ce type, et V'on a, -
en supposant z et m entiers et différents 'un de V'autre,

i fa b%(w) Pm(x)dx = o,

(2) b b—a '
L [9a(x) 241'";;:_;'

formules que I'on vérifie aisément au moyen d’une intégration par
parties.
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La fonction ¢,(x) vérifie une équation différentielle du second
ordre qu’il sera alors facile d’intégrer complétement au moyen des
quadratures. Si 'on pose

(x —a) (x—b)"=u,
on en tire par différentiation

du

nu(2x —a—b)= (x—a)(.r—-b),

et, en différentiant 2 -+ 1 fois de suite,

n%ﬁ} (ax —a — &) +o2n{n+1)—— 2u
(i’H' ‘ [+t
= I (@ —a) (x — B)+ (n+ 1) (32 — @ — B) L
| + (7 + l)nﬂ
dz’
c’est--dire
4=
A (o a) (o) (am — e ) () S o,

ou bien encore

(3) Zx(x—a)(x—b)+ (2w —a—b)—n(n+1)p.=o.

Cette équation a une assez grande généralité, le polynome
(x — a)(x— b)
étant 'expression la plus générale des po]ynomes du second degré et

2x — a — b celle de leur dérivée.
On constate facilement que I'intégrale

| f‘z'_ aft(e— by

(83— @)=t



232 H. LAUKENT.

satisfait 4 'équation (3), soit.qu’on la prenne le long &an contour
fermé contenant le point x, ce qui fournit: bien 4 un facteur prés
¢a(), soit qu'on la prenne entre les limites & et b, ce qui fournit
une seconde solution de I'équation (3); en appelant ¥, cette seconde
solution, la solution la plus générale de (3) sera

Ag, + B(I),,,

ouAetB deswneut deux facteurs constants arbitraires,.Nous ne pous-
serons pas plus loin I'étude de ce cas d’ailleurs fort intéressant, parce
que nous refomberions sur les propriétés bien connues des polynomes
de Legendre, auxquels peuvent se ramener les polyndmes ¢, par un
simple changement de variable.

4. On obtient une classe de polyndumes trés-intéressants et déja
étudiés par M. Hermite quand on suppose @ = — o etb = + o le
produit (& — a)* (x — b)* doit alors éire remplacé par une fonctlon
nulle pour & = = et adméttant ==« pour racines multiples.
L’hypothése la plus simple que I'on puisse faire conduit & remplacer
(x — a)* (# — b)" par I'exponentielle &=, Posons alors '

 dee

P = dx? 3

la fonction ¢, sera de la forme &% U,, U, desxgnanl un polynome
entier en x qui jouira des propmetes exprimées par les équations sui-

vantes : ’
Upsy + 22U, + 20U, = o,

d’ett I'on conclut par la méthode de Sturm la réalité des racines de
l’équation U,= o,

& 4u
. ([) ) dm: —_ 22 dz: ] 7” —— 0,

+oo ’
f e~=U,,U,dx = o,

-0 '
f e Uldax = 2.4.6...2n\x.
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Sans vouloir faire ici une étude approfondie des polyndémes de
M. Hermite, je crois devoir faire, 4 leur égard, une remarque : c’est
que 'intégrale :

+w s 2
(2) V= f e (3 — a)dz
satisfait 4 I'équation (1), 4 laquelle satisfait aussi la fonction U,, en
sorte que I'intégrale générale de I’équation (1) sera
AU, +BY,=o. .

Pour démontrer cette proposition, il suffit de différentier la formule (2);
on a alors

(3) ‘f{V: = ./j: e [ax(z — )" + (n +1)(z — x)"*]dz,

dz?
(4) +hx(n+1)(5— )2
+ (r+1)(n+ 2) (2 — 2)"*]ds.

= [ et + ) (a— )

Si 'on remarque alors que
~t- .
f e”#(n+1)(n+2)(z—x)"*dz

aal ] .
=f 2z(n+ 1) (z — x) " *dz,
—

les équa?ions (2), (3), (4), multipliées respectivement pér an, — ax, 1
et ajoulées, donnent ‘

&V, dy v
T 2%+ anV, = o.
. dr(z"e")
5. Si on prend ¢, = —5=—: on aura encore, en appelant ¢ un

Journ, de Math. (3¢ série), tome IV. — JuiLrer 1878, Jo
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polyndme quelconque de deégré n—1, .

fw 6(x) pn(z) do = 9.

o

Il est clair que, dans le cas actuel, g, est le produit, par (—1)"e%,
‘d’un certain polyndéme entier du degré r en x, que nous appellerons
P,ouP,(x), et I'on a

-+ -
(r) [ P.,P,e%dx = o,

v

(2) /‘w Pedr =1.2.3..nT(n+1) =T%*(n +1).

La premiére de ces formules est évidente; la seconde se démontre
en appliquant la régle d’intégration par parties 4 l'intégrale

[

dz®

a* désignant la quantité i laquelle se réduit P, quand on supprime les
termes en 2", 2"2, ...,
De 1a formule

%;.x"e‘” = e P,(x) (—1)*

on tire facilement la valeur de P,

2 (n —1x)?

— I~ LEa(n—1)..1.

. 7 L’: n—
(3) Pyx)=a"— ~ '

-
<=

Si nous posons, pour un instant,
uw=a"e",
nous aurons, en différentiant,

W =nxt e — xte "
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ou bien
Wx=(n—ux)u;

si l'on diflérentie 7 -+ 1 fois cette équation, et si I’on pose
q ’ p

Q= e = (— (e~ P, (@),

dz
on aura
a2Q, dQ, dQ, A
xdf, +(n+1)-§t-=(n——x)—‘%—.(n+1)Q,,,
ou bien
a*Q, n ,
(4) 22T+ (2 + )T+ (rr1)Q =0,

Cette équation donne, en prenant P, pour inconnue,

&P,

(5) X gm

+ (I—x)%—i—nP,,:o.

On a, 4 un facteur preés,

ary—1 dr
Q.= £.2.3...7 dz*

'intégrale étant prise autour du point x. Cherchons 4 vérifier que cette
intégrale satisfait & I'équation (4) : 4 cet effet, observons que par la
différentiation on constate que ‘

(z" e——x)

ou

;?(i— e* z"‘” ( z — x)—(n-;-z)

(A) = — (n 3 z) " (Z — x)—(u-i-s) e—*
— (1 + x) L4 (Z —_ x)‘("*’) e % — xz® (z — x)-—(’l—f—l) e;

en intégrant alors antour du point x et en observant que

d0Or —3 SRt
—-ﬁ—:(n—k—l)fﬁ—%;,d@

Qs e—zndz
-d—z; = (72+I)(’l_+ 2)‘/'(2—._‘—::-).-75’
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on trouve, en divisant par — (z + 1),

a*Qa 4Q.

o=a— + (1+x)—= +n+x)Q,,

Or, si I'on avait posé

e
X, —f z—-.'r""“ z

la formule (A), intégrée entre les hmltes o et ®, aurait donné par le
méme calcul ,

- 2

o=x%+ (1+x)%+ (n+1)X,,
ce qui prouve que X, est aussi une solution de I'équation (4). Or nous
avons vu que, si X, éfait une solution de (4), X, ¢® était une solution
de (5). Nous poserons.
=e*X,
et la fonction
62—3 zﬂ
z . .z: u-H

=

sera une solution de l’équatlon (5). La solution la plus générale de (5‘

sera donc
AP, + BII,,

A et B désignant deux - quantltes copstantes. Toutefois, on sera obligé
de supposer x négatif ou imaginaire de maniére que I'intégrale II
reste finie. A

On peut encore trouver d’autres expressions de la fonction P,. Si,
en effet, on considére la fonction Q,sous la forme (elle n’est détermi-
née qu’a un facteur constant prés)

n

1 dr .
Q"A=1.23 )zd.z"'( an)

on voit que, si I'on développe la fonction — ¢, z étant racine de

=415, Z=-—;
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on aura, par la formule de Lagrange,

?;E? 2 b - A
—eTr= e s e
¢ ey weT e T A © "
et, en différentiant par rapport a x,
PO R t d © ds _zon\ .
— = +Id—z(w€"’)+...+l.2m.n2;(e ).l

Si I'on multiplie par €7, les différents termes du second meinbre au-
raient pour coefficients les diverses valeurs de P, ainsi

tx

pl—T

— =1 -+ tP, (@) + 2Py (@) + ... + TP (x) + ...

Et nous sommes ainsi. conduits & définir P, comme le coefficient de
{x
. et—1 o
¢" dans le développement de —; on aura donc

—_{x
1 et
Po= e

Pintégrale étant prise autour du point ¢ = o. Si l'on pose - ! -

-ona

=z,

I e

ar ,__ I zn-l-l

Pintégrale étant toujours prise autour de Porigine.

4

Il est & peine nécessaire de faire observer que I'équation P, = o0 a
toutes ses racines réelles et positives.

P, = (z + 1) ds,

6. Je passe maintenant & I’étude d’un cas important, parce qu’il va
nous conduire & I'intégration d’une classe trés-étendue de fonctions.
Posons ’

(x) #n(®) = o [(@ — @) (x — Y] 3
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r et s désignant deux nembres quelconques. Si ces nombres sont
posilifs, la fonetion ¢, sera encore une solution de notre probléme ;
mais, dans ce qui va suivre, nous leur supposerons des valeurs arbi-
traires. Faisons pour un instant '

u = (-Z' _— a)n+r (x _— b)u-t-:;
nous aurous ’
tdy  n+r1 n-+s
ude  z—a  ax—b

ou

(x—a)(x—b % =u[(an+r+s)x—(n+b—(n+s)al.
Si P’on différentie cette équation # -+ 1 fois de suite, on a

- d—%‘:(n—i—r) (n+r-+s)=o0; -
ce qui peut encore s’écrire, en vertu de (1),

(2) |28 (@ —a)(% =)+ % [(a—r— )&+ b(r—1) + a(s — 1]
' — @a(n+1)(n+r+8)=o.

D'un autre c6té, on. peut observer que
(3) V=[(z— )‘”" — by (2 — )™ da.

L’intégrale étant prise le long d’un contour infinitésimal décrit au-
tour du point x est égale, & un facteur constant prés, 2 g,(x). On
peut vérifier comme il suit que V satisfait & I’équation (2). On a

d(z ayz-i—rﬂ ( — b)IH-S-f-I (z )—n~2
= wl{n+r+1)(z— b)(z — x)
A+ s+1)(z— a) (s — &) —(n+2) (s — a)(r— b},
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' désignant, pour abréger, la quantité
(2 —a)™ (3 — b)y"** (3 — &)™ da.

Sil’on intégre alors autour du point et si 'on multiplie par — (n+ 1),
on trouve

o"—_—./"(n.-l—l)w[——(n—f-r—i'—r)(z—b)(z——:r)
- = (r+s+1)(z—a)(z— x)+ (n+ 2)5 ~ a)(z —b)],

et, en mettant la variable z — « en évidence auy lieu de z,

o= f(n+1)e{(rn+2)(x—a)(x—b)
A+ (z— )[(z—r-s)x+b(r—|)+a(s—l)]
—(n+r+s)(z—x?};
or de (3) on tire

et, en vertu de ces formules, 'équation précédente devient

LY (0 a) (@ — b) + ¥ [(2 — r— ) + b(r — 1) + als — 1]
—(n+1)(rn+r+s)V=o.

L’équation (2) est donc satisfaite en faisant ¢, = V. Mais cette véri-
fication, si 'on y regarde de prés, s’est faite sans qu’il ait été néces-
saire de supposer r entier, et en supposant I'intégrale prise le long
de I'axe des x, entre les limites @ et b; d’ou cette conclusion impor-
tapte : ’équation (2), quels que soient #, r, s, se vérifie en posant

f (z n+r(z b)ﬂ-i-s(z — x)—n—idz;

on pourra donc, dans tous les cas, I'intégrer complétement, et une de
ses intégrales sera algébrique, si » est entier.
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' Main-tgnalii _posons
a,‘l"b.:.“"P:A ab:q, 2-;9——-.r=g,-' A'
b(r—1)+a(s—1)=h, —(n+1)(n+r+s)=Fh

.d’on 'on tire

=B \J7— — P\
a=+3+V7—0 ,b_+2j ety
r___lz—i—b_e—_a(l—-g), g=h+a‘—-b(xgng)’
S b—a - a—b
' n;_:‘g-—i’*:,{:\/(gk-—,l)*—zil'_

2

L’équation (2) prendi‘d la forme trés-générale

(3) (a2 -+ pae + )7 + (g + B F2 + kg =0,

quel'on saura, par conséquent, intégrer. Iy a plus, comme on trouve
deux valeurs de n pour une méme valeur de. £, on pourra, par ce
procédé, trouver tout de suite les deux intégrales de I’équation.(3).

" Nous ferons encore une remarque : il n’était pas nécessaire de vé-
rifier que Vintégrale V satisferait a 'équation (2); en effet, Popéra-
tion 4 Paide de laquelle on prend une dérivée pouvant se ramener
'a une intégration, il 4tait facile de prévoir que toute intégration faite
entre des limites faisant disparaitre les termes intégrés par parties
pourrait, dans le résultat final, étre substituée 4 une différentiation.
Cette remarque nous permettra de- généraliser, un peu plus loin, la
théorie que nous venons d’exposer, en évitant des calculs qui, sans
cela, deviendraient d’un longueur rebutante. o
Lorsque I'on suppose r = s = —;, a= —1,b =1, '"équation (2) se
réduit & _
&

. | .
i (x*—1) + z:l‘x —(n +'1)2<p,, = o.

Cette équation peut s’intégrer par les moyens ordinaires; son inté-
grale est
' A cos(r + 1)arccosx + B sin(n + 1)arccosx,
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A et B désignant deux consfantes; on en conclut facilement que, 2 an
facteur constant prés,

. ) d» L
sin(n+ 1) arccosx = o= (22 — 1)"77,
_ az~
“formule connue.

7. 'Pmposons-nous, 'maintenvant, de satisfaire aux équations
. ' ’ '3 )
(1) fqo(x)dx_—:go, /; p(x)xde=g, .., qu?(.x)x"dx=gm

8oy 81s --+y §n désignant des constantes données. Désignons par ¢="(x)
la n®m intégrale de ¢(x), s’annulant pour x = a, on aura

_qu)(a:)dx =g¢7'(6) = 8o,

[ o@ade =01 )1 =0

R I R I I I I T N O P secvesscr ey

5 ) :
f p(x)arde = g~ (b)b" — 9=2(b) nb
+ o (b)n(n—1)b" .. o 1.2.3. . n=g,.

Ces équations, respectivement maultipliées par

pr, — g, AP =g 4
1 1.2

et ajoutées, en observant que

n  nla—i) o
— - —_ .k = —_— I ==
T =0 k= (1 —1)"=o0,

—— gy == — 1 —
R 24+ ... Fr=n(1—1) 0,
donnent - ,

1.2.3...n¢70 (b)) =g,b" — %g‘b"“ + oo TF &ne

Nous désignerons par F,(5) le polyndme écrit dans le second membre,
~ Journ. de-Mack. (3¢ série), tome IV. — Jumser 1878, 31
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et qui, symboliquement, est égal & (b — g)"; nous aurons alors

Fu(8)
1.2.3. ..n'

(2) o (8) =

Cela posé, la fonction ¢~#+(x) jouit des propriétés suivantes :
1° elle se réduit, ainsi que ses n premiéres dérivées pour & = b, res-
pectivement aux 7 + 1 quantités

Fa(b) Fu_i(b) F( ),
L2308 123 (a—1) 777 Fo(b)= g°'
2° elle s’annule, ainsi que ses # premiéres dérivées, pour x = a. La
_ premiére propriété nous permet de la mettre sous la forme

Bafb) (2—5)  Fuli(b)
1.2.3...n 1 n23...(n—1)
(z—b)  F..(b)

1.2 T.2...(r—2)

("”—b-)' go _l_(m___b)n-ue(x),

1.2.3..

g~ () =

-+

+ e
+

6 (x) désignant une fonction que l'on peut supposer finie pour x = b,

On peut observer que —— :""'(2;1), — :""’('('2_ 5) -+ sont les
F. ()

dénvéea successives de P

..

» ainsi qu’il est facile de le constater

par un calcul direct; il en résulte que la formule précédente peut aussi
s"écrire

(3) o (@) = T o+ (= B O ).

Mais, d’aprés la seconde propriété de la fonction, si I'on divise par
(2 — b)**! et si 'on différentie £ fois le résultat, on aura n + 1 rela-

tions qui devront avoir lieu pour x = a, en supposant ¢~'(a) = o,
g (a) = 0y cory g7 (a) = o, ce qui donne

0(@) = = a3 s (= B
' d_ F \ o
#@)=—Garas o (a— B
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on en conclat le développement de 6(x)

F.(a) "x—ad F,a) -
el (a — p)een —E 8 L (g — e~

6(x) =
La formule (3) devient ainsi

g9---(114-4)' (x) __F_"(__)_. (x — b)’“" _EL_)__( - b)-—(n+i) + .. ,];

1.2.3. 1.2.3.
enfin, en différentiant n 41 fois

ole) = — o | @ — b [y @ — oo ]}

la solution cherchée ¢ () se compose de deux parties dont T'une est
un polyndme de degré n et dont I'autre est de la forme

dl+

2o (& — af+ (e — byt $(ax),

et n'est autre qu’une arbitraire d’intégration; en faisant abstraction
de cette arbitraire, on a

(3bis)  gla)=— g [(x by o) i
.et .
£ )L. +(x —a) da[ 1y

(2 —a)* F, («) ]

1.2.3.... nda." (a—-b"""

o(x) =

On peut ‘mettre la fonction © sous une forme un peu différente; en
effet, en prenant les résidus, relativement au point g, on a

o(x)=¢ (zli".(,f))m [z_la ARt Rt (f_:;))T]
ou bien ' ‘
F.(z) (3—a)**—(zx—a)™

0@ =L Goa—ar

31..
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Cette formule peut encore s’écrire

—_ Fo(z) (z—ap+ = |
O(xr)=— é: (z— alr* (z — b+ (3 — ).’
par suite la formule (3 bis) donne
_ VI drit F,,(z) (x__a)wl-l_(z_b)ix-l-l
(4) :P('r) T r.2.3...7 dzttt 2’ (z—al* (5 — by (z3—ux)

Dans cette formule le résidu est relatif au point @, mais on peut le
prendre par rapport au point & en changeant le signe; en effet; le
rdsidu total est nul, car le dénominateur de la quantité placée sous le
signe & est de degré supérieur de plus de deux unités a celui du nu-
mérateur. On a donc

Eot & HEx =0,

en représentant par S,, &, &, pour abréger, les résidus relatifs anx
P |4 p )

points a, b, x. Or ¢, est égal a F,(x); cette fonction, différentiée n
fois, donnera un résultat nul, et 'on a

v+ 7

preT (€a + &) =05
il sera done permis de transporter la double parenthése dans (r2)

antour de (z — &)™, 4 la condition de changer le signe du second
membre. Cette formule (4) se transforme donc comme il suit :

. I . a+ f ni n

? (x) = (1.2 e ”)2 _dxn-i-x[(x—a) H b) ! dan ‘a___,b »+l(a_$)]
— —1I . artt { A nA-L 2 \ -4 a ( ) .
= (t2...nrd z'wx[('”—f‘) (& — ) Zﬁ(b_a)m(b )]‘

8. On peut donner un pen plus de généralité aux résultats qui pré-
cédent et en déduire quelques conséquences intéressantes. Je suppose
quel’on désire une fonction ¢,(x) satisfaisant aux formules

Son(@)dx = 0, [x@,(®)dx =0, ..., [ ¢,(x)dx = o,
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quand on prend pour limites des intégrales, non-seulement @ et b,
mais encore b et ¢, etc. Il est clair que la solution de cette question
sera donnée par la formule

#a(X) = 0 (x — a)r (@ — By (x ~c) ... Y(),

la fonction ¢(xr) étant choisie de maniére &4 ne pas devenir infinie
pour & = a, b, ¢,.... Bornons-nous 4 considérer la fonction

Oa() = o (2 — @) (@ — B (o — o).

Il est facile de voir qu’elle satisfait 4 une éqaation trés-générale du
troisiéme ordre et linéaire, que I'on saura par suite intégrer compléte-
ment. Si I'on pose

u=— (x___ a)u+r (.Z‘ — b)n+:(x — c)n+t’

on aura
du - r n-4s rn-t+t
—=Uu -+ )
dz x4+a x—b x—c
ou bien
du

Z-z(x—-a)(.x——b)(x—c)=u(n+r)(x;-b)(x-¢)+----

Si 'on différentie n + 2 fois cette formule, on trouve

dnts y drtig dHig d*e
(x——a)(x—- b)(‘”—' c) dzvts +P dznt? +Q g2 + R;g';n =0,

ou bien.

\ dP, dg,
(x—a)(x—b)(x—c)SH + P+ QL +Rp=o,

formule ou P, Q, R sont des polynémes en x des degrés 2, 1, o. Ces
polynomes ne seront pas les plus généraux de leurs degrés, mais ils
dépendront des paramétres 2, r, 5, £. Quant a I'équation & laquelle on
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parvient, elle admet les solutions
5 ,
S (s b s = oyt — et

'];c(z . ﬂ)n+r (z — b)n+s_ (z —_ c)n+t (Z — x)—n.q dz,

lors méme que 7 n’est pas entier, et I'on peut par suite I'intégrer com-
plétement.




