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SCR LE CALCUL INVERSE DES INTÉGRALES DÉFINIES. aa5 

Sur le calcul inverse des intégrales définies ; 

PAR M. H. LAURENT. 

Nous ne connaissons que fort peu de chose sur le calcul inverse 
des intégrales définies, et cependant ce calcul se présente assez sou-
vent dans les questions de Physique mathématique. La figure des 
planètes en dépend; ainsi, quand on cherche si l'ellipsoïde à trois 
axes inégaux peut être une figure d'équilibre d'un liquide animé 
d'un mouvement de rotation, ou ne fait que résoudre un cas très-
particulier d'une question qui dépendrait du calcul inverse des inté-
grales définies. Abel, dans un Mémoire posthume qui traite des fonc-
tions génératrices, fait l'ébauche très-incomplète d'une théorie dont 
il tire des conséquences vraiment surprenantes ; cette théorie dépend 
du calcul inverse des intégrales définies. Et l'on pourrait encore citer 
beaucoup d'exemples dans lesquels le calcul inverse des intégrales dé-
finies pourrait rendre d'importants services à la Science, et surtout à 
la Physique mathématique. Je me propose dans ce Mémoire d'étudier 
seulement quelques questions relatives à la théorie dont je viens de 
parler, et les plus simples ; on verra que d'autres questions impor-
tantes, et en apparence très-étrangères au sujet, s'y rattachent. 

1. De tous les problèmes, le plus simple que l'on puisse se poser 
sur le calcul inverse des intégrales définies consiste à trouver une 
fonction φ (χ) telle que l'on ait 

(0 J <p(x)dx ==o. 
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226 H. LAURENT. 

Un tel problème admet évidement une infinité de solutions, et l'on 
peut se proposer d'en trouver la solution la plus générale. Soit f(x) 
une fonction arbitraire de a:; si l'on pose 

y(x) = f(x) - / f(x) / b-a dx 

l'équation (i) sera satisfaite, et je dis que l'on aura ainsi la solution la 
pltis générale de cette équation. En effet, soit φ (a?) la solution la plus 
générale ; on peut la présenter sous la forme 

y(x)' ~ Ja τ=τ· 

puisque J*<p(x)dx est nul. L'expression à laquelle on vient de par-
venir joue dans le calcul inverse des intégrales défiuies le rôle des 
constantes arbitraires dans le Calcul intégral ordinaire. Âinsi je sup-
pose qu'il s'agisse maintenant de résoudre l'équation 

(a) j%(x)dx^g. 

Quand on aura trouvé une seule solution de cette équation, il suffira 

de lui ajouter une expression de la forme f(x) — J dx pour en 
obtenir la solution la plus générale. En effet, soient ψ (χ) la solution 
la plus générale de (2), ψ(#) une solution particulière, on aura : 

jT <?(x)dx=gi 

f $(x)dx = g 
OU 

£[<p(x)-<P(x)]dxz=o·, 

φ(χ) — ty(x) a donc pour valeur générale la solution de l'équa-
tion (1), ce qui établit la proposition avancée. Nous ferons d'ailleurs 
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observer qu'une solution particulière de (2) est donnée par la for-
mule 

»■(*) = rib ' 

mais la plupart des problèmes que l'on peut se proposer sur le calcul 
inverse des intégrales définies affectent une forme plus compliquée : il 
s'agit souvent de déterminer une fonction f(u), de telle sorte que l'on 
ait 

(3) / O(u, x) Y(u) du = f(x) 

Q{u,x) désigne alors une fonction donnée de u et de χ, et f (x) une 
fonction donnée également. 

L'équation (3) réadmet généralement pas de solution. En effet, sup-
posons que/(jî) devienne infinie pour x = x{> le premier membre de 
(3) devra être infini pour χ = x

t
 ; ainsi on devra avoir 

θ(α,χ,)φ(η) — so . 

On ne peut pas admettre que φ (a) soit infini, sans quoi le premier 
membre de (3) serait toujours infini [pour parler plus exactement : si 
φ (α) a un infini de nature à rendre l'intégrale infinie, comme cet infini 
est indépendant de x, il rendra l'intégrale infinie dans le cas même où 
χ serait différent de a?,]: donc û(u,x,) est infini; mais alors, u variant 
le long'du contour d'intégration, l'équation 

${u, a?) = ao 

définit une fonction x de a, pour laquelle θ reste infinie. La fonc-
tion f(x) devrait donc être infinie pour une suite continue de valeurs 
de χ, ce qui est en général impossible. On voit donc qu'en se mainte-
nant dans ces généralités le problème en question est impossible. 

Que si, cependant, la fonction $(u,x) était réductible, et si l'équa-
tion 

6 (a, x) — QO 

ne définissait pas une fonction x de a, notre raisonnement tomberait 
en défaut; mais, en général, il n'en est pas ainsi. 

29.. 
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Abel, dans sa théorie des fonctions génératrices, admet que l'on 
peut toujours satisfaire à l'équation 

J cruxy(u)du =f{x) 

(il est vrai qu'il ne spécifie pas la nature des limites); il est évident 
que -» par exemple, ne saurait être représenté par une expression 
telle que le premier membre de l'équation précédente. Si l'on n'a pas 
b = -t- eo et'fl=o, il est clair aussi que l'on ne saurait prendre 
J{x) — x, parce que, pour χ ■= oo , f(x) est toujours infini, tandis 

que / e~"xf(u)du ne l'est pas nécessairement. 
Toutefois, s'il n'est pas possible de représenter une fonction au 

moyen d'une intégrale définie tout le long de son parcours, on peut 
espérer de la représenter dans une portion limitée de ce parcours. Ces 
préliminaires nous apprennent que l'on ne doit pas, en général, étu-
dier les fonctions définies par des intégrales, telles qire les fonctions Γ 
de Legendre, sans essayer de changer leur forme. L'intégrale eulé-
rienne de seconde espèce est impropre à définir la fonction Γ, mo-
nodrome et monogène dans toute l'étendue du plan ; le produit consi-
sidéré par Gauss la définit au contraire complètement et bien plus 
naturellement. Aussi ne faut-il point s'étonner que les propriétés des 
fonctions Γ découlent plus facilement de la définition de Gauss que de 
celle de Legendre. 

2. Le problème qui consiste à résoudre, par rapport à ψ (χ), l'équa-
tion 

J <p(x)dx = o 
a 

étant indéterminé, nous nous proposerons de résoudre les équations 
simultanées 

1 y(x)dx — ο, I Xf(x)dx=o, ..., 
(I) 

I xn~' <p(x)dx — o, 
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ou plus généralement 

(*) ^$(ρ)φ(χ)ίίχ = ο, 

θ (χ) désignant alors un polynôme arbitraire de degré «—i. Dési-
gnons par φ-4 (χ), φ~3(χ), ..φ~η(χ)des intégrales successives de la 
fonction φ, prises de manière à s'annuler pour χ — a. En intégrant 
par parties la formule (2), on trouve 

y-1(b)0{b). - f~\b) Q'(b) ô"(b·)... =fc <?~n{b) θ*-» {b) = o, 

6"~* (b) désignant une simple constante. Si l'on fait successivement 
θ = i,<r, x2,.. .,xa~l, on voit que l'on aura 

ψ-' (b) = o, <p"~s(ô) = o, ...» <?~"{b) = o. 

La fonction φ~η(χ) s'annule donc, ainsi que ses η — ι premières déri-
vées, non-seulement pour χ = a, mais encore pour χ = b. On peut 
donc poser 

φ~α (χ) = (x — a)n (x — b)n ψ [x), 

ψ (2?) désignant une fonction qui n'est pas infinie pour χ = a ou pour 
χ = b : il en résulte la solution suivaute du problème que nous nous 
étions proposé de résoudre 

(3) y(x)=έ κ*~~c* ~ b
y tw]· 

Nous allons maintenant discuter cette solution. 
Considérons l'équation 

(4) z = x + t (z - a) (z - b) / b - a 

et la fonction 
ψ-'ί*) =/Ψ(*)& 

de la racine de celte équation ζ qui, pour t = o, se réduit hx,k savoir : 

b — « -1- f(5 + a) — \j{b — a) [(f-l·- 1) (b — a) — 4tx 4- 2f(i + «)] 
z = 2 t 
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on aura, par la formule de Lagrange, 

Y-1(z) = Y-1(x) + t/I(x-a)(x-b) 

+ι. 2.3...ri |_ (b — a)" J ' ' 

et, en différentiant par rapport à x, 

Y(z) dz /dx = Y(x) + t/I d/dx 

+ tn/ 12...n dn / dxn [(x-a)n) 

la fonction f(x) n'étant définie qu'à un facteur près, on voit qu'elle 
a pour fonction génératrice ψ(.ε) ^'z étant racine de l'équation (4), 

et nous poserons dorénavant 

w ?"W
 = ,.2.3..., (T=7yrέl>-«)"(*-*)" ΨΟ)3-

5. Nous examinerons d'abord le cas où ψ (a?) se réduit à une con-
stante que nous prendrons égale à l'unité. Nous aurons alors 

(,)
 9

„{x) = —3— ~^y
n
 ~ [{X - nf{x - b)"]. 

Les fonctions X„ de Legéndre appartiennent à ce type, et l'on a,, 
en supposant η et m entiers et différents l'un de l'autre, 

/ f„{a;)<p
m

{x)dxz=o, 
(2) 

/b - a [yn(x)]² dx = b - a / 2n + 1, 

formules que l'on vérifie aisément au moyen d'une intégration par 
parties. 
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La fonction φη(&) vérifie une équation différentielle du second 

ordre qu'il sera alors facile d'intégrer complètement au moyen des 
quadratures. Si l'on pose 

(χ — df (χ — b)a = u, 

on en tire par différentiation 

nu(%x — a — b) = ~ (x — a) {x — b), 

et, en différentiant n-f- r fois de suite, 

»S=H 0^: 

= -fl) (x - δ) +(«+ 0 (2* b)dn+1 / dxn+1 

+ (n+1)ndnu/dxn, 

c'est-à-dire 

— (x - α) (ar - ô) -+- {αχ - a - b) ̂  - « (η + i) — = o, 

ou bien encore 

i3) S" - Λ) (Λ? - i) + è (aa? - Λ - ftJ - Λ (η + ι ) = ο. 

Cette équation a une assez grande généralité, le polynôme 

{χ — a) {x — b) 

étant l'expression la plus générale des polynômes du second degré et 
ax — a — b celle de leur dérivée. 

On constate facilement que l'intégrale 

J («-*)»« az 
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satisfait à l'équation (3), soit.qu'on la prenne le long d'un contour 
fermé contenant le point x, ce qui fournit, bien à un facteur près 
φ

κ
(χ), soit qu'on la prenne entre les limites a et b, ce qui fournit 

une seconde solution de l'équation (3); en appelant Φ„ cette seconde 
solution, la solution la plus générale de (3) sera 

Αψ„ -h ΒΦ
Λ

, 

où A et Β désignent deux facteurs constants arbitraires.-Nous ne pous-
serons pas plus loin l'étude de ce cas d'ailleurs fort intéressant, parce 
que nous retomberions sur les propriétés bien connues des polynômes 
de Legendre, auxquels peuvent se ramener les polynômes ψ

η
 par un 

simple changement de variable. 

4. On obtient une classe de polynômes très-intéressants et déjà 
étudiés par M. Hermite quand on suppose a = — oo et b = ■+■ oo; le 
produit (χ — a)n (x — b)n doit alors être remplacé par une fonction 
nulle pour x = :£ oo et adméttant ± oo pour racines multiples. 
L'hypothèse la plus simple que l'on puisse faire conduit à remplacer 
[x — α)" (x — b)" par l'exponentielle e~x'. Posons alors 

Yn = dnE-x²/dxn 

la fonction φ
η
 sera de la forme ë~x' U„, U„ désignant un polynôme 

entier en x qui jouira des propriétés exprimées par les équations sui-
vantes : 

U/H-, -+- 2JTÛ„ -h 2η U, = o, 

d'où l'on conclut par la méthode de Sturm la réalité des racines de 
l'équation U„ = o, 

(0 —
 2X QTl — O, 

/e—U&dx = o, 

/ e~x*ûldx — 2.4·6...2Λν/π. 
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Sans vouloir faire ici une élude approfondie des polynômes de 

M. Hermite, je crois devoir faire, à leur égard, une remarque : c'est 
que l'intégrale 

(2) Vn =/ex'~z'{z — x)~{n+,)dz 

satisfait à l'équation (i), à laquelle satisfait aussi la fonction U„, en 
sorte que l'intégrale générale de l'équation (i) sera 

AU„ -t- BV„ = o. 

Pour démontrer cette proposition, il suffit de différentîer la formule (a) ; 
on a alors 

(3) ^ — Γ ex'~zi
 [a.r(z — χ)~~η~* (re + j ) (ζ — x)~n~2\ dz, 

d²Vn/dx² = /ex3-z 

^ | ^χ(τι-\-\){s —χ)~η~* 
+ (n + 1)(n+2)(z-x)-n-3]dz 

Si l'on remarque alors que 

/ex'~z'(n + i)(n-l- a) (ζ — a?)""-3 dz 

= /a ζ (re 4- ι )eœ*~*'(z — x)-"~2dz, 

les équations (a), (3), (4), multipliées respectivement par are, — sx, ι 
et ajoutées, donnent 

ePV„ dV T7 

dx² - 2x dx + 2nVn = 0 

5. Si l'on prend φ„= dj^ > on aura encore, en appelant θ un 

Journ. de Math. (3e série), tome IV. — JUILLET 1878. 3θ 
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polynôme quelconque de degré « — ι, 

/Q{x) (f
n

{x)da> = o. 

Il est clair que, dans le cas actuel, ψ
η
 est le produit, par (— i)"e~x, 

d'un certain polynôme entier du degré η en x, que nous appellerons 
P„ou P„(a·), et l'on a 

( I )PnP
m

e-*i/a?=o, 

(2) f V^er'dx — 1.2.3...7ϊΓ(λ-4- ι) = Γ2(» 4- ι). 

La première de ces formules est évidente; la seconde se démontre 
en appliquant la règle d'intégration par parlies à l'intégrale 

Λ -hûr-i^dx< 

a" désignant la quantité à laquelle se réduit P„ quand ou supprime les 
termes eu a"-1, a"-3,..., 

De la formule 

~x"t~x = e~x'P
n
(x) (— 1)"" 

ou tire facilement la valeur de P„ 

(3) P«(a) = x" — y a"~* + " ^^ â"~2 — ... ± n{n — 1)... 1. 

Si nous posons, pour un instant, 

IL — xne~x, 

nous aurons, en différentiant, 

u' — nx"~' e~x — x"e~x 
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ou bien 

u'x = (η — x) u\ 

si l'on différentie η -+- ι fois cette équation, et si l'on pose 

Q» = ίχη<ΐ~Χ — {-ïfe-'Vnix), 
on aura 

Λ + + ') S = (" - x
) S" - (" + ') Q«» 

ou bien 

(4) xd²Qn / dx²+ {x ■+■ i)^" + (n+ i)Q„ = o. 

Cette équation donne, eu prenant P„ pour inconnue, 

(5) X-JF+(l-X^ + nP"=°· 

On a, à nn facteur près, 

Qn = 2rV-I/ 123...n dn/dxn(xne-x) 
OU 

Q. =/ιΓ^«Λ> 

l'intégrale étant prise autour du point x. Cherchons à vérifier que cetle 
intégrale satisfait à l'équation (4) : à cet effet, observons que par la 
differentiation on constate que 

( ~e~z zn+K (z — x)~("'h:t> 

(A.) j = - (n + z) «"(ζ — ar)-("+3)e~z 
' — (ι -+- χ) 2n (ζ — χ)-(η+-ν e~z — xzn [z — x)~{n+l) e~z; 

en intégrant alors autour du point x et en observant que 

1k = (" + ')/ e-z zn / (z - x)n+1 dz 

-^ = {" -t-, ) 2)Je-z zn dz / (z - x) n+2 
3o.. 
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on trouve, en divisant par — (« -f- t), 

° = + ί1 + x^ + (n ̂  o Q-'· 

Or, si l'on avait posé 

x«=Xe-z zn /(z - x)n+1 dz, 

Ja formule (A), intégrée entre Ieslimites ο et co, aurait donné par le 
inème calcul 

Ο — X ̂  + (l-h Λ) J- h- (» -h r) X„ 

ce qui prouve que X
n
 est aussi une solution de l'équation (4) · Or nous 

avons vu que, si X„ était une solution de (4), X«e® était une solution 
de (5). Nous poserons 

ΠΛ = β*Χ„ 
et la fonction 

IIn = / ex - Izn / (z - x)n+1 dz 

sera une solution de l'équation (δ). La solution la plus générale de (5) 
sera donc 

AP„ -b ΒΠ„, 

A et Β désignant deux quantités copstantes. Toutefois, on sera obligé 
de supposer χ négatif ou imaginaire de manière que l'intégrale Π„ 
reste finie. 

On peut encore trouver d'autres expressions de la fonction P„. Si, 
en effet, on considère la fonction Q„ sous la forme (elle n'est détermi-
née qu'à un facteur constant près) 

Q „ = 5^ ~ (e~xccn), 

on voit que, si l'on développe la fonction — e~', ζ étant racine de 

Z = X -h tz, z=——, 
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on aura, par la formule de Lagrange, 

— el~l — — e~x ~h~xe~x-i-... -f -r— -j——, e^x"... 

et, en difFérentiant par rapport à x, 
r 

= e"* -t- - -y (xer*) 4- ... + · — (e^x").:.. 

Si l'on multiplie par e*, les différents termes du second membre au-
raient pour coefficients les diverses valeurs de P„, ainsi 

tx 

î—- = I -{- £P, [x) -i- i2P
2(a;) -f- ... -f- Z"P„ [x) -f-

Et nous sommes ainsi conduits à définir P
s comme le coefficient de 

(X 

i" dans le développement de ̂
{

; on aura donc 

P
"~2I / rV-I / e /(V-I) 

l'intégrale étant prise autour du point t = o. Si l'on pose —-— = z, 
on a 

P
"
 =

 2πν^
Γ

Τ /
 + ^ 

l'intégrale étant toujours prise autour de l'origine. 
Il est à peine nécessaire de faire observer que l'équation Ρ

Λ
 = ο a 

toutes ses racines réelles et positives. 

6. Je passe maintenant à l'étude d'un cas important, parce qu'il va 
nous conduire à l'intégration d'une classe très-étendue de fonctions. 
Posons 

(■) ?.(*) = s [(®-β)"·(«-»Γ*]ΐ 



a38 H. IIAUREHT. 

r et s désignant deux nombres quelconques. Si ces nombres sont 
positifs, la fonction sera encore une solution de notre problème ; 
mais, dans ce qui va suivre, nous leur supposerons des valeurs arbi-
traires. Faisons pour un instant 

u — [x — a)n+r (χ — ό)"4"*; 
nous aurons 

τ du n-h r η -+- s 
u dr. χ — a χ — b 

OU 

(x — a) (x —■ b = tt[(27* 4- r -+· s) χ — (η -h f) b — (« 4-.îju]. 

Si l'on différentie cette équation η 4- ι fois de suite, on a 

-^{x-a) (x — b) 4-^[(2 -r-s)x + rb + as-!-a- l] 

-dan / dxn (n + 1 ) (n + r + s) = 0 ; 

ce qui peut encore s'écrire, en vertu de (i), 

fa) jëix-a)(x-Î})+^[[2~r-^^^-Kr~ï) + «(î-i)1 
-Yn (n+I) ( n + I ) ( n+r+s ) = 0 

D'un autre côté, on peut observer que 

(3) Y =/(z — a)n+r (z — b)"+s (z — x)-"-* clz. 

L'intégrale étant prise le long d'un contour infinitésimal décrit au-
tour du point x est égale, à un facteur constant près, à φ„(χ). On 

peut vérifier comme il suit que Y satisfait à l'équation (a). On a 

d(z - a)n+r+i (z — b)™+1 (z — x)-"-2 

= ω['(« 4- r 4- ι) (ζ — b) (z — x) 
+ («4-ί4-·ι)(ζ — a) (s — x) — {« 4- 2) (z — a) (r - £)], 
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ω désignant, pour abréger, la quantité 

(z — a)n+r (z — b)n+s (ζ — x)~n~3 dz. 

Si l'on intègre alors autour du point χ et si l'on multiplie par — (n + I), 
on trouve 

ο = f(n ■+■ ι) ω [ — (η -f- r 1) (z — b)(z — x) 
- (η + î +1) (z-a)(z-x)+(n-1- 2){z - a)[z-b)j, 

et, en mettant la variable ζ — χ en évidence aq lieu de z, 

ο = /(« 4- ι)ω{(« -+- 2)(χ—a) (χ— b) 
, 4- (Ζ — Λ·) [(Z — r — 4- b(r — 1) -t-U(S — I)J 

— (n ·+· r -+- ί) (z — λ·)* J ; 
or de (3) on tire 

Υ=/ω(ζ~*)Υ ~-(n-hi)fo>(z-x), 

fl = {n + i){n-h3)f<à, 

d^(x-a){x ~b) + d^[{i-r-s)x + b{r-1)+*(*_,)] 
-(» + i)(n + r + i)V = o. 

L'équation ( 2 ) est donc satisfaite en faisant φ
η
 = V. Mais cette veri-

fication, si l'on y regarde de près, s'est faite sans qu'il ait été néces-
saire de supposer η entier, et en supposant l'intégrale prise le long 
de l'axe des χ, entre les limites a et b\ d'où cette conclusion impor-
tante : l'équation (2), quels que soient η, r, s, se vérifie en posant 

et, en vertu de ces formules, l'équation précédente devient 

Yn = /(z — a)n+r (z — b)n+s (z — x)-*^-' dz·, 

on pourra donc, dans tous les cas, l'intégrer complètement, et une de 
ses intégrales sera algébrique, si η est entier. 
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Maintenant posons 

a-i-b—'—p, ab — q, 2 — s— r=g 
A.(r —1)4- a(.y — ι) = A, — («4- *) (ιζ 4- r -κ λ) = A; 

d'où l'on tire 

a = + P / 2 + V p²/4 - q, b = + p / 2 - Vp²/4 - q, 

A-t-i—e(i—g·) A + rf~é(r — >g) 
• r = b-a ' ί— α-6 ' 

πί
_.£—3.rfc:V(g—*)'■—4*. 

2 

L'équation (2) prendra la forme très-générale 

(3) (a?4 4- par 4- 4- {gx + h)^ + kf = 0, 

que l'on saura, par conséquent, intégrer. Il y a plus, comme on trouve 
deux valeurs de η pour une même valeur de. k, on pourra, par ce 
procédé, trouver tout de suite lès deux intégrales de l'équation (3). 

Nous ferons encore une remarque : il n'était pas nécessaire de vé-
rifier que l'intégrale V satisferait à l'équation (2); en effet, l'opéra-
tion â l'aide de laquelle on prend une dérivée pouvant se ramener 
à tine intégration, il était facile de prévoir que toute intégration faite 
entre des limites faisant disparaître les termes intégrés par parties 
pourrait, dans le résultat final, être substituée à une différentiation. 
Cette remarque nous permettra de· généraliser, un peu plus loin, la 
théorie que nous venons d'exposer, en évitant des calculs qui, sans 
cela, deviendraient d'un longueur rebutante. 

Lorsque l'on suppose r — s = a — — 1, b = 1, l'équation (2) se 
réduit à 

d²Qn (x² - I)+ + . )'*. = <■· 

Cette équation peut s'intégrer par les moyens ordinaires; son inté-
grale est 

A cos(« 4- 1) arccosa? 4- Β sin(n 4-1) arccosa?, 
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A et Β désignant deux constantes; on en conclut facilement que, à un 
focteur constant près, 

sin (n-t- ï ) arccosn? = — (χ2 — ι )"+% 

formule connue. 

7. Proposons-nous, maintenant, de satisfaire aux équations 

(I) /<p(x)dx==g
0

, f f(x)xdx=g
t
, <p(x)xndx = g,„ 

go·» g<» ·■·■> gn désignant des constantes données. Désignons par <p~n(x) 
la niime intégrale de f[x), s'annulantpour χ = a, on aura 

£ f(a$dx = <p-i(b) = g
0
, 

f <f(x)xdx = <fl{b)b — <T2{b).i = g
t
, 

Λ ' * * * ....... R ..... , 

f <p(x)xndx = φ~* (b)bn—<p-t(b)nbn~i 

«/ a 
-t- (p-*(b)n(n— i)ô"_s... ±9-"-'i.a.3...« =g„. 

Ces équations, respectivement multipliées par 

J», ±1 

et ajoutées, en observant que 

I — - -H ——■—' — I = (χ — l)n = o, 

-. ι * 1.2 -t- ... zqrra = η fi — if1 = o, 

.......... . . 9 

donnent 
1. a. 3 ... ηφ-<"+,> ( b) — g

0
 bn — jg

t
 bn~l -t- ... rp g„. 

Nous désignerons par F„(è) le polynôme écrit dans le second membre, 
Journ. de Math. (3* série), tome IV. — JUILLET 1878. 3l 



242 H. LAURENT. 

et qui, symboliquement, est égal à (b — g)"; nous aurons alors 

<»> r'-'W = . 

Cela posé, la fonction (pH"+t)(x) jouit, des propriétés suivantes : 
i° elle se réduit, ainsi que ses η premières dérivées pour χ — b, res-
pectivement aux η -t- ι quantités 

1Ff> . ?"'»>. m Ρ.(i)=t4: 

2° elle s'annule, ainsi que ses η premières dérivées, pour χ = a. La 
première propriété nous permet de la mettre sous la forme 

ψ~^{Χ) = w· + —r 

, (*->)» *-»(*) .... 
1.2 1.1 ... [n — 2) 

++~ bY+,°{x)> 

0 (a:) désignant une fonction que l'on peut supposer finie pour χ == b. 
On peut observer que -—

g —y » "~2 / c ... sont les 

dérivées successives de
 a

°3 '
 n

> ainsi qu'il est facile de le constater 
par un calcul direct; il en résulte que la formule précédente peut aussi 
s*ëcrire 

(3)
 r»"-"(ir) = r^L_ + (e-ir

,
9W· 

Mais, d'après la seconde propriété de la fonction, si l'on divise par 
(χ — b)'t+t et si l'on différentie η fois le résultat, on aura η 4-1 rela-
tions qui devront avoir lieu pour χ = λ, en supposant ψ~'(α) = o, 
f~a (a) = ο, ..., (a) = o, ce qui donne 

O(a) = - Fn(a)/123...n(a-b) 

O'(a) = d / da Fn(a) / 12 

............................................................. 
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on en conclut le développement de 6{x) 

Ô(x) == - ^ (a - b)-^--—Fa(<?) (a- b ) -(n+1 - ....) 

La formule. (3) devient ainsi 

r~V) = rife - (*-»>~fcife(« - *-} 
enfin, en différentiant η -4- ι fois 

fW=-<*- fe.ife^ - ν-"*'+-]!· 

la solution cherchée φ (χ) se compose de deux parties dont l'une est 
un polynôme de degré η et dont l'autre est de la forme 

^ (x - afe [x -bf* ψ(«τ), 

et n'est autre qu'une arbitraire d'intégration; en faisant abstraction 
de cette arbitraire, on a 

(3 bis) f(ar) =-^r,[(x- if" 9(g)] ,.
3
.3' , , 

eM = pfe+<*-a>Î[(ife]+··· 

(a— a)* d" Γ F, (a) ~| 

On peut mettre la fonction Θ sous une forme un peu différente; en 
effet, en prenant les résidus, relativement au point a, on a 

* ' (z—i)**"1 [_a— a (a— a)2 "** (a — a^+'J 

ou bien 
» / Ο (ζ—δ)*+' (ζ— «) (ζ — a)*"1"1 

3ι.. 
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Celte formule peut encore s'écrire 

\ ) C- (z — (8 — b)n+'(a — x).' 

par suite la formule (3 bis) donne 

t**/ r\ ) 1.2.3...« djs."+t (s—«)"+l (a — é)"*' (« — x) 

Dans cette formule le résidu est relatif au point a, mais on peut le 
prendre par rapport au point b en changeant le signe; en effet; le 
résidu total est nul, carie dénominateur de la quantité placée sous le 
signe £ est de degré supérieur de plus de deux unités à celui du nu-
mérateur. On a donc 

C
e
+£i-t-£x = ov 

en représentant par £
a

, £$, £*, pour abréger, les résidus relatifs aux 
points Λ, b, x. Or c

x
 est égal à F„(a?) ; cette fonction, différentiée η 

fois, donnera un résultat nul, et l'on a 

dn+1 / dxn+1-t-Cj) == o; 

il sera donc permis de transporter la double parenthèse dans (1-2) 

autour de (z — b)n+t, à la condition de changer le signe du second 
membre. Cette formule (4) se transforme donc comme il suit : 

f m=,,l.
f
 ̂  [(* ■- <x -b ) n+1 dn /dan F(a) 

= (7^? [> - <■)" (* - »)*" πF(b) /(b-a)n+1(b-x) 

8. On peut donner un peu plus de généralité aux résultats qui pré-
cèdent et en déduire quelques conséquences intéressantes. Je suppose 
que l'on désire une fonction fn(&) satisfaisant aux formules 

fy
n
{œ)dx = 0, f xf

n
(x)dx = 0, ..., fx"-' <pn(x)dx = o, 
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quand 011 prend pour limites des intégrales, non-seulement a et b, 
mais encore b et c, etc. Il est clair que la solution de cette question 
sera donnée par la formule 

Yn(x)= -a)n{x-bf{x-cf ... ψ(^), 

la fonction ψ(;τ) étant choisie de manière à ne pas devenir infinie 
pour x = a,b, c,..... Bornons-nous à considérer la fonction 

Yn(x)= *)n+r{x - b)n+1 (χ ~ c)n+c. 

Il est facile de voir qu'elle satisfait à une équation très-générale du 
troisième ordre et linéaire, que l'on saura par suite intégrer complète-
ment. Si l'on pose 

u — [x— a)n+r (x — b)"+s(x — c)n+\ 
on aura 

du ι n-l·· r η H— χ η -+- Λ 

ou bien 

^ (x — a) (x — b) (x — c) = u(n 4- r) (x — b) (x — c) -+-

Si l'on différentie η -t- 2 fois, cette formule, on trouve 

{x_a)(x-b)(x-c)~+ p_+Q__4-R_
=

O, 

ou bien 

(x - a) (x - b) (x - c) d3Qn/dx3 + Pd² 

formule où P, Q, R sont des polynômes en x des degrés 2, 1, o. Ces 
polynômes ne seront pas les plus généraux de leurs degrés, mais ils 
dépendront des paramètres n, r, s, t. Quant à l'équation à laquelle on 
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parvient, elle admet les solutions 

f6(z — a)n+r (z — b)™ (z — c)n+t(z — a·)-»'1 dz, 

/(z — a)n+r (z — b)"+s (z — c)n+t (ζ — χ)-η~* dz, 

lors même que η n'est pas entier, et l'on peut par suite l'intégrer com-
plètement. 


