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StfR LES COURBES DE TROISIÈME CLASSE. 2l3 

Sur les courbes de troisième classe; 

PAR M. LA.GUERRE. 

1. Soit une courbe de troisième classe M? = K", représentée par 
l'équation tangentielle F («, p, «c) = ù; si l'on pose 

F (μ, - λ, If - μχ) = ϋ(λ, μ), 

l'équation ϋ(λ, μ) = ο est l'équation mixte de la courbe. 
En posant U = (a, b, c, d), je prendrai, pour forme canonique de U, 

l'expression réduite βλ3 -+- dp.3 ; de plus, je représenterai par (A, B,.C) 
lè hessien H de U, eu sorte que l'on aura 

A ~ac — ès, 2 Β = ad — be, G — bd — c2. 

La courbe M? est une courbe du sixième ordre K", dont l'équation 
Cartésienne s'obtient en égalant à zéro le discriminant 4 de la forme I). 
En adoptant les notations de mon Mémoire sur l'application de la 
théorie des formes binaires àla Géométrie analytique [*], je représen-
terai par Θ le'contrevariant de F, qui, égalé à zéro, donne l'équation 
de la cayleyenne G3 de M3 

2. En désignant respectivement par 

Π = (or, β, y) = ο et ar = λ</-— μρ = « 

[*] Journal de Mathématiques, 8e série, 1.1. Les renvois à ce Mémoire sont indi-
qués par la désignation (F. B.). 
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l'équation mixte de la conique polaire de la droite de l'infini et l'é-
quation mixte du pôle de cette droite relativement à M3, les for-
mules (6) et (n) du Mémoire déjà cité donnent immédiatement, en 
posant 

6rfr~ ' 6ώ~ ]> 

le système de formules suivant : 

Act = a A, -+- bA2 — 2Α.Θ, 
Αβ = bAt 4- cA

2
 — μΒΘ, 

Δγ = cAt dAa — aC0; 

ou, sous forme canonique (ι), 

Δα=αΔ,, Αβ = — ad®, Ay — dA2, 
puis 

2S = °' Zê~ ~ S=-aftd²d = - 3y, 
da „ db 0 .dt fPd 
dy = 3& dy 2B 

(3) 

</a · rf6 .■ df·· 

«fa <ίβ ■ A 
dy dy dy 

J'y joindrai encore les formules suivantes, que l'on déduit facilement 
des précédentes, et que j'écris sous forme canonique, en y faisant 
b et ρ égaux à zéro : 

(4) 
- = -ζαβ, 2- = -3«γ, Tx=-d*i 

^ = a^=·3^. 5F=2^· 

[*] En général, Ζ désignant une fonction de a? et de .y du degré u
7
 je poserai * 

„ ι dL ^ . ι dZ 
η djr η dx 
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Ou en déduit l'expression de ρ et de q, en partant de l'identité 

θ = Ay-t- 2 B/3 -t- C«, (F. Β., n° 18) 

qui, dérivée successivement par rapport à χ et y, donne les deux rela-
tions 

(5) 3Θ, = adp ■+■ay1 — dacfi, 3θ2 = —. adq -t- da? — αβγ. 

3. En représentant par W(X, ρ) = ο l'équatiou mixte de la hes-
sienne jp3 de la courbe, on a, sôus forme canonique (F.B., n° 9)» 

αλ ο aX-h.fip 
W = O dp βλ -4- yp 

«λ -+- βμ βλ -h yp — ρ./» 
= adXp(Xq —,μρ) — dp(aX -h βμ)2 — αλ(βλ -h yp)2, 

ou, en développant le second membre et en remplaçant pet q par 
leurs valeurs déduites des équations (5)j 

W — — 3(λθ
3

 ■+■ ρΘ,)Χρ — 3Χρβ(αγΧ -h dap) — β*[αλ* -h dp3)', 

ou encore, en multipliant les. deux membres par a*d3 = Δ, et en 
remplaçant a, β, y par leurs valeurs, 

AW = 3 a dip IlAe' ) Α· Q>(aX* q. φ
3)> 

d'où, enfin, en passant de la forme canonique à la forme générale, 

AW = 6Η(λ, ρ) (ΘΔ· ~ ΑΘ')(Α> + ^βΑ·'~ Αβ,')(Βλ + C-a) _ θ3 U(λ,μ), 

Pour abréger, je poserai 

(6) |Δ(λ^-ίιΪ)) = (ΘΔ, — ΔΘ,ΚΑλ + Βμ) -h (ΘΔ
2
 - Δθ

2
)(Βλ + Cρ), 

où Χ et î) désignent des polynômes du cinquième degré en χ et jr, et 
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l'équation mixte de la héssienne sera donnée par ia formule sui-
vante : 

(7) AW(),f) = Η(λ,ρ) ().î) ->*) - Θ2 U (λ, p.). 

4. L'équation mixtè du pôle de la droite de l'infini étant 

tp =4 λ <7 — μρ = ο, 

on déduit, des équations (5), la relation suivante : 

(8) Δ2© = a AfX -h dà! p. 4- α<ί[ λ(ΘΔ
2
 — 3Δθ

2
) 4- ρ-(θΔι. ^.3τΔθ< )-}. 

En. désignant toujours-par II = ο l'équation de la conique polaire de 
la droite de l'infini, par Π

ω
 = ο et τζ

ω
 — ° les équations dé la conique 

polaire et du pôle de la droite, 

ω p='UX-{- vj 4- wz == o, 

on aura d'abord (F.·?.·, n° 18), 

(9) · ΔΠ
ω

 — αελ~ -l· dvμ* — 2ada &λμ, 

formule où j'ai posé, pour abréger, 

χ= — ν A -h ωΔ,, g = uA 4- a A.,;. 

puis (F. B., n° 11), 

κτ
ω
 = ζίΠ

ω
,2 — «'Πω,, -H ω(«Π

2
 — <ΊΪ,) 4- a2tp. 

Substituons, dans cette expression, les valeurs de Π,, Π
2
>. ., tirée's 

des relations précédentes, il viendra 

Α-π
ω

 — alï2 4- r/p.g2 — 2aQad{l\) 4- μΐ) 
4- ω2Λί/[λ(ΘΔ

2
 — Δθ

2
) 4- μ(ΘΔ, — ΔΘ,.)], 

ou encore, en vertu de l'identité (6), 

(h) Δ
2δτ

ω
 = αλί2

 4- (Ιμγμ — ia&ad(lQ 4- μϊ) -+■ ̂  (λ 1) — pif). 
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II. 

5. Là courbe M3 et sa hessienne 3jjs dètermineut uu faisceau tan-
gentiel ; en désignant, pour un instant, par F0(«, v, w) = ο l'équation 
tangentielle de la hessienne, et par ρ un paramètre arbitraire, l'une 
quelconque des courbes de ce faisceau a pour équation tangentielle 
:F -t- 6pF„ — o; je la désignerai par la notation^,. Son équation mixte 
étant Up = ο, la relation (7) donne immédiatement 

(10) Δϋρ = 6ρΗ(Χ,μ) (λ!) μ£) -t- (Δ - 6ρθηυ(\,μ). 

Les deux courbes du sixième ordre Ke et (G3)4 déterminent égale-
ment un faisceau ponctuel; l'une quelconque des courbes de ce fais-
ceau a pour équation 

Δ — θρΘ2 = ο; 

je là désignerai par la notation Kp, et je dirai que deux courbes des 
faisceaux (Rp) et (Jip), données par la même valeur de p, sont cor-
respondantes. 

6. Cherchons d'abord la signification géométrique des polynômes 
Jt etl) qui s'introduisent, comme on l'a vu, d'une façon.si simple et 
si naturelle, dans la recherche de l'équation mixte de la hessienne; 

Soit M un point du plan, dont les coordonnées soient χ et^; par 
(
ce point passe une courbe du faisceau (Rp), la valeur du paramètre ρ 
correspondant à cette courbe étant déterminée par la relation 

(12) Δ — 6p Θ2 = ο. 

Le coefficient angulaire γ de la tangente menée, en ce point, à la 
courbe est donné par la relation 

μ' Δ2 — 6ρθθ, 
Λ' Δ, — 6p θθ, 

Journ. de Math. (3e série), tome IV. — JCIIXET 18*78. 2$ 
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ou, si l'on remplace ρ par sa valeur déduite de l'équation (12),' 

u'ΘΔ3
 1 Δθ; 

V — ΘΔ, — Δθι" 

De là et de l'équation (6) résulte l'identité suivante : 

(.3) Xî) - μ£ = λ'(Αλ + Β ft) + μ (Βλ Η- Cft). 

dont il est facile de voir la signification géométrique. 

7. A cet effet, je remarque que, du point M, on peut mener à la 
courbe H3 trois tangentes dont les coefficients angulaires sont dé-
terminés par .l'équation ϋ(λ, μ) — ο. L'équation H (λ, μ) = ο déter-
mine également lés coefficients angulaires de deux droites passant 
parle même point i je dirai que.ces droites sont les kessiennes du 

point M relativement à ta courbe M*. Je dirai encore que la droite 

passant par le point M, et ayant pour coefficient angulaire ̂  est l'axe 
de ce point relativement à la courbé. Cela posé, de l'équation (ta) 
résulte la proposition suivante : 

Si en un point M du plan on considère l'axe et les kessiennes de ce 
point relativement à cette courbe, la conjuguée harmonique· de l'axe, 
relativement aux kessiennes, se confond avec la tangente, menée au 
point M, à la courbe du faisceau K

p
 qui passe en ce .point. 

8. Imaginons qu'une droite se meuve tangentiellement à la courbe 
Jlpî le lieu des intersections dé cette droite avec sa conique polaire 
relativement à H3 s'obtient en éliminant λ et μ entre l'équation mixte 
de Hp

 et l'équation Η(λ, μ)·== ο (F. Β., n° 7); ou bien, en vertu de 
l'équation (10), en éliminant λ et μ entre les équations 

Η(λ,μ) = 0 et -—~— ϋ(λ,μ) = ο. 

Le résultat de l'élimination est évidemment 

Δ — 6ρΘ2 — ο, 

D'où la proposition suivante: 
Si une droite se meut tangentiellement à une courbe du faisceau (Hp) , 
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le lieu des points où elle rencontre sa conique polaire, relativement 
à Jt», est la courbe correspondante du faisceau (Kp). 

9. Soit un point M ayant pour coordonnées χ et^et situé sur la· 
courbe Kp, comme l'on a 

Δ — 6ρθ2 = ο, 

il résulte, de l'équation (io), que les coefficients angulaires des tan-
gentes menées de ce point à la courbe Jip sont déterminés par l'équa-
tion 

Η(λ.μ)(λΪ)-μ^)=ο. 
D'où ce théorème : 

Les trois tangentes que, d'un point de la courbe MP
 on peut mener 

à la courbe correspondante du faisceau ( Jip), se confondent avec l'axe 
et les hessiennes de ce. point relativement à JiJ. 

10. Considérons une courbe quelconque du faisceau (Jip); une 
tangente à cette courbe rencontre la courbe correspondante du fais-
ceau (Kp) en six points, dont deux sont situés sur laconique polaire 
de la tangente; relativement à Jis (u° 8). On sait, d'ailleurs, en vertu 
de la proposition précédente, que, par chacun de ces six points, la 
tangente considérée est un axe ou une hessienne de ce point relative-
ment à Jis. Il .est clair qu'elle est une hessienne pour les deux points 
situés' sur la conique polaire, et seulement pour ces points; elle est 
donc un axe pour les quatre antres. D'où les conséquences suivantes : 

Toute tangente à une courbe dufaisceau (Jip) rencontre la courbe 
correspondante du faisceau (Kp) en six points j deux de ces points sont 
situés sur la conique polaire de la tangente relativement à &*. Chacun 
des quatre autres jouit de la propriété que son axe-, relativement à M*, 
se confond avec la tangente considérée [*]. 

L'enveloppe des axes, relativement à M*, des divers points dune 
courbe quelconque du.faisceau (Kp), est la courbe correspondante du 

faisceau (Rp). 

[*] Des théorèmes corrélatifs ont évidemment lieu relativement aux courbes du 
troisième ordre; j'ai déjà donné sans démonstration ces théorèmes dans une Note Sur 
les courbes du troisième ordre, insérée dans le Bulletin de la Société mathématique, 
t. IV, p. ι ίο. 

a8.. 



11. Considérons un point M dn plan ayant pour coordonnées ξ et vj ; 
l'équation de sa droite polaire, relativement à la courbe K®, a pour 
équation 

"■ = xn+?g + zœ = °· 

Relativement à cette droite, on a 

K = -—, V —-y et W — ~r.3 

et, par suite, 
b< = (*3ξ + *2?) Ç-643T 

.
 6» = -(x3î+^Â+25)s+64ar 

Ou voit, par ces formules, que r et g s'annulent pour ae = ξ etjr = vj. 
Désignons par D la droite précédente, et par m-son pôle, ' relative-

ment à la courbe 41®; l'équation mixte de ce pôle est (n° 4), 

aXr2 4- άμ%2 — *(άΘαά(λ£ 4- μϊ) 4- ̂ p(Xt) — μ£) == ο; 

et le coefficient angulaire de la droite Mm^st donné par la formule 
précédente, quand on y fait χ == ξ et y = y. Comme je l'ai fait voir, 
r et g s'annulent alors, et le coefficient angulaire cherché est déter-
miné par l'équation λ!) — μ£ = ο,· où χ el y doivent être respective-
ment remplacés par ξ βΐη. 
D'où la proposition suivante: 

Étantdonné un point quelconque du plan M, si Von désigne par m le 
pôle

3
 relativement à M3, de la droite polaire du point M., relativement 

à K6, la droite Mnt est l'axe du point M, relativement à M? , 

III. 

12. L'équation mixte de la polaire de la droite 

ω = ux 4- ν r 4- wz 5= ο 

220 LA.GÛERRÉ. 
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est 
ail2 -+·dgp.2 — Λαάαθίμ. = ο. 

Supposons, comme ci-dessus, que la droite considérée soit la po-
laire, relativement à K®, du point dont les coordonnées sont ξ, η, ζ. 
Les coefficients angulaires des tangentes menées de ce point à la co-
nique polaire de la droite sont déterminés par l'équation précédente 
quand on y fait χ — ξ et χ —-η. Les fonctions r et g devenant alors 
identiquement nulles, l'équation se réduit à H (λ, p.) = o. 

Donc : 
Etant donné un point quelconque M du plan, si l'on considère la 

droite polaire de ce point, relativement à la courbe K®, puis la conique 
polaire de cette droite, relativement à la courbe M3, les tangentes 
menées du point M à cette conique sont les hessiennes du point M, re-
lativement à M? [*]. 

13. Soit M un point du plan ayant pour coordonnées x et y. Suppo-
sons ce point placé sur la hessienpe de Ji* ; on a alors Θ = ο, et les 
coefficients angulaires des tangentes, menées du point M à la conique 
polaire de la droite ω = ο, sont déterminés par les racines de l'équa-
tion 

H) ail2 4- dgp.2 = o. 

II est facile d'interpréter géométriquement ce résultat. Désignons, 
pour un instant, par ξ, rj, ζ les coordonnées courantes, et soit 

U — J = k{x — ξ)· 

l'équation de la droite qui joint le point M au point où sa droite po-
laire, relativement à K®, rencontre la· droite ω = o. 

[*] Il est à peine nécessaire de rappeler que ft3 et K3 désignent la même-courbe ; 
la première notation étant employée quand on considère cette courbe comme étant 
de troisième classe, et la seconde quand on la considère comme étant du sixième 
degré. 
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Le coefficient k se déterminera en exprimant que les trois droites 

kE + n— ζ(γ + kx) — o, 

ts + '>:$* + s=0> 
«| -f- VY) -4- ννζ = ο 

se coupent en un même point. 
Un calcul facile donne 

Λ A ^U 

h- ±-L 
6» -t ΟΡΑ 

et de l'équation (i4) résulte immédiatement la conséquence sui-
vante : 

Étant donnée une droite quelconque D du plan, et étant pris arbi-
trairement un point M sur la cajrleyenne de la courbe M3, désignons 
par m le point où la droite D est rencontrée par la droite polaire du 
point M, relativement à K*. Cela posé, les deux tangentes, que l'on 
peut du point M mener à la conique polaire de D, relativement à M',' 
sont les deux droites qui constituent la conique polaire de la droite M m,. 
relativement aux trois tangentes que l'on peut mener du point M à la 
courbe &*. 

IV. 

14. Les coniques polaires, relativement à M*, des diverses droites 
qui passent par un point donné-M du plan, sont inscrites dans un' 
quadrilatère dont les côtés ont pour pôle M. Soient ξ, ij, ζ les coor-
données du point M ; il est facile d'obtenir en coordonnées carté-
siennes l'équation des côtés de ce quadrilatère. 

Considérons, en effet, les deux droites χ — .ξ = ο et γ — ij = ο,, qui 
se croisent au point M ; relativement à la première droite, on aura, en 
posant, pour abréger, χ — ξ = Χ et y τ- ij = Y, ω = X, u = ι, ν = ο, 
et, par suite, r = ΧΔ, et g *= Δ + ΧΔ2. Relativement à la seconde, 
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on aura ω = Y, u = ο, ν = ι et, par suite, 

χ = — Δ + ΥΔ, et g = ΥΔ3 ; 

je désignerai ces deux dernières expressions par f et par g'. 
Cela posé, les équations mixtes des coniques polaires des droites 

X = ο et Y = ο sont respectivement 

attf-t-dfy?—2 adXéX/x
 λ

 ^ βϊ'λ"-J-rfp'fι1 — %adΤθλ/ί _ 
A² A² 

Si l'on représente par Τ le résultant de ces deux équations, il est clair 
que Τ == ο est l'équation des quatre tangentes communes aux polaires 
des diverses droites qui se croisent au point M. 

Une formule bien connue donne 

Δ4Τ = a*d2 (rg' h- yf - 2<rc?0aXY)a 

t- 40rffg - A0aXa) (ad?# - i0aYa) 
= aacP(fg' - g*)» -h 4A0aarf(Yr - X*0 (Yg - Xg')-

En remplaçant r, g, t' et g' par leurs valeurs données ci-dessus, un 
calcul facile donne 

. nr-^s^s+ ̂  + s*)· 
Yj-Xr· = ΧΔ et Yg — Xg'=YA. 

Il vient donc définitivement 

(.5) iT=à(5s+'0+?S)s + 'i®"H(x'T)· 

15. On peut donc remarquer que l'équation 

Ss + r>îï + S-3i = 0 

représente la polaire Ρ du point M, relativement à la courbe Ke. De 
l'équation (i5) résulte que les quatre tangentes communes aux coni-
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ques polaires des droites qui se croisent au point' M rencontrent la 
cayleyenne de M3 aux points où cette courbe rencontre P, les neuf 
points de rebroussement de M*étant exceptés: Ces points de rencontre 
sont évidemment, d'ailleurs, au nombre de six, et chacun d'eux doit 
être compté deux fois. 

On peut donc énoncer la proposition suivante : 
Les tangentes communes aux coniques polaires des diverses droites 

qui se croisent en un point M forment un quadrilatère dont les six 
sommets sont situés à la fois sur la cajrlejrenne et sur la première po-
laire du point M, relativement à la courbe K.6. 

1-6. Si Ροή considère χ, y et ζ comme des quantités données, coor-
données d'un point Sj" du plan, et ξ, η, ζ comme des coordonnées 
variables, il est clair que l'équation 

1/36 (E dA /dx + ndA/dy + CdA/dz)² + 40²H(X,Y) = 0 

représente le lieu des pôles, relativement à ϋ% des droites que l'on 
peut mener par le point N. On voit que ce lieu est unê conique; 
l'équation H(X,Y) = ο représente les hessiennes du point N. Donc : 

Le lieu des pôles relativement à M3 des droites, qui passent par un. 
point donné N, est une conique tangente aux deux hessiennes du 
point N, et la corde de contact est la polaire du point N, relativement 
à Ke. 

Si le point Ν est sur la cayleyenne, θ = ο, et l'équation précédente 
se réduit à son premier terme. Donc : 

Le lieu des pôles relativement à ϋ3 des droites, qui passent par un 
point donné de la cayleyenne de cette courbe, est la polaire de ce 
point relativement à K.8. 


