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Sur les courbes de troisiéme classe ;

Par M. LAGUERRE.

1.

1. Soxt une courbe de troisiéme classe &' = K“ représentée par
l’equatlon tangentlelle I‘(u, ? W) = ojsil’on pose

Bl =2y ) = uQ, p),
l’équauon U()L, r)=o est I'é quatlon mixte de la courbe.
-"En posant U = (a, b, c,d), je prendral, pour forme canonique de U,

Pexpression rédulte a)\® +dp?; de plus, je représenterai par (A B .G)
lé hessien H de U, en sorte que I'on aura

A=ac—5b, 2B=ad—lbc, ::b(!—c2

La courbe A&® est une courbe du sixiéme ordre K®, dont l’equdtlon'
tariésienne s'obtient en égalant 4 zéro le discriminant A de la forme U.
'En adoptant les notations de mon Mémoire sur lapplzcatzon de la
théorie des formes: binaires &.la Géométrie analytique |*], je représen-
terai par O le contrevariant de F qui, égalé & zéro, donne I’équation

de la cayleyenne G* de B°

2. En desngnant respectivement par

Hf:(&t,‘ﬁ, 7):: o et m=Afg—pp=0

*] Joumal de Matlzematzqucs, 8 série, t. I. Les renvois & ce Mémoire sont m(h—
ques par la demgnatmn (F B.). :
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Péquation mixte de la comque ‘polaire de la droite de V'infini et I'é-
quation mixte du pble de cette droite relativement 3 #°, les for-
mules (6) et (11) du Mémoire déja cité donnent immédiatement, en
posant
1 dA
6ar

B

= — [}

O =,

= A| et

le systéme de formules suivant :

Aa{: aA, - bAg - 2A®._’
Ay = cA, + dA; — 2C0;

ou, sous forme canonique (1),

puis
[ da db ad _
. &= o o == % = 2B, =31
(3) da_ g db_ o e ad_
=% =W F=Vv o F=O
da- dB._ dy_
3 == LTI = AP
(3) da_ . dB_ dy
=2 H=7Ph =

Ty ]omdral encore les formules suivantes, que Ton déduit facilement
des précédentes, et que j’écris sous forme canonique, en y faisant
- b et ¢ égaux A zéro:

dA dB . dC

'—'_"—'2aﬁ 22;-"2-—.-3a'y, Eﬂ‘?=_d’
{4) dA ,4B - ’

4 6:!3", d— —-~3daz, --»_ Qd‘B

i Envgénéral, Z désignant une fonction de = et de y du degré #, je poserai -
1 dZ .. 1dZ

l______, e

n dy nr dx
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On en déduit expression de p et de g, en partant de l'identité
8 = Ay—+ 2Bf + Cq, (F.B., n°18)

qui, denvee successivement par rapport a x et y, donne les deux rela-
tions

(5) 30, =adp+ay:— dap, 38, = — ady -+ da* — afly.
3. En représentant par W()\ ) = o P'équation mixte de 1a hes-
sienne §° de la courbe, on a, sous forme canonique (F.B., n° 9),
al o ok + Bpt
W=| o dy. £+ yp.

lad+Bp X +yu Ag—pp
= ad (g —p) — dpfed + ) — ad(Br+ v,

ou, en developpant le second membre et en remplagant p-et g par
leurs valeurs déduites des équations (5);

W= — 320, + 20,)Ap — 3 pf(ayh + dop) — B2 (ad® + du®);

ou encore; en multipliant les deux -membres par a*d® = A, et en
remplacant &, 8, y par leurs valeurs, ‘

AW = Badlp.ad”m —Ae,):-adu.(eA',——Ae.) 9’(a)«’+dp.)

d’o1, enfin, en passant de la forme canonique 4 la forme générale,

AW = 6H(, ) (eA, — 4@, ) (A) -+ Bx) Z—(eA,-—-Ae‘,) (BA+Cp) - e U ).

Pour abréger, je poserai .
(6) $A(LT —pu1)=(8A, — A8, )(AX + Byz) -+ (OA, — A8, )(BA+ G,

ou ¥ et 1) désignent des polynémes du cinquiéme degré en x et y, et
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lequatlon mixte de fa hesswnne sera donnee par fa formule sm- )
vante : -

) AWQLE) =H0.p 01— - e'00p).
4. L'équation mxxte du pole dela drmte de l’mﬁm etant

m=g - P-P-—O :

on dedmt, des equahons (5) la re]atlon sulvante

(8) M@ = ah) -+ dALp —i—ad[l (08, = 3A6 + pleA, - 5Ae4)] :

€
En désignant tou]ours prrii=o r equanon de la- comque poLure de
- la droite de Finfini, par II, = o et m, = 0 les equatlons de la camque ,
polalre et du péle de la droite, ~

w ~*ux+v')’+wz_-o,
'on auradabord (F.B., n° 18), - ‘
(g) _ All, = ar)® + (Il‘p' — 2a(1co OA{.L,
_foﬁ-nule ou j'ai posé, pour ableger, .
g t-—— — ?A;(-} o)A,',r' 9 = uA 4 0hy;.
“puis (F B., n° 11),
,-15 ._.uﬂ,,,,., —_ v!'!h,,, += wwﬂq — ¢Il,} + @*m.

Substituons, dans cette expressxon, les valeurs de w, I, Is.. ., tirée's
des relations précédentes, il v1endra '

A-r'w-—a)f-;-r-(lpy —2m@ad()\y+ uE) .
~+ w*ad[l(OAq - A62) + p.(@A. — A9,)],

ou encore, en vertu de I'identité (6),

(11) Am, = akse® ;fx—-(lgg'e‘ ._ 200ad(dy + ‘p.r) + —m;—'\ A)—u¥).
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I

8. La courbe £ et sa hessienne $° déterminent uu faiscean tan--
gentiel ; en désignant, pour un instant, par F,(«, v, w) = o ’équation
tangenticlle de la hessienne, et par p un paramétre arbitraire, 'une
quelconque des -courbes de ce faisceau a pour équation tangentielle
F + 6pF, = o; je la désignerai par la notation ,. Son équation mixte
étant U, = o, la relation (7) donne immédiatement

(o) AT, = 6400 2) V1) = () -+ (8 — 658700 ).

Les deux courbes du sixiéme ordre K et (G*)* déterminent égale-
“ment un faisceau ponctuel ; 'une quelconque des courbes de ce fals-
ceau a pour équation '

A— Bpe?,é,o;

je la désignerai par la notation Ké, et je dirai que deux courbes des
faisceaux (K,) et (#,), données par la méme valeur de p, sont cor-
respondantes. '

6. Cherchons d’abord la signification géométrique des polynémes-
Xet 1) qui s’introduisent, comme on I’a vu, d’'une fagon si simple et
si natorelle, dans la recherche de I’équation mixte de la hessienne.

Soit M un point du plan,. dont les coordonnées soient a et y; par
(e point passe une courbe du faisceau (K,), la valeur du paramétre p
correspondant 4 cette courbe étant déterminée par la relatlon

(12) A—6p®2=0.

Le coefficient angulaire % de la tangente menée, en ce point, a la
courbe est donné par la relation

! A*—6p@e,

T A —6pee,

Journ. de Matk. (3¢ série ); tome IV. — Juiter 1878, - 28

|8 ’
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ou, si 'on remplace p par sa valeur déduite de I'équation (12),

@ eA, — A8,

. W eA, — A8,

De la et de I'équation (6) résulte I'identité suivante :
(13) A1) — p X = ¥(AX + Bp) + ¢ (BA+Cp),
dont il est facile de voir la signification géométrique. -

7. A cet effet, je remarque que, du point M, on peut mener 4 la
courbe B? trois tangentes dont les coefficients angulaires sont dé-
terminés par I'équation U(3, p) = o. L'équation H(}, pp) =0 déter-
mine également lés coefficients angulaires de deux droites. passant
par Je méme point : je dirai que.ces droites sont les hessiennes du
point M relativement & la courbe £*. Je dirai encore que la droite
passant par le point M, et ayant pour coefficient angulaire% est 'axc
de ce point relativement & la courbe. Cela posé, de Péquation (12)
résulte la proposition suivante : o .

Si en un point M du plan on considére Uazxe et les hessiennes de ce
point relativement & cetle courbe, la conjuguce harmonique de Uaxe,
relativement aux hessiennes, se confond avec la tangente, menée au -
point M, & la courbe du faisceau K, qui passe en ce point.

8. Imaginons qu’une droite se meuve tangentiellement 4 la-courbe
B, le icu des intersect_i'ohs, de cette droite avec sa conique polaire
relativement & & s'obtient en éliminant A et 11 entre 'équation mixte
de &, et Péquation H(3, p)-=o (F. B, n°7); ou bien, en vertu de
Péquation (10), en éliminant A et . entre les équations :

) C A— 6p@? .
HQ,p) =0 e ——TD(p)=o0.
Le résultat de P'élimination est évidemment ‘
A— 6 p@2 = Q.

D'ott la proposition suivante: _ A :
8i une droite se meut tangentiellement aune courbe du faisceau(R,),
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le lieu des points ot elle rencontre sa conique polaire, relativement
a B, est la courbe correspondante du faisceau (Kp)-

9. Soit un point M ayant pour coordonnées et y, et situé sur la-
courbe K,, comme l'on a ) '
. A -— 6F 62 = 0,

il résulte, de I'équation (10), que les coefficients angulaires des tan-.
gentes menées de ce point 4 la courbe &, sont déterminés par 'équa-

tion
HAp)(AY) ~ p.X) =o.
D’otr ce théoréme :

Les trois tangentes que, d’un point de la courbe B, on peut mensr
a la courbe correspondante du faisceau (8,), se confondent avec axe
et les hessiennes de ce point relativement & §°.

10. Considérons une courbe quelconque du faisceau (&;); une
tangente 4 cette courbe rencontre la courbe correspondante du fais:
ceau (K,) en six points, dont deux sont situés sur la_conique polaire
de la tangente, relativement & &* (u° 8). On sait, d’ailleurs, en vertu
de la proposition précédente, que, par chacun de ‘ces six points, la
‘tangente considérée est un axe ou une hessienne de ce point relative-
ment & B2, Tlest clair qu’elle est une hessienne pour les deux points
~ situés sur la conique polaire, et seulement pour ces points; elle est
donc un axe pour les.quatre antres. Dot les conséquences suivantes ;

Toute tangerite & une courbe du faisceau ( &,) rencontre la courbe
eorrespondante du faisceau (K,) en siz points; deuz de ces points sont.
situés sur la conique polaire de la tangente relativement & £&*. Chacun
des quatre autres jouit de la propriété que son aze, relativement i 8,
se confond avec la tangente considérée [*].

. L’enveloppe des axes, relativement & £ 5 des divers points dune:
courbe quelconque du, faisceau (K,), est la courbe correspondante du

Jaisceau (B,).

[*] Des théorémes corrélatifs ont évidemment lieu relativement aux courbes du
troisiéme ordre; j'ai déja donné sans démonstration ces théorémes dans une Note Sur
les courbes du troisiéme ordre, insérée dans le Bullctin de la Sociétd mathématique,
t. IV, p. 110, - ‘

a8..
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11. Considérons un point M du plan ayant pour coordonnées & et u;
Péquation de sa droite polaire, relativement & Ia courbe K, a pour
équation S ' : S

® =.‘l‘£+]‘¢g+ Zé=0.,
dE dy ax

Relativement & cette droite, ona

gy S
—d& — & =’
et, par suite, o '
. dA dh  dA\dA L, dAc
6 = (r— —Z 6A
br= (gt

| z) 5= SAF
anoodA _dh  dA\dA da -

“On voit, par ces formules, que £ ety s’annulent pourx =Eety=1.
Désignons par D la droite précédente, et par m-son pole, relative-
ment & la courbe $?; I'équation mixte de ce pdle est (n° %),

“7@2 —l%;d#yz — aw00ad(dy + pE) + ""TA(_)J) —pX)=o0;

et le coéfficient angulaire de la droite Mim est do‘nné’ par la formule .
précédente, quand on y fait x =§ et y =v. Comme je T'ai fait voir,

- ¥'et y s'annulent alors, et le coefficient angulaire cherché est déter- .
winé par I'équation A1) — p.X = o, ol x et y doivent étre respective-
ment remplacés par Eety. '

])"01‘1 la-proposition suivante : o :
- Etant donné un point quelconjue du plan M, sil’or. désigne par m le"
pole, relativement a R, de la droite polaire du point M, relativement
a K, la droite Mm est Uaxe du point M, relativement & .

1L
- 412. L'équation mixte de la polé.ire dela q!fdite» -

W= UX + VY +WZ=0
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est -
arh® + dyp? — 2ada®dp=o.

Supposons, comme ci-dessus, que la droite considérée soit la po-
laire, relativement 4. K®, du point dont les coordonnées sont &, », §.
Les coefficients angulaires des tangentes menées de ce point a la co-
nique polaire de la droite sont déterminés par I'équation précédente
quand on y fait & =& et y =x. Les fonctions ety devenant alors
identiquement nulles, I’équation se réduit 2 H(A,p) = o. '

Donc : - : 7 ,

Etant donné un point quelconque M du plan, si Fon considére la

“droite polaire de ce point, relativement a la courbe K®, puis la conique
polaire de cette droite, relativement a la courbe R°, les tangentes
menées du point M. & cette conique sont les hessiennes du point M, re-
lativement a 8 [*].

. 43. Soit M un point du plan ayant pour coordonnées x et . Suppo-
sons ce point placé sur la hessienne de £i*; on a alors ® = o, et les.
coefficients angulaires des tangentes, menées du point M & la conique

_polaire de la droite » = o, sont déterminés par les racines del'équa-
tion’ ' : ‘

(i) a4 dgpr=o.

Il est facile d’interpréter géométriquement ce résultat. Désignons,
- _pour un instant, par &, v, § les coordonnées courantes, et soit

o —y =k(x—E§)

' Péquation de la droite qui joint le point M au point ot sa droite po-
laire, relativement 4 K*, rencontre la droite » = o.

~ [*] Tl est & peine nécessaire de rappeler que £ et K¢ désignent la méme-courbe ;
la premiére notation étant employée quand on considére cette courbe comme étant
‘de troisi¢me classe, et la seconde quand on la cousidére comme étant du sixieme

degré.
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Le coefficient & se déterminera en exprimant que les trois droites

k§+ﬂ—-§(}’+7m)=0,
dA

En

u§+vn+w§—-o

;-l———-——O,

se coupent en un méme point.
Un calcul facile donne

ﬁaA--uil—A
==Y
uie-—ﬁaA f

dy

et de I'équation (14) résulte immédiatement la “conséquence sui-
vante :

Etant donnée une droite quelconque D du plan, et étant pris arbi-
trairement un point M -sur la cayleyenne de la courbe 8, désignons
par m le point ot la droite D est rencontrée par la droite polaire du
point M, relativement a K*. Cela posé, les deux tangentes, que l'on
peut du point M mener a la conique polaire de D, relativement & 8,
sont les deux droites qui constituent la conique polaire de la droite Mm, .
relativement aux trois tangentes que l’on peut mener du point M a la
courbe 8.

Iv.

14. Les coniques polaires, relativement & #?, des diverses droites
‘qui passent par un’ point donné M du plan, sont inscrites dans un’
quadrilatére dont les cotés ont pour pdle M. Soient &, %, ¢ les coor-
données du point M; il est facile d’obtenir en coordonnees carté-
siennes I’équation des cotés de ce quadrilatére.

Considérons, en effet. les deux droites # — & = o0 et y -~ n =0, qui
se croisent au point M ; relativement i la premiére droite, on aura, en
posant, pour abréger,z —E=Xety—n=Y,0=X,u=1,v =0,
et, par suite, + = XA, et y = A+ XA,. Relativement & la seconde,
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onauraw=Y,u =0, v=1 et, par suite,
r=—A+YA et y=YA,;

je déslgneral ces deux derniéres expressions par ¢ et par y'.
Cela posé, les équations mixtes des coniques polaires des droites
X = o et Y == 0 sont respectivement

arl +dpp? — aadXelp . a¥ B -dy'p? — 2adYelp
, A = et ’ A =

Si'on représente par T le résultant de -ces deux équations, il est clair
que T = o est l’equatlon des quatre tangentes communes aux polairés
des diverses droites qui se croisent-au point M.
Une formule bien connue donne

AT = a’d’(rg + ¥ — 2adO*XY)
, — 4(adry — AG*X?) (ads'y — £6°Y?) ,
=a'd(sy — ') + 4A8%ad(Yr — X¥) (Yy — Xy).

En remplagant #,3,* ety par leurs valeurs données cl-dessus, un
calcul facile donne

da da | .dA
- = (Edz~+'"7.¢7+§z)_’
Yy—X¢=XA et Yy—Xy =YA.

Il vient donc définitivement
~ dA | dK | da\? | '
(15)  AT=g(sZ+ug+t%) +4OHEY).
15. On peut donc remérqiler que l’équaﬁon

représente la polaire P du point M, re]atiyement a la courbe K°. De
Péquation (15) résulte que les quatre tangentes communes aux coni-
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ques polaires des droites qui se croisent au point’ M rencontrent la
cayleyenne de $* aux points ot cette courbe rencontre P, les neuf
points de rebroussement de #* étant exceptés: Ces points de rencontre
_sont évidemment, d’ailleurs, au nombre de six, et chacun d’eux_doit
étre compté deux fois.

On peut donc énoncer la propos.1t10n suivante :

Les tangentes communes aux coniques polaires des diverses droites
qui se croisent en un point M forment un quadrilatére dont les six
sommels sont situés & la fois sur-la cayleyenne et sur la premzere po--
lazre du point M, relatwement a la courbe K°. :

16. Si'on considére =, y et z comme des quantités données, coor-
données d’un point N du plan, et & », & comme des coordonnees
vanables, il est clair que l’équatmn

S f.dA  dA . dA\? '
gg(aa+nz-+c£) +4OH(X,Y) =0

représente le lxeu des poles, relativement & £, des droites que lon
peut mener par le point N. On voit que ce lieu est uné comque,
I’équation H(X,Y) =0 represente les hessiennes du pomt N. Donc:
- Le lieu des pbles relativement & B° des droites, qui passent par un.
point donné N, est une conique tangente aux deux hessiennes de
poznt N,etla corde de contact est la polazre du point N, relativement
a K&, L
Si le point N est sur la cayleyenne, ©=o, et l’équation precedente
se réduit & son premier terme. Donc:
 Lelicu des péles relativement & 8° des droztes, qui passent par un
point donné de la caqu)fenne de cette courbe, est la polaire de ce
point relativement a K°.




