JOURNAL

ATHEMATIQUES

PURES ET APPLIQUEES

FONDE EN 1836 ET PUBLIE JUSQU'EN 1874

Par Joserns LIOUVILLE

H. MOLINS

Sur de nouvelles classes de courbes algébriques gauches dont
les arcs représentent exactement la fonction elliptique de
premiere espece a module quelconque

Journal de mathématiques pures et appliquées 3¢ série, tome 4 (1878), p. 187-212.
<http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1878_3_4 187_0>

gallica NUuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Gallica de la Bibliotheque nationale de France
http:// gallica.bnf.fr/

et catalogué par Mathdoc
dans le cadre du pole associé BnF/Mathdoc
http:// www.numdam.org/journals/ JMPA


http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1878_3_4__187_0
http://gallica.bnf.fr/
http://www.numdam.org/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.bnf.fr/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.mathdoc.fr/
http://www.numdam.org/journals/JMPA
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Sur de nouvelles classes de courbes algébrigues gauches dont
les arcs représentent exactement la fonction elliptique de
premiére espéce a module quelcongue ;

Par M. H. MOLINS.

4. Dans un précédent Mémoire inséré au Journal de Mathématiques
(2¢ série, t. XIX, p. 436-440), nous avons été amené i indiquer deux
classes de courbes algébriques gauches dont les arcs possédent cette
propriété que, pour I'une de ses deux classes, ils s’expriment exac-
tement par des arcs de cercle, et.que pour 'autre ils représentent une
fonction elliptique quelconque de deuxiéme espéce. Nous nous pro-
posons maintenant de signaler de nouvelles classes de courbes algé-
briques gauches dont les arcs s’expriment par la fonction elliptique de
premiére espéce & module quelconque. On connait les courbes gauches
découvertes par M. William Roberts, dont les arcs représentent les trois
sortes de fonctions elliptiques [*], et celles indiquées par M. Hermite
pour représenter la fonction de premiére espéce [**]. Les courbes dont
nous nous occupons offrent cette particularité que, tout en repré-
sentant par leurs arcs une fonction elliptique quelconque de premiére
espéce, elles condnisent & de nouvelles classes de courbes algébriques
gauches dont les arcs s’expriment par des arcs de cercle ou par une
fonction elliptique quelconque de deuxiéme espéce.

2. Considérons deux courbes rapportées & trois axes rectangulaires,
et désignons-les- par = et 2'; admeitons que chacune d’elles soit Ia

1*] Journal de Mathématiques, 17 série, t. IX, p. 155.
[™] Cours & Analyse, 1'* Partie, p. 41g.



188 H. MOLINS.

transformée .de I'autre par rayons vecteurs réciproques, en prenant
pour péle de transformation I'origine O des coordonnées. Soient =,
s % les coordonnées d’un point quelconque M de la courbe 3, et o,
7", & celles du point correspondant M’ de la courbe 3'; les deuxrayons
vecteurs OM, OM' sont liés par la relation OM < OM’= 32, A* étant
le paramétre de.transformation, que nous supposerons positif. On a,
en outre, les relations

(‘ ) = YV g 1y 2= 3z
! “:c"+y’+z” J 9"—]—)”-{—3’ —.z"-}-y’—l-z’

.Supposons que la courbe 3 soit la courbe algébrique représentée par
les équations

x = acos(p +1)§ + beos(p —1)§,
(2) ¥ =asin(p + 1) + bsin(p — 1)%,
2z = csin{, '

dans lesquelles ¢ est une indéterminée et p un nombre commensurable
quelconque. Ce nombre p peut d’ailleurs étre supposé positif; car, s’il
était négatif, on n’aurait qu’a changer le sens dans quuel on compte
les posmfs, pour retomber sur les équations (2) ot p est positif,
sauf le changement de @ en 4, et réciproquement. De ces équations on
déduit ;
Z®+ -+ 2= a*+ b*+ 2abcos28 + ¢*sin*g
‘ = (& + b)* - (4ab — c*)sin®*{,

ou bien
- (3) 22+ yP 422 = (a + b)? [1;%sin’§].

En vertu des relations (1), les équations de la courbe ' seront

2 . acos{p-+1)¢—+ beos(p —1)k
P (@ +b)— (fab — c*)sin’g ?
y' _ asin(p +1)t 4 bsin(p —l)t;
¥ T (@ by— (fab— c)siwg
LA esing i
¥ T la+op—(4ab<jsimit
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Cette courbe 3’ sera d’ailleurs algébrique, de méme que la courbe 2,
lorsque p sera commensurable.

3. Soient ds ’élément de I'arc de la courbe 3, ds’''élément de I'arc
de la courbe 3'; ces deux quantités sont liées par la relation

Ads
(4) | C oY=

Les équations (2) donnent par la différentiation

dx = —[a(p +1)sin(p +1)§ +b(p —1)sin(p ~ 1)C]dC,
dr = [a(p +1)cos(p + 1){ + b(p — r)cos(p — 1)§]dg,
dz = ccosgdg, '

par suite

ds? = [a*(p +1)? + &% (p — 1) -+ 2ab(p* — 1)cosal + c*cos* [ ]dE?,
= {[p(a + &) + a — b]*+ ¢* — [4ab(p*— 1) + c*]sin*§} d?,

5 3 ab{pr—1)+c? -
(5) ds=dg\[pla+B)+a—BF e\ 1— i _);j,w sin’d.

Substituant dans la formule (4) les valeurs de ds et x® + y*-+ 2°%,
données par les équations (3) et (5), on obtient

fab(p*—1) ¢

. _ »
d.S"—-P\/[I){n +b)+a— 6"+ ¢ \/! (PlasbTa—bFic sin’ Cd’
- (a5} hab—c . (o

T {a+bp S

Etablissons maintenant entre les constantes a, &, ¢ et p la condition

6 fab(p*—1)+¢& __hab—¢
( ) [pla+b)+a—b]+c T (a+b)?

la formule précédente deviendra

d;-'_..)‘av[,’(a‘*‘b)-[—(l—b]!_l_cx dz
o a-+bp e ’
: \/‘—41[1——05&1";

@b
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d’ou
,_¥plaxrb)Fra—bpre (* dy
(7) §= (a—.!—b}’. \/l _4ﬂb—czsinzc
o (a+b) .

Parc ' étant supposé compté & partir du point pour lequel § = o.
Admettons que la valeur de ¢ tirée de la reldtion (6) soit réelle et

que le rapport 4?_;;;:

la formule (7) que I'arc &' s’exprimera par une fonction elliptique de

soit positif et moindre que I'unité : on voit par

. . \/4 b — 2 . . ,
remiere espece a ant pour modu]e -————-—a » Or 1e vais demontrer
P Y ¥ p ]

a-+b

qu'on peut toujours disposer des trois constantes a, b et p, dont la
derniére restera commensurable, pour que les deux conditions dont il
pour q :

\/4ab — 2
; -a—+b
peut étre supposé quelconque, d’ott il résultera que toutes les fonctions

elliptiques de premiére espéce se trouveront représentées par des arcs
de courbes algébriques.

s'agit soient remplies; je ferai voir en outre que le module

4. La relation (6), aprés quelques réductions faciles, peut se metire
sous la forme

¢t +e?l[pla+b)-+a—b]P+(a—b)*}—8Bab[p(a®— b*) +a’+ 5% =o,

.ou bien

22l =T - et =S e =o

* Le nombre p étant supposé positif, si 'on choisit « et b de maniére
b . . - b b B2
que - soit une fraction positive, le terme — 8 - [p (1 — a—,) +I+ -

2
sera négatif et par conséquent les deux valeurs de %, déduites de I'é-
quation précédente seront réelles; 'une d’elles sera positive et 'autre
1
négative. En outre, comme le coefficient de‘fz-: est positif, la valeur po-

- e - . :
sitive de _; sera numériquement la plus petite. On trouve pour cette
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valeur positive

Y O Y SO

(8) , :
+%(:+§-) \/p’[p+2+(P-—n);] +4[p+r-‘(p—-!)§]-

Orla relation (6), mise sous la forme

(9) 4ab'-—c’= fabp? .,
9 (@+6F  [platb)+a—0b+ (a+by+o

montre d’abord que, si ’on met pour ¢? la valeur positive déterminée

ab — ¢t
par la formule (8), le rapport%—-——-b—);-est positif, comme étant égal a
un autre rapport nécessairement positif. En second lieu, il est moindre
que l'unité, ¢’est-a-dire qu’on a{a + b)* > 4ab — ¢?, inégalité évxdente

fab—

puisqu’elle revient & (a ~ 5)*+ ¢*>> o. Ainsi le rapport _(Tb_)—

rendu positif et moindte que l'unité par la valeur positive de ¢?, en
sorte que cette valeur de ¢? est admissible; donc toute valeur posmve

est

et moindre que l'unité de —~a jointe & la valeur positive de =, —quiy

correspond donne liey 4 un arc & de courbe algebnque 2’ lequel
s’exprime par une fonction elliptique de premiére espéce.

. s b . ¢ .
Si l'on faisait — =1, la valeur positive de - serait

=—api+ i\/p’+ 43

par suite le rapport 4-(—56_*_—_&;: deviendrait .
b — ¢? e
A oS = t(a+pr— P 4),

et Pon vérifie immédiatement que c’est une fraction positive, quel que
soit p.

5. 1l reste 2 démontrer que, par une valeur convenable attribuée
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fab— ¢

au nombre commensurable p, on peut rendre le rapport (a-—_—l_-b—)—
égal 2 une fractlon positive quelconque. Posons donc

(10) e o =

k étant une fraction donnée : C'est la condition a laquelle il s'agit de
satisfaire. On devra avoir aussi, en vertu de la relation (9),

4‘15P; —_ 2
(”) [p(a+b)+a—b]’+(a+b)’+c’— ‘

Les équations (10) et (r1) donnent
¢ = fab — k(a + b)?,
= —4—‘—;11-): —[p(a + &)+ a — b]"f-—-(a-!— b)Yy
par suite ' ' '
gab — B(a + b= _[pla+ b)+a— B — (a+ B,
oubien 7

[mb(x- —) + (I— k) (a+ b)’*’—x— [p(a+8)+a— b]ﬂ-—o
Posanté == ¢, on obtient

4t(:—’§)+{r Y1+ 2)? +[p r+t)+r—t]-.—_-o,
ou enfin

(12) [(p——l) +I—k2]l“ 2(p —It'2 (-— - x)z+1—£2+(p+1)-=o

Pour que lesracines de cette derniére équation soient reelles, il faut
qu’on ait - : ' :

("= k7 (3 —x)’ ~—[<p—r>2fr—kﬁ]["—k2+<p'+x>21>6,
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ce qui revient, toutes réductions faites, 4 la condition
2
4%(1 — &) (p* — 2k*) > o.

On devra donc attribuer & p une valeur commensurable telle qu'on ait
p? — 2k*> o, ou p > ky/2.Les deux racines seront en outre positives,
puisque, p. étant plus grand que £, le coefficieut de ¢ dans I'équa-

tion (12), a saveir — 2(p® — £?) (- — 1), est négatif, tandis que le
coefficient de 2* et le dernier terme sont positifs. On va démontrer
maintenant que la plus petite des deux racines peut étre supposée
moindre que I'unité.
Faisons successivement ¢ = o et { = 1 dans le premier membre de
P'équation (12): 1° pour £ = o, ce premier membre devient
I— B+ (p+1)?,

quantité positive ; 2° pour ¢ = 1, il devient

(p—1)2+1— k2 — 2-(p?-——7]£’) (% —-I) +1—FB+ (p+1)%

ou, en réduisant,
o er3-1)])

et, si 'on exprime que ce dernier résultat est négalif, on a

2 — k*— p? (——r)<o,

d’ou
Pt
(13) p>k \/ftT

Donc, si l’on prend pour p un nombre commensurable supérieur a

k —~4?——, I'équation (12) aura une racine comprise entre zéro et 1;

l’autre racine, qui est aussi positive, sera plus grande que I'unité.
Journ. de Matk. (3¢ sétie), tome IV. — Jury 1878, 25
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D’ailleurs la condition (13) entraine celle déja trouvée p > k2, qui

. . . . 92— k3 -~
exprime que les racines sont réelles, puisqu’on a \/ TR V2. Clest

. . ' . . b
la racine comprise entre zéro et 1 qui sera la valenr choisie pour =

1 § I . A - ’ .
Lecas ol #* = - mérite d’étre remarque. On obtient alars des

courbes algébriques gauches dont I'arc s’exprime par la méme fone-
tion elliptique de premiére espéce que I'arc de la lemuiscate. La condi-

tion (13) devient p > g’ et I'on peut faire, par exemple, p =;-i- ou

P=2.
6. La valeur de - moindre que Punité ayant été trouvée dans le

) A} ’ 1 1 c? .
cas ou I'on se donne %, il y aura deux valeurs de — qui y correspon-
a

dront, 'une positive, I'antre négative, et elles seront déterminées par

I'équation (6). Mais, de ces deux valeurs il 0’y en aura évidemment
fab— &
(a=+b) _
faire voir que c’est la valeur positive qui posséde cette propriété.
s . . . ) . : e s Pos
D'abord I’équation (12) détermine ~ en fonction de k; puis, a Paide

qu’une seule qui puisse rendre le rapport égal & £*; je vais

b . e , .
de la valeur de —» on détermine —; par I'équation
: a a

fab—c fab(p*— 1)+ ¢
(a+bF (plat+b)+a—by+ec

laquelle se déduit des deux conditions (10), (11), et revient a

fab—c* fabp
(@+6F [pla+b)+a—bf+ a+bF+ec

- 2 .
Or, siI'on prend pour 2025 la valeur positive donnée par la formule (8),
je dis qu’il résulte des équations précédentes que la valeur des deux
rapports égaux

hab— ¢ 4abp?
(@+0op [platb)+a—¢Etf+{at+bp+e

est égale a £°.
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fab— ¢

s -(-;T!_—Z')—zz FL, on E?m'a ausst

Posons, en effét.

4abp? .
Platbj+ra—bp+(atbytre M

puisque ces deux rapporis sont rendus égaux par la valeur de :—2; on en
déduit
(a+82 =402 [pa+b)+a—bP+(a+b)= fel? g2,

Substituant ces expressions de
(a+b2 et [pla+b)+a—>b]*+ (a+b)
dans P'équation suivante:

hab — K (a+ ) =4 _[p(a+b)+a b= (a+b),

obtenue au n° 5 et qui est Péquivalente de Péquation (12), il vient -

4ab — 55(446_02):@;:_’?_’_}_02_’@1_’3,

ce qui peut se mettre sous la forme

(2 — k’)[dé(’;—: — J) + :—';] = 0.

Mais ona :
. 2 — & y o P 2—k p .
ff>"\/r:7=’ dou GZ>1—F F1>0
les trois quantités .
b 2 2
5By e 2

a5..
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Pest aussi, et dés lors l’équation précédente ne peut avoir lieu qu’au-
tant que l'ona p— A*=o0 on p. == 2, c’est-a-dire que la valeur posi-

fab—c

tive de -—rend le rapport @57

egal a k2.

7.-De ce résultat 11 faut conclure qu’on peut se servir, pour déter-

. .. c? .
miner la valear positive de - de la relation

fab — ¢

GTW:”’

qui donne .
O S Sy (N

- \ 7 b V LS . - y
Quant & la valeur de — qu’on doit substituer dans cette formule,

c’est la plus petite racine de Péquation (12); laquelle est positive et

— K
—————;, on trouve

moindre que I'unité, pourva qu’on prenne p > £ _ 7

pour cette racine

(18) ; '(p—v) 2-1) -3 22 = T —F)
iy z- (p-—[)—;—x—/(" T
d’ou

_}_L 'wpp—l.’—q/fr—/’”])’—-zlg)~
vz p—1P+1— 4 )

b s .
Portant ces valeurs de ~et1 + 5 dans 1a formule (14), on obtient,

toutes réductions faltes, '

c? ;_ 4 ;
@ E[(p—1)p+1—FF , ,
<{4p* (k2 — 1) +p[4(1 — B) — B ]+ 2k (2 — B p

— B (2~ B +ap(p—1) (2 = B = F) 7 — 2 F)).

8. D’aprés ce qui précéde, lorsqu’on se donne la valeur de £, sup-
~ posée moindre que 'unité, on peut prendre arbitrairement le nombre
2 — &
L —A*

commensurable p, peurvu qu ‘il satisfasse a la condition p > A\/
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Réciproquement, si 'on se donne p, la méme condition devra étre

satisfaite par une valeur de £ moindre que I'unité; mais elle peut alors
se mettre sous une forme plus commode. On en déduit, en effet,

pr(r—B)>k(2—F&), ou i"— (p*-+2)F +p*>o,

d’ott

(5 - ) > Lt + 4),

- 2
et enfin

]f:?< (p* + 2 — p‘-{—l;).

La quantité £ (p? + 2 — yp* -+ 4) est d’ailleurs positive et moindre
que Punité, quel que soit p; Ainsi, en se donnant p, on pourra attri-
buer 4 % une valeur quelconque inférieure a la racine carrée de cette

, 3_ g8

2

quantité. Si I'on fait, par exemple, p = 1, on devra avoir £ <C

b ¢, .
9. Les valeurs des rapports — et ~ étant supposées coanues, les
. a a

courbes 3', dont les arcs s’expriment par la fonction elliptique de pre-
miére espéce, se trouveront déterminées. La constante @ restera arbi-
traire, et les constantes b et ¢ se déduiront des rapports dontil s’agit.
Quant au nombre commensurable p, il sera susceptible de recevoir un
nombre infini de valeurs, et chaque valeur de p donneralien 4 une classe -
de courbes qui répondront & toutes les valeurs moindres que I’ umte

e, b
attribuées an rapport — 5d’ axlleurs,-—et -p.étant connus, —n ’aura qu "une

seule valeur correspondante, qu’on obt1endra a I'aide de la formule (8).
Nous remarquerons encore que, pour un méme systéme de valeurs

' b ¢ . . ros .
de —, - et p, on aura un nombre infini de courbes homothétiques, ré-

pondant & toutes les valeurs particuliéres du paramétre a et ayant
pour centre commun d’ homothétie le point Q. Cela résulte visiblement
des expressions de x', 7, #/, en fonction de , lesquelles sont homo-

génes par rapport aa, 4, c.

‘40. Considérons maintenant une quelconque des courbes 3. On
peut vouloir substituer aux expressions de &', 7, ' en fonction de
Pindéterminée { deux équations entre ces trois coordonnées; ce se-
ront les équations de la courbe '. Formons d’abord les équations de
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la courbe 3, dont ¥’ est la transformée, et qui est representee par les
equatlons (2) Nous nous bornerons a exammer le cas OIIP est un en:
tier positif. :

Les deux premiéres équations (2) donnent

a®+ yt=(a-+b) — habsin’g;
par suite, en ayant égard 4 la troisiéme, qui donne sin§ =

,(~16‘)‘  : x* 4y + é::—bz? = (a+ b)*;

cest 'une des équations de la courbe 3, et on voit qu’elle représenle
un ellipsoide de révolution ou un hyperboloxde de révolution 4 une
nappe, selon que z et b sont de méme signe ou de signes contraires.
Pour obtenir une autre équation de la méme courbe, posons

u? = 2% + y

1l vient
w: =a?+ b® + asabcosal,
d’ou
osal = $oo— P sinaf = i \/4:1’5‘ @+ b —u)
¢ 2 2ad ? !  dab ( )~’
. ‘=+':_b=~ : +(“—-—u’_

On a enoutre les formules snivantes :.

sin [p+1)2 (pr1)plp—1)

= (pfx)tang?,‘— ——f———-——tang’§+...,

cosPHg i
coslpt1)t _ . (pH+up e (pEUplp—tip—2) i -
prever el 1.3 tang®4 + 1.2.3.4 tang'g — -

qui deviennent, en remplacallt tangg par sa valeur en ,

intp o)t SEETF= T, (i) o bt [

costHy Y B —(a—b) - 1.2.3 w—(a—b)
cos(p+1)t _ _ (p+1)p (a+bP—u
costT L .2 #—(a—by

4+ le+nplp—1) (p—2) [(a -+ b)’—u’]’ _

1.2:3.4- £ {a—bF .
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Faisons
-l =
(pnp(p=1)(p—2) (p—3) [(as b =] _
+ . 171.2.3.12,.5.2 (p [u’——(a'-——b)!] — ey
Be1— (p+1)p (a4 b)—u?

1.2 wB#—(a—0b)

(p+1)p(p—1) (p—2) [ (e B) = ]
+ ’11;34 — [u’—(a—-—b\’l -

il vient -
sin(p +1)¢ = Acos?+'§ (a—'*'(ba)’_—-;';za

cos(p+1)§ = BcosP+ §.

‘Maintenant, des deux premiéres équations (2) on déduit

ry _ asin(p-!—f)?;—i—bsin(;;—*-r)t

z — acos(p-+1)t+ beos(p — 1)y
__ (@~ bcos2g)sin(p+ 1)t — bsinageos(per-1)§
T (@ -+ bceos2%)cos(p —+ 1)5 + bsinagsin(p +1)%’

et si I'on met pour sin{p+ 1)%, cos (p +1)§ les expressions précé-
dentes, et pour a—+ b cos2{, sin 2§ leurs valeurs en fonction de %, on
obtient I’équation suivante :

\/ (= b)2—u? A(n’+a’—b’) —B[n? — (7 — B)?]
(i) I= “(@a—%) Blwta—b)rAl(at b —u]

qui est celle de la projection de la courbe X sur le plan zy, en con-
cevant que u* soit remplacé par x* + »*.

Les équations de la courbe 2’ se déduiront des équations (16,) et (17)
de la courbe 3, dont elle est la transformée, en y remplaqant x,Y,5
par les expressions

pLr-y . Ayt it 4
=iy VT mayins PTEL s
D’'abord, au moyen de I’équation (16), on obtient la suivante :

4 b 22 — (a+b7
W

([8) xl2+7l2+ (xrz _*_]’2 +zl2)2;
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puis. si 'on fait ‘ '
r =2+ g% Ri=a’a "+ 27
' (p+1)p(p —1) (a4 B)RI —Xr
A —P+I Y f.2.3 )\4,.:___(“7_‘0)3_1{‘ ce vy
{p+1)p (q+'b)1§,"—l‘r"+ ‘ :
— 1.2 -}.‘i"'—:(a—é)=_&“ I .-..

B =1

on trouve gue l'équation (17) donne cette autre :
q q 7) @

(19) ¥ JlatbPRO—s N[¥7r + (@ = 3R] = B2 — (e = VR
9) 7=V ir—(@a—bfR BNrF + (@ — B )R| + A'[(a + bR — 7]

Ainsi les équations (18) et (1g), ot r* et R doivent étre remplacés
par leurs expressions en &'y y'y 5, sont celles de la courbe . N

11. Appliquons ce qui précéde au cas ol p=1. L'inégalité

p<§@r+z—Jy+4)
devient £° <3;——¥-g; admettons que cette condition soit remplie. Les

b ‘o e . . o
valears de - et =, données par les formules qui expriment ces quan-

a a ’ .
tités en fonction de p et k (n° 7), sont ‘

& 2 o T R ¢
e prmpla—EWI—F —aV1—3F] o= =g
Voyons ce que devient I'équation (19). ,
D’abord, en faisant p = 1 dans les expressions de A’ et B, on trouve

(a-BPRE —Xrt _ a[Mr— (@+B)RYT

’r -’-- — —;
AN=2, B=1 X —([@—byRé Wi —(a— bR 3

par suite L

A'[MP2 - (a* — bRV — B[ 2 — (@ — b RY]
= a [Mr2+ (@ — )R] — 2% — (@ + P)R'] = 4&° R,

BI[‘ln 2 (aa — b”) B‘] + A"[(ii 4 b)’ RA— )4 ,.:] ’
= W:T:-:W { [a%2 ---'(av2 -I— BHYRM] [Mr? + (a® — b*)R*]

+ [(@+B)*R* — X r?] [X*4? — (a — B R]|

__ faR P — (@ — b RY] -
== W — (@ — bR ¢
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Substituant ces expressions dans Péquation (19), on obtient

li Va4 bPR — ¥R [V —[a— 5)RY,
x ‘ 1""‘(02—6’)1{‘ " 3

mais on peut déduire de ce résultat une équation beaucoup plus
simple. Pour cela, faisons les carrés des deux membres et ajoutons-y
Punité; il vient
2 (a4 BER = WA NP — (a— B)PRY - [Nt — (@t — B RO
P R [1& 72— (a‘ —_ b’/\ R‘J’ .
_ fubeRs ,
- D“,.z - (az _ bz)R«]z’

dou
r 232 hR?
P P puny ey 235 1

b

ou bien, en mettant pour 7 et R* leurs valeurs,

‘ 51;(.&.12 + Jlﬂ)T alsz’(x"—i-_y"-‘-q,- zrz)
(20) ( = (@ — b%) (2 + 3" + 2.

Concluons-en que les équations (18) et (20) représentent une elasse
‘de courbes algébriques dont les arcs s’expriment par la fonction
elliptique de premiére espéce.

On peut, au reste, en procédant directement, arriver bien plus
simplement 4 I'équation (20). En. vertu de I'hypothése p =1, les
équations (2) donnent

x =acos2f + b, ¥y =—=asinag,

par suite
pLr’y A2yf2 s
m-;,;ri,"z —_ b == acos2;’ .’z,—_,_‘“_‘?‘—_';z—,_; = 61,811125 H
on adonc
).’.L" 2 )\4_}”1 §

2 12 /2 -b) + /2 T2 TN a’

L2+ y -z [ 2Ee ol ke o A
ou bien 7

M{z74-97) . aWba' — gt — Bt
(.‘l:" - J,/:: e zlz):t L] +}.Iz 4 g2 A ?

ce qui fait retomber sur I'équation (20).
Journ. de Matk. (3¢ série), tome {V. — Junx 1875, 26
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- 42. Dans le cas général, oa p est un nombre -commensurable
(quelconque, on peut vouloir exprimer x',y’,%’ en fonction ration-
nelle d’une méme indéterminée. Admettons, par exemple, que p soit

entier, et posons
I—0?

tang?; =
v étant cette indéterminée; on en déduit

—0* 2v T4 40(!—-—:’\
= 08§ = — + =0 T
sing = —s cos? ey \/1 tang*§ = I sin2§ = “hwep

a-+ b (a— b)tang?t . 4(a +5\v’-'-(a— b {x —-v‘)* o
1 - tang?t . = 4t - (1— o7

a-+ bcosaf =

Les formules (2) peuvent se mettre sous la forme

x = {a + b cos2§)cos(p +1)¢ + bsin2ysin(p +1)8,
(21) { ¥ = (@ + bcos28)sin(p+1)§ — bsin2§ cos{p +1)¢,

.z = csing.
Or nous avons trouvé plus haut (n°10)
COS([J -+ I)g =B Cosﬂ+|;§’ : sin(P -+ I)g :.—.Atang;cosp-r-{ g;

donc on 3

cos(p+1)¢ =B (I_'_p,)pﬂ, sin(p +1)8 = A“'v" (x:‘;‘v’)_”*f'; |

et d’un autre coté, les valeurs de A et B exprimées en ¢ sont

oartinle ) 1=y (el tle—alle—3) (10"

AZ.P—{“I-_ 1.2.3 2¢ I'.2:3'.1i.5 20
. prnp (11— (p+1)p(p—1)(p— 2) f1—o\4
Be=1— " (2u)+ 1.2.3.4 m(?")—""

Substituant dans les formules (21) les expressions de sin&, sin 2§,
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a -+ bcosag, cos(p +1)§, sin(p + 1)¢ en fonction de v, il vient

x=B (,.”._"f)”"‘““”"”*("-")('—v=) gl (—3’"—)”’,

T4+ (1) ) (1+0*p 20 \1+¢ .

4 blarb) - (a—b)(x—e)1—e1 [ 20 \PH a0 \P+ fo(r—v?)

(22) 7—A - 4,2_}_([_‘,:): -2', (I_*_‘,:) bB(l_*_vz) (1_{_._‘,:):’
z = =),
1+ ¢

on a en outre

x* y? -2 =(a+b)*—(4ab —c*) sin*{=la + b)* — (4alr —c?) (—I-_-‘_—::)’-
Cela posé, si 'on remplace la quantité x* + y* - 2* par sa valeur
en.y, les formules (1) deviennent

X = L 3!
(a + 21— (hab — ) (155

. Ny ,

y = oo ()

’ ) 2z .

*. _ (a-—{-b)’—'(ﬁab-—c’) (t:::),

Mettant enfin a la place de x, 7, 2 les expressions (22), on trouve,
pour exprimer x’, 7', 3z’ ent fonction rationnelle de ¢, les formules

suivantes :
, 2 :.voz)m 4 +-b oot a—b)(l——v’)’ fo(1—o) 10
e eteen bt )
Al (,:_a&y*' (a4 b)o*+ (a— B} (1—o?)2 1—7* 49(:—«:’)
- (a-i—b)’-—(tial;—c’ (:::})’ [A 4o+ (1) 2¢ — 6B ("*"")’ ]
L eli—g)

T o1

a6..
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13. Onpeut se servir des équations (2}, ol p sera tonjours supposé
commensurable, pour obtenir une infinité de classes de courbes algé-
briques dont les arcs s’expriment exactement par des arcs de cercle.
1l 0’y a pour cela qu’a reprendre la formule (5), qui donoe I'élément
d’une quelconque des courbes 3 représentées par ces équalions, en
posant 4ab(p* —1) + ¢*= o3 d'ou ' ‘ ‘

(23) a T oe= 2\/21_)?:—?—)

1l vient en effet

ds =&\ pla + 0]+ a— b + &

mettant pour ¢* sa valeur, on a

[pla+b:+a—b)+c*=[pla+b)+a— b*+ hab(1—p*)
o - = [pla—b)+a-+b}; ,
par suite -
: ds = [p(a — b) + a + b]dE.

D’aprés la formule (23), la valeur de ¢ sera réelle, quel que.soit le
signe de p, si p est moindre que Punité, a et b étant de méme signe,
ou si p est plus grand que Yunité, a et & étant de signes contraires.
Les valeurs de x, 7, 7 deviennent ‘

x = acos(p +1)& —:— bcosr(p — 1}{;,
(24) y=asin(p-+1)§ -+ bsin(p—1)§, -

|z = 2/ab{1 :‘—pp’“")sing.

Ainsi, les courbes algébriques déterminées par ces trois équations
sont telles que leurs arcs s’expriment exactement par des arcs de cercle.
On remarquera que les valears de a et b restent arbitraires, de sorte
qu'a chaque valeur de p répondent une iofinité de courbes.

Examinons quelqties cas particuliers : o

1° Soit p = 0, a et b étant de méme signe. Les formules (23) et (24)
donnent" :

c=ayab, x=(a-+ b)cosg, y=/(a— b)sin, 2= 2yabsing,
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d’ou
- a-—b
—_ =)
2y/ab

LR 4

ce qui montre que chacune des courbes = est située dans un plan pas-
sant par I'axe des x. D'un autre c6té, I'équation

2 2 hab o 12
x4y + - 2= (a + b)
devient cell¢ d’une sphére -

2%+ )24 2= (a + b)*;

donc, dans le cas actuel, on tombe sur des cercles.
2° Faisons p = i, a et b étant encore de méme signe. Il vient

3%

2 :

4

. - 14 . L
x'=-acos =+ bcos>, y=asin=— bsin>,
-2 . 2 2.

. lacant .3c~.3n'l' ,
e ) e€n remp a(;an CO0S —2—$ sin —2-par es expresswns

cos 3 #cos? . __ 3cos:, sin 3% 36iné — 4sin® g,
- % 2 2 2 2 2,
on trouve )
x = facos’ % ~+(b — 3a)cos %,
¥y = — 4asin3—§- + (3a — b} sin g

Posons b = 3a; ce qui est permis, puisque a el & sont de méme signe.
Les deux derniéres formules deviennent

x = 4(1(?;053—2-, Y= ——'4asin§_;§;

d’oti 'on déduit, pour I’équation de la projection de la gourﬁe sur le
plan xy, '
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Cette prOJectloxx est donc I’hypocyloide bien connue se rapportant au
cas ou le rayon du cercle mobile serait égal A a et celui du cercle fixe
a 4a

La formule (23) donne ¢ = 3a, 4——" =%, en sorte que lelhpsmde

3
de révolution sur lequel la courbe est située a pour équation

x% + y* 4 $2' =164’

3° aet’b étant snpposés de mgnes contraires, faisons p=2, ce qui

4;6 =_1 3 D’abord la courbe est située sur un

;hyperbolmde de révolution une nappe déterminé par I'équation (16),
laquelle devient ici

donne ¢?= —12ab,

SR

et siI'on avait en outre 2 + b = o, cet hyperboloide se changerait en
un cone du second degré ayant son sommet 4 I'origine des coordonnées.

Pour former I'équation dela projection de lacourbe sur le plan xy,
on se servira des expressions de x et ¥ déduites des deux premiéres
équations (24), 4 savoir: '

x = acos3§ + bcos?,’, ¥ = asin 3¢ + bsing.

On en conclut
y _ asin 3¢ + bsing

% acos3t + beost

et en exprimant, comme on I'a fait au n° 10, le second membre en
fonction de u* = x*+ y*, on obtient I’équation

HIR

__\/(a+b)’—ic‘.&(u’+‘a’ b’)-—B[u’-—~(a-—b)’]
TV #—(a—b) B(et+ar— )+ Af{a + b)) —af]

Ici l’hypothése p= 2Ed;)nne
‘ (a_—l—b)’—;u’_‘zi(u——a’ b2 ab)
w—(a—b)  ~ @— (a—b) ?

(a—l—b)’—-—#’-‘ 4(u—a’ b — ab)
e B = W (e

'A=3-‘—

B=l-—3
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par suite

A(zf + a* — Jb’)——« B[a*— (a — b)*]
s (@ —a— b ab) (0 + a'— ) — (u— a* — b* — ab)[w— (2 — B)']
ha ) w—(a—b)
8a*{u*— a(a — )]
u—{(a—b)2
B(u?+ a*— b*)+ A[(a + b)* — u?]
(e — n’—b’-—ab)(u’—{-a’— b) -+ (8 — a*— B+ ab)[(a + b)?— u7]
=4 w— (a— b}

»

. 8afwr—ala +b)]
- —(a—b)

On trouve enfin, pour I’équation de a projection de la courbe sur
le plan x7,

y __ »(a-{-b)"—.u' w—ala—b)
x w—(a—b) w—ala o+ b
ou bien .
7 JEEIP =57 sty ala— b
z Y &'ty —(a—b) 2'+y'— ala + b)

14. ATaide des équations (2) on peut encore déterminer. une infi-
nité de classes de courbes algébriques dont les arcs offrent la repré-
sentation. exacte de la fonction elliptique de deuxi¢me espéce & module
quelconque. ‘

Considérans une quelconque des courbes déterminées par ces équa-
tions. En vertu de laformule (5), I'arc indéfini s a pour expression

ab (p*~— c
s_—.\/[p(a+ b)+a— bJ’—l—c’fdg\/ ‘24+b’))+a1)_':],+r sin®¢,

et'on voit qu'il s’exprimera par la fonction elliptique de deuxiéme
espéce, si le rapport
fab(pr—1) + ¢
lpla-+8)+a—bP+¢

est une quantité positive moindre que I'unité. D'abord cela a lieu,
quel que soit ¢,silon a p>1, a et b étant de méme signe, ou si
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p <1, a etd étant de signes contraires: car le numérateur est positif,
et de plus il est momdre que le dénominateur, en vertu de l’ldentxte

(25) [pla-+ b) -+a— b]? — Gab(p* — 1) = [p(a — b) + a -+ B]*.

Supposons, en second lieu, p > 1, a et b étant de signes contraires,
.ou bien p <1, aet b étant de méme signe, ce. qm revient & la condi-

tion ab(p —1) <o. Faisons

4ab( ——l)-{-c’ —
[p(a-kb) a—b]’—i—c’“

) (26)

k étant une quantité moindre que P'unité, qu'on se donne & volonté.
- On en déduit

b _fab(p—),

gz———-[p(a+b)+a T

et on recomnait que c? est positif, ou ¢ réel, puisque le terme

4abip—1)
- 11— &

est positif. En outre,le numéiatep_xr 4ab(p* — 1) + c*est rendu positif
par cette valeur de ¢*, le premier membre de I'équation (26) étant une
quantité positive egale a l«:2 j et d allleurs on le vérifie alsement, car
on a e

4ab(p —1)
1— i

[;ab(p-——r)—i—:r:2 4ab(p — 1)+ [p(a—l-b)-i—a b]’
—lpla— b\—l— a-+ b]

Ainsi, dans Phypothése ab(p*—1) < o, on peut attribuer & ¢ une
valeur réelle qui rende le multiplicateur de — sin®§, dans P'expression
de V'arc s, égal & une fraction positive quelconque %2, Cela revient &
dire qu’on peutreprésenter une fonction elliptique de deuxiéme espéce,

quel qu'en soit le module, par les arcs d’une infinité de courbes algé-
briques. A chaque valeur de p répondra une classe de ces courbes,
puisque les vaieurs deaetd restent arbitraires, sauf leurs sxgnes res-
pectifs.
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. Réciproquement, dans la méme hypothése ab(p* — 1) < o, si Pon se-
donne une valeur quelconque pourc, mais telle que 4ab(p*—1) + ¢*
soit positif, ou qu’on ait ¢ > 2¢/ab(1 — p?), I'arc s représentera une
fonction elliptique de denxiéme espéce ; car, d’aprés la formule (25),
le multiplicateur de — sin*$ sera évidemment une fraction positive.
Donc, si I'on satisfait aux deux conditions

a[;(P -—I) < a, (J>~2\/db(l '—P—;)’

Farc s s’exprimera toujours par une fonction elliptique de deuxiéme
espéce ; et de plus, étant donnée une fonction elliptique de deuxiéme
"espéce & module quelconque, il existera une infinité de . classes de
couirbes algébnques dont les arcs en offmront la représentation géo-
métrique. : 7
Appliquons ce qui précéde & quelques cas partlcullers. Soit d’abo:d
p=o0;les equatlons ( ) devienuent

x =(a+ b)cosg, y = (a— b)sing, z=csing,
et 'on en déduit

___.52::(¢z=+-'[))2, ‘::::::”-b.

14

Par ol I'on voitquela courbe que nous considérons est donnée par
‘Yintersection d'un ellipsoide ou d’un hyperboloide de révolution et
d’un plan passant par I’axe des x, c’est-a-dire que cette courbe est une
ellipse, puisque I'arc s s’exprime par un arc elliptique. Le ¢arré du
module de la fonction elliptique de deuxiéme espéce représentée par

» e qui exige ¢* > fab; moyennant cette con-

I'arc s est e —, ),:_—:,
dition, on est sar que le rapport dont il s’agit est positif et moindre que
units, quelles que soient les valeurs, de’ a, b etc. Silon se donnait
réciproquement un module £, il faudrait satisfaire 4 I'équation

et —fab — 72

(e —b) +c* - 7

d’our
: s Afa - b) b4ab
=R ey

Journ. de Math. (3¢ série), tome IV. — Juiy 1878. 27
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Admettons qu’on prenne z et b de méme signe : cette valeur de ¢* sera
admissible, en méme temps que celle de ¢ — 4ab, en vertu de l'ex-
pression de £°. ;

Faisons, en second lieu, p = 1. Les constantes &, b, ¢ étant laissées
arbitraires, il y aura une classe de courbes répondant 4 cette hypothése
et dont une quelconque sera déterminée par les équations

(27) x = acos2§ + b, y=asina2f, z=csing,
d’'ou N '
xa_i_},‘.'_l_é_é’_’_’zz:(a_l_b)zz '(‘.l.—_b)e_*_};z:__:az .

Cette courbe est donc Vintersection d’un ellipsoide ou d’'un hyperbo-
loide de révolution et d’un cylindre de révolution. Les axes de ces .
deux surfaces sont paralléles, et on remarquera en outre que le
cercle servant de base au cylindre est tangent a celui qui est la trace
de Vellipsoide ou de I'hyperboloide sur le plan @y, ce qui résulte
visiblement de ce que ces deux cercles ont pour équations '

a— b=, atey=a b

Le carré du module dela fonction elliptique de deuxiéme espéce repré-
sentée par arc de la courbe est ici égal a /w,—r_*_c—_,, et ce module peut
étre supposé quelconque; car, si I'on fait e k3, k étant une frac-
tion donnée, on en déduit pour ¢ une valeur réelle

T oak -

c=

1l est d’ailleurs facile de reconnaitre que la courbe représentée par
les &quations (27) est une courbe gauche, en admettant toutefois
qu'aucun des deux paramétres @. et ¢ ne soit nul. Supposons, en
effet, qu’elle soit plane et que son plan ait pour équation

Ax + By + Cz+ D= o;

il faudrait qu’en substituant les valeurs de x, ¥, z en fonction de g,
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cette équation fiit identiquement satisfaite. Or cette substitution donne
A(acosaf + b) + Basinag + Cesing + D = o;

et, en faisan! successivement § = o, i Z, 37, on trouve
Afa + b) +D = o,
C ‘
Ab +Ba+ = +D=o0,

V2
A(b —a)+ Ce+D=o,

Ab—a)—~Cc+D=o.

Mais des deux derniéres relations on tire 2Cc = o, d’ott C = o Puis
la premiére et la troisiéme donnent Ab-+1D = o, et au moyen de
la deuxziéme on obtient B = o; d’un autre ¢Oté, la (roisiéme devient
—Aa =0, d’'o1 A= o, etI'on a déslors D = o. Donc le plan dont il
s ‘agit n’existe pas, c’est-a-dire que la courbe n’est point plane.

45. Un dernier cas & signaler est celuiotl les courbes 3 seraient des
courbes sphériques, en prenant pour centre de sphére le point O. Si
Pon exprime que la quantité x*+ y* + 2* est constante, on obtient,
en vertu de la formule (3), la condition

fab — ¢* = o,

en sorte quea et b doivent étre de méme signe. On a donc ¢ = 2y/ab,
et le rayon de la sphére sur laquelle les courbes 3 sont situées est

VX 4y - zi=a+b.

La formule (5) devient

S Wy __7 ) : _ ) 4 abp? in2
ds=dg\[pla+b)+a—b]*+4ab \/-1 [P ra 57T 4a5"0 S
ce qui montre que Parc s s’exprime par une fonction elliptique de
deuxiéme espéce. Je dis, en outre, que cet arc peut représenter une
fonction quelconque de deuxiéme espéce ayant pour module k.

27.
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11 faut poser la relation

/(l’)/ '&2
(pletb) +a—b+4ab

3 14 . b R 1
qui déterminera —- On la metira sous la forme

- ,26’. 2 P \l16 2___ -
.p-—l) 2P ~rf2<z;-l ;rl—[pi!—l)_—,—oy
et I'on trouvera .

2 (lz’;_") 4_ (i”—l}‘ii’-‘P \/(7‘—,-—1) (I;—:——x) ‘

at P —a)

P.xr ou ’on voit que, pour que les deux valeurs de® sonent réelles il

faut qu’on ait p —1>>0,¢ "est-d-dire que le nombre commensurable p -
doit étre plus grand que k.

' Dans le cas ou p = 13 lequahon qui détermme 78 ‘abaisse au pre-‘r
mier degré et ckmneﬁ = # — la courbe I est l’mtersectton d’une

sphere et d’'un cylmdre representes par les équatlons

xt 4+ g (a+ b, (x—b)+4y*= a2,

ot b doit étre remplacé par ——- Sil'on fait A2 = 34 0n aura b =a,

et le rayon de la base du cylmdre sera la moitié du rayon de la sphére.
_'On reconnait par la que la courbe 3 est la méme que fa courbe sphé-
rique par laquelle se résoutle probléme de Viviani, en sorte que Parc
‘de cette derniére courbe s’exprime par une- fouctlon elliptique de

deusidme espéce ay-mt pour module \/
2




