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SUR L INTEGRATION DE L EQUATION ^ — + Y = Ο. 1 77 

Note sur Γ intégration de l'équation ^ -b V = °; 

PAR M. WORMS DE ROMïLLY, 
Ingénieur dés Mines. 

Considérons les quatre intégrales définies suivantes : 

ψ (χ, μ) — f sin (χ cos ω) singea r/ω, 

O( x, u )' cos (χ cos ω) sin11 ω da>, 

ψ. [χ., μ) = f sin (Λ? sin ω) COS^WÎ/W, 

τ (χ, μ) = Γ cos(o?sinw) cos^ada. 

Remplaçons dans les deux premières singea par sin^_aAa) (i — cos2a)A, 
et dans les deux autres cos11 ω par cos!1-2*» (ι — sin2ta)A, etdéveloppons 
les binômes, nous obtiendrons, pour les quatre fonctions, des relations 
analogues à 

(I)ίψ (Λ
1

, p.) = f sin (jîcosM)sin
llf-2A

w 
0 

ι 1 1 ν. ^ cos4 ω ... «ω. 

Différentions an fois, par rapport à x, la fonction ©, il vient 

d²rYLe" ** ' = 13 y s'u {x cos ω) s*n!A ω cos2" ω da> ; 

Joitrn. de Math. (3e série), tome IV. — MAI 1878. 23 



178 WORMS DE RÔMIELY. 

la relation (1) peut donc s'écrire 

(2) y (x, u) = y ( x, u - 2 k) + k / I 

En effectuant les mêmes opérations sur les autres fonctions, on par-
viendrait à des relations de forme identique. 

L'intégration par parties nous donne 

/ sin {pc cos ω) sin11 ω du» 

= ^ cos (χ cos ω) sin^1 ω -+- ' sin (Λ; cos ω) βίη^ω cos» 

— (f* ^ S sin {cc cos ω) sin·
1-1

 ω cos
a
 ω da 

-+- ^ 1 y sin(jc cos») sin^2 ω da. 

Pour /x = ι ou > i, les deux premiers termes du' second membre 
s'annulent entre les limites zéro et π, et en remplaçant dans le troisième 
terme cos2» par sa valeur en sin», on trouve, après une dernière ré-
duction, 

φ fa μ) = ■
μ

~ΊΙ'
1

~"
Λ}

ψ fa μ - a) - Ψ fa μ— 4)· 

Pour la fonction 0, les termes que l'on peut fajre sortir du signe / sont 

— i sin (λ; cos ω) sin·1-1 » -t- far- cos (a; cos ω) sin1'~, ω cos». 

Le deuxième terme est nul, quel que soit μ; il n'en est pas de même 
du premier terme qui, pour μ = ι, devient égal à -+- 2 sin,r· '

nous au
_ 

rons donc 

(3) 
0 {χ,μ) = ^ —$9{χ,μ—α) 

- (u - I)(u - 3) / x30(^-4) -t-A,, 
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Ap. étaut nul, sauf dans le cas de μ = r, ou il a pour valeur -h2 sin x / x 

On trouve de même 

c (ar, μ) =
 (ί

*
 Γ

^,
 %)

 τ(χ,μ- s) - ^ ^
 3)

 t {χ, μ - 4 j, 

ψ (χ, μ) = ̂
1 jjf ~2)ψ (χ, μ - a) 

,^-^Τ3)
ψ(χ>μ

.
4)+ί

ζ(ζ^. 

Si l'on remplace dans ^ le facteur cos'" ω ou le facteur cosm_l ω, 
suivant que m est pair ou non, par sa valeur en sin ω, on obtient les 
relations 

d2r (x , u) / dx²n+1= «)"[?(#. fi)- n / I y (x, u + 2) 

(4) +"("~l)y(g,pt + 4) H( - i)"ç>(a.-,/A+-2n)J, 

d2n+1<?(x, p) _ / _ y, fdfjx, μ) _ η df[x,it-4-a) "I 
dx2n+1 dx I dx 

Les relations seraient de forme identique pour 9, ψ, τ. 
De ce qui précède il résulte que, connaissant les intégrales pour 

les valeurs ο, 1, 2, "3 de μ, on en déduira les intégrales pour une va-
leur quelconque de μ. 

Nous remarquerons d'abord que la fonction ψ est toujours nulle; 
car, pour deux valeurs ̂ -t-ω', ^ — ω' de ω, le facteur sin(a?cosei>j 
aura même valeur absolue et signe contraire, le facteur sin^w aura 
même valeur : il est de même facile de voir que τ(χ, μ), ψ (χ, μ) sont 
nuls quand μ est impair. 

Quand μ est pair, 9 et r ont même valeur. En effet, faisons varier dans 
9, ω, de zéro à -> et dans τ, &>

s
 de-à π, pour une valeur intermé-

diaire ω' ; on aura 
co ^ = ω } 5) 2 == — -f~ w j 

d9 =5= cos (χ cos ω') dz = cos (a? cos ω') (— sin ω'^/ω'. 
23.. 
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Ces deux valeurs sont égales. Prenons maintenant 

ti)| — ^ ■+■ rù'
t w'j 

dS = cos ( — jjsin ω'] (— cos (ύ'ψάω', eh = cos (# sin «') cos!1 ω' ί/ω'. 

Nous avons encore des valeurs égales; donc ô et τ ont mêmes valeurs 
quand μ est un nombre°pair. 

On a, d'autre part, immédiatement 

9(*,.) = |_ "3—
1

J„ =2 sinx / x, 

et en appliquant la formule (2), où nous ferons k — ι, μ — 3, 

β(χ, 3) = 0(x, ι) + -J-μ = J — - — ■ 

Il ne nous reste plus à chercher que les valeurs de θ et de ψ pour p. — 0, 
μ = 2. Or on a 

Ô(x,o )=J cos(xco&a)dcù=J^ + ) dw 

S(js,i2)=y cos (a? cos ω) sin2 ω iù<> 

= 9(*'°>-J. V~ nr + î^34+-)do· 
et de même 

ψ (χ, α) — ψ (χ, ο) — J (χ sin3 ω — γψγ — •••Jdu. 

ψ (2;, ο) =jf sin ω — -1- · · · j dw. 

Or, en. vertu des relations connues, 

f COS
2
"WÎ/M = ,1-3·· ·2" —1

 π
 Γ

 C0S

2«+<
 ωί

ι
ω

 __ Ο 

Γ sin2n&JC?0ù = "·3·· |2/?~Γ

 π
 Γ

 s
i
n

2«+t φ(ί
ω

 — 2—' '3" ) 
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' il vient 

θ(χ, Ο) — π ι i 5-Γ7 —7 Ο ί ζ c —7-â "· ' 

O (x, 2) = O(x , 0) - r (1/2 - x² + 1234246) 

O( 2) ^ ^2 I .2 2 4
 +

 1.2.3-4 2-4 6 '1.2.3.4-5.62.4-68 /' 

ψ{Λ7,ο) —*χ -
 7X3 3

 +

 ..2.3.4.531" 1.2.3.4.5.6.7
2.4.6/ 3 . 5. 7 

ψ(^, 2) —ψ(Λ7, Ο) -
 ̂  3 7 ι.3.δ5Π

 +

 ι.2.3-.4·δ7ϊΧ5 

ψ(«·> a) \Τ 3 ~ 7X3 7 3 5
 +

 1.2.3.4 5 773 5 7 
Χ1 2.4.6 2 1 \ 

-1.2.3.4.5.6.7 1.3.5 79 '' 

Application. 

Nous avons vu que l'une quelconque des fonctions ψ, 6, ψ, τ, que 
nous désignerons par V, satisfait à la relation 

Y{x, ρ) = V(x, ρ - a*) 4- γ + ... 

Si nous posons & — i, il vient 

(5) Y(X, p) = y(jg
?
^-2)4-',PY(^J~2)· 

Supposons maintenant que la relation 

(6) + +▼(«,*) = O 

soit satisfaite, je dis qu'en vertu de la relation (5) on aura aussi 

(7) ^ dVl"2+ " + V(tt, μ + s) = °· 
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Nous pouvons, en effet, écrire la relation (5) 

y {χ, μ + 2) = Y (x, μ) + ■ 

Substituons cette valeur dans l'équation (7), on a 

( η — t*) , <**V(g» Ρ·) , F 4- 3 rfV(x, μ) 

Λ |
 +t

±.«£i!
 + T(Sirt+i!te£!. 

Or, si nous différentions deux fois de suite la relation (6), nous 
trouvons 

d'V(x, ft) μ 4- t d*V[x, ft) _ μ-f- l d2V (χ, y) 
dx² x dx dx² x² dx² 

. _ f1 -+- 1 rfV(a:, μ) , d*\(χ, μ] 
x² dx dx² 

d?y[x, μ) μ 4- I d'V(x, y) ^ y ■+· I dV(x, μ) dV (x, y) ^ 

dx² x dx² x² dx dx 

Multiplions la première par ^ et ajoutons-la membre à membre à 

l'autre; nous trouverons 

d'V(x,y) y-h3d3V(x,y) d*V(x, y) 2 dV[x, y) 
dx4 x dx² dx² x dx 

et, en retranchant cette équation membre à membre de l'équation (8), 

ti^i
+

t±im^É
+v{x

,p.
)=<

,
i 

ce qui est précisément l'équation (6) que nous avons supposée satisfaite. 
Donc, si Y(x, o), Y(x, 1) satisfont à la relation (6), il en est de 

même quel que soit μ, 
La fonction ψ étant toujpurs nulle, il n'y a pas lieu de la considérer; 

τ(χ, ι), ψ (a?, ι) étant nuls satisfont à l'équation différentielle; ô(x, 1} 
substitué à V rend l'équation différentielle identiquement nulle. On 
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vérifie facilement que θ (Λ;, Ο) satisfait à l'équation différentielle; car, 
en substituant dans le premier membre la valeur de 5(x, ο) et de ses 
dérivées, on trouve 

1 cos (λ: cos ω) sin2wJw I sin(jccos&>)cosa)É/<a ; 

le dernier terme est nul, le premier, intégré par parties, se réduit à 

-[sinfjrcosu) . Ί
π, 

qui est évidemment nul. 
Pour ψ(.τ, ο), on arrive à un terme 

-[cos (.Ε sin ω) ~|
κ
, 

dont la valeur est par conséquent ψ (Λ:, Ο) ne satisfait pas à l'équa-
tion différentielle. Celle-ci n'est donc satisfaite que par la fonction 
Q{x, μ) et par la fonction x{x, μ), qui est toujours nulle ou identique 
à θ(χ, μ). 

Ainsi l'équation 

(6) S + +V = 0 

admet toujours l'intégrale 

(9) Υ = Αδ(χ,μ). 

On pourrait déduire de là, dans certains cas, l'intégrale complète. 
Considérons A comme fonction de x, cherchons les valeurs de 
—» -j-j» et introduisons-les dans l'équation (6); celle-ci deviendra (*X £IX 

A-T-: -+- A-J- + A0-h a-J-^C 0 -j—|-,0-r-r — o, 

qui se réduit à 
iS'+{:'di + -r-tj)-E = 0 
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ou, en posant^ = B, 

rfB (tt_ 

dx / B = - 2 dx /O - u + 1 / x 

On a donc, en intégrant et désignant par & ~une constante arbitraire, 

B6*x*+l = k, 
c'est-à-dire 

dA / dx = k / O² xu+1 

ou enfin 
V = k$ (ar, μ) + k$ (χ, μ) f

x>l+l
^

 ft)
 · 

Si μ = ι, l'intégration se fait immédiatement, et l'on a 

^ 2ii'sin^r £cos.r ___ kt sin χ -h λ·2 cosx 

mais, en général, il serait impossible d'effectuer l'intégration. 
Nous avons vu que la formule (2) permet d'exprimer θ(χ,μ.) en 

fonction de θ(χ,μ. — a k) et de ses dérivées par rapport à x% si μ est 
impair et que l'on prenne μ — aA = i, ce qui est toujours possible, 
la formule (2) donne 

(to) $
{
χ,μ)-θ(·χ,ή-+-^ (x , I) / dx² 

> 

[λ — I / ft — I \ 

2 Λ 2 7 d*9(x, 1) <&-<θ(χ,ι) 
+1.9. dxl· dx^ 1 

De la valeur connue de θ [χ, ι) on déduit 

(ι ι) idin6{x,l) = (-r)'4- 3Λ — - 2/ί(2«- 1Jsin x / x3 

— a« (an — t)(an — 2) -f-.., 

Η- .. . +2«(2/t- l)...2.1sinx / x² +1 
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on aura donc 

s■'«.«) =
 a

!î5î !-?1ζ^
+

 2 V 3 / __?_Α_± Z_L^ /... 

+ 2
CO^ _FIZLI3+

 2 V 2 1 2 I 2 A_2 /
6

_ 

. Γ Î=i(e=i_
t
^ ' ϋ^^_Λ^_

2
\ Ί 

2 —τ- ι 2.1— -ί 4.3 4 ^^ 6.5... I 

H-
2
££IF

 2
 ^

 2
 4-3.2 -F-

 2
 ^

 2
 '}

 2
 '-6.5.4... 

4_ 2^ +
 2

 ^
 2

 . ί 4.3.2.1
 2

 ^
 3

 1 6.5.4.3... I 
........................................................... 

5 (χ,μ) sera donc toujours de la forme 

φ (oc) sin oc 4- ψ (χ) cosa?, 

comme cela résulte évidemment des formes des équations (10) et (r i). 
En outre, nous savons que cette valeur de V 

(12) V, = k, [ç?(#)sin# 4- ip'(#)cos#] 

satisfait à l'équation différentielle donnée ; nous allons démontrer que 

(13) V2
 = k

z
 [<{<(#)sin# — <p(ac)cosœ] 

satisfera aussi à la même équation, et par suite que l'intégrale com-
plète sera 

Y = sin oc[k
t
 f (#) 4- k2

 ψ (#)j 4- cos#^, ψ (oc) — kz ψ (#)]. 

En effet, substituons à Y la valeur (12) dans l'équation (6), on aura, 
en désignant les dérivées par rapport à oc par des accents, 

β, (φ" sin a? 4- ψ" cos oc 4- 2<p'cos.r — 2 ψ' sin# — ο sin# — ψ cos λ:) 

4- k
t · (Φ'sin# 4- ψ'cos# 4- φ cos# — Ψ sin#) 

4- k{
 (φ sin# 4- ψ cos#) = ο. 

Journ. de Math. (3
E série), tome IV. — JUIM 1878. 24 
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Pour que le premier membre soit identiquement nul, quel que soit#, 
il faut que les facteurs de sin# et cos# soient nuls séparément; d'où 

ψ"— 2ψ'~ ψ -h (?' — ψ) 4- φ = ο, 

ψ" —î— uç' *— ψ 4- ^ ^ (ψ' — ç>) 4· ψ = ο. 

Or la substitution de V
2
 à V dans (6) donnera 

k
2
 (ψ" sin# — φ"cos# -I- a ψ'cos# -+- a<p'sin# — àsin# -h f cos#) 

4- k
s
 (ψ'sin# — ç'cos# 4- ψ cos# 4- çsin#) 

4- £
2

(<J>sin# — φ cos#) = ο, 
c'esî-à-dire 

k
a
 sin#[ψ" 4- αφ' — ψ 4- (ψ,' *+- φ) 4- ψ] 

4- k
2
cos#[ — ç"-4- αψ'4· φ + φ'4-ψ) —<ρ] = ο. 

Les facteurs de sin# et cos# étant les mêmes que plus haut, où ils 
étaient nuls, puisque V, est l'intégrale de l'équation différentielle (6), 
la même chose a encore lieu, et l'intégrale générale de 

d²V + u + 1 dV + V = 0 

lorsque μ est impair, sera 

Y = sin#[^iφ(#) -t- k3 ψ(#)]4- cos#[£, ψ(#) — £2ç> (#)]", 

où ψ et ψ sont déterminés par la relation 

θ(χ,μ) — ç(#).sin# 4- ψ(#)ύοβ#, 

et sont faciles à déterminer par les formules (ίο), {ι i) et (3). 
Lorsque μ est pair, nous n'avons qu' une intégrale particulière k θ (#, μ) 

et la fonction est sous forme de série. 


