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SUR L'INTEGRATION DE L'EQUATION Z:, + ’L:—I ‘Z +V=o0. 177
d*v +7vdV
Note sur l’mtégratzon de U équation T It p :z’.x- +V=o0;

Pir M. WORMS DE ROMILLY,

Ingénieur des Mines.

Considérons les quatre intégrales définies suivantes :

9 (o, p) = fﬁ sin (x cosw) sin®w dw,
6 (=, p.) = jm cos (x coso) sin*wdw,
¢ (2, 1) = f " sin (x sin v) cos* wda,

(2, p) = f:r cos (x sinw) cos* o do.

Remplacons dans les deux premiéres sin® o par sin*~*w (1 — cos®)f,
et dans les deux autres cos* w par cos* 2w (1 — sin®w)¥, ctdéveloppons
les bindmes, nous obtiendrons, pour les quatre fonctions, des rejations
analogues a

. ) Pl ’
5 o () = j; sin (2 cosw)sin** o |
( ' [1 _ Keosta (f_—; Jcosta ... de.

1

(1)

Differentions 27 fois, par rapport a x; la fonction g, il vient

d* g (2, )

T -
= (—1) f sin (o cosw) sintw cos* o dw ;
[
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178 WORMS DE BOMILLY.
la relation (1) peut donc s’écrire

. kdolz,p—2k Jik (z, . — 3
(2) ?(xm):?(xaf*—z")"'I%—)%---ﬁ—?%ﬁk—?—.

En effectuant les mémes opérations sur les autres fonctions, on par-
viendrait A des relalions de forme identique.
L’intégration par parties nous donne

- [sin(z cosw)sin*wdw
= = cos(xcosw)sint' o -+ P—_;—' sin(x cosw) sin**w cosw
x . z . ) .

— (J‘—_———IL#—”—",’) J sin(x cosw) sin** o cos? odw
p—1
—

-+ S sin{x cosw) sint? wde.
Pour p. = 1 ou > 1, les deux premiers termes du second membre -
s’annulent entre les limites zéro et =, et en remplacant dansle troisiéme
terme cos?w par sa valeur en sinw, on trouve, aprés une derniére ré-
duction,

gl =m0l oy gy o=, 0, ),

Pour la fonction 8, les termes que I’on peut faire sortir du signe f sont
) q P g

I . . -1 .
— 2 sin (xcosw) sint~' w -+ £ cos(x cosw) sin?~?  cosw.
T & . '

Le deuxiéme terme est nul, quel que soit p; il w’en est pasde méme

asine .
3 nous au-

' duvpremieAr terme qui, pour g = 1, devient égal & +
rons donc ’
0 () = E=LE= gz, 2)

(3) == oy,

x?
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A, étant nul, sauf dans le cas de p1 = 1, ou il a pour valeur + 2sinz,
On trouve de méme

7 (e, p) = (F‘—l_)_z%!-“_-_—i)r {2, p —2) — (—&:%—E-E:—?i) t(x, o — 4),
)= EZLE=D g (2, a)
— ey gy T

TR ¥) . an s - b
Si 'on remplace dans —?75—"—) le facteur cos™w ou le facteur cos™ ‘o,

suivant que m est pair ou non, par sa valeur en sinw, on obtient les .
relations

g (*p) (— 1)“[? (2, ) — f:-qo(x,p—F 2)

dx:u
(4) 2B 0 oy ot f)een (= 1Y+ an,
dniiglz,p) n[dele,p) 7 dy(z,p+2) '
gz _.,(—:)[ e !

Les relations seraient de forme identique pour 6, ¢, =.
De ce qui précéde il résulte que, connaissant les intégrales pour
les valeurs o, I, 2, 3 de &, on en déduira les intégrales pour une va-

leur quelconque de p.
Nous remarquerons d’abord que la fonction ¢ est toujours nulle;

T ~ .
car, pour deux valeurs = + &', ~ — o' de o, le facteur sin(xcosw)
aura méme valeur absolue et signe contraire, le facteur sin*w aura
méme valeur : il est de méme facile de voir que 7(x, p), ¢ (x, u) sont

nuls quand p. est impair.
Quand p est palr, 6 et r ont méme valeur. En effet, faisons varier dans

9, w, de zéro a —, et dans 7, g), de A =, pour une valeur iutermé-
diaire »’; on aura
4 kd ’
W, =, ﬁ),=—£+w,

d = cos (x cosw’) sin*w’'dw’, dr = cos(x cosw’) (— sinw’)Fdw'’.
23..
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Ces deux valeurs sont égales. Prenons maintenant
bl ’ ’
w,:;—l—w, Wy == 0,
db = cos (— xsinw’) (— cosw')tdw’, dr= cos(xsinw’) coste’ du'.
Nous avons encore des valeurs égales; donc § et v ont mémes valeurs

uand . est un nombre°pair.
q I P
On a, d’autre part, immédiatement

sin {z cosa )™ 2-sinx

6(.70,1):[— — Ao—* pramt)

et en appliquant la formule (2), ol nous ferons £ =1, p. =3,

6(x,3) = 0(x, 1)+d_’ﬂ%‘7s_) _ fsinz _ foosz

1l ne nous reste plus i chercher que les valeurs de (et de ¢ pour p=o,
p.=2.0rona :

' g N 2 2 § £
¢ (x,0) :f cos (¢ cosw dw —f ( ? cos’e : :(’;Z 4+ ) do,
o .2.3.

6 (x,2) :f‘ cos (x cosw) sin* w do

1]

T (cos’e xcosi x4 cose
=0(x,0)— [ ( — + +vee) da,
0

1 1.2 1.2.3.4

et de méme
T N 3
$(x, 2) = ¢(x,0) '—-f (.'1':sin3co'-'—“*'sms - ---)dw.
o 1.2.3
{7(. 23 sin‘e '
Y (x, o)—_—./‘:.(xsmm - Ls:i;—l- ) do.

Or, en_vertu des relations connues,

= . - x.3...2—1 7 ]
ﬁ 0052"&)([&)3 —Wﬂﬁ (3052",-'-l wdw == 0,

T 1.3...27—1 ?
f sin?wdo = ——"" " x| sin*** odw = 24
0o

o 2.4,:.2n 35...2;:-1-1’
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2 x dz
‘il vient
z 1 2. 1.3 ¢ 1.3.5
b(x,0)=m= (I— T2zt 1.2.3.4 2.4 1.2.3.4.5.6 2.4.6 )’
1 2 1.3 z 1.3.5
9(-T’ 2)——6 .z‘,o)——n(———-——2-24 rmm"')r
I z* 11 ' 1.3 1 z* 1.3.5«¢
9(x, 2) =7ﬁ'(;‘*"?’2‘ 34717334246 1.23.4563. 4.6§"‘)’
. . z a2 x* 2.4 x? ‘ . 2.4.6
${x;0) =ax ([ 1233713 3.4.53.5 1.2.3.4.5.6.75 5.7 ')’
z* 2 2.4 el 2 2.4.6
t}a(x,a)—-t{;(x 0)_< ——-—1355?—3—’_12?’[}.55135 ’
21 2 221 z5 2.42 1
‘Hx’ ‘*‘)"‘”(TE_ 123135 1.2.3.451.357
27 2 4.63 1 )
1.2.3.4.5.6.7 1.3.5 99 ?
Application.

Nous avons vu que 'une quelconque des fonctions ¢, 6, ¢, 7, que
nous désignerons par V, satisfajt 4 la relation

k d’V(a:, p—2%)

V(x, p)=V(x, p — 2k) + ~Z + ...
Si nous posons £ = 1, il vient
&V (2, p—
(5) Vi@, 1) =V, p—2) + L=,
Supposons maintenant que la relation
(6) dzvll(;"l’-)_{_!'-i'l dV(.z‘,p. +V(x, p)=o0

soit satisfaite, je dis qu’en vertu de.la relation (5) on aura aussi

&V(z, p+2) | p+3 dV(x,p+ 2)
(7) e

+ V(x, p + 2) =o.
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Nous pouvons, en effet, écrire la relation (5)

V(x, 2+ é) =V (x, p) + V[ p!,

dx? -
Substituons cette valeur dans 'équation (7), on a

@V(z,p)  dV(zp) , g3 dVisp)

0= +

8) dz? dzt z dz

{

. p-+3dV(z ©) &V (z y.)
z  dz : -+ V(x’ p’) + d.z::

Or, si nous différentions deux fois de suite la relation (6), nous
trouvons

&V (z, p) + p+1dV(x,p) Y o tl’V(.r, ©l

dxt x dz? T drt
p-1 dV{=, ) &V z, p)
7 2 a3 dx + dz? o
&V (x, p} p+1dV{(z,p) p1dV(z ) dVi{z, p)
dz> + & dx* T dz + dr 0.

. ‘s 2 . A . .
Multlpllons la premiere par — et a]oulons-la membre 4 membre &

I'autre; nous trouverons

d'V{z, ) y._-!—'_‘3 dV(z,p)  &V(x,p)  2dViz,p)
BT " i T Tde Tz & o ”

et,en retranchant cette équation membre 4 membre de 'équation (8),

EV(a,p) g1 dV(s )
dax? x dz

+ V(x, p) =o,

ce qui est précisément’équation (6) que nous avons supposée satisfaite.
Donc, si V(x, o), V(x, 1) satisfont 4 la relation (6), il en est de
méme quel que soit .
La fonctlon ¢ étant toujours nulle, il n y a pas lieu de la considérer;
z(x, 1), ¢ (2, 1) étant nuls satisfont 4 I'équation différentielle; ¢ (x, 1)
substitué 4 V rend I'équation différentielle identiquement nulle. On
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vérifie facilement que 6(x, o) satisfait & I'équation différentielle; car,
en substituant dans le premier membre la valeur de 6{x, o) et de ses
dérivées, on trouve

T . r T .
f cos(x cosw)sin*wdo — ;f sin(xcosw)coswda ;
[} o .
le dernier terme est nul, le premier, intégré par parties, se réduit 2
sin (« cosw) . i
— | ————sinw| »

qui est évidemment nul.
Pour ¢(x, o), on arrive & un lerme

cos(rsmw) *®
— -—-——;— COS(O) !

' 2 » . gt . . 2 ¥ "o
dom la valeur est =3 par conséquent ¢(x, o) ne satisfait pas a 'équa
tion différentielle. Celle-ci n’est donc satisfaite que par la fonction
8(x, ) et par la fonction t(2, ), qui est toujours nulle ou identique
a 0(x, ).

Ainsi 'équation

(6) ' i::-i- _:lg-i—V:o

admet toujours 'intégrale

(9) V = Ab(x, p).

On pourrait déduire de 12, dans certains cas, 'intégrale compléte.
Considérons A comme fonction de x, cherchons les valeurs de
dV &V

- = et introduisons-les dans I'équation (6); celle-ci deviendra

dA db e,
dr dv z

20 et

d.z-

qui se réduit &

Gd‘A—i— 2ﬁ +
dx? dr x
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, dA :
ou, en posant - = B,

d_l!‘ dy
dx___ dx g+t
P29 T w0

On a donc, en intégrant et désignant par & une constante arbitraire,

B62at! = k,

_* , A=k’—f—f>kdx

T gramt! ZeH g

c’est-a-dixe

Sl

ou enfin

. dx
V= K0(m,p) + k0(2 ) [

Sip=r1, I'intégration se fait immédiatement, et Pon a

oMsine  keosz - kysinz + kcosx
V == — —_— ;

Zz @ X

mais, en général, il serait impossible d’effectuer l'intégration.

Nous avons vu que la formule (2) permet d’exprimer 6(x,p.) en
fouction de 8(z,p. — ak) et de ses dérivées par rapport & a3 si . est
impair et que I'on prenne p. — 2k =1, ce qui est toujours possible,
la formule (2) donne :

(10) 6{a;p) = 6{x ‘)%T_—ld"’d(j;’)
p—tfp—t .' A
P ( 2 )Vd‘e(.z,l) 10 (my1)

1.2 dxt S dar—

De la valeur connue de 6 (x, 1) on déduit

2

(1) 4d6(a,r) = (— 17 [ 55 +an BE — an(an - ) 3F

— an(an —1)(an — 2)'%5‘5—5 .o

+ ...+ 2n(2n — 1)...2.1‘ﬂ'ﬁjg_

gty
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on aura donc

N e =T e
6:,_7”1.)_2sm.1: N et SR 2 2 ‘2 2
I 2 ’ 1.2 - 1.2.3 ]

| o ) B -a)

z? | 2 2t 1.2 f— r.2.3 6'"_J

o D P DU e

— 2.1 — 4.3 4 ~123 6.5.. R

we| (), ()

= — 4.3.2 = — 65.4...J

) mpmlemy

sinz 2 2 ; 2 2 P)

?——l— .2 4-32!— 1.2.3 6.5-43 ._

.....................................................................

6 (x,p.) sera donc toujours de la forme

¢(x)sinx + {(x)cosx,

comme cela résulte évidemment des formes des équations (10) et (r1).

En outre, nous savons que cette valeur de V
(12) Vi =k, [o(x)sinz + §(x)cosx]
satisfait & I’équation différentielle donnée ; nous allons démontrer que
(13) - Vo= k[¢(x)sinx — g(x)cosx]
satisfera aussi &4 la méme équation, et par suite que V'intégrale com-
pléte sera

V = sinx[k, p(x) + k. § (x)] + cosx[k, ¢ (x) — kag(x)].

En effet, substituons 4 V la valeur (12) dans I'équation (6), on aura,
en désignant les dérivées par rapport 4 x par desaccents,

’Il

ki (¢"sinx + ¢"cosx + 2¢'cosax — 2¢'sinax — osingx — $cosx)
+1 . .
+ k, ’LT (¢'sinx + ¢/cosx +gpcosx — ¢sinx)
+ k, (psinx + ¢ cosx) = o.
Journ. de Math. (3® série), tome 1V. — Juis 1848, 24
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Pour que le premier membre soit identiquement nul, quel que soitx,
il faut que les facteurs de sinax et cosx soient nuls séparément; d’ou

?II_ Q‘P,’:- ? +L::—E(?'-‘ql)+ ?=0,

e =g+ B ) e =o.
Or la substitution de V; 4 V dans (6) donnera

k, ({"sinx — ¢"cosx + 2¢'cos® + 2¢’sinx — ¢sinx + pcosx)
: pt

T

+ k, (¢'sinx — ¢'cosz -+ Ycosx + psin)

+ ky (Ysine — gcosx) = o,
c’esi-a-dire ‘

kysinz [§7 -+ 29" — § + L= (¢ 0) + ¢
# ' ) -1 oy -
+ kycosz [~ ¢'+ 2k g + E=(— o'+ ) —g]=0.
Les facteurs de sin et cosx étant les mémes que plus haut, on ils

étaient nuls, puisque V, est 'intégrale de I'équation différentielle (6),
la méme chose a encore lieu, et I'intégrale générale de

&2V p-+tdv
=t mtV=0

lorsque p. est impair, sera
V = sinw [k pl@) + F, (@)] -+ cosw [k §(#) — ko),
ou ¢-et ¢ sont déter;ninés par la relation
6{x,p.) = o(&)sinx + np(x)éosx,
et sont faciles & déterminer par les formules (10}, {11) et (3).

Lorsque p. est pair, nousn’avons qu’uneintégrale particuliére £ 6 (o, p2)
et la fonction est sous forme de série.



