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MOUVEMENT D'UN POINT MATERIEL SUR UNE SURFPACE. 79

Développements sur la question du mouvement d’un point
matériel sur une surface;

Par M. H. RESAL.

Cette question, ayant été traitée bien des fois, devrait étre consi-
dérée comme épuisée. Je crois cependant étre arrivé a quelques ré-
sultats nouveaux, que je me propose de faire connaitre dans ce
travail. .

Pour éviter toute confusion, j’emploierai la caractéristique d pour
désigner les différentielles partielles, en réservant la lettre d pour ca-
ractériser les différentielles totales.

Coordornées rectangulaires.
Soient
{1) Flx,y,z)=o0

l'équation de la surface;

N sa réaction sur un point mobile m;

v la vitesse de ce point au bout du temps ¢;

ds = vdt I'élément de chemin;

X, Y, Z les composantes de la force extérieure F qui agit sur le mo-
bile, paralliéles aux axes Ox, Oy, Oz;

«, B,y et A, u, v les angles que forment respectivement avec les axes
ci-dessus les directions de v et de N.
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On a, comme on le sait,

(2) cose = 2%, cosf = Y cosy =%
2 =% © = ds’ 1= a4
) 10 1 AF
\ ) = =+ & > = - — ==+ - —
(3) cos) I3’ Cosp 55y CO8Y reTR

en posant, pour abréger,

IF\2 AF\2 - (JF\?
W a=y/(5&)+ )+ E)
En supposant égale 2 'unité la masse du point m, ce qui revient a

substituer aux forces leurs accélérations, I'équation du mouvement du
point en projection sur I'axe des & peut se meltre sous la forme

dv cosa
—ar = X + NCOS);,

ou, en développant,

dv dcosa
{ oSo o 2 — .
{a) cosa o + v —- X + Ncos)

On a de méme, pour les axes des y et des z,

gdeosp

dv
{a) cosﬁz+v r =Y + Ncosp,
\ dv d cosy
" il 2__— P
(a”) cosy - + v — Z + Ncosv.

. . N Yoy - . dv
Les équations (a) et (') donnent, par 'élimination de —.

| o2 (cosB d cosa — cosa d cosB)
(b) ds
f =X cosf — Ycosa + N(coskcosfi — cospcosa).

Soient :
¢ I'angle de contingence de la courbe décrite par le mobile;
o, B’ 7/ les angles que forme la binormale ou axe du plan osculateur
avec les axes Ox, Oy, Oz;

ds
= = le rayon de courbure.
&
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On a

(5) gcosy = cosfid cosa — cosadcosf [ ],

et 1’équation (a) peut se mettre sous la forme snivante :
1{: cosy =Xcosf3 - Y cosa + N(coskcosfi — cosp.cosa),
et de méme

2
%cosﬁ’ = Zcosx — X cosy + N{cosvy cose — cosicosy),

o?

-~ cosa’ = Y cosy — Z cosf + N{cospcosy — cosvcosf3).

Si 6 désigne I'angle formé par la binormale 4 la trajectoire avec la
normale A la surface, on a

(¢) cosG = cose cos) + cosf’ cosp. + cosy' cosy,
avec les relations

d) cosa cosh -+ €osf3 cosp. -+ COS7yCOSY = O,
{ ,
cosa cosa’ -+ cosf3 cosf3’ + cosycosy = o.

Si I'on ajoute membre &4 membre les équations (6) multipliées res-
pectivement par cosv, COSH, COSA, on trouve, eu égard aux relations
précédentes,

) 'r: cosf = X (cosfBcosy — cosy cosp) + Y(cosycosk — cosa cosy)

+ Z(cosa cosp — cosf3 cos]).

Le premier membre de cette équation est le quotient du carré de
la vitesse par le rayon de courbure géodésique; dans le second

[*] Menons en effet, par origine O, deux droites d'une longueur égale & 'unite
et paralléles 3 deux tangentes consécutives, et joignons leurs extrémités; nous obtien-
drons ainsi un triangle infinitésimal. La formule (5) v’exprime antre chose que I'éga-
lité de deux expressions de la projection de Iaire de ce triangle sur le plan z0y.

Journ, de Matk, (3¢ série), tome IH. — Mars 1877, I
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membre, le coefficient de Z, par exemple, est le cosinus de I'angle
formé par la tangente a la trajectoire avec I'axe Oz ["].

On a done _ce théoréme peu connu, auquel j’étais arrivé, il y a bien
des années, par des considérations géométriques : '

La composante de la force extérieure suivant la perpendiculaire a
la vitesse, comprise dans le plan tangent, est égale au produit de la
vitesse par la courbure géodésique de la trajectoire.

Si I'on ajoute entre elles les équations (a), (a’), (a”), aprés les
avoir multipliées respectivement par cos), cosp., cosy, et.que I'on ait
égard 4 la premiére des relations (d), on trouve

o2 (cosl dcosa dcosf d cos-y)

s + cosp - +cosv—7‘—-—

== X cosk + Ycosp + Zcosv + N.

Soient ", B, " les angles formés par la normale principale de la
trajectoire avec les axes Ox, Oy, Oz; on a

d cosa dcosf

{e) cosa” = y cosf’ = + cosy’ = d—c?ﬂ [*1,

et ’équation précédente peut, par suite, se mettre sous la forme

2
% (cosa cosa” + cosf cos8” + cosy cosy”)
= X cash + Ycosp + Zcosy + N.

Or le coefficient de %’ est le cosinus de I'angle formé par la nor-

male principale 4 la trajectoire avec la normale a Ia surface, et p divisé

("] En effet, menons, par I'origine, deux droites Oa, Ob d’une longuenr égale 4
'unité, respectivement paralléles 2 ¢ et & N; joignons aé; élevons en O la perpendi-
culaire Oc au plan du triangle a0, égale & la valenr numérique de l'aire de ce
triangle : si I'on exprime que la projection de Oc sur Oz est égale & la projection de
Iaire a0 b sur le plan x0y, on arrive an résultat énonceé.

[**] On arrive immédiatement & ces formules (démonstration de M. Serret} en
projetant successivement sur les trois axes le contour du triangle infinitésimal de la
nole de la page précédente.
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par ce cosinus est égal au rayon de courbure I de la section normale &
la surface passant par la direction de la vitesse.
L’équation ci-dessus peut donc se meltre sous cette forme

(8) N:%—-(chs}\—i—Ycosp.-i— Z cosv);

d’ou ce théoréme, que I'on démontre facilement par la Géométrie :

La réuction de la surface est égale au quotient du carré de la vitesse
parle rayon de courbure de la section normale mende par la direction
de cette vitesse, diminué de la composante de la force extérieure nor-
male a la surface, le sens positif de cette composante étant celui de
la réaction.

Si 'on ajoute membre 3 membre les équations (a), (a’), («”), aprés
les avoir multipliées respectivement par cosa, cosf3, cosy, on

trouve

(9) ‘di': = X cosa + Ycosfs + Z cosy,

comme on devait le prévoir.

Ainsi, au systéme des équations (a), (a’), (a”), on peut substituer
le systeme des équations (7), (8) et (g), dont une seule d’entre elles
renferme la réaction de la surface dont on pourra, par suite, trouver
la valeur lorsque les éléments du mouvement seront connus.

1)équation qui, jointe a 'équation (1), doit déterminer la forme
de la trajectoire, ne peut résulter que de I’élimination du temps entre
les équations (7) et (g), et c’est cette élimination que nous allons faire
dans Je cas ol la force extérieure dérive d’un potentiel ¥(x, 7, z).

Nous pouvons substituer a I'équation (g) celle des forces vives qui
s’en déduit, ou

(9) v =2¥ +C,

C étant une constante.
Nous avons

(IO) X=— Y=—, Z=—.

1I..
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En ayant égard a la formule (c), 'équation (7) peut se mettre sous
la forme

vl .t ' ’
7 (ecosa’ cosd + ccos’ cosy + cosy’ cosy)
= X{cosp cosy — cosycosp) + Y(cosycosk — cosacosy)

+ Z(cosacosp — cosf3 cosd).

Maintenant, daus le premier membre de cette équation, on sub-
stitue i ¢ cosa’, £ cosf3, ¢ cosy’ leurs valeurs déduites de la formule (5)
et de ses deux analogues; on trouve

ot

[(cosyy dcos 3 — cos3dcosy)cos) + (cosa dcosy — cosy dcosa)cosp

s
+ (cosBdcosa — cosadcosf3)cosy]
== X (cosf3 cosy — cosycosp) + Y (cosycosk — cosacosy;
+- Z(cosacosp. — cosf3 cosi);
mais on a
cosfi _ cosydcasp — cosPdcosy
cosy cos’y ’
par suite,

o cos €08 cos
— (005’7 coshd 228 1 cos?« cospd =L 4+ cos®fBcosvd “)
ds cos 7 cos o cosf

== X (cosf cosy — cosycosp) + Y (cosycos) — cosacosy)
+ Z(cosucosp. — cosf cosh),

ou, en vertu des formules (2), (3), (9'), (o),

| dzt OF d [dy de? dF d (dz d_y’_b_lf d [de\
("I’““C)[:z:: EZ(E)“"E;}E(Z)"‘ED: d,(:z;)
_ (Qa_g zgg) ¥ (dsz uas)a_w

ds Jz ds dy 3z ZI‘S.;-—ZD_Z- dr
’ 'ibe_dbe Ef
+ ds dy ds dz) s

Telle est 1'équation cherchée qui est symétrique par-rapport aux
coordonnées et qui ne me purait pas avoir été donnée jusqu’a
présent.
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En supposant ¥ == 0, on obtiendra, pour I'équation différentielle

des lignes géodésiques de la surface F = o,
O , (dy F ,/de 3F , (d=x

{ 172 2 il 2t hiad g2 9% Ty
(12) dz? 5« (dz)-l—dx byd<da:>+(b’ bzd<dy) o,
équation dans Jaquelle on choisira la variable la plus convenable dans
la question que I’on aura a traiter.

Supposons que Péquation de la surface puisse se mettre sous la
forme

(13) z=f(x, r);

ous aurons
F Y F _ Y OF

> T w oy w b
ef, en prenant x pour variable, 'équation (12) deviendra
A (dy dz __dyd’z X diz ay
Ye\d dz “dzde) Ty de T am O

Orona
a _Y ¥y
dz ~ dx —Djd—.z"

d'z 3 23f dy NF dy? df diy
dz* ~ dx* | dxdy dz ' dy* dx* | dy de*’

et I’équation différentielle des lignes géodésiques en projection sur le
plan x Oy est, par suite,

dy AR RS (WY 20 U dy
dx !+ dx? + dy? 3y? dx dx? oyt oy dxdy da ] dx
(2 2 b=faf) b VIS

dxdy dy o= dx) dx ' dxtdy

(14)

S'il s’agit d’une surface sinuense, différant assez peu du plan
moyen xQy pour que l'on puisse négliger les secondes puissances
de z et de ses dérivées partielles premiéres et secondes, on voit,
d’aprés cette équation, que la projection sur le plan moyen d’une
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. ’ r . 13 .
ligne géodésique sera, aux termes du second ordre prés, une ligne
droite; conséquence qui pourrait peut-étre avoir une certaine utilité
dans Yart du nivellement.

Coordonnées cylindriques.

Conservons 3 N la méme signification que plus haut.

Soient (fig. 1)
= = mn V'ordonnée du point mobile m paralléle a I'axe Oz;

1= ml = On = r la distance du point A cet axe;
2 'angle formé par Or avec Ox;
() F(r,p,2)=0
I'équation de la surface fixe;
R, P, Z les composantes de la force extérieure F suivant les direc-

tions de r, de la perpendiculaire 4 ce rayon menée paralléelement
au plan xOy, et de la paralléle en m 4 Oz.

Fig. 1.

z

1

T 8

LY
1z
n
¥

Nous supposerons que la force extérieure F dérive d’un potentiel

Y{r, o, z),

de sorte que nous aurous, pour 'expression du travail virtuel pour
un déplacement quelconque,

. ) 4 ¥ oW
Ror+ Préf +2dz =5, or+ gd‘q: + 3, 93,

RN YRR
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d’ou
dr hld 0¥
(2) R= S') P= r_b_q;, Z = 3z

Le principe des forces vives donne, en appelant C une constante,

drt + r'dy* + ds?

pr =2¥ + (,
el, en posant
dy 2
= u=od,
cette équation prend la forme
dr* + dz*
(3) u ([‘3_*_._:‘7?:'_3) =1a¥ + C.

Soient 1, 1, v les angles formés par la direction de N avec celles
de R, P, Z; on a, en exprimant que le travail virtuel de la réac-
tion N de la surface est nul, pour un déplacement quelconque sur la
surface,

NcosAdr + Ncosu.rdp -+ Ncosydz = o;

mais on a aussi

)F F F o
55 0r + ;);racp—i— 5; 893 =o,
d’on, par comparaison,
(4) cosh =12, cogp = L 2F cosy.= L F
—ay ¢ P'_‘—Arb,’ T aw

en posant
@ G

L’équation du mouvement en projection sur 'axe Oz est

diz
= Z + Ncosy,
ou

d.
du-—z

7
o —— = Z 4+ Ncosv,
dp
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ou encore, en développant,

dn d d? ,
1 wii—=17+ Ncosy.

(6 —— — ]
\b) 2 d¢ dg dy’

En projetant le mouvement sur le plan 20y, et prenant les mo-
ments par rapport au point O, on trouve

dort
de

= Pr+ Nrcosp,
d’ou

deorr?

[

= Pr+ Ncosur,

et enfin, en développant,

r du dr
(7) _ ;7?+aug;_P+Ncosp..

Si nous considérons la projection  de m sur le plan xOy comme
un mobile animé d’un mouvement relatif suivant la droite indé-
finie On, qui se meut avec la vitesse angulaire @, on a (théoréme de
IR d\ .
Coriolis), en remarquant que les forces d’entrainement rd—f et centri-
fuge composée sont perpendiculaires a On,

dazr

F:R—J;—w*r—i—Ncosl,

d’o1l, en opérant comme pour I’établissement de la formule (6),

t du dr dr

(8) ;%d_?_kuz?:R—&—ur-f—Ncos)\.

Les équations (3), (6), (7), (8), dans les trois derniéres desquelles
on devra remplacer P, R, Z et }, p, v par leurs valeurs (2) et (4), per-

T du , . T . .
mettront d’éliminer N, u, —-» et I'on obtiendra ainsi I'équation qui,
o ]

jointe & P’équation (1), déterminera la nature de la trajectoire; mais
il peut arriver qu’il devienne inutile d’employer ces quatre équa-
tions, équations dont I'une rentre dans les autres, et qu’il soit plus
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o

avantageux de substituer & 'une des trois derniéres: celle que I'on
obtient en différentiant la premiére, ce qui se présente notamment dans
Pun des exemples suivants.

Mouvement d’un point sur un hélicoide gauche.

Soit
z2=Fko

I'équation de I'hélicoide, % étant une constante.
Comme on a X = go°, la réaction N disparait de I'équation (8), qu’il
convient alors de joindre 4 ’équation (3); ces équations deviennent

. drt

(3%) <r2+k‘+‘—i§;>u: 2¥ ¢,
Qs de dr dr .

'8') dp ap T 2%\ — = 2R.

En différentiant la premiére, on trouve

dr\ de’ dr dr dr
2 _, L2, 97\ a4 “r Y = = |
(r + k24 d?a)d?—kaud?(r—f-d?,) 2(Rd?+Pr—er),

s , . . 3 dr
d’ou, en en retranchant I’équation (8'), multipliée par 7’

di dr
(9) (r* + k=)7:+ 4urd-——?—_— 2(Pr + Qk),

équation qui, duns certains cas, pourra étre substituée avec avantage
a 'une des équations (3') et (8).
[ ]
1° La force qui sollicite le mobile est dirigée suivant le rayon r et
est une jonction de ce rayon.

Soit donc ¥ = f(r), f étant une fonction donnée du rayon;
comme on a P=o0, Q=o0, il convient d’employer I’équation (g),
qui se réduit 4 '

du
2 2y U —
(r*+ &%) 5 + 4ur = o,

Journ. de Mach. (3% série), tome HI. — Mars 1877. 12
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d’ou
A

ll———m’

A é1ant une constante positive dépendant des conditions initiales du
mouvement.
L’équation (3') devient alors

' dr '
AP+ b+ ) gy = )+ e

d’ou

- dr
(ro) == VP + R (2f(r) +c—A(r+ #)]

Ce probléme se trouve ainsi ramené 4 une quadrature.
Si I'on suppose f(r) = o, I'équation (10) devient, en comprenant
dans C la constante — Ak?,

m_+f\/(r’+ﬂ vl

ce qui est I'équation générale des lignes géodésiques de I'hélicoide.

2° L'axe de U’hélicoide est vertical et le point mobile n’est sollicite
que par la pesanteur.

Ona Q= —g, R=o0, P=o, el les équations (8') et (g) de-
viennent
du dr d: _
dy @ u (d - ") =0
du d
(r*+ k) & + Aur;—: = — agk,

‘dr

— gk rl—;
" d3r dr*
(F=—r)rrm—arg

mais on a aussi
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« étant une constante; d’ot1, pour ’équation cherchée,

4 drt\ dr d*r dr
K:’ + &+ @> 7= 2{p + a)[(de — r) (r* + &*) — 2r(T¢].

Mouvement d’un point pesant sur la surface intérieure
d’'un cylindre incliné sur Uhorizon.

Nous supposerons le plan xOz vertical; si i est I'angle que forme
Paxe Oz du cylindre avec I’horizon, on a, pour la distance § du point
mobile au plan horizontal passant par Oy,

& = zsini + rcosg cosi,
par suite

¥ = g(zsini 4 rcosg cosi),

i

Y o _ asingcosi
rdyp - 5 ? ‘

Supposons que le mobile parte du repos, que I'on fasse passer le

plan xOy par sa position initiale, et soit ¢, la valeur de ¢ correspon-
dant a cette position. Les équations (3) et (7) nous donneront

3 AN [ . .'+ o s ,
u(r’ + g ) = 2g|zsini r(cosg — cosg,) cosi},
rodue - e
"2' *d; = — gSIDq) COs5t;
de cette derniére on tire

2g cosi (

u= €OSp — COSP, ),

et, en portant cette valeur dans la premiére, on trouve

dz? riangiz
— T e Py
dy? COS§ — COS g,

1 . ? do 2
Z = 7 l‘langl e .
4 7. Y€OSQ — COSg,

d’ou

I2..
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Formules applicables au cas ot la surface est de révolution.

Soit z = f(r) V'équation de la surface; comme on a p = go°, il
sera convenable d'employer les équations (3 et (7) et celle qui résulte
de la différentiation de la premiére, ce qui donne

uir’+[1 +f’(r)]dr’J—~2‘I’+C

de*
r du dr
;7?+nud?=P,
d dr dir , dr’
e e f (1 5 ~+u3 e f I E G SN0 T

B + Pr+ Zf'(r
On obtiendra I'équation cherchée en éliminant entre les précédentes
uet &
%
Si P = o, la seconde de ces équations donne
ur® = const. A,

ce qui devait étre, en vertu du principe des aires; la troisieme devient
inutile, et la premiére donne

%r’+[1 +f‘(r)2]:—;:=%=z‘}’+c.

On voit, d’aprés cela, que l’équalion' générale des lignes géodé-
siques sera de la forme

+[v+f(r de,—Br,

B étant une constante.
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Coordonnées sphériques.

Soient ( fig. 2).:
Om = r le rayon vecteur du mobile;
n sa projection sur le plan 20y ;
¢ Pangle formé par ou avec Ox;
¢ Vangle mOz;

(1) F(r,4.6)=o0

Péquation de la surface;

R, M, P les composantes de la force extérieure F suivant r, la méri-
dienne et le paralléle;

¥(r, 0, 0) le potentiel.

Y

Le travail élémentaire de la force F étant
Rdr + Mrdj + Prsinfdy = Ydr+2dy 42 dy,
or 20 AP

on a les relations

14 1 0¥

d

(2) R=% M= P=rGas
Si nous désignons par X, 1, v les angles que forme la normale
avec les directions de R, M, P, on a, en exprimant que le travail
élémentaire de la réaction N est nul pour tout déplacement sur la

surface,
Ncoshdr + Ncosp.réd + Ncosvrsingds = o;
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mais on a aussi

oF JF 1 F .
5;6r+r—a—9169 +——r§mfld<p = o,

_rsing de
d’our '
3) r="1%, cos =L cosy = — 2
(3) COSA =133’ F=5% V= arsme (‘?‘
en posant

B R =)

L.e principe des forces vives donne

dr! + r'do? 4 r* sin?fdy* .
— t=2¥%+G,

dy o .
et, en posant w = 5 @* = u, celte équation prend la forme sui-

vanle :
, dr + rdo? ' .
(5 u(——+——+r’sm’9) =a¥ + C.
de?
Si I'on projette le mouvement du point sur le plan xOy, et que
I'on prenne les mowments par rapport & l'origine, on tronve

dwr?sin?f .
22T = (P + Ncosy)rsinb,
d'ou
d . drsin@
(6) 22 rsing -+ au "= = P + N cosv.
2 dy dy

Le point 7 pouvant étre considéré comme animé d'un mouvement
relatif suivant la droite On qui tourne avec la vitesse angulaire @, on
a, en remarquant que les accélérations angulaire et centrifuge com-
posées ne donnent que des composantes perpendiculaires a On,

d*rsin : . .
r;,:n = Rsin6 + Mcosd + N(cosksinf + cosp cosf) + w?rsind,
ou
1. ,du drsin®
, —rsind — + u
i7) {2 i o

= Rsinf + Mcos§ + N(coshsinG + cosg cos@) + ursinf.



MOUVEMENT D UN POINT ;ﬁATERIEL SUR UNE SURFACF. 95

Eofin, en projetant le mouvement sur Oz, on a

ﬂr;:—so = Rcosf — Msinf +"N(cos)\‘ cosf — cosp.sind),
ou
‘ r cosf d_u + dr cosf
(8) ¢ 2 d? dq)
[ = Rcost — Msin6 + N(cos cos§ — cosusinf).

En éliminant «, fdi: et N entre les équations (5), (6), (7), (8),-dont

P'une rentre dans les autres, on obtiendra I'équation cherchée.

Ces équations offrant une certaine éomplication, nous ne les appli-
querons qu’a la recherche des lignes géodésiques tracées sur la sur-
face d’un sphéroide, question qui a été traitée pour la premiére fois
par Laplace.

Si nous désignons par v la vitesse initiale, les équations (5), (6),
(8), les seules dont nous ferons usage, deviennent, lorsque le mobile
n’est sollicité par ancune force extérieure,

drt 4 ridor .
(5 w T 4 psing) == o2,
deg?
. d drsing
(6" rsing = 1 Gu T~ aN cosv,
dy dy
du dr cos® .
(8) rcosé & T2 = aN{cosA cos§ — cospsing),
d’ou, par P’élimination de N,
., da drsint
rsind — + fu
(Q) de dy cosy .
> drcosf ~ coskcosb — cospsind

rcosé du + 2
- u
d de

Nous n’avons plus maintenant qu’a considérer les équations (5"
et (g), entre lesquelles nous devrons éliminer u. ‘
Considérons d'abord le cas d’une sphére dont, pour simplifier,
nous supposerous le rayon égal a I'unité; comme on a v = go°, I'équa-
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tion (') devient

(10) sin6du + fudsinG = o,
d’ot
h du 45 cost
(r1) U=Sne 48~ “sind = — fucold,

k désignant une constante. En portant la valeur de » dans I'équa-
tion (5'), on trouve :

di db
isinew—’;sin’oﬂ 1 —+sing \/(7;—1> — cos?{
(12) do
sin?8

= =+

b
k1
V%—l—cot’e

d’ou, en appelant o une nouvelle constante,

(13) (:I—:—x)sin(;o+a)=col6,

qui est bien I'équation polaire d’un plan passant par I'origine des
coordonnées.
Abordons maintenant la question des sphéroides, et soit

r=i1-+¢

I'équation de la surface de I'un de ces solides, ¢ étant une fonction
de 6 et g, qui ne peut prendre que des valeurs assez petites pour que
I'on puisse en négliger la seconde puissance; nous supposerons éga-
lement que les dérivées partielles de ¢ sont du méme ordre de gran-
deur que cette fonction.

Nous avons ici F= r — (1 + ¢); par suite, aun degré d’approxima-
tion convenu,
1 de

hE
{14) cosh =1, COSp = — .5 COSV = ~ Fnidg

a8

-~

L’équation eut d’abord se rédunire 2 la suivante, en prenant
q 9) P P

€
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maintenant § pour variable :

. pda d(1+ ¢)sind __ cosv . du
(14 €)sind — + fu ——— = cose(_ 2usinf + cosf (7;>,

ou, en remarquant que Fon a

du e de dyp
a 38 deds

et, développant,

. dy
— {cosp + cosv sinf =)

dsind
df

. du

sn)6£+/|u
= 2 ing 2siné 2ecosd — cosy tangf
_ﬁ(cosv——ssm ) + 24 (2sin0 cosp — 26 cosf — cosy tang

—+ 2 cosv Sin 9d9>

Au degré d’approximation convenu, on peut, d’aprés la seconde des

formules (11), remplacer, dans le second membre de cette équation,

du A
= par — 4u cotd, et il vient alors

. du o sin 9
sin§ 7t hu .

(15)

. i do”
= 2u[2 sin@ cosp — cosv{tang6 + 2 cotf) — 2 cosy sin?6 FZJ

A d
Eofin, en remplagant, dans le méme membre, u et d—z par leurs

valeurs (11) et (12), on trouve

Lo du d sin0
s sinf -+ b4u —
16) ¢ h 3 . \ e
(16) = ‘7?70 2.c056 cosp. — cosv(tangf + 2 coth) F — e T jos" o
" \/;1 sin?¢ — 1

Si, dans les expressions des cosp. et cosy, on peut éliminer I'angle ¢
au moyen de I'équation (13), on aura une équation linéaire én u que
I’on intégrera; on développera ensuite les exponentielles en série, en
s'arrétant aux premiers termes de I'ordre du second membre; on

Journ. de Math. (3% séxie), tome 1. — Mams 1877. 13
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substituera ensuite 1a valeur de z dans l'équation (3') qui, dans le
cas actuel, donne

de
('7) ? - fV”EI)——_ dn,o?

ce qui fera connaitre ¢ en fonction de 4.

Supposons, par exemple, que I'on fasse passer le plan zO0x par
deux points de la courbe ou par la tangente en I'un de ses points, sauf
Y . d s
a déterminer les constantes en conséquence; ¢ et 7; seront de V'ordre
de ¢; cosp et cosv, dans ’équation (14), seroot, par suite, indépen-
dants de ¢, et I'on aura
dsing

+ 4u—— = 2ufasinf cosp — (tangé + 2cotf) cosv].

(18) sin@ :—'—‘ -

Nous pourrons représenter & par la premiére des formules (11), en
considérant & comme uue fonction de §, ce qui nous donnera.

# = gl—;‘;;a [ 2cosf cosp — (langd + 2 colf)cosv],

2 f[2cosf cosp — (tangd + 2 cotd) cos»] dé
h=He

b

H étant une coustaunte, et le probléme se trouve ainsi résotu.



