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APPLICATIONS MECANIQUES DU CALCUL DES QUATERNIONS. 325

Applications mécaniques du Calcul des quaternions ;

Par M. LAISANT,

Aacien Eléve de PEcole Polytechnique.

PRELIMINAIRES.

Le Calcul des quaternions n'est pas une métho:le nouvelle. Iy a
plus de vingt ans que furent publiéesa Dublin, en 1853, les Lectures
on quaternions, du géométre auglais Hamilton, auquel la Science est
redevable de cette remarquable méthode. Depuis, en Angleterre et
ailleurs, les savants ne dédaignérent pas de s’occuper de ce nouveau
calcul; parmi les travaux qui s’y rapportent, il y a lieu surtout de citer
le Mémoire italien de M. Bellavitis, inséré en 1858 dans les Mémoires
de la Société italienne des Sciences de Modéne. .

M. Bellavitis considérc le Calcul des quaternions comme une sorte
d’extension de sa méthode des équipollences, si féconde en ce qui touche
la Géométrie plane, méthode que j'ai essayé de faire connaitre en
Frauce par Ia traduction d’uue des ceuvres de ce géomeétre [] et sur
laquelle je n’ai pas 4 revenir ici. Mais, tandis que les régles du calcul
algébrique ordinaire s'appliquent exactement aux équipollences (ou
équations géomélriques) du plan, il n’en est plus de méme pour les
équations gométriques de I'espace, que I’on considére dans la méthode
des quaternions. Malgré cela, M. Bellavitis, en se plagant a ce point de

[*] Ezposition dc la méthode des équipollences. Paris, Gauthier-Villars, 1874.
Journ. de Matk. (3¢ série), tome HI. — Ocrosae 1877. 42
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vue, en rattachant les deux méthodes Fune & autre, sut metire dans
son exposition une extréme clarté, parvint a résumer dans un Meémotre
assez peu volumineux les principes essentiels du Calcul des quaternions
et y introduisit méme un certain nombre d’applications géométriques.
De nowbreux travaux ultérieurs de M. Bellavitis ont été publiés sur le
méme sujet,

En 1866, parut a Londres 'ouvrage posthume d'Hamilton : Elements
of quaternions, livre qui peut étre considéré a bon droit comme une
véritable encyclopédie mathématique. Depuis, I'un des disciples d'Ha-
milton, M. Tait, a publié un traité des quatervions: A elementary
treatise on quaternions, Oxford, 1867, lequel a été réimprimé en 1873
avec quelques changements, ce qui sewble accuser, de la part des
mathématiciens d’outre-Mauche, vn intérét sérieux pour 'étude de ce
calcul. Enfin, en 1873 aussi, a €l¢ publié un ouvrage élémentaire:
Introduction to qzm[cmious, de MM Tait et Kelland, qui contient de
nombreuses et intéressantes applicatious gécmétriques:

Cependant, cette méthode, donton s'occupe en Angleterre, en Italie,
en Allemagne, comme le montreat en particulier les travaux de Hankel,
ne semble pas avoir pénétré profondément en Frauce, jusqul présent.
Jusqu’en 1874, & notre counaissance, un seul travail a été publié sur
les quaternions, en 1862, par M. Allégret, sous le titre d' Essai sur le
Calcul des guaternions. M. Prouhet en rendait comptedans les Nowvelles
Annales de Mathématiques (avnée 1863, p. 333) et disait & ce propcs:

« luventer des expressions qui par elles-mémes n’offrent aucun
sens & 'esprit, et chercher ensuite & leur en donner un par ce que 'on
appelle une interprétation géometrique, n'est-ce pas comme si, apres
avoir construit une belle phrase, on cherchait quelle pensée on pour-
rait hien y mettre. »

Cette critique, trés-juste en elle-méwme, n'est pas applicable 2 la
méthode des quaternions, telle qu’elle a été congue par Hamilton et
exposée par M. Bellavitis. Imaginer des symiboles nouveaunx pour
représenter des faits géométriques trés-réels, ce n'est pas faire une
phrase pour se demander ensuite ce qu'elle pourrait bicn signifier:
c’est simplifier et perfectionner la langue parlée et la langue cerite,
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c’est gagner en concision et en force; c’est par la méme ouvrir la porte
a des apercus nouveaux, car on sait combien le langage réagit sur la
pensée elle-méme, en Mathématiques comme parlout.

Cependaut le Calcul des quaternions ne semble pas avoir pris faveur
.en France. Depuis 1862, personne ne s'en occupait plus, lorsque
M. Houiel, en 1874, publia la derniére Partie de sa Zhdorie élémentaire
des quantités complexes. Cette Partie, qui forme un volume de prés de
300 pages, est exclusivement consacrée aux quaternions ; on y trouve
résumés les travaux de MAI, Hamilton, Tait, Hanke!, Bellavitis : ¢’est
en somme un Traité complet sur la matiére, dans lequel I'éminent pro-
fesseur de la Faculté de Bordeaux a introduiwdes plus heureuses modi-
fications aux notations anglaises. Les applications tiennent aussi une
assez grande place; mais la préoccupation de Vauteur a été principa-
lemeat I'exposé de la méthode, et les applicatious données par
M. Hoitel se bornent au domaine de la Géométrie.

Il m’a paru qu'il pouvait étre intéressant de prendre pour sujet
d’étude quelques-unes des nombreuses questions de Mécanique ratior-
nelle auxquelles se préte heureusement la méthode d'Hamilton. Beau-
coup d’entre elles ont été traitées, par inventeur lui-méme, dans ses
Elements of quaternions ; d’autres me sont au contraire personnelles,
sans qu'il me soit possible d’indiquer d’une maniére compléte ce qui
m'appartient et ce qui est au contraire la propriété d'autrui. En tous
cas, je crois pouvoir affirmer au moins que la méthade d’exposition
est sur tous les points nouvelle, et que lintroduction des notations
francaises de M. Ifoiiel, auxquelles je me suis constamment attaché,
est de nature & ajouter beaucoup de clarté aux développements. 11 est
permis de croire que cette question des notations est pour quelque
chose dans I'abandon o 14 plupart des géométres francais ont laissé
les quaternions. )

Dans ce qui va suivre, je ne reviens pas sur les principes de la mé-
thode; jai pris pour base I"Ouvrage de M. Hoiiel, que jesuppose connu,
et qui est trop complet pour que je songe i le refaire. D’ailleurs, mon
but n’est pas de donner une exposition nouvelle du calcul d'Hamilton,
wnais bien d’en moutrer les usages dans certaines questions de Méca-
nique. Parmi ces questions, je me suis efforcé surtout de choisir les plus
générales, celles par conséquent dont Fimportance théorique est la
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plus grande, et j'ai divisé mon Mémoire en trois Parties : Cinémalique,
Statique et Dynamique, suivant Tordre généralement adopté aujour-
d’hui dans V’enseignement.

T'ai cru devoir suivre une marche constamment analytique, et n’ap-
puyer aucun raisonuement sur des considérations géométriques, I'un
des principaux mérites des quaternions étant précisément de fournir, 4
Iaide du calcul, des résultats dont I'interprétation concréte est ensuite
immédiate. .

Je ue voudrais rien exagérer, et je crois qu'il serait inexact de préten-
dre que le Calcul des quaternions doive détroner toutes les méthodes
précédentes et faire renoncer aux procédés employés jusqu'a présent
en Mécanique rationnelle. La méthode d’Hamilton n’est pas d’une appli-
cation universelle, uon plus qu'aucune autre, mais elle me semble pré-
senter dans des cas nombreux de réels avantages: c’en est un déja de
n’avoir a écrire qu’'une seule équation au lieu de trois, comme cela a
lieu i chaque instant daos les questions de Mécanique; et ce serait un
tort, 3 mon sens, de se priver de ressources nouvelles, sous prétexte
que ces ressources ne sont pas d’un usage constant. Les difficultés du
début que I'on peut rencontrer dans I'étude des quaternions ne sont
pas en rapport avec les avantages que l'on en retire, une fois en pos-
session de la méthode.

Je ne saurais enfin me dispenser, sans manquér a l'amitié et a
la reconnaissance, de payer ici un juste tribut de remerciments a
M. Hoiiel, dont les conseils affectueux et Pextréme bienveillance m’ont
été d’un grand secours, sans parler de son Ouvrage, par lequel il a
rendu un véritable service A tous ceux qui s'occupent de Mathématiques
en France.
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PremiErE Pantie : CixEmMATIQUE.
Etude du mouvement d’un point matériel.

1. Si un vecteur variable x est donné en fonction de quantités con-
stantes (algébriques ou non), et d’une variable réelle z, on pourra
Iexprimer sous la forme

(l) x=f(t).

Cette équation représente le lieu géométrique de I'extrémité du vec-
teur x, c’est-a-dire une certaine courbe de |'espace. Mais, si nous con-
sidérons le paramétre variable z comme représentant le temps écoulé
a partir d'un certain instant pris pour origine, il est visible que cette
équation exprime, en méme temps que la trajectoire dont nous venons
de parler, la maniére dont celte trajectoire est parcourue par le point
mobile. En effet, & un instant donné quelconque, la position du mo-
bile se trouve complétement déterminée.

L’équation (1) est donc I’équation la plus générale du mouvement
d’un point mobile. Sur cette équation, nous pourrons opérer suivant
les besoins tous les calculs nécessaires, en nous conformant aux régles
de la méthode des quaternions. Nous pourrons aussi la différentier et
la soumettre au calcul des dérivées, la variable t étant réelle.

2. La vitesse du mobile X est évidemment fournie par

dx

(2) — =J'()

en grandeur et en direction. Nous désignerons aussi cette vitesse
par x,.

En changeant de variable, et supposant pour un instant x exprimé
en fonction de la longueur de Uarc de la trajectoire, a partir d’une

Journ. de Matk. (3¢ série), tome lll. — Ocrosre §877. 45
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certaine origine, nous avons encore
v . ds
(3) X, =X, :l—t.

Sous cette forme, la direction et la grandeur de la vitesse sont mises
dx

o est évidemment un vecteur unitaire dirigé sui-

en évidence, carx, =

R . . ds .
vant la tangente a la trajectoire, et € x, = - exprime la grandeur de
8 ) @ &XP g

la vitesse.

3. Sinous décomposons x suivant trois directions non coplanaires
quelconques A,, A,, A;, DOUS aurons

X =, XyA, -+ Xah; + TyAs}

d’ou, pour la vitesse,

=2+,
R R T
Or
dr B dx, dz, s
"Yt:Ad’—:(xlAl)ta ‘zlAi‘*‘E'Az:(on«"‘szn)l;

de la résuite que, si I'on considére le mouvement projeté, soit sur un
axe quelconque A,, soit sur un plan quelconque (4,, A,), on peut énon-
cer ce théoréme : La vitesse de la projection du point mobile est égale
a la projection de la vitesse du méme point.

4. Si par le point pris pour origine on meéne a chaque instant un
vecteur x’ égal a celui qui représente la vitesse, I'extrémité de x’ dé-
crira une trajectoire, dont la loi de description sera donnée par I'é-
quation

(4) | x =f"(t).

Cette courbe représente ainsi la vitesse 4 chaque instant; elle est d'un
usage assez fréquent, et nous I'appellerons, avec Hamilton, I’hodo-
graphe du mouvement considéré.

On remarquera que 'équation de 'hodographe (en méme temps
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que de sa loi de description ) s’obtient en prenant la dérivée de I'équa-
tion du mouvement par rapport au temps.

1l est clair que I'hodographe d’un mouvement uniforme est une
courbe sphérique de centre O, et que I’hodographe d’un mouvement
dans un plan est une courbe dans le méme plan.

5. Puisque I’accélération se définit par la variation de la vitesse, on
voit immédiatement que cette accélération, a Vinstant f, est donnée

par

. " ax -,
(5) Xt:ﬁzf/(t)'

Comme on peut écrire aussi x; = (x,),, I'accélération est repré-
sentée par la vitesse du point correspondant de I’hodographe.

De la définition méme de I'accélération il résulte d’ailleurs qu'elle
est située dans le plan osculateur de la trajectoire.

Sinous différentions la relation (3) par rapport a ¢, il vient

6 ,,_dzs, ds’,,____rlo, .
\ ) xl_gt—;xs_l'_ t—i; xs'_;ﬁxs_’_vxs’

en appelant v la grandeur de la vitesse.

Mais il est visible que x] exprime, en grandeur et en direction, l'in-
verse du rayon de courbure de la trajectoire en X (X, étant, comme il
importe de se le rappeler, un vecteur unitaire). L’accélération se
trouve donc décomposée en deux parties : 1'accélération tangentielle,
dirigée suivant la tangente i la trajectoire, et dont la grandeur est

de . . e ., . . .
7 Vaccélération normale, dirigée suivant la normale principale, et

dont la grandeur est u—:, si 'on appelle r l'e rayon de courbure.

6. Il suit immédiatement de la que P'accélération normale est nulle
dans tout mouvement rectiligne, et que réciproquement, si I'accéléra-
tion normale est constamment nulle, le mouvement est rectiligne.

On voit aussi que, dans tout mouvement uniforme, P'accélération
tangentielle est nulle; que dans un mouvement circulaire et uniforme
I'accélération normale est constanle en grandeur.,

43.
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Le théoréme du n° 3, qui s’applique 4 la projection du mouvement,
soit sur un axe fixe, soit sur un plan fixe, est vrai pour les accéléra-
tions comme pour les vitesses. On le démontrerait exactement de la
méme maniére que ci-dessus.

7. Lorsqu’on passe d’un point x & un point x -+ AX, infiniment voi-
sin sur la trajectoire, 'accroissement Ax peut s’exprimer au moyen de
la série de Tiylor, par exemple sous I'une ou I'autre des deux formes
suivantes :

dx 1 d'x 1 d'x

(7) Ax:'{%ds—l-Zﬁdsz—ngﬁdss’f—...,
=% LA gy 12X
(8) Ax-—?—‘dt—}-;—‘—wdt +bd dta—i".-.-

Si 1'on néglige dans la formule (7) les termes d’ordre supériear au

d, etsil P est diculaire 2 ]

second, et si Pon remarque que —= est perpendiculaire a la tangeate,
- ;1 1 d'x . .

on voit immédiatement que le terme — —= ds® représente la distance

du point x + Ax 4 la tangente au point x. Ce terme peut se metlre
sous la forme % ¢*x’ d?, et par suite la distance en question est égale

a la moitié de I'accélération normale multipliée par le carré de I'élé-
ment de temps.

La formule (8) nous montre, de son coté, que si I'on porte sur la.
tangente en x une longueur égale a vdt, et si I'on joint extrémité de
cette longueur avec le point x + Ax, la ligne ainsi obtenue est expri-
inée, en grandeur et en direction, par la moitié de I'accélération totale
multipliée par le carré de I'élément de temps.

Enfin, le premier membre de cette méme formule (8) pouvant s’é-
crire X + Ax — x, il en résulte, en prenant les dérivées par rapport
at,

d{x-+a) _dx  d'x d

(9) de =zt as 2

c'est-a-dire que la vitesse en un point infiniment voisin du point x, at-



APPLICATIONS MECANIQUES DU CALCUL DES QUATERKIONS. 333

teint au bout du temps dt, peut se décomposer en deux parties, savoir:
1° Ja vitesse en x; 2° P'accélération tolale en x, multipliée par dt.

8. L'origine O peut étre regardée comme le sommet d’un céne
ayant la trajectoire pour directrice, et dont chaque vecteur x est une
génératrice. Dans le temps dt, ce vecteur décrira un élément de la sur-
face de ce coue, représenté par le triangle ayaot pour sommet O et
pour cdtés x et x + dx. Le quotient de l'aire de ce triangle infiniment
petit par dt pourra étre appelé vitesse aréolaire du peint x, et nous
pourronsla représenter, en grandeur et en direction, par une longueur
mesurée par le méme nombre et portée sur la perpendiculaire élevée
en O sur le plan tangent correspondant.

D’apres cela, si nous représentons cette vitesse par ¥, nous pourrons
e . . » L
I'exprimer ainsi :

(10) . Yzé‘m.xx',.

Je propose d’appeler la trajectoire du point Y hodographe aréolaire
du mouvement.

En prenant la dérivée de la relation (10) par rapport an temps, il
vient
(11) Y',:é'ﬁ].xx';,
formule qui nous donne la vitesse sur I'hodographe aréolaire, ou, ce
qui revient au méme, l'accélération aréolaire du mouvement étudis.

1l n'est pas sans intérét de remarquer qu’en appelant X le point
mobile, XV la vitesse, XJ son accélération, le second membre de
P’équation (10) exprime l'aire du triangle OXV et le second membre
de I'équation (1r1) I'aire du triangle OXJ. Cette seconde aire repré-
sente donc la dérivée de la premiére, en grandeur et en direction, et
par conséquent, si nous projelons ces deux triangles sur un plan fixe
quelconque, I'aire du second mesurera la dérivée de Paire du premier.
Ainsi :

Un point étant mobile dans Uespace, soient formés les deux triangles
ayant pour sommets : l'un ce point mobile, Uextrémité de sa vitesse et
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un point fixe quelconque ; I'autre ce point mobile, Uextrémité de son
accélération et le méme point fixe. Ces deux triangles étant projetés
sur un plan fixe quelconque, la projection de Uaire du second mesurera
Ia dérivée de la projection de 1'aire du premier par rapport au temps.

Lorsqu'il s’agit d’'un mouvement dans lequel les aires parcourues
sont proportionnelles aux temps, la vitesse aréolaire est constante en
grandeur, et par conséquent I’hodographe aréolaire est une courbe
sphérique de centre O. :

S'il s’agit d’un mouvement qui a lien dans un plan passant par O,
I'hodographe aréolaire se réduit 4 une droite normale a ce plan.

Si les deux circonstances précédentes se produisent simultanément,
I'hodographe aréolaire s’évanouit, se réduisant 4 un point. Dans ce
cas, le triangle formé par le vecleur x et I'accélération doit avoir une
aire nulle, c’est-a-dire que l'accélération passe constamment par le
point O. )

Réciproquement, si ce dernier fait se produit, nous avons, d’aprés
(1) et (1o},

de sorte que le mouvement se produit, dans un plan (normal a c),
avec une vitesse aréolaire constante.
La vitesse aréolaire sur I'hodographe aréolaire a pour expressicn

T I .

(12) §ﬁ(3ﬂxx"vxx:)= — §x$xx1x:.

Cela nous montre que cette vitesse est dirigée dans un plan perpen-

! p

diculaire 3 x (ce qui élait évident), et en oulre que sa grandeur est
3
4

Lorsqu’on étudie un mouvement rectiligne suivant une trajectoire
passaut par Vorigine, la notion de la vitesse aréolaire s'évanonit évi-

exprimée par le produit de >- OX par le volume du tétraédre OXVIJ.

demment.

9. Nous pouvons, apres ces considérations générales, chercher a
étudier plus particulierement les circonstances d'un mouvement qui
s'accomplit dans un plan. Prenons un point de ce plan comme origine
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et déterminons la position du point mobile & chaque instant par ses
coordonnées polaires ordinaires, que nous appellerons r et 6. (1l est
essentiel de ne pas confondre r avec r, que nous-avons employé plus
haut pour représenter le rayon de courbure de la trajectoire.)

Le mouvement pourra alors se représenter par I'équation

(13) x = rsal,

A et B étant deux vecteurs unitaires, le premier perpendiculaire au
plan du mouvement, et le second dirigé dans ce plan.

Les coordonnées r et 6 doivent étre regardées, bien entendu,
comme deux fonctions du temps ¢; 9 sera considéré comme rapporté
4 'angle droit pris pour unité.

En prenant les dérivées de I'équation (13) par rapport an temps,
nous avons, comme expression de la vitesse,

]

\ _ do
(14) Pl s TN ¥

Cette formaule (14) nous montre immédiatement que la vitesse se

. . . dr |
compose de denx parties : la vitesse de translation 7 Suivantle rayon

. . . df . . . N
vecteur; et {a vitesse de circulation r 7 Perpendiculaire 4 ce méme
[
rayon,
, . db . sy . .
La witesse angulaire est 7' et la vitesse aréolaire se représente par

T

., (08 y . . ,
S A cette derniére est de direction comslante, comme on \'a vu

plus haut,
En prenant encore la dérivée de Péquation (14), nous avons
4 x &r db\ 4 0 dr df &g B
(15) -dT——.[;;‘-—I‘<;17)]BA+[2—‘2—[Z"+T‘7—“;JBAA,

el nous voyons ainsi que 'accélération totale se décompose en deux

- - . v - d'_g z lr by
parties, I’une dirigée suivant le rayon vecteur,de grandeur 7—’ —-r ((T/) )
e ot
dr do d*0

I’ . r iculai nt imé - = 2°.
et lautre, perpendiculairement, exprimée par 2 i
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1! serait possible également d’étudier un mouvement plan, en rap-
portant la position du point mobile & deux axes coordonnés dans ce
plan. L’équation du mouvement prendrait alors 1a forme

X=X Ay -+ ToAy,
x, et x, étant fonctions du temps.

Si I'on veut, en particulier, étudier le mouvement dont I'accélération
est constante et égale a 4, il suffit évidemiment d'intégrer 'équation

&x
dee Ay
ce qui donne
dx
2:— == At + B,
et
(16) x = $al® + Bl +cC.

¢ donne la position du mobile 2 V'origine des temps, B la vitesse ini-
tiale de ce mobile. En supposant l'origine O prise dans le plan (a,B),
il est clair que a, B, c sonl coplanaires entre eux, et avec x. La trajec-
toire est donc une courbe plane, et il est aisé de reconnpaitre que c’est
une parabole. En choisissant pour origine la position initiale du
mobile, 'équation se réduit dailleurs a la forme plus simple

X:—%Ata—i-]it,

qui nous mounire immédiatement que la trajectloire est une parabole
dont les diamétres sont dirigés suivant a, et dont B est la tangente 4
Porigine.

En prenant ainsi la position jnitiale pour origine, la vitesse aréolaire
prend la forme simple { £*¥Ba, ce qui donne une propriété assez
intéressante.

Les propriétés diverses de ce mouvement, les problémes auxquels il
donne lieu, pourraient étre étudiés d’apreés Valgorithme des quater-
nions ; mais nous préférons, sur ces questions si conaties, nous en
tenir i quelques indications générales.
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10. Cherchons 4 former I'équation d’un mouvement dont I'accélé-
ration, passanl par un point fixe, est proportionnelle 4 la distance
du mobile 4 ce point fixe. Nous exprimerons cette propriété par
I’équation

d*x
(r7) o = =mx,

en prenant pour origine le point fixe. Le signe -+ du second membre
est relatif au cas d'une accélération répulsive, et le signe — au cas
d’une accélération attractive.

En intégrant cette formule, on obtient pour Ja Joi du mouvement

(18) x = A Chm¢ 4+ B Shmt
dans le premier cas, et
(19) X == Acosmi + B sin mt

dans le second, a et B étant deux vecteurs arbitraires, mais constants.
Le mouvement représenté par la relation (18) a pour trajectoire une
hyperbole ayant pour centre I'origine, et celui représenté par (19) une
ellipse de méme centre; A et B, dans les deux cas, sont deux demi-
diamétres conjugués. _
La vitesse du premier de ces mouvements a pour expression

. : d

(20) 71‘ = m(aShmt + 8Chmt)
et celle du second

; dx .

{21) % = m(— Asinmi + Bcosmt).

Nous voyons ainsi qu’a un facteur constant prés cette vitesse s'ex-
prime par le demi-diamétre conjugué de celui qui aboutit au point
mobile; si hien que I'hodographe est, pour le premier mouvement,
une hyperbole homothétique de la conjuguée de celle que parcourt

Journ. de Math. (3¢ série), tome III. - Ocrosre 1877. 44
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le mobile; et, pour le second, une ellipse homothétique a la trajec-
toire.

Ces équations (18) et (19) permettraient d’étudier les propriétés de
I'hyperbole et de I'ellipse; mais, ayant actuellement pour objet une
étnde cinématique et mon pas purement géomélrique, nous n’enta-
merons pas une semblable digression.

11. Nous allons maintenant étudier un cas beaucoup plus intéres-
sant au point de vue des applications physiques, puisque c'est celui
des mouvements planétaires : nous voulons parler de hypothése d’une
accélération centrale (appelant ainsi généralement celle qui passe con-
stamment par un point ou centre fixe) dont la grandeur est inverse-
ment proportionnelle au carré de la distance du centre au point
mobile.

1l est clair, tout d’abord, d’aprés ce qu'on a vu au n° 8, que le
mouvement s’exécute dans un plan, et que la vitesse aréolaire est
constante. Maintenant, m représentant un facteur constant, nous
avons

%

mix
(22) anr - (gx)ﬁ

m est négatif dans le cas J’une accélération attraclive, et positif pour
une accélération répulsive.

Clest celte équation (23) qu'il s'agit d'intégrer : la remarquable mé-
thode d’intégration qui suit est celle qu'a employée Hamilton.

. (. du d .
On sait que, généralement, u—: =¥ —;x Donc, divisant par d¢, et

- . . ¥
introduisant sous le signe ¥ le facteur _ x,

d¥x Ux. Uxx, Ux.c

(23) @ T @&y (@&

puisque la vitesse aréolaire 1 ¥xx, est constante.
Par conséquent,

&ix dil x
(24) @ €=M
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(25) X,.c=kE— m.¥x.

Il est seulement & remarquer que le vecteur &, que nous introduisons
ici comme constante d’intégration, n’est pas absolument arbitraire. Ce
vecteur est assujetti a étre perpendiculaire 2 ¢, c'est-a-dire dirigé dans

le plan du mouvement, puisque §x,.c? et &.(¥x.c) sont tous deux
nuls, ce qui donne &.xc = o.

Opérant sur (25) par x cl; nous obtenons I'hodographe
(26) x, = k¢ — m.(UWx)c',

Les deux termes du second membre sont des expressions veclo-
rielles : le premier est constant, et le second a un module constant, et
ne varie qu’en direction seulement. Il suit de Ia que 'hodographe est
une circonférence, de méme plan que la trajectoire, ayant pour centre

I3 e m
Vextrémité du vecteur rc*, et pour rayon -—-
dc

Oua peut encore déterminer ’hodographe par les deux équations sui-
vantes, écrites simultanément ;

€ (x, — ec") = %,

! & ¢X, =o.

La premiére représente une sphere, et la seconde un plan passant
par I'origine, et aussi par le centre de la sphére.

Pour avoir I'équation de la trajectoire, il suffit d’opérer par ¥.x sur
celle de ’hodographe (26), ce qui donne

(28) c=W.xec' +mTx. ¢!,

ou, en opérant par &.( g,

(29) =S ex + mTsx,
ou enfin
(30) m.Tx = F.5(c’e' — x).

44.
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Sous cette derniére forme, nous reconnaissons immédiatement la
propriété du foyer et de la directrice. C'est en effet I'équation d’une
surface de révolution du second ordre, ayant pour axe k.

La trajectoire est donnée par l'intersection de cette surface avec le
plan

(31) S.cx=o,

C’est-a-dire par ’ensemble des équations (3o) et (31).
On reconnait sans peine que I'origine est un foyer; que la distance
du foyer a la directrice est exprimée en grandeur et en direction par
amc?
e

L’égnation (26) peut encore se mellre sous la forme

c s [ 3.
c’e~'; que P'excentricité est — et I'axe focal —

. m?

(32) (x, —Ec' =+ m’.cTl =+ 53
d’ou résultent immédiatement la forme circulaire de hodographe et
la détermination de son centre et de son rayon.

1l est 4 remarquer, si nous nous rappelons l'ex ression de ¢, écrite

quer, s

plus haut, que le rayon a pour valeur le quotient de la constante m
par la double vitesse aréolaire.

Suivant que €£$ m, Vorigine O est intérieure on extérieure au cercle
hodographigue; si €& = m, Vorigine est alors sur la circonférence de

gr p q ’ H D

ce cercle.

12. Cette propriété fort remarquable des mouvements planétaires,
qu’Hamilton désigne sous le nom de lo: de Uhodographe circulaire,'a
conduit 4 de nombreuses conséquences, que NOUS Ne SAUTIONS Tepro-
duire ici, méme en partie, au moins pour le moment. Mais, avant de.
quilter cette étude de la Cinématique d’un point, il ne sera peut-étre
pas sans intérét de voir comment I'illustre inventeur des quaternions a
étendu I'analyse du numéro précédent au cas d’une accélération cen-
trale quelconque.

Soit R (au lieu de mr*) la grandeur de Vaccélération attractive,
répondant 4 la distance r du mobile au centre fixe.
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Alors
(33) xZ:—B.‘x#Rrx"‘,

si nous remarquons que r = T x.
Prenant les dérivées, en ayant égard a la formule
diix

dx
W =9

que nous avons rappelée plus haut, il vient

” ’ R.i] XX’
x,:—B,.‘(X—;; glxt)

= — R ¥x+ SWx.W(xx)),

ou, posant la double vitesse aréolaire M. xx, égale 4 ¢, comme plus
haut,

(34) X:’”—Z-R;‘(x-l—;'ﬂ(x.c.

Opérant par ¥. ;’7,-! en tenant compte de la formule (33), on a
t .

Xm 1
13
(35) -;;, = — ;z C.

Mais, ainsi que nous I'avons remarqué au n° 5, Vinverse du ravon

q ’ y

de courbure d’une courbe quelconque x, dirigé suivant la normale, a
pour expression le vecteur x;, appelé par Hamilton vecteur de cour-
bure. Et, en se rappelant que x, = ¥x,, on peut transformer x7 de la
maniére suivante :

Le wecteur de courbure de | "hodographe a douc pour expression
” "
I X, . X
7 ¥ = ou, si nous remplagons x et P x——,‘, par leurs valeurs (33)
(1 L £

et (35), etsi nous appelons ¢ la grandeur € c de la double vitesse
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aréolaire,

136) b xc.
Quant au rayon de courbure h de U’hodographe, 1l a pour valeur I'in-
verse du module de I'expression (36), ou

(37) =27

En langage ordinaire, cette formule (37) peut se traduire par I'e-
poncé suivant :

Dans tout mouvement dont Uaccélération passe par un centre Jixe,
le rayon de courbure de ’hodographe a pourvaleur le produit de l'accé-
lération par le carré de la distance, divisé par le double de la vitesse
areolaire.

Ce théoréme nous donne, comme cas particulier, la loi de I’hodo-
graphe circulaire pour le cas de I'attraction upiverselle, examiné dans
le numéro précédent. Tl nous fournit en méme temps la démonstration
de la réciproque de cette loi, c'est-a-dire que :

Pour tout mouvement d’accélération centrale, si U hodographe du
mouvement est un cercle, ’accélération est nécessairement er raison
inverse du carré de la distance du centre fixe au point mobile.

La formule (37) peut encore se transformer, en introduisant la
longueur p de la perpendiculaire abaissée de I'origine sur la tangente
a 'hodographe. On a, en effet, p = ;, comme il est facile de le recon-

uaitre directement, et par suite

'38) B2,
Id

. Re

3 h=—
9) o

Cette derniére relation (3g) ne contient que des éléments relatifs a
I'hodographe, puisque R n’estautre chose que la vitesse sur cette courbe.
Elle nous fournit donc la condition pour qu'un mouvement donné
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soit le mouvement hodographique correspondant 3 un mouvement
d’accélération centrale. 11 faut, en outre, évidemment que le mouve-
ment donné s’exécute dans un plan unique.

On peut aussi retrouver ces conditions en cherchant i résoudre
directement le probléme. Soit, en effet, z le mouvement donné. Le
mouvement x dont z est I’hodographe s’exprimera par x = fzdt; de
sorte que les conditions cherchées s’exprimeront elles-mémes par
I'équation

(40) ¥.(fzdt.2) =,

¢ étant un vecteur constant.

Cette équation peut en fournir d’autres, d’une interprétation plus
facile. Ainsi, en en prenant deux fois successivement la dérivée, nous
avons

{41) ¥.(fzdt.2)) = o,
(42) B.(fzdt.z]) + ¥.22, = o.
De la formule (41) on tire
Jzdt = uz,,
et par suite, en vertu de (40),
(43) u¥.zz = q,
ce qui démontre que la courbe donnée doit étre plane. De plus,
(44) n¥.2z, + ¥ zz, = o,
et, en éliminant « entre (43) et (44),
(45) c. Vzz, = (Wzz)?,

d'ou I'on déduit immédiatement la relation (3g).
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Mouvement d’un solide autour d’un point fixe.

.

13. On sait' que la rotation d'une figure autour d’up axe fixe t,
I'amplitude de la rotation étant 21, se représente dans le Calcul des
quaternions par V'opératenr L™ ()1’ ou, si nous appelons L le qua~
ternion t}, par L=' ()} L.

Nous ne nous arréterons pas a démontrer cette proposition, ni a
montrer comment elle permet d’opérer trés-simplement des composi-
tions de rotations entre elles ou avec des translations. Nous allons
seulement en déduire quelques conséquences, utiles pour la suite de
notre étude.

Considérons un vecteur A, qui subit la rotation que nous venons de
définir, ce qui le transforrae en »,. Nous aurons

(46) L"AL: Ags
et nous pouvons aussi meltre cette formule sous la forme
{47) Al = La,.

Si nous décomposons le quaternion L (que nous pouvons supposer
unitaire) en ses parties réelle et symbolique Z, el L;, 1a formule (46)
nous donnera

(48) Lin — LiaL; + aLl,W.al, = A,
De méme, la formule (47) nous donne
Lo(a —a) =L, —aly
d’oti, en prenant les parties vectorielles de chagque terme,
(49) Lo{a — a) = ¥.L;(a + 4,)

14. Comme premiére application, cherchons a démontrer le célébre
théoréme, énoncé par d’Alembert, en ce qui concerne un mouvement
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infiniment petit, et ‘consistant en ce que tout déplacement d’un solide
dont un point est immobile équivaut & une rotation autour d'un certain
axe.

Prenons le point fixe pour origine, et soient 4, B deux points du
corps qui deviennent respectivement 4, et 5,. Je dis qu’on peut écrire

(50) LAl =4,, L*sL=23,,

et il est évident que, si I’on peut trouver un quaternion L satisfaisant
a ces deux équations, le théoréme est démontré.

Or la formule (49), qui se déduit de la premiére équation (50}, en
entraine une pareille en 5. Si nous les multiplions, et si nous prenons
ensuite les parties vectorielles, nous aurons

L3W(a—a,)m—38)=89[B.L(a+1)¥8.L(s + B,)]
= (8+8)&.L;(a+ 4a,)L;
~L;&. L;(s +a)(3+38,)
= L& (A + a)Li(r+B,).

(51)

Par suite, nous obtiendrons la direction du vecteur L;, c’est-a-dire
de I'axe de rotation, en formant I'expression ¥. (4 —a,)(B—8)).

Cette direction étant obtenue, tout est démontré en réalité ; mais
nous pouvons nous proposer de rechercher en outre 'amplitude de la
rotation, que la formule nous donnera immédiatement, si nous remar-
quons que L, = cos}, L; = 1sin}, d'ou

@.n.(A—A.)(B~—B.)'
5.(A+A,)L(n+n,)

(52) tang®2 =

Cette expression s'interpréte géométriquement avec la plus grande
facilité. ‘

1l est bon de remarquer que la démonstration qui précéde suppose
implicitement que le corps n’a subi aucune déformation. 11 est clair, en
effet, que c’est 12 une condition indispensable pour que les équations
(50) soient satisfaites.

15. Soit maintenant un corps solide, mobile d une maniére continue
Journ. de Matk. (3% série), tome Iil. — OcroBRE 1897. 45
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autour d’'un point fixe, que nous prendrons pour origioe. Le mouve- ‘
ment élémentaire de ce corps, & un instant quelconque, sera, d'apres
ce qui précéde, une rotation infiniment petite autour d’un axe (axe
instantané de rotation) passant par l'origine.

Désignons par x le vecteur d’un point déterminé du corps a I'instant
considéré; par T le vecteur unitaire suivant I'axe instantané (et dirigé
dans un sens tel que la rotation élémentaire s’accomplisse dans le sens
direct par rapport a cet axe); par d% Pamplitude de la rotation élé-
mentaire. Nous aurons, pour passer au point infiniment voisin x + dx,

db Je
x4dx=71 *xr *

ou, négligeant les infiniment petits d’ordres supérieurs au premier,
/ db db d0
X+dx=(l—-T; x(t+1 = x + — (x1 — 71X},

et enfin

(53) dx = df.9.xT.

Appelant o la vitesse angulai 8 t désignant t!
ppelant o la vitesse angnlaire —» et désigr par un accent les

dérivées prises par rapport au lemps, seule variable indépendante que
nous considérions ici, nous tirons de 13 pour la vitesse du point x

(54) X = o¥.xT= wxsin(;;)ﬂ.x'r,

x étant la longueur du vectenr OX = x.

Ainsi, cette vitesse du point X a pour grandeur le produit de la
vitesse angulaire par la distance du point X a P’axe instantané de rota-
tion ; elle est perpendiculaire aun plan passant par OX et I'axe instan-
tané, et son sens est évidemment celui du mouvement, c’est-a-dire que,
pour un observateur placé sur I'axe OT, les pieds en O, elle se dirige
a gauche du plan TOX.

Actuellement, considérons le déplacement zotal subi par le corps, a
partir d’une cerfaine position initiale. Ce déplacement équivaul a une
rotation finie Z~'( )L, en appelant L un certain quaternion que
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nous supposerons unitaire ; de sorte que, si  estla position initiale du
vecteur x, nous aurons

(55) x=ZL"'sL.
De la, en prenant les dérivées,

X = (Tl Il = — L L AL+ L LI L

56
(26 = 2W (L' LY L) = 2W. (x. WL L),
Or,
g (LY U o,
”.L L——-u_L—_I_L‘L’

puisque nous avons supposé que L est un quaternion unitaire. Nous
pouvons donc écrire encore

(57) X =29 (xL'L')=2%.(L'aL").

Ces nouvelles expressions de la vitesse seront utiles chaque fois que

Yon connaitra le déplacement total du corps, en fonction du temps,

mais que le mouvement élémentaire ne sera pas directement donné.
De la formule (55) on déduit aussi

(58) AZLXL_',
et, en prenant les dérivées,
(59) o= LxXL" + L'sL + Lx(L-'}.

La formule (58) exprime le déplacement total du corps, considéré
comme partant de la position au temps ¢ pour revenir i la position
initiale ; ou, si I'on veut, le mouvement apparent d’un COrps en repos
absolu, rapporté an corps mobile; par suite, la formule (59) s'inter-
préte d’elle-méme, et 1.ous fournit ce théoréme bien connu :

Si (M) est un corps en repos, et (IN) un corps mobile autour d’un
point fixe, la vitesse apparente d'un point considéré comme lié au
corps (M), pour un observateur emporté par (N), est égale et directe-

45..
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ment opposée & la vitesse réelle du méme point considéré comme lie

a ().

16. On peut chercher a Jéterminer 'axe instantané, connaissant
seulement le déplacement total en fonction du temps; c’est ce que
permettra de faire la comparaison des formules (56) et (57) avec (54).
Nous avons effectivement ainsi

oW xr=29.(x¥.L'L)=2¥.(xL7'L),

et, comme cette relation doit subsister, quel que soit x, c’est-a-dire pour
tous les points du corps,

(60) e =2L' L =z

Ce vecteur z dirigé suivant I'axe instantané, et d’'une longueur pro-
portionnelle a la vitesse angulaire 4 chaque instant, peut nous fournir
un moyen de représenter le mouvement du corps, si nous le con-
struisons dans toutes les positions successives. Nous ponrrons appeler
la courbe (z) parcourue de cette maniére I'hodographe du mouvement.
Elle préseute une grande analogie avec I'hodographe aréolaire dont
nous avons précédemment proposé I'emploi dans P'élude du monve-
ment d'un point.

En prenant la dérivée de la formule (60), on trouve pour la vitesse
sur I'hodographe

(61) ¢ = a[l~ L' — (L Ly} = a2l L — %
On a aussi, en vertu de la formule (54),
x' = ¥xz = §(xz — zx),
et par dérivation

(62) )x" =¥.(xz +xz)=¥.x2 +2°x — 28 xz
'

=¥.x7 —0'x — 28xz,

ce qui fournit une construction trés-simple pour I’accélération, con-
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struction indépendante, comme 'on voit, de la vitesse méme du point
mobile. :

Cette accélération peut encore se mettre en fouction de L, sous la
forme

(63) X' = o(Wx L L' — [~ [I'x L~ I).

17. La formuie (60) nous donne pour équation de I'axe instantané,
en désignant maintenant par z le vecteur d’un point quelconque de cet
axe, et par u un coefficient réel arbitraire,

(64) z=ul"'l,

et par suite, en donnant 4 L dans cette derniére formule toutes les
valeurs successives que ce quaternion peut recevoir, c’est-a-dire en
faisant varier L avec le temps, I'équation (64) est celle de la surface
conique, lien des positions successives dans U'espace de tous les axes
instantandés,

Si, au contraire, nous ramenons chaqne vecteur z i la position ini-
tiale du corps, il deviendra LzL~' = v; et par conséquent

(65) ‘ Y= nl/ I~

seral’équationdu cone, lieu des axes instantanés, dans le corps ramené
a sa position initiale.

On sait que le mouvement que nous étudions n’est autre que le rou-
lement du cone () sur le cone (z).

Rien n’est plus facile que d’obtenir I'équation du céne (¥) trans-
porté avec le corps mobile dans une position particuliére quelconque
de celui-ci, correspondant i la valeur A attribuée a L. I suffit, en effet,
pour cela de faire subir au céne v la rotation A~' ( ) A, ce qui
donne

(66 =uA~I'IA.

Il est 4 remarquer qu’ici A est constant et L variable. Si I'on attri-
bue & L la valeur particuliére A, il vient v = z. L’axe instantané est, en
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effet, une génératrice commune aux deux cones roulants, dans la
position considérée.

Le plan tangent commun, le long de cette génératrice, est normal a
la droite

67) Bozz = 40 L L[ L L — (L LP] = Y2+ 2021 L.

18. Soient x, v les vecteurs de deux points quelconques du corps
i un méme instant. Nous avons, en vertu des formules (54) et {60),

X =%¥.xz, ¥ =W.¥7

et par conséquent
68) V.xy =28 x2y = 4L 'L'S.xL'L'y.

L'interprétation de la premiere partie de cette formule donne lieu i
la construction suivante.

X et Y étant les positions simultanées de deux points du corps,
OX’ et OY’ des droites égales et paralléles a leurs vitesses respectives
¢t menées par l'origine, 'axe instantané OZ sera perpendiculaire an
plan OX'Y'. Portons sur cette droite une longueur OT quelconque,
ot construisons les deux tétraédres OTX'Y’, OTXY. Le rapport des
volumes de ces deux solides nous donnera le carré de la vitesse angu-
laire.

Mouvements relatifs. — Théoréine de Coriolis.

19. Soient (M) un milieu en repos absolu, et (V) uo wilieu mobile,
entrainé d’un certain mouvement.

Si X est un point mobile dans Pespace d’une maniére quelconque,
¢t qu’un observateur soit emporté par le milieu (V), le mouvement du
point X rapporté 2 ce milieu supposé immobile sera le mouvement
relatif du point, ou, ce qui revient au méme, le mouvement apparent
pour Pobservateur dont nous venons de parler. Le moavement du
méme point rapporté a (M) est au contraire son mouvement absolu.

1.e milieu { V), supposé¢ d’abord en coincidence avec (M), peut étre
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amené & sa position & un instant quelconque par les deux mouvements
successifs que voici : 1° une translation tout d’une piéce ; 2° une cer-
taiue rotation autour d’un point fixe. Soient s la translation, Z~'( )L
la rotation. Si nous ramenons par la pensée le milieu (V) 4 sa position
iniliale avec le point X et si nous appelons x, le vecteur relatif de ce
point X ainsi ramené en X,, il est bien évident que nous aurons

’ N

{69) x=s5+ FL'x, L.

P

Prenons les dérivées
{70) X = [L—‘if,L] +[s"+ (L)%, L + L'x L]

Le premier membre exprime la vitesse absolue ; la premiére quantité
entre crochets représente évidemment la vitesse relative dans la posi-
tion considérée. Quant 4 la seconde quantité entre crochets, c’est la
dérivée de s + L-'x, L, x, étant considéré comme constant. C'est donc
la vitesse d’entrainement, et nous pouvons dire que la vitesse absoluc
a pour composantes la vitesse relative et la vitesse d’entrainement.

Pour trouver maintenant Paccélération, prenons la dérivée de Pé-
quation (70}, et il viendra

X'= L%/ L] +[s"+ (LYyx, L+ L' x, L" + 2L~ x L'}
+ o[ (LY x| L + L~ x.L'].

;

{71)

On reconnait comme tout a 'henre que les deux premiéres expressions
entre crochets sont Paccélération relative, et celle d'entrainement.
Quant a la troisiéme, c’est la dérivée de L'x L, x! étant supposé
constant; desorte que si, parun point de axe autour duquel s'effectue
la rotation instantanée, nous menons une droite égale et paralléle a la
vitesse relative, la troisieme quantité entre crochets représentera la
vitesse de I'extrémité de cette droite, dans le mouvement de rotation.
Ainsi :

L’accélération absolue s'obtient par la composition :
1° De Uaccélération relative ;
2° De Laccelération d’entrainement ;
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30 Du double de la vitesse de Uextrémité de la vitesse relative,
dans le mouvement de rotation instantanée, cette vitesse relative étant
transportée parallélement & elle-méme de maniére que son origine
tombe en un point de Uaxe instantané.

On remarquera que cet énoncé du théoréme de Coriolis est un peun
différent de celui gn’on donue dans la plupart des traités classiques.
Celui-ci nous parait avoir 'avantage de faire disparaitre immédiatement
toute ambiguité sur le sens de la troisiéme composante. Quant 2 sa
grandeur, il résulte évidemment de I'énoncé précédent qu’elle est égale
3 209, sin7, » étant la vitesse angulaire instantanée, v, la vitesse rela-
tive, et T 'angle de cette vitesse avec l'axe instantané.

On déduirait aussi cette expression de V'accélération centrifuge com-
posée, de la formule (54) ci-dessus, laquelle en donne en méme temps
la direction et le seps.

1l semble difficile d’imaginer une démonstration analytique plus
simple de ce théoréme important.

DeuxiiME PARTIE : STATIQUE.
Représentation des forces, des moments et des couples.

20. On sait qu’une force peut se représenter par une droite en
longueur et en direction. Si donc le point d’application est donné, et
pris pour origine, par exemple, nous pourrons exprimer la force en
question par le vecteur F. Mais il y a une distinction importante a
établir; c'est que la position du vecteur F dans espace ne le modifie
en rien, au point de vue de ses propriétés analytiques ; il reste toujours
égal i lui-méme lorsqu’il se transporte ainsi parallélement ; tandis que
P’action de la force, au contraire, est essenliellement dépendante de sa
position absolue dans V'espace, en méme temps que de sa grandeur et
de sa direction.

Conséquemment, pour bien définir une force AF, appliquée en un
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point A, nous nous donnerons 4 la fois le vecteur r = AF; et aussi
le vecteur A = OA du point d’application, O étant une origine fixe
arbitraire. :

Le moment de la force dont nous venons de parler, par rapport a
Porigine, a pour valeur . ¥.4r, et il est dirigé dans le plan OAF.

Le moment de la méme force par rapport 4 un point quelconque C
de I’espace, donné parc = OC sera@.¥.{a — c)¥, et sa direction est
celle du plan CAF.

Nous ne nous arréterons pas 4 démontrer en partant de ces expres-
sions les théorémes simples sur les moments que ’on trouve dans tous
les traités de Mécanique rationnelle; mais il nous est impossible de ne
pas indiquer immédiatement la représentation de la conception si
remarquable de Poinsot : la notion du couple s’introduit en effet ici
comme d’elle-méme, puisqu’'on peut dire qu'un couple n’est qu'un
certain moment donné en grandeur et en direction. Et, d’aprés ce qui
précéde, on voit que le couple (AF, OF'), formé de la force F ci-
dessus et d’une force opposée appliquée a I'origine, a pour expression

— P.aFr on P.m,

et que le couple (AF, CF”), C étant un point arbitraire, a pour
expression

W r(a—c),

en représentant les couples par lears axes, comme le fait Poinsot.
Par suite, la composition des couples s'effectuera par une simple
addition de vecteurs, de méme que la composition des forces appli-
quées en un méme point.
Si nous convenons de représenter par g, la force r appliquée en A,

et par ¥ (:) le couple formé de la force + ¢ appliguée en a, et — ¢

appliquée en B, nous pouvons écrire
Y
(1) r.\:FA—Fu+Fo=Fo+F<:)=Bo+[9m],
\
(2) FA:FA—FB+FB:F,,+F<:):rn—i—["m.t‘(A—B)];

Journ, de Macth. (3¢ série), tome IIl. — Ocrosre 1877. [IG
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nous mettons seulement entre crochets les ¥, qui représentent des
couples, pour éviter toute confusion, puisqu’il s’agit ici d’une repré-
sentation symbolique, et que les cougles sont irréductibles avec les
forces. C'est ce que nous ferons constamment dans nos calculs, chaque
fois que des forces et des couples y figureront simultanément. Les quan-
tités entre crochets devront toujours se calculer séparément, et ne se
combineront qu’entre elles. Nous ferons, au contraire, disparaitre les
crochets lorsque nous ne considérerons que des couples, puisqu'il n'y
aura plus aucune confusion a redouter.
I! importe de ne pas perdre de vue la notation

(3) [V.wr]= M — w, = — (M, —~ M) == (Lo— Ly) = — (Lu — Lo)-
On a aussi
Ly + My = Lo+ Mg = (L + M)o,
- M\ L)
Ly — My == Lo — Mg -+ 2L(0> = Lo - Mo — :na( )

o

=Lo— Mo+ 2[WeLM] = 1o — Mo — af¥.m].

1i est & remarquer que, dans la notation F (:) =¥.r(a» —B), nous

pouvons, sans altérer la valeur, ajouter un vecteur quelconque aux
deux vecteurs entre parenthéses. En faisant permuter ces deux vecteurs,
nous changeons le signe. Le vecteur inférieur étant réduit 4 zéro, nous
pouvons aussi faire permuler ¥ avec le vecteur supérieur, et il en ré-
sulte encore un simple changement de signe. Ainsi

() =rlizg=r () =r (=)
(4) —mw=n () = -0 () =—*(T1)
=5 () === (" )=

Toutes ces transformations, et celles qu'on ponrrait encore déduire de
la, sont d’une interprétation trés-facile.
Le moment d’une force ¥, par rapport & un axe z passant par L'ori-
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gine a pour expression — F(z. Yra)= — F.zra = — . ¥z, si nous
prenons pour z un vecteur unitaire. Si deux quelconques des trois élé-
ments F, 4,z deviennent paralléles, le moment devient nul. Il en est
de méme si z est dirigé, en général, dans le plan passant par l'origine
et la force.

Centres de gravité.

21, Si ¥ = f'r, ¥ = f"F, ... sont des forces paralléles appliquées
respectivement en des points a’,4", ..., r étant un vecteur upitaire,
leur résultante sera une force r = Zf.r, appliquée en un certain
point , lequel n'est autre que le centre des forces paralléles consi-
dérées, ou, en d’autres termes, lecentre de gravité des points o', 2", . ..
de poids £, f7, ....

Pour déterminer le centre de gravité, prenons les moments de toutes
ces forces par rapport i un axe quelconque z passant par origine. Le
moment de la résultante étant égal a la somme des moments des com-
posantes, nous aurons, d’aprés ce qui vient d’étre dit,

S.roz = IJ.raz

ou

(3f poz)= K. (r.3fa.2).

De 14, cette relation devant subsister quel que soit z, nous pouvons
y satisfaire en écrivant
Sfe=3f,
on

(5) o=

:z—f.

Cette valeur de ¢ est indépendante de ¥. Il est bien clair, en effet,
qu’on n’altérerait pas la relation ci-dessus en &, en ajoutant a ¢ un
vecteur quelconque paraliéle 4 ¥. Mais, en nous imposant la condition
que le point ¢ soit indépendant de la direction de F, nous avons né-
cessairement la formule (5).

46 .
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22. Le centre de gravité d’un corps solide (supposé continu), de
poids P, de volume v et de densilé p au point a, sera donné par
1 (p do.
(6) G = ——KPP—‘A—L
le signe = étant une certaine intégrale qui s'étend jusqu'aux limites
du corps. Si celui-ci est homogéne,

(7) . c=

Ces formules sont également applicables aux surfaces et aux lignes,
en supposant que v représente alors une aire ou une longueur.

I3

93. La formule (5) nous permet d’établir une propriété assez im-
portante du centre de gravité. Si, pour chaque point A d’un systeme,
on fait le produit du poids (ou de la masse) par le carré de la distance
4 un point fixe ¢, on a

—fla—c)=—fa'— fcr+ 2fBac
= A+ & (afar— fc)e.

Si nous faisons, pour tout le systéme considéré,la somme de ces
moments d’inertie polaire, nous avons

— 3fa'+ & (aZfa — 2f.c)e.

Cherchons le minimum de ce moment total d’inertie polaire. Pour
cela, donnons 4 ¢ un accroissement dc, et prenons la différentielle.
Nous aurons

(8) 1. (Zfa — 2f.c)dc,
et, si elle se réduit A zéro quel que soit dc, il vient

= Ef"

¢=57
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Ce point ¢ est celui pour lequel a lieu le minimum. La comparaison
avec la formule (5) nous monire que ¢'= g, si bien que le centre de
gravité d’un corpsest le point pour lequel le moment d’inertie polaire
est minimum.

L'expression différentielle (8) peut encore s'écrire

23f &. (6 —c)de,

et, comme elle s'annule pour tout déplacement dc perpendiculaire i
6 — ¢, il en résulte que le moment d'inertie polaire total est le méme

pour tous les points d’une sphére quelconque ayant son centre au centre
de gravité.

24. Pour éviter des développements trop étendus, je v’ai point
l'intention d’étudier ici les nombreuses propriétés des centres de gra-
vité. J'en ai indiqué quelques-unes dans une addition 4 ma traduction
de la Méthode des équipollences, de M. Bellavitis, et il est remarquer
que les conclusions trouvées i ce sujet dans le plan s’étendent immé-
diatement 4 P'espace, puisque les vecteurs ne sont ici combinés que
par voie d’addition. Ces diverses propriétés ne sont du reste que des
conséquences élémentaires de la formule (35).

Mais, comme exemple trés-simple de I'utilité de cette formule, nous
allons traiter un seul cas, celui du centre de gravité d’un arc d’hélice
homogéne. :

Soient r le rayon du cylindre, £ le pas de I'hélice. Prenons trois ases
rectangulaires, dirigés, I’'un suivant le rayon du cylindre aboutissant &
Forigine de I'arc donné, le second perpendiculairement au précédent
eta P'axe du cylindre, le troisiéme suivant Vaxe du cylindre ; et soient
respectivement 1,, 1,, 1, des vecteurs unitaires suivant ces axes,

L'hélice est représentée par I'équation

X == rcost.1, -+ rsint. i, %trs;
de la
dx = (—- rsint.1, + rcost.a, -+ 513) de, .

4
@dx:ds:dt\/r2+ f%
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Pour appliquer la formule (5), il faut y remplacer 4 par x, [ par ds,

et alors
¢ Iz k
7224+ — (rcost.r,+ rsint.n,-+ tl,) de
o 16 4
G = - k]
I3 A"
f \/r’+ . dt
o 16
rsin¢ , r{r— cost) kt
(9) G = ‘c""**‘;—‘z‘f"gls-

Les trois coordonnées de ce centre de gravité sont donc

rsine  r{1—cost) k¢
b - ?

, —
t ¢ 8

pour le systéme d’axes considéré; c’est-a-dire que, si nous appelons
x,,&,, %, les coordonnées de I'extrémité de Tarc I'hélice donné,

X,, Tqy X celles du centre de gravité de cet arc, nous avons

R - — ke, —  kir—2) — _ 2z,
(‘IO) .1"——:—;9 x,:T, x,:;-
3

Si la courbe, au lieu d’étre homogéne, a une densité proportionnelie
a la longueur de I'arc depuis I'origine, nous devrons remplacer ds par
ptds dans les formules ci-dessus, p étant constant, ce qui donnera, a
la place de ia formule (9),

. cost — 1 sint sinz  cost ke
G = 2ar _T_+-—t— 1,1+ 2r e l?+€l,.

et a la place des formules (10)

- _ & k(z.—r)_'__x - _ & [(kxz x P
=5 4=, LY L R V) U 37T 3T

Equilibre d’'un corps solide. — Composition genérale des jforces.

25. Désignons, comme au n° 20, par F, une force r appliquée en s,
¢t considérous un systeme de forces ¥,, Fy, Fyy ... respectivement



APPLICATIONS MECANIQUES DU CALCUL DES QUATERNIONS. 359
appliguées sur un corps solideen a,, a,, 4, ... La condition d’équilibre
du systéme considéré peut évidemment s’écrire sous la forme
(x1) ZF,=o,

ou, en vertu de I’équation (1),

{12) 2+ [2Y.FA] = 0.

N

Nous rappelant Virréductibilité des forces avec les couples, et sup-
primant, pour simplifier, I'indice zéro des forces appliquées a Vorigine,
nous voyons que cette condition se décompose dans les deux sui-
vantes :

(13) 2r=o,
(14) Z¥WrFa=o.

Maintenant, x étant un vecteur arbitraire, la relation {13) nous
donne ¥.x3F == o, et par conséquent

(15) P.x3F = Z.Yar,
ou
(16) SP.r(a — x) = o,

et réciproquement, si cette relation a lieu quel que soit x, on en dédanit
(13) et (14).

Donc Ia condition (16) est équivalente i (12) ou (1 1}, et exprime i
elle seule I'équilibre du systéeme.

1l est facile, du reste, d’interpréter ces diverses formules séparément.
Ainsi (13) signifie que la somme (ou résultante) de toutes les forces
transportées a l'origine est nulle;; (14), que le couple résultant produit
par le transport des forces 4 P'origine est nul; (13), que ces deux con-
ditions sont 4 la fois réalisées; (15) ou (16), que le couple résultant,
produit par le transport des forces en un point quelconque x, est nul.
Cette derniére condition est donc nécessaire et suffisante pour que I'¢é-
quilibre ait lieu.
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26. Supposons que la condition suivante soit remplie:

(1) S(Zr.Z¥.Fr) =0,

sans que ZF s’annule.

Alors (15) ou (16) représente une droite en prepant x comme vecteur
variable, et le systéme des forces considérées a une résultante unique
SF = B, appliquée en un point quelconque x de cette droite ; car

Ry = Ro + [W.Rx] = Zp, + [S.B.Fa] = 2.5y,

en vertu de (15).

La condition (17) exprime que la direction de la résultante est située
dans le plan du couple résultant.

Si la relation {13) est satisfaite, mais que (14) ne le soit pas, le sys-
téme des forces se réduit au contraire 2 un couple exprimé par [ Z¥.ra],
quelle que soit du reste la position de 'origine.

Tout A 'heure le systéme tendait 4 produire une translation, et dans
le dernier cas, il tend a produire une rotation.

Si maintenant ni I'une ni 'autre des équations (13) et (14) v’est salis-
faite, nous pouvons chercher déterminer le point x, de telle sorte que
la force résultante soit perpendiculaire au plan dn couple résultant,
produit par le transport au point x. Cela nous dounera la condition

Y[ZeIW.r(a —x)] =0,
ou

(|8) ¥ Zb.w(A——x)zo.

IF
Cette équation, en prenant x comme variable, représente une droite
autour de laquelle les forces tendent i faire tourner le solide, et suivant
laquelle elles tendent a le transporter. En d’autres termes, c’est I'axe
du mouvement de vis que tendent a produire les forces en question.
Nous I'appellerons axe central dusystéme,

On arrive encore 2 délerminer cet axe par la condilion que
[2¥.#(s — x)] soit un minimum, ce qui fournit une nouvelle pro-
priété d’un énoncé facile. Dans ce but, posons pour un instant 2F = &,
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comme plus haut, et aussi 2Y.rr = c. L'expression a rendre mini-

mum est €(c — Yrx) = (¢ — v), sinous écrivons Wrx = v. Elevant

au carré,
—@{c—v)=c*+ v — cv — v,

et formant la dérivée, 2 un facteur réel prés, nous avons

vdy + dv.y — cdy — dxc
=(y—cjdy +dy(v—c)= 2 8. (v — c)dy
= 2&. (V.2rx — SVra)Zrdx
=— 28 dxV[Zr. SV.F(x —a) .
Si nous égalons cette dérivée a zéro, quel que soit dx, nous trouvons

immédiatement la relation (18) pour le cas du minimum.
Cela serait facile & démontrer aussi géométriquement,

27. Avec les notations que nous venons d’employer, I'équation (18)
de I'axe peut s’écrire '

(19) ‘m(n:x>=1‘1§ ou ”“:m;.

R

Si nous prenons le vecteur x abaissé perpendiculairement de Vori-

. . . . c
gine sur cette droite, nous voyons qu'il s’exprime par ¥ ;> car alors

Yrx = nx,

D’autre part, la valeur du moment central, ¢ est-a-dire du moment
par rapport a I'axe central est @ (¢ — Prx), x représentant I'un quel-
conque des points de I'axe central, et si nous divisons la grandeur de
ce moment par celle de la résultante r, nous avons

@(S—E‘E)za(g—mg)= TSi=s°

R R

- N - C -
s1 0 - == ; term
Il suit de 14 que, si nous posons -=Q Q" =+ i, un quaternion,
les denx éléments Q, et Q; s'interprétent comme nous venons de le dire.
. sr . ElEA . .
Le quaternion Q peut encore s’écrire =2, et par suite se forme im-
iF
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médiatement avec les données ; et nous voyons que, si sa partie réelle
sannule, le systéme peut se composer en une résultante unique. Si,
an contraire, c’est son vecteur qui est égal a zéro, alors I'axe central
du systéme passe par Porigine.

Prenons maintenant un nouveau (uaternion auxiliaire

20 S=8+8=20=Q+ 5
Alors
‘ar1) O, =8=/

etl'expression jEFou jR représente ’axe du couple central en grandeur
et en direction.
De plus,

(22;‘ Si — Qi o+ IO.Fa —x

IF

cst le vecteur d'un point K situé sur 'axe central, et dont la position
sur cel axe est complétement indépendante du choix de Vorigine.

98. Ces formules nous conduisent immédiatement aux transfor-
malions suivantes:

(23) SFpa=3F.(j + K) =R+ K),
24} T3ra = TIr VP — KF = Tr.yj* — K,
.25) SVrs = j3r+ B3k, ou c=jr+ V.rx,

26 EUW.rA) =2(3F)° + U/EF.K‘,- 2 on ¢'=iR*+ (V.rK*?
. ) J\&F) \ / j N

La formule ‘25" nous montre que le couple résultant du transport
de toutes les forces en un méme point O varie généralement en direction
et en grandeur avec la position de ce point; tandis gue, d’apres (26},
nous voyons que la grandeur du moment de ce couple est la méme
pour tous les points d'une surface cylindrique de révolution ayantpour
axe Yaxe central.

Ea appelant moment complet d’une force ¥, par rapport a l'originele
quaternion ra, le premier membre de (23, XFa, nous représentera le
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moment complet du systéme tout entier ; et, d'aprés (24), la grandeur
de ce moment complet reste constante lorsque I'origine se déplace sur
une surface sphérique ayant pour centre le point K. Si Iorigine est prise
au point K lni-méme, cette grandear devient alors égale 4 celle du
moment central.

Nous désignerons ce point K sous le nom de centre du systéme.

On a déja remarqué sans doute I'analogie entre la formule | 20) qui
fournit le point K, et la formule (5) donnant le centre G d’un systéme
des forces paralleles. Le point K coincide en effet avec G si les forces
que nous étudions ici deviennent toutes paralléles entre elles ; et ce
centre, comme on I'a déja vu du reste, est indépendant de la direction
de ces forces, si bien que lorsqu’elles tournent respectivement autour
de leurs points d’application sans changer de grandeur et en restant
paraliéles, leur résultante unique, considérée comme appliquée en G,
tourne également autour de ce point.

29. Supposons maintenant les forces ¥, non plus paralléles entre
elles, mais paralléles & un méme plan. Si nous les faisons tourner res-
pectivement d’un méme angle et dans le méme sens, autour d’axes
perpendiculaires a ce plan, sans changer leurs points d’application,
chaque force ¥ se transformera en L, L étant un certain quaternion
unitaire ayant pour axe la direction des axes de rotation. Le nouveau
centre des forces sera donc fourni par I'expression

9 . Lra _ Lzipa _ZwAa . K
\27, Ly Lir o 3F 1 TE

Aiusi, lorsque les forces tournent comme nous venons de le dire, 12
centre des forces n’épronve aucune variation, non plus que le moment
central.

Si toutes les forces sont dans un méme plan, alors, en prenant I’ori-
gine dans ce plan, tons les vecteurs F et A sont coplanaires, et I'on voit
sans peine que le point K est situé dans le méme plan.

Ce point K, dans ce cas particulier, est le méme que celui qu'on
détermine pour un tel systéme de forces dans la méthode des équipol-
lences (voir, par exemple, Exposition de la méthode des équipol-

47..
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lences, par M. Bellavitis, n° 120) ; mais l'algorithme des équipollences
n’étant pas le méme que celui des quaternions, la formule qui fournit
ce point n’a plus la ménie forme. Ainsi, en continuant de représenter
les vecteurs par les mémes lettres, mais employant par ailleurs les
notations de M. Bellavitis, le point K serait donné par la relation

S (CJF.A)

XCjF

Dans les équipollences, en effet, toutes les expressions qu’on obtient,
et en particulier le numérateur du second membre de I'équation qui
précede, représentent desvecteurs coplanaires; en outre, lamalti plication
est toujours commutative, et les régles de calcul sont essentiellement
différentes. Si I’on se rappelle que dans la méthode dont nous parlons
tout vecteur s'exprime par une quantité imaginaire ordinaire de la
forme x + yi, on voit qu’en posant ¥ = a + bi, la formule que nous
s (a — bi)a

. (a — bi)
celle qui donne le centre de gravité ordinaire, aussi bien duns le calcul
des équipollences que dans celui des quaternions, on peut dire que le
point K est le centre de gravité d’un certain nombre de points situcs
dans un méme plan et affectés de masses imaginaires.

Cette digression relative aux équipollences nous a semblé ulile en
ce qu'elle montre que les résultats que nous avons obtenus par les
quaternions conslituent une généralisation de ceux-ci; de sorte qu'un
langage qui parait tout d'abord exclusivement symbolique preud au
contraire une signification réelle et physique trés-nette, par le secours
des nouvelles méthodes; et qu'il s'étend méme parfois (comme nous
venons de le voir en passant des équipollences aux quaternions) sans
rien perdre de sa réalité.

venons de rappeler revienta k = »etsi on la rapproche de

50. Iatransformation de r en LF, que nous avons effectuée au com-
mencement du numéro précédent, est applicable au cas d'un systéme
quelconque ; mais elle n’a plus d’intérét comme application, parce
que les vecteurs se transforment en quaternions, de sorte que toute
interprétation devient impossible.

Cherchons, au lieu de cela,  faire tourner chaque force autour d’un
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axe de direction L donnée, I'amplitude 2 de la rotation étant la méme;
¥ alors deviendra L= kL?; et, pour trouver ce que devient le quaternion

FA s1 .
» nous P’écrirons sous la forme

SF
LI
—— 2F.ZFA.

{Xr;

Effectuant la substitution indiquée, nous avons

i . I 3w . .
‘ SR L EF SR = 5yl EF(EFar? — 282 Zrar)
(28) PR S Vet ‘
’ 3 IFA . _y rlarn
= L™" — " — asip)c* ",
\ IF TF

Si nous supposons le cas particulier ot tous les points d’application
sont situés sur une méme droite passant par lorigine, et si nous pre-
nons cette droile pour axe de rotation L, nous voyons que ¥ AL s’é-

- IFa . . . . .
vanouit; alors le terme w5 n’a fait que subir une rotation pareille &

celle des forces, de telle sorte que le centre des forces a tourné lui
aussi du méme angle autour de I'axe L, et que le moment central n’a
subi aucune altération.

Au contraire, si tous les points 4 sont coplanaires avec P'origine, et
qu’on prenne des axes normaux A leur plan, on trouve que la rotation

Zra ZFa
des forces a pour effet de transformer 5, en | S e )

ir

31. Des développements qui précedent on peut déduire une autre
forme de I'équation générale de I'équilibre précédemment établie
(u° 23). 1 suffit d’égaler le moment complet 3rA & une quantité réelle
constante m, indépendante de I'origine. En effet, I’équation

{29) ZFA=m
équivaut (n° 28) i

JE+RE=m ou jR+Vrk=o,

c’est-a-dire ¢ = o, quelle que soit Iorigine; ce qui est une condition
nécessaire et suffisante de Péquilibre, comme nous avons déja dit.
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Hamilton propose d’appeler la constante m tension totale du sys-
téme.

32. Un systéme quelconque de forces étant donné, proposons-nons
~de trouver deux forces x, ¥, qui, appliquées en m, &, soient équiva-
lentes au systéme primitif.
Nous avons
‘M
Xy = Xy + Xy — Xy =X+ X (0>’

N
Yy =Y+ ¥y — ¥, =Y, + ¥ (0>-

A

Les équations 4 résoudre sont donc
{30) X+yY=g, Wxm-+WVin=c,
d’ou

P.xm+P.(rn—x)8n=c,

P.x(m— N)=c— Bry,

x = (¢ — ¥ax) “+x{m— N).

— 1

On trouverait une valeur analogue pour Y. Comme x, ¥ «oivent étre
des vecteurs, la condition de possibilité du probléme est

&.(c — Prx)

=o0.
M — N

Du reste, cette condition étant remplie, les termes en x et y peu-
vent étre omis, comme exprimant des forces opposées agissantle long
de Ja méme droite m — ¥.

33. 11 est possible d’établir enfin sous une nouvelle forme l'équa-
tion d’équilibre d’un corps solide, en employant le principe du travail
virtuel. En effet, A étant toujours 1z point d’application de la force F,
et 81 représentant le déplacement du point d’application, nous voyous
sans peine que le travail correspondant de la force F est représenté par
—- & .¥04, de sorte que I’équation cherchée est

(0 3% .r0a=o0.
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1l est facile de reconnaitre que cette équation résume les formules
(13) et (14) ci-dessus; car le déplacement le plus général d'un corps
solide équivaut a une translation et une rotation; la translation peut
se représenter par E, et la rotation [n® 15, formule (53)], par V. ar,
% et T étant des vecteurs infiniment petits, puisqu’il s’agit d’un dépla-
cement élémentaire. Ainsida = £ + War, et :

Sl =F re + . rVsT=F.rE+ .7V r4,
IZ.r0a =8, (57.8) + &.03 V14,

d’on
YF=o0, et ZYPrs =o.

Moments d’inertie.

34. Le moment d’inertie d'un systeme matériel par rapport & un
axe est fourni par la somme des produits obtenus en multipliant la
masse de chaque point matériel du systéme par le carré de sa distance
a 'axe considéré,

Prenons 'origine A sur cet axe, et soient x un vecteur dirigé sui-
vant I'axe en question, et M le vecteur aboutissant au point M du sys-
téme, point dont la masse est m. Le moment d’inertie sera

Som@(P.om Uk 2,

(32) x5 m (P.mx )2,
En posant
(33) Ox =2 mu¥P.Mx = x3Zmu* — 3. muJux,

Ox sera une fonction vectorielle, linéaire et conjuguée 4 elle-méme, et
le moment d’inertie pourra encore éire mis sous la forme

(347 -~ & .x'Ox.
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33. Jusqu'a présent, le module de x est absolument arbitraire; si
nous le prenons maintenant égal a V'inverse de la racine carrée du
moment d’inertie, il est visible que nous aurons

{35) S xOx=1

pour équation du lieu des extrémités des vectenrs x. On reconnait im-
médiatement sous celte forme 1'ellipsoide d’inertie.

Cet ellipsoide a pour centre Vorigine A. Cherchons maintenant le
wmoment d’inertie du méme systéme par rapporl a un axe paralléle a x,
mais passant par un autre point donné Bj; soit le vecteur AB. Le mo-
ment cherché s’obtiendra en remplagant » par s — B dans 'expres-
sion (32) ci-dessus. Ce sera donc

(36) x*m[P.x(m—3p)P=xZm(Vxu) +x?Zm(VPxs)?
—2x2Im&. (Pxm. Vxs),
ce qui donne, en appelant a le moment d’inertie par rapport a l'axe

passant par le point A; & le moment d'inertie par rapport  I'axe pas-
sant par le point B; 0% la masse totale 3m du systéme; G le centre de

gravité; ¢ le vecteur AG = %’%‘5, ct pla distance € (¥.3¥x) du point B
a 'axe x passant par A,
(37) b=a+ p*o + 200 & (ex~' Wxa).

Si Paxe x issu du point A passe par le centre de gravité, nous avons
1 xc¢ = o, et, par conséquent,

(38) b=a+ p*m,
résultat bien connu et auquel nous ne nous arréterons pas.

36. 1l résulte de ce qui précéde et de la théorie d’Hamilton sur I'in-
version de la fonction linéaire et vectorielle O, que les valeurs des trois
moments d'inertie principaux a,, a,, a, en un point quelconque sont
données par I'équation du troisiéme degré

{39) a* — an?a® 4+ (n* + n'*) a — (n*n'? — n"*)=o,
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n?, u'?, n”? érant trois quantités réelles positives, savoir :

7t === Immt, 0= = Zmm (w2 == — Smmd m” (Fun' '

Le produit a, a, a, de ces trois mowents peut s’exprimer ainsi
a,a,a, =n*n* — n"* + Tmm'm’ (Sum'n’)?

= ImPw'm® P um')? + S’ mm? (P u' w2

De plus, la fonction O satisfait a 'équation symbolique du troisieme
degré

“40) D+a{0+a)0+a)=0, on ¢l =o,

\

-

ct les directions des axes principaux d'inertie sont données par

(41) g, =200 _ +(d) o(0)

= A= 2 X, Ay ——— X
T O4+a TP 04wt YT Odag

X étant un vectear quelconque.

S7. Sinous prenons le module de chaque vecteur x, égal, non plus
a I'inverse de la racine carrée du moment d'inertie, mais simplement
a l'inverse du rayon de gyration, 'ellipsoide d’inertie reste alors
semblable 4 ce qu'il était, mais son équation (35) prend la forme

(42) SxOx == I,

Cela posé, cherclions & voir comment on passe de Uellipsoile relatit
au centre de gravité (ellipsoide central) 4 Dellipsoide relaiif 4 un
point A quelconque. 8i nous désignons par a le vecteur de ce point

rapporté au centre de gravité, et si I'équation particuliére de Pellip-
soide central est

{43 . x0px == IR,

Journ. de Math. (3° série), tome IlI. — NovEMBRE 1557, 48
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nous aurous alors, en vertu de la formule (38),

— Jx'Ox == — FoxT'Tox 4+ m(TY.aUx
= &F.x"hx —MI.x"".a¥Pax,

de sorte que nous pouvons écrire
M F1X == 7, X -+ O APAX = O, x -+ JMalx — dLaFax.

Supposons maintenant qu'on cherche a déterniiner I'un quelconque
des axes principaux en A. Six, estcet axe principal, notis aurons, pour
cette valeur spéciale x,,

Ox, = Ax,,

c'est-a-dire, en vertu de la relation {44),

/
45) (O — k -+ oM A%)x, = oA Fax,.
Opdrant par (7, -~ & -+ 2a®7",
46) X, = L. Fax,. [Ty — &+ owat A

Opérant maintenant par &.4 3< ..., il vient

1

A e
B/

A7 Foaao, — koA =

Si nous considérous la surface du second degré

‘Q 3 500 . gy 2Y=ty o
15, Foz U, — k- ora?) 'L"’ﬁli’
nous voyons : 1° quelle est homofocale a Vellipsoide réciproque [*]
de ellipsoide ceuntral ; 2° qu'elle passe par le point A, en vertu de la
relation '47) 3 3° que sa normale en ce pointa pour direction celle de

P . TS

i'} Nous appelons ici ellipsoide réciprogue celui dont les axes, dirigés comme cenx
de I'ellipsvide central, ont des lougueurs inverses de ces derniers,
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Or cette direction derniére [formule (46" ] est aussi celle dex,, c’est-
a-dire de I'un quelconque des axes principaux d’inertie en A. Donc :

Les axes principaux d'inertie en tout point sont normaux aux trois
surfaces du second degré qui passent par ce point et qui sont homofo-
cales avec Uellipsoide réciproque de ellipsoide central.

Ce théoreme remarquable est dit 4 Binet.

38. 1l est facile, en employant la formule (44), de trouver la condi-
tion pour qu'un axe soit en tous ses points axe principal; car Ox doit
étre parallele 4 x pour les deux valeurs a et A -+ Ax, A étant réel 5 ce
qui prouve qu’il en doit étre de méme de

A+A)F A+ Ax)x — AFax = hx®a + hxSax + BxE x.

Or, les deux derniers termes étant paralléles  x, il faut de méme que
Fonait A || x; en sorte que l'axe x doit passer par le cenire de gravite.
C'est donc un des axes principaux de 'ellipsoide central.

La réciproque est pour ainsi dire évidente.

39. Pour qu’en un point A I'ellipsoide d’inertie se réduise & une
spheére, il faut que la fonction [x = ,x =~ oAV ax soit paralléle a x
pour toute valeur de ce vecteur. Mais, sil’on fait x || 4, cette fonction
se réduit 4 Ogx || Jya; donc a doit étre situé sar 'un des axes de
Vellipsoide central. Soit x, cet axe, et [, x, = a, x,, a, élant le moment
d’inertie principal correspondant.

Alors

X + MaPax = a,x.

Si nous donnons maintenant i x successivement les directions x, et
x, des deux autres axes de Pellipsoide central, répondant aux moments
d’inertie a, et a,, il viendra

a— a,+Ma*=o0, a,— a,-- Ma%==o.

Donc .

a2 @ dy—
s TR

48..
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ce qui montre qu'il faut a, = a,, c’est-a-dire que Vellipsoide central
soit de révolution, et en outre @, < a,, de sorle que cet ellipsoide doit
étre allongé.

Trotstse ParTie : DYNAMIQUE.

Equalion geénérale de la Dynamique.

40. Considérons un systéme matériel quelconque en mouvement.
Soient M un point matériel quelconque de ce systéme, m la masse de
ce point ; M sun vecteur rapporté 4 une origine fixe ; r = mr la force
qui agit sur le point en question; ¢ le temps compté a partir d’une
origine fixe quelconque; et enfin dx une variation élémentaire du
vecteur de M, compatible avec les liaisons du systéme.

Si nous appliquons le principe de d’Alembert et que nous le com-
binions avec celui des vitesses virtuelles, écrit comme nous I'avons fait
plus haut [n° 33, formule (31)], nous voyons que I'éqnation du mou-
vement du systéme matériel considéré peut s'écrire

1 S, ('{’;—: — I) oM = O.

La sommation représentée par le signe X s’étend, bien entendu, &
tous les points matériels du systéme. Si I'on suppose qu’il s'agisse de
corps géométriques continus, ce signe sera équivalent & une intégrale
triple ou & une addition d'intégrales triples.

1.’équation (1) est ainsi I'équation la plus générale de la Dynamique,
pour un systente matériel quelconque. Si nous supposons maintenant
que ce systén.e se réduise & un corps libre, mais solide, le déplacement
gu peutse décomposer, ainsi qu’on I'a v au numéro 33, en une trans-
lation et une rotation, c’est-a-dire se metire sous la forme & -+ Umx.
Alors, a cause de V'indétermination des deux vecteurs infiniment petits
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1, X, I'équalion (1) se décompose en les deux suivantes:

o
(2) Im (711 — J) = 0,

=
L
3
e
B
=4
T
i
|
o
-
[l
o

On remarquera l'analogie qu’elles présentent avec les équations
statiques (13) et (14) da numéro 25.

En appelant ¢ le vecteur du centre de gravité du systeme, I'équa-
tion (2 peut évidemment s'écrire

(T[:{; im =2y,
et elle nous donne par conséquent la loi du mouvement du centre de
gravité,

Quant a la formule (3), 1) est aisé de voir, par rapprochement avec
les considérations présentées an numéro 8, qu’elle renferme 'énonce
du principe des aires.

Mouvement d’un corps solide avtour d'un point fize.

#1. Sile corps solide que nous venons de considérer en dernier lien
s¢ meut autour d’un point fixe O, nous prendrons ce point pour ori-
gine, et nous éliminerons les réactions en ce point, en nous attachant
exclusivement a I’équation (3).

Soit x un vecteur dirigé suivant I'axe instantané de rotation ¢t dout
le modale @x représente la vitesse angulaire de la rotation 4 I'instant ¢,
vecteur que, pour abréger, nous appellerons vecteur instantané de ro-
tation. On aura, en vertn des liaisons da systéme,

d

A p— .
(4 T VU xu;

d’ot, par différentiation,

. * 754
N = x¥Pxua — Yl
dt dte
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Substituant dans I'équation (3), celle-ci devient donc
s dx o7 \
{6} Smm¥m - = Sm{Pxm. Fxvw — V)
de la on tire encore
. dm

. N . . ¥YmYl —
7 Xmwm Em¥ fidt = c,

¢ étant un vecteur constant. Cest évidemment une expression particu-
liere du priucipe des aires.
De méue, on obtient aussi

Lz

o 5

(da\?
m (f——> — Em&fxmrdt == ¢,

i

1
2

formule qui répond au principe des forces vives, et danslaquelle ¢ est
une quantité réelle constante.

Supposons que les forces appliquées se fassent équilibre, ou, plus
généralement, qu'elles se composent en une seule force passant au
point fixe. Alors elles satisfont i la condition

Smian = o.

Les formules (6), (7), (8) se simplifient alors; et si nous introdui-
sons la fonction linéaire et vectorielle

(9 Ox == SmmPux = xZmm? — EmMZMX

. k2 .
et que nous remplacions ¢ par — = Ces formules deviendront respec-

tivement

. dx
fro}) O-; 4 PxOx = o,
) [1x -- G == 0,

f12) S.x1x = 2,
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[S%]
~1
T

ce qui donne aussi

{(+3) Sxc + h* = o,
el

, d

(14) T s Bxe

Il est facile d’interpréter les constantes ¢ et A%. T.a premiére repré-
sente la somme vectorielle des vitesses aréolaires de tous les éléments
du corps, représentées comme on 1'a vu en Cinématique et multipliées,
chacune, par la masse de ’élément correspondant. Quant & A2, ¢’est
une quantité réelle, ¢gale a la force vive du corps, c’est-d-dire 2 la
somme des produits de la masse de chaque élément par le carré de la
vitesse correspondante.

42. Eu considérant x comme un vecteur varisble, I"équation (12)
représente un ellipsoide, invariable dans le corps en mouvement, mais
mobile avec ce corps. L'équation (13) est celle d’un plan tangent a
cet ellipsoide, lequel plan tangent reste fixe dans Iespace, mais change
généralement de position par rapport au corps. Et, comme le dépla-
cement élémentaire du corps i chaque instant est une rotation autour
de T'axe x passant par le point de contact, nous arrivons de la sorte
a la représentation du mouvement qu’on doit & Poinsot, et qui consiste
dans le roulement sans glissement d’un ellipsoide mobile sur un plan
fixe.

L'cllipsoide (12} peut étre appelé eliipsoide des Jorces vives, et le
plan fixe (13) sur lequel il roule est paralléle au plan invariable des
aires dont I'équation est

Kxc = o.

La considération de Pellipsoide s’est introduite ici sans qu’il y ait é1é
question en aucunc maniére de woments d’inertie., Mais, si nous nous
reportons a ce qui a été exposé dans la deuxiéme Partie sur ce sujet,
nousreconnaissons imméadiatement 'identité dela formule{g" ci-dessus
avec la formule (33 du n® 34. Ainsi la fonction [ cuployée ici est
exactement la néme que précédemment, et le moment d'inertie est
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[n° 34, formule (34)]

»
Tx’

15\ —$X_'DX:

“ce qui nous montre que le carré dun demi-diamétre quelconque de
I'ellipsoide est égal en grandeur i la force vive divisée par le momeut
&’inertie correspondant 4 ce demi-diametre.

Les équations (11) et (12) nous donnent immédiatement

(163 cIFx0x — A (0x )7 = o,

ce qui, en posanl

{1r7) Y =c'Cx - AP,
donne
(18) Sxy = o0.

Cette équation (16) représente un cone du second ordre, licu des
positions des axes instantanés x considér¢s comme liés avec le corps;
le long de Ja génératrice X, la normale a, d’aprés la relation (18), la
direction de v. Or il sl facile de reconnaitre, par la formule (10},

qu'on a
ax

X _ dx
‘S'XUE:O’ et o%'x_]x[]:”-::o,

cc qui montre, en raison des propriétés connues de la fonction [, que
5{1['—: est perpendiculaire & [Ox et ()*x, et par suite [relation (17)]a v.
Ainsi le cone (16) est touché le long de la génératrice x par Vautre
cone, que forment les axes instantanés dans I’espace; et le mouvement
peut ainsi se représenter encore par le roulement du premier de ces
deux cones sur le second. Cette représentation a €té indiquée égale-
ment par Poinsot.

Le point C est fixe dans Pespace, mais.mobile dansle corps. Si nous
cherchons le lieu du vecteur ¢ dans le corps, nous troavons, au moyen
des formules (16) et (11),

(19) AScOtc+ At = o,
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en posant

(20) c=2c ['],
d’otd

(21) c’+c’=o.

Le lieu décrit par le point C, extrémité de ¢, est donc donné par
Vintersection de la sphére (21) et du céne (1g), laquelle intersection
appartient aussi a Vellipsoide réciproque

4

{22) Sc~'c = A

La normale au cone (19) en tout point de la génératrice c a la di-
rection de c?03-'c -+ A’c, c’est-a-dire, en vertu de la formule (11),
celle de x + A*c=*. Menons par Porigine une paraliéle z 4 cette nor-
male. Cette paralléle, en verta de la formule (13), satisfera a Péquation
Azc=o, c’est-a-dire qu’elle appartiendraau plan invariable. Donc le

cone normal au céne (19) roule sur ce plan invariable, z représentant
la génératrice de contact.

43. Cherchons a quelle condition le corps peut tourner constam-
ment autour du méme axe, avec une vilesse constante. 1l faut pour
cela qu’on ait ' :

(23) x=o,
on [formule (10} ] .
VxOx = o.

La direction permanente de I'axe doit donc étre celle de I'un des axes
de figure de I’ellipsoide (12) ou de son réciproque {22), C’est-a-dire
celle de 'un des axes principaux d’inertie (n° 36).

[*] I est & peine utile de remarquer que ce ¢ n’est plus le méme que celui qui a été
employé au n® M,

Journ. de Math, (3° série), tome HI. — Noveumrg 1877. 49



3,8 LAISANT.

De plus, la condition (23) exige la suivante :
17'o=o,

commne il est aisé de le voir; et, pour s'assurer que cette derniére est
effectivement remplie, il suffit de transformer la formule (40) du
n° 36, en I'écrivant ainsi :

—a,a,a, 0 =+ (0, +a, + @) 0 + A28y + @y + a0

Par conséquent, si le corps commence & tourner, a un instant quel-
conque, autour d’un de ses axes principaux d'inertie, il continuera i
tourner autour du méme axe avec une vitesse de rotation invariable.

La représentation du mouvement par le roulement d’un ellipsoide
sur un plan aurait évidemment conduit 4 ce résultat par des considé-
rations purement géométriques.

On voit, en particulier, que cette circonstance se présentera pour un
axe instantané quelconque si I'ellipsoide se réduit A une sphére.

Mouvement d'un systéme de points matériels libres s’aitirant recipro-
Yy p
quement en raison inverse des carrés de leurs distances.

44. Avant d’écrire I'équation générale du mouvement, en partant
de V'équation (1) du n° 40, suppesons simplement deux points M, M,
de masses m, m’, et déterminés par les vecteurs m, u’. Nous aurens
alers ‘

']

m , m

= —————— ¥ =
. (u—l)r (o —m)r
st

r==&(m —a');
donc
a t a —_— ’ 13
(24) mPF.30m +m' 300 = m o 8% = ) _ =3 m
I N—M r "

si bien que dans ce cas particulier I'équation (1) peut s'écrire

‘p ‘{1 ’ ’
mS Zidm +m’$—f—ch|’+d‘ﬂ'« =o.
det o r



APPLICATIONS MECANIQUES DU CALCUL DES QUATERNIONS. 3759

Mais il est aisé d’étendre la formule (24) 2 un nombre quelconque de
points, m,m',m”, ... et d’établir ainsi que 'on a

mm'

Im&Fadm= — 903y "
z‘M—M)

= — 0P,

si_nous désignons par P le potentiel du systéme

mm'

) = 1

par conséquent, 'équation générale de la Dynamique devient dans
ce cas

\ d’u o »
(25) Emﬁ'ﬁrz oM -+ 0P = o.
D’une maniére générale, si une quantité réelle quelconque f est
fonction, comme P ci-dessus, de plusieurs vecteurs m,m’,m”, ..., sa

variation, lnrsque ces vecteurs varieront eux-mémes, pourra se mettre
sous la forme

(26) = Fxom + Fr'On’ + ... = IF ko,

K, k', ... étant eux-mémes de nouveaux vecteurs, qu’il est avantageux
de désigner par convention sous le nom de dérivées de f par rapport a
M, & ', ..., et de représenter par les symboles

K=0uf, K=0owf, ....
D’apreés cette notation nous aurons
(27) 0P = & @ P. Om.
Alors, en vertu de I’équation (25), les équations particuliéres du mou-

vement de chacun des points M, M, ... pourront s’écrire

{ &’ m P
N m o + 0x P =o,
28 { [lzl\l'
( ) ( m' _111—2 -+ (D"P = 0,

49..
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ou encore, en développant,

d'm m' _.'._'iﬂ.____,. +
(29) W m—w) (W) a—w)

T L L R}

Si nous reprenons I'équation (25) et que nous y fassions successi~
vement dum égal: 1°4 une translation infiniment petite, commune 4 tous
les points du systéme; 2° a une rotation infiniment petite autour d'un
axe fixe; 3° au déplacement effectif dm du point considéré, il est aisé
de voir qu'on tombe sur trois équations immédiatement intégrables, et
dont les intégrales sont

(30) Em?—t-zB,
(31) ' Zm'ilu'z—':.—_-c,
(32) T=—4m (%) =P+H,

B,c étant ici des vecteurs constants, H une constante réelle, et T repré-
sentant la demi-force vive du systeme.

Ces équations répondent respectivement 4 la loi du mouvement du
centre de gravité, a celle de la description des aires et a celle de la
force vive.

Cette formule (25) peut d’ailleurs étre intégrée, tont en laissant a
la variation Om sa généralité, en employant la transformation “sui-
vante :

du
d.5— du
, d*n dt de\ 2
(33) ® = —p —49 (71?) :

Si maintenant nous introduisons Vintégrale definie

(34) F:f’(P+T)dt,

nous voyons que I’équation (25) nous donnera Pintégrale

(35 ZmS[‘%SM— <{%>03M0]+6F=0,
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en désignant par U'indice zéro les valeurs initiales des vecteurs représen-
tant les positions des points M, ou leurs vitesses.

On remarquera I'analogie qu’offre cette méthode avec Pintégration
par parties.

45. Cette équation (35) conduit 4 des conséquences importantes.
Pouren obtenir quelques-unes, remarquons que, les masses m,m, ...
étant coustantes, les intégrales complétes des équations (28) ou (ag)
nous donneraient les positions et les vitesses actuelles eun fonction des
positions et des vitesses initiales, ainsi que du temps t. Réciproquement
nous pouvons concevoir les vitesses initiales comme fouctions des
positions initiales et finales, ainsi que du temps. De cette maniére,
nous sommes conduit a considérer P, T, et par suite F, comme des
fonctions réelles (exprimées ou non) de», o, ..., Mg, ¥y, ... et de .
D'aprés cela, et en vertu de la remarque exprimée pat la formule (26},
Iéquation (35) se décompose dans les deux systémes suivants :

. du ,du’

(36) m— + @y F = o, m-—+ ®uF=o0,..,
. du du’

(37) —m (,T,)o‘f—@qu:o, " <d_¢)o+®"LF:°"~-

Le systeme (36) peut étre appelé Uintégrale intermeédiaire, et le
systéme (37) l'intégrale définitive des équations différentielles du mou-
vement, impliquées dans la formule (25). On remarquera, en effet, que
le systéme (37) ne renferme que les vitesses initiales, et qu’il exprime,
au moins théoriquement, la dépendance entre les positions actuelles,
les positions et les vitesses initiales, et le temps. La fonction F joue
ainsi un role trés-important dans cette théorie. Cest elle que Hamilton
a désignée sous le nom de fonction principale dn mouvement. Aprés
avoir exposé sa méthode dans deux Mémoires publiés dans les Zran-
sactions philosophigues (1834-1835) sous la forme de coordonnées
ordinaires, il lui a plus tard appliqué V’algorithme des quaternions,
qui s’y adapte si bien.

46. SiI'on donne les positions et les vitesses initiales, on peut dire
que la fonction F dépend uniquement du temps, et alors, en vertu de
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P’équation (34), qui définit cette fonction, sa vitesse d’accroissement,
ou sa dérivée totale, est

(38) ®F=P+T.

Mais la fonction F peut étre considérée comme renfermant les vec-
teurs des positions initiales et finales, vecteurs qui contiennent aussi
le temps explicitement. Nous pouvons, par suite, nous proposer de dé-
terminer la dérivée partielle (® F) par rapport au temps seulement,
comme si les vecteurs des positions finales ar, ', ... étaient constants,
au lieu de changer avec le temps, comme cela a lieu effectivement dans
lc mouvement du systeme.

Dans ce but, il nons suffira de remarquer que la dérivée totale (38)
se compose de deux parties : celle que nous cherchons et celle qui
résulte du changement des vecteurs M, ', .... Or cette derniére [ for~
mule (26)] a pour expression

S (@.F"’i),

dt

cest-a-dire, en vertu des relations (36) et (32},

. dm\ 3 .
(39) —m (ﬁ:) = aT.

Ta dérivée partielle cherchée est donc
{4o0) (CD,F)=(0,F——2T=P—T::-——H;

par conséquent, la variation totale de la fonction F, si ¢ est considéré
comme variable aussi bien que M, ', ... et Mo, M, ..., est, d’apres
la relation (35),

(41) dF:—Il&t—EmS%BM%—EmS‘ (%’) 0M,.

Eufin, P, indiquant la valeur initiale du potentiel, on conclat de ce
qui précéde et des relations (32), (36),(37), que la fonction princi-
pale F doit satisfaire aux deux équations aux différentielles partielles
(42) (®,F) — tZm~' (g F)? =P,

(43) (®,F) — £ Zm " {0y, F)* = P,.
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47. Considérons maintenant P'intégrale
(44) V= f 2 Td.
o

Elle représente la force vive accumulée, ou, suivant I'expression d’Ha-
milton, Vaction du systéme. C’est la méme qui figure dans le principe
de Mécanique dit de la moindre action. Dans les Mémoires déja cités,
comme dans ses Eléments des quaternions, Hamilton doune a celle
fouction V le nom de fonction caractéristique, que nons adopterons
ici.

D’aprés les équations (32) et (34), les deux intégrales F et V sont
liées entre elles par la relation

(45) V=F+ tH;

donc la variation totale de V sera, en la considérant comme fonction
du temps et des positions initiales et finales,

¢V = Hor + tdH + OF,

ou, en verta de Iéquation (41),

. e €
(46) OV=t3H — 3m S 6M+2m-$‘<§;)od‘no,

et ses dérivées partielles sont respectivement

dn

(47) (D,,V:—ma’ (Du'V:.,,,,
{48) Dy, V=+m (‘%)o’ ®Oy V=1...,

(49) ®eV = 1.

Les intégrales intermédiaires du mouvement du systéme, qui étaient
d’abord exprimées par les équations (36), peuvent maintenant étre
considérées comme résultant de I’élimination de H entre les formules
(47) et (49), et les intégrales définitives [équations (37)] peuvent étre
regardées aussi comme résultant de P'élimination de la méme con-
stante H entre les équations (48) et (4g).
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La comparaison entre les équations (36) et (47), (37) et (48), res-
pectivement, nous montre que

®V = &,F, ®eV=®sF, ...

®5,V = ®u F, ®y, V= @y F, ..

par conséquent, et d’aprés la formule (40), on voit que les équations
(42)-et (43 ) nous conduisent aux deux suivantes :

(50) 13w (OuV)-+ P+ H=o0,

51 LSt (@, V) + P+ H=0.
2 v .

Telles sont les deux équations aux différentielles partielles aux-
quelles la fonction caractéristique V doit satisfaire.

Celte fonction s’évanouit, comme F, pour = o, instant auquel
M = M,,M = M, .... Chacune de ces deux fonctions F et V contient
symétriquement les vecteurs des positions initiales et finales. Il en doit
étre ainsi pour chacune d’elles, puisqu’elle dépend de la configuration
mutuelle de toutes ces positions initiales et finales.

En combinant les équations (30) et (31), respectivement, avec les
formules (36) et (37), on a encore les deux relations

(52) 3(®uF + 04 F) =0,
(53) 3% (m@LF + u, @ F) =0,

et de méme, pour la fonction caractéristique,

(54) S(®uV + @, V=0,
(55) SU (MO V + M B, V) = 0.

Les relations (52) et (54) répondent 2 la loi du mouvement du centre
de gravité, et les relations (53) et (55) a la loi de description des
aires.

Lorsque £ a une valeur trés-faible, c’est-a-dire pour un mouvement
de petite durée, on satisfait a toutes les conditions qui précédent au
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moyen des valeurs approchées suivantes pour les fonctions F et V:

(56) F=_(P+P,)+ o,

-

(57) V==s(P+ P, + 2H)2,

s étant une constante réelle et positive, définie par I’équation
p ’ P q

s'=—Zm(m —m,),
d’ou
(58) s=yVImT(u — m,).

On reconnait que les conditions requises sont satisfaites en assimilant
M— Mgaf—-
ol @

Quant aux expressions de Het de ¢, on les déduit des formules (56)
et (57) comme il suit : o

(59) H=—(&F)=—{(P + P)) + s

1
160) t=@®gV=s(P+P,+ 2H) 2.

Ces deux valeurs de H et de ¢ se déduisent évidemment 'une de
I'autre.

48. Les diverses.propriétés de lafonction principale et de la fonction
caractéristique, que nous avons établies ici, d’aprés Hamilton, pour
le cas particulier de I'attraction planétaire, ne sont pas spéciales a cet
exemple. Elles s’étendent a tous ceux dans lesquels il existe un poten-
tiel, ou fonction des forces, tel que P, dont la variation JP représente
le travail virtuel. Il est a remarquer que la fonction caractéristique V
présente sur la fonction principale F I’avantage de ne pas contenir le
temps explicitement. Cela résulte immédiatement des formules (40)
et (45). :

Ces fonctions satisfont, chacune, 4 deux équations aux différentielles

Journ. de Mach, (3% série), tome LI, - Novessne 1877. 50
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partielles, que nous rappelons ici, et qui sont, pour la fonction F,
[h2) (o F) — 1Emt oy T = P,

43\) ((D, F) — ;—Em“ :\Dxn F)? == Py,

et pour la fonction V,
50) tEm 0, V) + P +-H=0o,

{51} L3mt @y, V4 P~ H=o.

]

’

Hamilton avait considéré ces couples d’éqnations comme nécessaires i
la détermination de ces fonctions F et V respectivement; mais Jacobi
a donné une remarquable extension a cette théorie, en démontrant
qu'une seule, et non pas nécessairement dewx équations aux différen-
tielles partielles, pouvait suffire 4 1a détermination, soit de lafonction F,
soit de la fonction V, sous une forme plus générale, il est vrai, que Ja
forme examinée par Hamilton. Nous allons indiquer ici Vanalyse de
Jacobi, en y adaptant la méthode des quaternions, pour ce qui concerne
la fonction caractéristique. Celle qui se rapporte a la fonction princi-
pale est tout 4 fait analogue.

TrsorEME, — Soit V une solution compléte de I'équation aux diffé-
rentielles partielles (50), laquelle solution renferme, outre les vecteurs
M, M, ..., un égal nombre de vecteurs constants arbitrairesa, 'y . ...
Cette solution contient aussi la constante réelle H et une constante
arbitraire combinée par addition. Soit, de plus, P unc fonction quel-
congue des vecteurs M, ™, ..., pouvant contenir le temps explicite-
ment, auquel cas on remplaceraitt par ®,V [ formule (49)] dans U équa-
tion aux différenticlles partielles.

Les intégrales des équations différentielles du mouvement (28) s’0b-
tiendront par Uélimination de H entre les équations

(61) O ¥=5, O/V=1%, ...,
49) ®sV =t

B, B, ... étant de nouveaux vecteurs arbitraires.

Pour établir ce théoréme, difiérentions. suceessivement I'équation



APPLICATIONS MléCANlQUES DU CALCUL DES QUATERNIONS. 387

{(50) par rapport aux vecteurs A, Ay ... et a la constante réelle H.
(A cet effet, comme dans toutes les différentiations qui vont suivre,
nous désignerons par des & accompagnés d'indices les variations des
diversesfonctions considérées. Ainsi 9, V, par exemple, représente I"ac-
croissemnent que prend V lorsqu’on y fait varier o seulement.) Nous
aurons ‘

N

62} 2m OV 5,0V + &P 3,®uV =0, []...
63" ' FouV. 0@V -+ @, P 80y V -1 == 0.

K

Différentions maintenant les équations (61) et (49) par rapport a ¢.
Ii vieudra

N . du .
64" IF ®xV + O,H. 0, V=0,.. .,
BN ¥ . A S o, F Y ==
65) 8 2 OV + o, HopdyV—1 == 0.

Si I'on compare ces deux systémes d’équations, en ayant égard, de
méme que dans les différentiations, & la définition des dérivées résultant
de la formule (26), on obtient

PN oy
(47) @V = — i’ .
.66 : ® P = — @1

Actuellement, différentions I'équation (47) par rapport a £. Nous
obtiendrons
T 0 du d'm
(67) IOV 0DV = I & s de,
Eofin, la différentiation de I'équation (50) par rapport 4 m,w/, ...
nous donue
It FOy V.04,V + SP == 0,
c’est-a-dire
dxn

68 IZDY. Fdy V= ~ Z/HS(D,,I’-E (dt;

et la comparaison des équations { 67" et (68) montre qu'on a
d'm

o L .
28 Dy P == — ET e

50..
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c'est-a-dire les équations différentielles du mouvement. Ces dernieres,
étant ainsi vérifiées identiquement, ont donc bien pour intégrales
générales les équations (61) et (49)-

On remarquera toute analogie que présente le systéme (61}, (49
avec le systéme (48), (49), qui n'est qu’un cas particulier du premier,
comme nous allons le reconnaitre.

D’aprés les relations (47), on voit que I'équation aux différentielles
partielles ( 50) nous donne

. du\ 2
(32) §2m(3;) + P+ H=o0.

Si donc P ne contient pas le lemps, c’est-a-diresi H est une constante,
ce sera la constante des forces vives. Dans ce cas, la valenr de dV
deviendra

dV =80, V.du,

ou, d’apres (47),

T du’\?
(69) dV =— 3m (7’;) dt = aTdt;
d’on
(70) V = faTdt + const.,

conformément 4 la formule (44) qui nous avait d’abord servi a définir
la fonction V dans la théorie d’Hamilton.

En choisissant enfin pour vecteurs constants A,4', ... les vecteurs
des positions initiales »,, M, ..., et déterminant la constante de
maniére que V s'annule pour ¢ = o, on retomberait exactement sur Ia
définition donnée par la formule (44), et sur le systeme (48),(49), ponr
les intégrales du mouvement. La fonction caractéristique V satisfait
alors, comme nous l'avons vu, i 'équation différentielle (51) en méme
temps qu’a I'équation (50).
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Mouwement d’un point matériel libre sollicité par un centre fixe,
en raison inverse du carré de la distance.

49. Lorsque deux points matériels libres, ayant pour vecteurs m et
M, et pour masses m et ', s’attirent réciproquement en raison inverse
du carré de leur distance, la formule (29) du n° 44 nous montre que
le mouvement relatif du premier point autour du second a pour
équation
(71) iL%—lL) = (m -+ m')(m — u')'

en posant
r==a(m — o).

Si nous remplagons m + m' par m (somme des masses) et m — M’
par M (vecteur du premier pointrelativement au second), cette équation
prend la forme

d!
(72) E?:mm"r".

Opérant sur cette formule par ¥.u <, nous avens

d*m
m.M :ﬂ; = 03
d’ou, par intégration,
dum

(73) vxll=g,

¢ étant un vecieur constant

Ce premier résultat montre & la fois que la trajectoire est plane
et que l'aire décrite par le vecteur  est proportionnelle au temps. Le
vecteur ¢ est normal au plan de la trajectoire, et @ c mesure la double
vitesse aréolaire, comme nous !'avous vu en Cinématique (n® 8). Ces
conclusions sont évidemment les mémes si r=' est remplacé par une
fonction quelconque de r, c’est-a-dire pour tout mouvement dé & une
force centrale, quelle qu’en soit 1a loi.

Une transformation pour ainsi dire identique a4 celle que nous
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avous pratiquée au n° 11 nous monlre qu'on peut écrive I'équi-
tion 72) sous la forme

; dm dilm
WEY w T a

la valeur du vecteur constant B étant
(o4 —_— —t
(75) B = mc~".
I’ équation (74, immédiatementintégrable, donne

dw

- = (M — E)B,
O
-6 da Un'
(79; = = B(E M

£ étant un vecteur constant arbitraire, assujetti seulement a se trouver
dans le plan de la trajectoire.

Cetle équation (76) peut évidemment étre considérée comme étant
celle de 1'kodographe du mouvement, et elle nous montre immédia-
tement que I’hodographe est une circonférence dont le centre a pour
vectenr ok et dont le rayon & est égal 4 @u. Ce rayon, d’apres les for-
mules (73)et{75),est donc égal au quotient de la masse m par la double
vitesse aréolaire €c = c.

En posant pareillement @t = e, cette quantité réelle mesure l'ex-
centricité de 'hodographe par rapport au centre des forces; et par
cxemple, suivant que e est plus petit que 1, égal a1, ou plus grand
que 1, le centre des forces sera intérieur a I'hodographe, situé sur cette
circonférence, ou extérieur.

Nous retrouvons donc, et par la méme analyse, les propriétés de
I'hodographe circulaire indiquées déja au n° 41, et qui sont ainsi des
conséquences mathématiques de la loi de Vattraction planétaire. Nous
avons d’ailleurs démontré au n® 12 que réciproquement, parmi tous
les monvements dus a des forces centrales, celui qui correspond & une
force inversement proportionnelle au carré de la cistance présente seul
la propriété de 'hodographe circulaire.
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50. L’équation '76) donne

. dm dm

',‘ 1 1
E — u"M—“B s =N C—-
de dar

Opérant par &.m <, il vient

. Am
7 SME+r=m"'S.c G M=—mtet=m e,

de sorte que, si nous posons

{78) &. Ume = cosv,
(79) m'. ¢ == p,
nous obtenons pour équation de la trajectoire

, ) Y4
/ r—-—4£ .
(80) 1-- ecose

Cette trajectoire ou orbite est donc une conique, puisque, d’aprés les
relations (78) et (79), v mesure Pangle d'inclinaison de m sur &, tandis
que p est une constante réelle. Cette constante ou demi-paramétre
s’obtient en divisant par la masse le carré de la dogble vitesse arcolaire,

1

qui peut conséquemment s’écrire (mp)2.

L'un des foyers de la conique est au eentre des forces, et I'excentri-
cité a pour valeur e.

En désignant comme plus haut par & le rayon de I'hodographe, il est
facile de voir enfin qu’on a

m
C = !7’1, /12 __-—_- ;.
Si nous avions opéré directement par . u x sur I'équation (46),
nous aurions obtenu )
dm
S.u 5 = & M,

c’est-a-dire
dr
ro =rVme;

d’ott

2 (dr\? 2/ N2 2,22 500
iz ) =8 (VME)? = R%2esinte.
dt
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Remplagant sin®v par sa valeur tirée de I'équation (80), et posant

a= ’

1—¢
cette relation devient

o (&) =mC-5-2)

Elle montre ainsi comment la distance r du centre des forces varie

avec le temps.
Désignons par une seule lettre i le vecteur Be du centre de 1’hodo-

graphe. Alors nous aurons

Tu =Tz Le=le.

D'aprés cela, et en vertu des propriétés les plus élémentaires de la
circonférence, le produit de deux vitesses opposées quelconques sur
P'orbite sera constant et aura pour expression

m
= = g'— 8%
a

(82) R — &)=

Ce cas de deux vitesses opposées nc se présente, a proprement
parler, que pour une orbite elliptique, ¢’est-a-dire pour e <15 mais
il 0’y a nulle difficulté a interpréter le résultat dans le cas d’une
hyperbole.

- , dm 4, .

Si on donne le vecteur v = —d%l d’un point de ’hodographe, le vec-
teur  correspondant de |'orbite s'obtiendra [ formules (73),(76)] au
moyen des deux équations
(83) ¥MN = c = mzs~',

(84) M =r5"'(8— K}

On tire de 13 pour le potentiel correspondant
; m
(85) P:;—ZSN(H—N):—‘SK(H-—N),

 étant le vecteur d’un point quelconque de la tangente i I'hodo-
graphe en N. ’
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L’expression §~ (& — N) nous montre que le potentiel est égal 4 la
puissance du point N de 'hodographe par rapport au cercle de dia-
métre OH, qu’on peut appeler avec Hamilton cercle d'excentricité.

La seconde expression répond au produit de la longueur OK par
celle de la projection de HN sur OK. Si nous considérons le second
point de contact N', et que nous nommions L la projection de H
sur OK, il est aisé de voir que les potentiels correspondants P, P’ se-
ront proportionnels aux longueurs LN, LN’. Ces derniéres droites
sont d’ailleurs également inclinées sur OK.

Enfin on reconnait que OK est paralléle a la corde MM’ de V'or-
bite, correspondant a4 NN'.

De ces diverses expressions il est possible de déduire de nom-
breuses conséquences géométriques, dans le détail desquelles nous
n’entrerons pas ici. Nous nous contenterons de signaler les deux théo-
rémes suivants, qu'Hamilton démontre dans ses Eléments, par les con-
sidérations dont nous parlons.

THEOREME D’ISOCHRONISME HODOGRAPHIQUE. — Si deux hodogra-
phes circulaires, ayant une corde commune qui passe par le centre des
forces ou tend vers ce centre, sont coupe's orthogonalement par un
troisiéme cercle, les temps de description hodographique des arcs
interceptés seront égaux.

Takorime pE Lamsert. — Soient MM’ un arc de Uorbite; r et r'
les longucurs OM, OM'; s la longueur de la corde MM'; a le demi-
axe focal de Uorbite, comme plus haut. Le temps employé & décrire

, . . a r+r' s
U'arc MM’ est une fonction des trois rapports —, —_—
m r+r

51. 1l est facile de voir que I'équation différentielie (72 ) du mou-
vement relatif que nous étudions peut se mettre sous la forme

(86) S du 4 0P = o,

analogue a 'équation (25) du n° 44, le potentiel P étant ici égal
L m ’ ;o
a —» comme dans le numéro précédent.

Journ. de Math. (3° série), tome'Il. — Décemsre 1877. 51
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De la
(87) T=P+H,
si nous posons
1 {du\? 1
(80) T:—;(Til—)z-—ENz,
m
(89) H=- 2a’

car, en vertu des formules (85), (82), ona

T—P= 4[N+ Fon(u —¥)]= —fm—(a—N)]=—g(* -8 = —

Introduisons, comme aux n® 44 et suivants, les deux intégrales

(90) ' F:fr(P-i-T)dt,
(g1) V= taTdt,

que nous pourrons, encore ici, appeler la fonction principale et la
fonction caractéristique du mouvement.

En intégrant Péquation (86 ), identiquement comme nous I'avons fait
aux numéros que nous venons de rappeler, nous trouverons, en dési-
gnantpar M, ¥ les vecteurs représentant la position et la vitesse initiales,
et par o', v’ les vecteurs représentant la position et la vitesse actuelles,

{92) @y F = 0o,V = n,

(93) PyF=0,V=r,

(94) OF = Rno'm — SN on’' — H Y,
(95) OV = @ndu — Jn'0u +toH,
(96) (@) =— 1,

(97) oV =1t

Ici, F est une fonction réelle de m, »’, ¢, et V une fonction réelle de
m, o, H, la masse m élant considérée comme donnée. Au lieu des
vecteurs M, M, nous pouvons chercher "4 introduire les quantités
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réelles r, ', s qui en dépendent (n® 50). Nous avons

§ or = — 1 Sudwm,
{98) 8 = I O,
e O = — s ' &im — M) (Om' — dm).

Nous bornant a la fonction V, et remarquant que la formule (g5)
donne

'99) F{ndm — vw) = ®, V.4 &, V.8 + @,V.ds,

les variatious ¢ étant arbitraires, nous obtiendrons, au moyen des
valeurs (g8),

(100) Ne=—Mrt®, V4 (o — m)s~'n,V,

(ro1) N= M/ @V + (0 —uM)s "o, V.

De li encore

M —mx

(r02) ®,V = T
b IJD(M — M »N,
(103) ®V = T haw
et, en vertu de la formule (73),
sSC
(“"4> @,V = Vauw

Or, des considérations indiquées au n® 50, il est assez facile de con-
clure que rn + 7'’ est paralléle & &, c’est-a-dire & m — M'; par consé-
quent

(105) ®,V=mV.

On aurait semblablement

(106) ®,F = ®.F,

en sorte que chacune des fonctions F et V dépend de la somme r + 1/
des distances r et 7.
En considérant toujours m comme constante, nous pouvons donc

51..
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dire que la fonction principale, et par suite sa dérivée partielle
(@, F)= — H[formule (g6)], sont fonctions des quantités réelles

r+1+, s ett

Pareillement, }a fonction caractéristique et sa dérivée partielle oy V=1
[formule (g7)] sont fonctions de

r+r,setH

Cette derniére conséquence n’est autre que I'énoncé, sous une forme
un peu différente, du théoréme de Lambert, que nous avons men-
tionné plus haut. II est utile de remarquer qu’on arrive ainsi & cr
théoréme saus avoir recours aux propriétés des sections coniques, et
en appliquant uniquement le calcul des quaternions a la loi de Iat-
traction planétaire.

Si nous élevons au carré les équations (100) et (101), en ayant égard
a la relation (105), nous trouverons sans peine

r—r

(109) aP + 2H = (®,V)* +(®, V) + ——,_:—ifiDrV-(D,V'

e i

* (108) aP'+ 2H = (@ V) + (&, V) + —— & V.o, V.

On déduit de i, en remplacant P et P’ par leurs valeurs T etZ,
’ plac p r ¥

m m
(109) @ V.0,V = r+r4s r+r—s
. m m
(tro) (@ VP + (@V)]|=H+ 5, +
(111) (®,V+®,Vi’=3aH+ —4—',"—= mn <—4,——-—- — 1),
r+r4s r-+r+4s a
4 1
(3] (0¥ =09 = a8+ s = (o — 5

Mais, en vertu des formules(g5),(99), (105), nous avons la variation
(113) 3V —tdH=L(®,V+®,V)d(r+r +5)+1(®V—®,V)(r+r —s).

La fonction V s'évanouissant en outre avec ¢, et par conséquent
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avec s, il est facile de déduire de 1a les expressions
t i 1

s m B K} +5/ m\2
(114) V=f_j (m+;) ds= [ (Tr—ra) ds,

—

(r15) ‘zif_+(+_m:+%) "S=§f_ts(7;4,7+s“'5)" s,

r -+ r’ devant, dans ces intégrations, étre traitée comme constante.

-1
2

o=~

Pendule de Foucault,

52. Considérons un pendule simple dont le point de suspension,
rapporté au centre de la Terre, ait pour vecteur . Soient } la latitude
de ce point, et 1 un vecteur unitaire dirigé du centre de la Terre vers lo
péle nord. Posons @4 = a, et appelons o la vitesse angulaire de rota-
tion dela Terre autour de son axe. Il est aisé de voir que l'on a

(116) % = o,
etdela
(re7) %=mm%l=—m2@—msin)\).

Soient maintenant 1. le vecteur de la lentille du pendule rapportée
au point de suspension, m la masse de la lentille, et R la tension du
fil. Alors, a, étant un vecteur dirigé comme la pesanteur, nous aurons

d?a d*L
(g;,— + :17) =-— mgWa, — R¥Y¢,

équation qui peut s’écrire

d*a d*L g
(IIS) ‘mLE—FvLW———ﬁmA‘L.

En y joignant la condition

(”9) ' @L:L -
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qui exprime que la longueur du fil est constante, nous avons complé-
tement les éguations du mouvement. Ces équations (118) et (119’ ne
peuvent pas s'intégrer d’'une maniére générale. Pour y parvenir par
approximaltion, nous prendrons Yhypothése du pendule de Foucault,
¢’est-a-dire quenoussupposerons qu’il s’agisse d’oscillations trés-petites,
que nous regarderons comme négligeables les puissances de © supé-

. \ . . . T d
rieures 4 la premiére, ce qui revient a négliger 7 et qu’enfin nous

considérerons A, comme ayant la méme direction que A, en ne tenant
pas compte de I'aplatissement du sphéroide terrestre.

Cela admis, rapportons la lentille 4 la position la plus basse qu’elle
puisse prendre sur la verticale du point de suspeunsion, Cest-a-dire
posons
(120) P=1+ N

a

Le vecteur p pourra étre considéré comme horizontal, sans qu’il y
ait contradiction avec la condition {119), et les puissances de P seront
négligeables. L'équation (118) du mouvement devient alors

dip
—1Va-,, = sUap,

ou, en posant

~I1¥

f12r)
[d'p A

(S= 4 n?p =0
\ dt? } ?

(r22) a

On reconnait facilement que Ya1 = E et a1 — asin} = N sont deux
vecteurs de modules égaux, situés dans le plan horizontal du lieu, et
respectivement dirigés vers I'est et vers le nord. Nous pouvons donc
poser

(123) P =JXE- )N.

De la, en employant les relations (116), (117), et en introduisant les
hypothéses énoncées ci-dessus, on voit sans peine que I'équation (122)
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prend la forme

= N d . d*y dr .
(124) (%;— +r’x — 2 ;};msu]).) N — <d—ﬂ +n’y -~ a Emsml)z:o,

c'est-a-ilire que nous avons les deux équations

{dix d; .
— 4+ ntx — 2% psin) = o,
5 de de
12
( ) ?(1’] 9 5 dr in) —
\71:7+n~7+ = wsink = o,

pour déterminer le mouvement du pendule en projection horizontale.

Eu rapportant ce mouvement i des axes mobiles autour de la verti-
cale, dans le sens du nord a est, la vitesse de rotation étant o sina,
on trouve que ces éqnations se réduisent 3

+ n*x, = o,

(126)

2
+n*y, = o,

x, et y, étan} les nouvelles coordonnées.

On reconnait immédiatement ici les équations du mouvement ellip-
tique d’un point sollicité par un centre fixe en raison directe de la dis-
tance ; et I'on peut tirer de 14, comme d’habitude, les diverses particu-
larités du mouvement.

Nous ne pousserons pas plus loin les exemples que nous avons tenu
A mettre sous les yeux du lectear, pour montrer comment les quater-
nions peuvent étre appliqués aux questions de Mécanique rationnelle.
Dans les ouvrages d’Hamilton et de Tait, on trouve cependant I'indi-
cation plus ou moins développée d’applications i la Mécanique céleste,
a la théorie de la lumiére, 4 la théorie de Pélectricité, a Pélasticité
des corps solides, en un mot A toutes les branches de la Mécanique et
de la Physique mathématique. Pour la théorie de la déformation des
corps surtout, Tait fait un grand usage du symbole d’opération v,
imaginé par Hamiltou, et quise définit par la relation

d d d

VEhgg T T gy
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L’emploi de cet opérateur, dont nous n’avons pas en V'occasion de
parler dans ce qui précéde, semble étre trés-avantageux dans un grand
nombre de questions de Géométrie ou de Mécanique. Mais les déve-
loppements auxquels conduirait cette étude nouvelle nous forceraient
a dépasser les limites que nous avons voulu nous fixer.

Dans I'état présent de la Science, nous voyons que les quaternions
se prétent a des applications nombreuses et trés-variées. Fort souvent
ils apportent une réelle simplification en abrégeant notablement le
nombre des équations a écrire. Voila ce gue nous désirions établir, et
nous avons 'espoir d’y étre parvenu.

Le jour ou cette analyse nouvelle cesserait d’étre mise de coté, le
jour ou |’on s’appliquerait a y introduire des perfectionnements sem-
blables A ceux qui se sont produits dans les autres branches des
sciences mathématiques, on verrait s'accroitre encore le domaine des
questions physiques auxquelles cet instrument analytique pourrait éire
utilement appliqué. 1! y a 12 matiére & de nombreuses et vastes recher-
ches, fécondes en résultats, car nous croyons que le calcul d’Hamilton
est loin d’avoir dit son dernier mot.



