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DOUBLE DEFORMATION DES PIECES COURBES. 3o7

De la déformation qu'éprouve une piéce & simple ou & double
courbure sous U'action de forces qui lui font subir en méme

temps une flexion et une torsion [*];

Par M. H. RESAL.

Cette question offre, méme en dehors des applications, un certain
intérét. Elle conduit en effet au probléme suivant :

Déterminerla forme d’une courbe a double courbure, dont les rayons
de courbure et de torsion sont donnés en_fonction de Uarc.

I. — Rappel des formules relatives aux deux courbures

d’une courbe.
Soient

Ox,0 y,0ztrois axes rectangulaires;
x, 7,2 les coordonnées d'un point m d’une courbe;
2, (3,7 les angles formés par la tangente enm avec Ox, Oy, Oz;

o,y et &, 8", les angles semblables relatifs 4 la normale prin-
» »7 F
cipale et la binormale;

ds 'élément de I'arc;

g7 les rayons de courbure et de torsion;

Cna
(1) cosa:’%, cosﬁ:‘%, 0057:%
(3)  cosa’=pT3" cosp=p d;:sﬁ’- cosy' =p dc;:'/*’;
G cosa'zrifg.:i”, Cosﬁ'=‘f‘-{f§§g’ cosy =1 ‘ff:}f",’f;

[*] Les premiéres recherches suxce sujet sont dues 2 M. de Saint-Venant (Comptes

39..
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Les équations (2) et (3) peuvent étre remplicées par les quatre
suivantes, obtenues en ¢liminant cose’, cosfs’, cosy’ et en exprimant
que la somme des carrés de ces cosinus est égale a l'unité :

deosa” _ p dcosa  dcosB” pdcosf dcosy”  p deosy”
s x di ds r ds s x  ds

dcosa\? drosf\? deosy\? ¥
e el b Rl ) B

Si nous posons, pour simplifier I'écriture,

{ cosa =a, cosf3==0, cosy =0

(4)

L
? cosa’ =a’, cosfi=10", cosy' =1¢",

les équations ci-dessus prendroot la forme snivante :

!

da’ P da dbv” _r db dc” o de

T T rds ds e ds A5 ot

(5) da? db* det 1
T

et 'on aura de plus
() | a? + b+ =1
‘ ta"’+ b2 4 =1,

Si p et T sont donnés en fonction de s, les six équations (5) et (6) fe-
ront connaitre a, b, ¢; a”,b", ¢’, par suite, x,7,z€en fonction de s, ce
qui permettra d’obtenir les équations de la courbe.

1L. — Faible déformation d’une courbe.
Supposons que 'on fasse subir aux rayons de courbure et de torsion

d’une courbe donnée et snivant une loi déterminée des variations assez
pelites pour qu’on puisse en négliger les puissances d’un ordre supé-

rendus de I’ dcadcmie des Sciences, séances du 3o octobre et du 6 novembre 1844);
mais nous avons employé une méthode différente de celle de ce savant.
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rieur au premier. Nous distingucrons par 'indice o les quantités qui
se rapportent a la forme primitive de la courbe et nous poserons

g =p, + 0, T =71, 0,

a=a,+90a, b==b,+3db c¢=c,+ 0c;
a’'=a"y+-0a", b'=b, +8b", "=, + 3
x=0,+0x, y=y,+0y, 2=z +ds.

Les équations (5) et (6), diftérentiées par rapport a la caractéris-
tique ¢, donnent

'

I dda” __po dda g da,
Tds T x, ds = ods’
d&b” e daob - ag ‘jﬁ"
(5,\ ds T, ds T ds
: 438" po dic o dey
ds Ty &5 T ds
dn, din ab dsh de, didc ’_ do
P i P i e
(6) a, oa + b,8b 4 ¢, 8c =o,

Y ” » " >’ U
a,da’ + b, 3 4 ¢ 8¢” = o,

formules qui permettrout d’obtenir les variations des cosinus.
Les équations (1) donnent
sz A3y diz
8{1——‘-{‘—: d‘b—-—‘};—) 66‘_73’
d'ou \
8x = f[dads, 8y= [dbds, dz= [dcds.

Ill. — Cas ouw la courbe est primitivement plane.

Prenons le plan de cette courbe pour celui des xy. Les formules du
numéro précédent ne peuvent pas s’appliquer ici, comme il est facile
de le reconnaitre.
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Nous avons

a,=o0, b,=o0, co=1, -=0,

T

a’ = oda’, b"=10b", a=a,+da, b="h,+ 36, c,=o0, ¢=dc.

Les deux premiéres des formules (5) deviennent

dda” ? (da. dd‘a)
- L 1y
T

ds ds ds

dabr _ g (dby  dib

s o \ds " as )’
ou plus simplement
() dsa” __ p, day d3b” _ p. da,
7 d ot &' ds % ds’
d’ot

" o__ gl_ » ___ P_f

(8) da" = f " day db = [ dby.

La seconde des équations (6) donne, en conservant les termes du
second ordre,

¢’ = \/I — (6(1”’ -+ o‘b"’) =1 — i(&a”’ -+ .‘2. o"b”ﬂ);

d’on

3" = — £ (3a"+ 387,
et, en ayant égard aux formules (7),
s’ _ o, (aa”‘i‘ﬁ 4+ abvi"ﬂ).
as T ds ds

Eu portant cette valeur dans la troisiéme des équations (5), on
trouve

(9) dc= — [(ada, + 3bdb}).

La quatriéme des équations (5) et la premicre des équations (6)
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deviennent, en négligeant les termes du second ordre,

da, dda  db, d3b __  3p .

(xo) ds ds © ds ds T p3
ada -+ bdb = o.

et feront connaitre da et 3%, qui anront les mémes valeurs que si la
courbe ne s’¢tait pas voilée.

IV. — Formules relatives a la flexion et a la torsion simultanées d’une
piéce homogéne soumise & Uaction de forces extérieures.

Considérons une piéce homogéne engendrée par nn profil plan
invariable qui reste normal 4 la courbe décrite par le centre de gravité
de son aire, et de maniére qu’unr méme rayon vecteur coincide constam-
ment avec la direction de courbure de la courbe qui est la fibre
moyenne de la piéce.

Concevons une portion de la piéce limitée par une section nermale
déterminée. '

Soient ‘

O le centre de gravité de la section;

O, OF ses axes principaux d’inertie;

O¢ la tangente en O 2 la fibre moyenne;

I I, I; les moments d'inertie de la section par rapport aux axes

Oy, 0%, 08;

E, 2 les coefficients d’élasticité et de glissement de la matiére.

Sous I'action de forces extérieures, la portion considérée de la piece
se déformera; les éléments linéaires et les rayons de courbure et de
torsion de la fibre moyenne éprouveront des variations. Mais, dans
ce qui suit, nous négligerons les dilatations et contractions de la fibre
moyenne, qui sont toujours trés-petites.

Si nous transportons les forces extérieures parallélement & elles-
mémes au point O, nous obtiendrons un couple dont 'axe se décom-
posera en deux autres; 'un 91, suivant OZ, P’autre My situé dans le
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plan de la section. Le.premier de ces moments est le moment de torsion
et 'autre le moment fléchissant. Nous désignerons par ¢ I'angle formé
avec O¢ par la trace du couple de moment 1, sur le plan de la
section.

Soient, aprés la déformation, p, les rayoné de couvbure et de torsion
de la fibre moyenne; ¢ l'angle formé par la direction de p avec Ow;
nous distinguerons par I'indice o les quantités qui se rapportent aleétat
naturel de la piéce.

On a, pour déterminer p et g, les formules suivantes [*] :

Ay 3 f :
(.‘)TL/ sing + El cosg.) (.‘JIL, cose — Ely in ?.)
Pe [

P E i - L ’
(x1) My cosz — sing,
tan e L—P}*.
89 Iy o o
Ay Ps

Dans le cas ot la direclion du rayon de courbure p, coincide avec
celle de I'axe d'inertie On et ou la trace du plah du couple fléchissant
sur le plan de la section est perpendiculaire a la méme direction, on
a €= 0, g, = O, par suite

AR TH _ Mrp
P.\/I+ Rl s langg = El, .

i

(1) :
P
Si on, et 9N sont du méme ordre de grandenr et si les effets de la
torsion sont trés-petits, la différenceg - ;—sera du second ordre, de

sorte que l'on ponrra considérer la courbiire comme n’ayant pas
varié.
Ou doit & M. de Saint-Venant la formule snivante [**]. qui fait

[*] Poir mon Traité¢ de Mécanique générale, t. II, p. 110.

{*] Soient ab, bc, ed trois ¢léments consécutifs de la fibre moyenne & I'état naturel,
pp et pp’ les sections normales en b, . Comme la déformation ne dépend que de
déplacements relatifs, on peut considérer 'élément intermédiaire bc comme fixe. Ler



DOUBLE DEFORMATION DES PIECES COURBES. 313

connaitre la variation éprouvée par la seconde courbure de la fibre
moyenne

) L.
(12) el (T ot ds) = Mg

Nous allons appliquer les formules qui précédent A quelques
exemples auxquels M. de Saint-Venant avait déja appliqué ses for-
mules, dés 1843.

V. — drc de cercle horizontal, dont Pune des extrémités est encastrée
suivant un rayon et soumis a lautre extrémité & Uaction d’un
poids.

Nous supposercns que I'un des axes principaux d’inertie de la sec-
tion coincide avec la direction du rayon de courbure p, et que les

plans osculateurs abe, bcd entrainant avec eux pp et P'p', se sont déplacés I'un par

rapport i Pautre de
ds ds

T Ty

Les formules {11) supposent que I'angle g décroit quand N augmente.
Le plan pp s’est done déplacé par rapport au plan abe de go— g, et p'p’, par rapport

d: .
A bed, de g, — (q: -+ ﬁ) ; d’ot il résulte que le déplacement angulaire total de p/p’

par rapport a pp est

L’angle de torsion est ainsi

La force de torsion développée dans 1élément dw de pp, sitné 4 la distance r de be,
étant '

d\
u.rdm(-l——l-—f-—?),
! 4 T, ds

on a, pour le moment de torsion,

Journ, de Math. (3¢ série), tome IIl. — SepTEMBRE 1877, 40
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déplacements sont trés-petits. D'apres la premiére des formules (11’),
on pourra négliger la variation éprouvée par la courbure.
Soient

A D'encastrement;

AB la fibre moyenne a I'état naturel;

P le poids qui est adapté A I'extrémité B;
6, Vangle au centre AOB;

6 Tangle formé avec OA pris pour axe des x, par un rayon Om mené
en un point quelconque m de I'arc;

02z la verticale du point O.
Nous avons

ds = p, df, :_—.=o, $o=0, E=0,
My = — Pp,ysin(6, — ), M= Ppo[t — cos(8, — 0)],
et, d’aprés la seconde des formules (11°).

tangg = — %‘% sin(6, — 6);

d’ot, en remarquant que, par hypothése, ¢ est un petit angle,

dp _ Pp,
i 'EI; 005(6‘ — 6).

Si nous posons

Pp, 1 1\ __ 1
(@) ey & Pp, (El,, - ;TE) =%

la formule (12) donne

;l' = % + %cos(@, — 6).
Nous avons maintenant
2o=90°+ 8, B,=—10, a,=—sinb, b,= cesf,
t%’ = — cosf, ‘—:I%' = — sind,
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et, en raison de 'encastrement, les conditions
8a"=o0, 8’=o0, " =0, dc=o pour § =o.
Les formules { 8) donnent, par suite,
N oy d 1 I ) N
fa’' = — puf [/7 + 7 cos(G, — 6)] cosfds
o

=— %"sinﬁ — b [@ cosd, — ;sin(e. — 26) + isinG(J,

7 2k
(13) ) " I
abﬂ_____Pof [Z+Zcos(6,— 6)]sin9r/9
= %‘ (1—cosf) — ﬁ[ﬁsin@. ~+ é cos(f, —26)— écose‘] :

En portant ces valeurs dans la formule (g), on trouve
. — P
de =7 (1~ cosf)

+ﬁ[—— §sin(f, — 6) — écos(ﬁ, —36) + Zcos(@, - 6)],

et enfin on a

on

8 2 7 5 .
azzp,,f d’cd@:%(ﬁ-—sin@)—l—g—f{_[—9005(9,—6)—;511}(9,——0)
+l‘—85in(e,_se)~%§sme,],

équation qui détermine la forme de la courbe en projection sur les
plans zOx et 20y.

VI. — Cercle reposant par les deux extrémités d’un méme diamétre
sur deux appuis de niveau et soumis & I'action de deux poids égaux
accrochés aux extrémités du diamétre perpendiculaire au préce
dent.

Soient
O le centre du cercle;
A T'un des points d’appui;
B le point de 'un des demi-cercles otr est suspendu un poids 2P.

4o..



316 H. RESAL.

Prenons les directions de OA et OB pour celles des axes des x et
des y. Comme dans la question précédente, nous pourrons négliger la
variation de la courbure.

En raison dela symétrie, il ne se développera pas de couple de torsion
dans la section B. En considérant le demi-cercle limité par le point B
et le point qui lui est diamétralement opposé, on reconnait sans peine
qu ‘il ne se développe, dans les deux sections extrémes, ni résultante,
ni conples élastiques. La force qui agitsur chaque quart de cercle
est P et nous poserons, comme plus haut,

Ppy, 1 1 N _
=i Pelm =) =i

On remarquera que 'axe du plan osculateur au point B reste dans le
plan Oz aprés la déformation, de sorte que, ponr § = E, da” est oul,

et 35" prend une certaine valeur qui doit résulter de la solution du
probléme. En partant de 14, on déduit facilement des formules (13),

*
en y supposant f, = —»

da’=" s (1= sing) -+ = (1 + cosab),

+ B
44
+

b = cosG — b (9 sinz@) +C

C étant une constante.
La formule (g) donne, par suite, en exprimant que dc est nul pour
§=o0etf =",
2
R L i
8¢ =— ¥ {1~ sin@ — cosf)
Pr T . T . 2
+ Y —sinf 4 -sin30 + 0 cosd + - (1 — cosf)|.
2k 2 6 3 '

On trouve ensuite, en remarquant que dz est nul pour § = o,

6z=—%‘(6+cos€——sin€—— I)
-+ :; (3c059——gcos36 + Osinb + 3 9— 3sinG —1§>
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1 ™
La fleche f ou la valeur ¢z pour 6 = - a pour valeur

~5(-5) - 5l

Les considérations précédentes sont applicables au cas d’un demi-
cercle horizontal dont les extrémités seraient encastrées.

VII. — Ressort a boudin vertical encastré par son extrémité supérieure
et a Vautre extrémité duquel est accroché un poids. -

Nous ne considérerons que le cas des faibles déformations, le seul
dans lequel on puisse arriver 4 quelques résultats intéressants.
Soient
i Pinclinaison de I’hélice sur 1’horizou£
R le rayon du cylindre sur lequel elle est tracée;

Ox, Oy deux droites rectangulaires passant par le centre O de la base
supérieure du cylindre, comprises dans le plan de cette base, dont
la premiére passe par I'encastrement A ;'

6 Pangle formé avec Ox par le rayon mené i la projection x, sur le
plan xOy, d’un point quelconque m de 'hélice;

anm la valeur de @ correspondant 4 I'extrémité libre du ressert on est
accroché le poids P, n étant un nombre entier.

Eo négligeant la déformation, le point d’application de P est pro-
jeté en A,
Nous avons

R R oo . R§ R
= Tg — ——— — =— tangi §F = — d._i': —_ .
Po cos'i’  °T sinicosi 1 g cosi’ cosi s,
a, = — sinf cosi, b, = cosb cosi, ¢, = sini,
da, . db, . . de,
— = — i, — = —sin i, — =
= cosf cosi, — 6 cosi, - o,
a’, = sinf sing, by = — cosfsini, ¢}, = cosi.

Le moment du couple obtenu, en transportant la force P paralleé-
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lement 4 elle-méme en m ou n, se décompose en deux autres, I'un.
PR sin6, dont l'axe est O, et I'autre, PR{1 — cosf), dont P'axe est la
tangente en 1 4 la circonférence de la base du cylindre. Ce dernier
se décompose lui-méme en deux antres, 'un PR(1— cos9) cosi, suivant
la tangente 4 I’hélice qui produit la torsion, et Fautre PR(1— cos@)sini,
suivant la perpendiculaire au plan osculateur, et qui diminue la cour-
bure de la piéce. 1l résnlte de la que 'on a

o = PR (1 — cosf)cosi,
et que le moment fléchissant se compose des deux suivants () :
(by onycose=PRsnG............... sunivant Ox,

/

(¢) oM, sine = — PR(1 — cos0) sini... saivant la perpendiculaire
au plan osculateur.

Si nous supposons que la section de la piéce ait un axe principal
d’inertie dirigé suivant le rayoo de courbure, nous aurons g, = o, et
les formules (11) et '12) nous donneront, en continuant a négliger les
quantités du second ordre, ,

ot ) 1 PR {1 — cos6)sini
=== =— -
PP b EX
{ange = PR’sing
B¢ = EI, costi’
dp _ PRcosb
ds  EI, cosi’
ot :PR[{I—coso)cosi .cosa .’]‘
T y.lg IL[,., €Os!

On déduit de 1a

P gl _fhpl o PR umgd
ar - poo‘r T, ap T eosi \ pl: 2K, ,)

PB’( 1 tang?®i 1\ .
- e )cos‘,f.

cosi \ELcos’i  Ely vl
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Si nous posons

__PR? /¢ + tang?/
" cosi ul EI: i
PR 1 tang®/ T .
B= cosi (Elncos’i T TR T HIE)COS»Q,

les trois premiéres des formules (5) donnent

dda” dda . B - B .
o = g5 tangi — <Acos@ - ;cosz@ —+ i/\)wsz,
4307 ddboi (A sing 4 Bsinat) coss
a5 = a5 'angi — (Asinf + 5 sin2d) cosi,

dde” _ dé‘ct .

i = gy tangi.

On déduit de 1a, en remarquant que, en raison de Paccroissement,
les variations sont nulles pour § = o,

da’ = da tangi — (A sinf — Esinz@ + ]—36) cosi,

4 4
(15) 0b” = ¢b tangi + (Acos@ + %cosze — A~ g) cosi,

8¢” = 8¢ tangi.

P -
Posons encore € = T cos*isini.
g

La quatrieme des équations (5') et les équations (6') deviennent

( dda . A ddb
s cosf—- + sing 7 =+ U1 — cosf),
)

(16) — sinf da + cos§ 0b + sinidc = o,

( sinising da” — sinicos§ 8" + cosidc” = o.

En remplacaut dans la derniére de ces équations d¢” par sa valeur
déduite de b iroisieme des équations (15), elle devient

17 de = — sin6 da” + cosf 3b”,
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et, en portant ceite valeur dans la seconde,

(da + sinida”) sinf — (3b + sinidd”) cosf = o.

Si I'on remplace dans cette formule 3a” et 35" par leurs valeurs (15),

on trouve
S sinfda — cos0 b

(18) ‘ —[A+ %cosS@ + l—:esine — (&-{— %) cosﬂ]sinicos’i = o.

Posons, pour simplifier,
JGi= [A -+ }—Zcos39 “+ ge sinfg — [‘A -+ %) cos@] sini cos?i;

nous aurons

(19) sinfda — cosf b — f(6) = o,

et, en différentiant,
cosf da + sinG &b —l—sine%z — cosG'f%lf —f'(6)=o.

De cette équation et de la premiére des équations (16) on tire

‘-%’1 + sinf cosfda + sin?§ 86 — f(6)sind = C(1 — cosf)cosb,
(30)
486 0s16 da — sinf cos6 3b + f'(6) cosf = C(1 — cosf)sind.

b
Les équations (19) et (20) permettent de séparer da et db, et

donnent
d 3 in?0 e )
d_oa + o‘atange —-f(e)’;;‘so _j (9)5",5 —Cir— cos@)cose —o,
e + f'(6)cos6 — C(1 — cosf) sinf = o;

d3b )
- dbcota — f(6) o3
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d’ot

; .
3a :cosef [£(6)tang?9 + £/(6)tang? + C(x — cosb)]d5,

(21) 0
b = sinsf [f(6) cot?6 — f'(6) cotd + C(1 — cos8)]ds.

En effectuant les intégrations, on trouve

da — %siu 2icosi[’A(sin§ — fcosh)— ‘—I;siuz@
| -l—%(siu[;@— sin29) + ?I]
+ ¢(8 — sin8) cosf,
(23) , » .
0b = 3 sin;zicosi[——A(QsinG -+ cosf) — 7 (1— cos26)
-+ %(toszﬁ — cos48) + A]
\ + ¢(0 — sin@) sinf.

En portant ces valeurs dans la seconde des équations (16), on trouve

dc = cos’i[A(r — cosf) + %(cosSG — cos39)].

On déduit de 1a
dz = Béosi[A(@ — sinf) + ;B;(%sin59 — %sinSG)]-

Soit X I'allongement du ressort ou la valeur de dx pour § = 2nn,

on a
A= RcosiannA,

ou, en remplagant A par son expression (14),

_ s L tang’{
A=PR (HIé + 5 )2)271,

Journ. de Matk. (3¢ série), tome I1I. — Ocroere 1877. 41
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formule dont on peut déduire des conséquences intéressantes quand

la section du ressort est circulaire ou carrée.
Des formules (22) ou déduit aussi

fxr = gsinzi[-—A(acosé + §sing) +- IB!q:os 2%

B /y Be 9
——E(;codﬁ——cos'ﬁ)—l— g + 2A &SB]
. CR

(6 sinf -+ cos§ + %coszﬁ — %)

dy = Rsinai '--Aecos9 +(A— 17;)6 + Bsinas + é(sinzs — 5""49')]
2 ) 4 8 B 2
+ 9—&(— G cosd + sind — ' . lsin2-9),
CcOs/ 2 4 3

pour les variations qui caractérisent la déformation transversale.



