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DOUBLE DÉFOBMATIOIF DES PIÈCES COURBES. 3Θ7 

De la déformation quéprouve une pièce à simple ou à double 
courbure sous Vaction de forces qui lui font subir en même 
temps une flexion et une torsion [*] ; 

PAB M. H. RESAL. 

Cette question offre, même en dehors des applications, un certain 
intérêt. Elle conduit en effet au problème suivant : 

Déterminer la forme d'une courbe à double courbure, dont les rayons 
de courbure et de torsion sont donnés en fonction de l'arc. 

I. — Rappel des formules relatives aux deux courbures 
d'une courbe. 

Soient 
Ο χ, Ο y, Ο ζ trois axes rectangulaires ; 
χ,γ,ζ les coordonnées d'un point m d'une courbe; 
α, (3, γ les angles formés par la tangente en m avec 0.r, Oy, Os; 
α',β',γ et j3",y les angles semblables relatifs à la normale prin-

cipale et la binormaie; 
ds l'élément de l'arc; 
ρ, τ les rayons de courbure et de torsion ; 

On a 

m COS Ci — —r·> cosp = -7-5 COS7 = - : 

(a) cosa=p—ir, cos/3' = p-^X
T
 cosy' = ρ --f-. 

(3) cos
 α=τ—, cos β = τ ~yy~ '

 cos
7 = * ~ch - ; 

[*] Les premières recherches succe sujet sont dues à M. de Saint-Venant (Comptes 
39.. 
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Les équations (2) et (3) peuvent être remplacées par les quatre 
suivantes, obtenues en éliminant cosa', cosjS', COSY' et en exprimant 
que la somme des carrés de ces cosinus est égale à l'unité : 

r/cosa" ρ fi cos y. ri cos β" ρ ti cos β d COS7" ρ dcaiy" 

(-,r ) + (—'+(— =,-· 

Si nous posous, pour simplifier l'écriture, 

(4) 
cosa — a, cos β - ~ b, cosy =- c, 
cosa" — a", cos β" — b", cosy" = c", 

les équations ci-dessus prendront la forme suivante : 

(5) 
dfl· ρ da db" ρ db de" ρ de 

ds2 ds1 ds3 p2' 

et Ton aura de plus 

(6) 
a3 -h b1 -h c- = 1, 
a" -+■ b"1 -h c"1 = 1. 

Si ρ et τ sont donnés en fonction de s, les six équations (5) et (6) fe-
ront connaître a,b, c; a", b", c", par suite, x,y,zeη fonction de i, ce . 
qui permettra d'obtenir les équations de la courbe. 

11. — Faible déformation d'une courbe. 

Supposons que l'on fasse subir aux rayons de courbure et de torsion 
d'une courbe donnée et suivant nue loi déterminée des variations assez 
petites pour qu'on puisse en négliger les puissances d'un ordre supé-

rendus de VAcadémie des Sciences, séances du 3o octobre et du 6 novembre i844)> 
mais nous avons employé une méthode différente de celle de ce savant. 
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rieur au premier. Nous distinguerons par l'indice ο les quantités qui 
se rapportent à la forme primitive de la courbe et nous poserons 

P ~ P„ -t-- Sp, 
«=«„-+- Sa, 
a" — a"

n 4- Sa", 
x = x0 -f- Sx, 

τ — τ0 4- οτ, 
b —ba-¥ àb, 
i" = b"

0
 + Sb", 

r = r« + 

c — c„ 4- Se; 
c" — e0 4~ Se' ; 
Ζ — Z0 4- cfz. 

Les équations (5) et (6), difiérentiées par rapport à la caractéris-
tique &, donnent 

d<$(i" p„ doa dût, 

d$b" pe dob ^ ^ ρ db„ 
(5Ί 

dèb" p0 dor ^ ρ dc0 

/■/'/ο dot, d Se So 

a0 Sa 4- b
0
 Sb 4- ic = o, (6') 

Ai" 4- ù"0 δδ" 4- e"a Se" — o, 

formules qui permettront d'obtenir les variations des cosinus. 
Les équations ( 1 ) donnent 

dSx κτ dSr «, d3z 

d'où 

ôx = JSads, Sy~Jùbds, Sz~ fScds. 

III. — Cas où la courbe est primitivement plane. 

Prenons le plan de cette courbe pour celui des xy. Les formules du 
numéro précédent ne .peuvent pas s'appliquer ici, comme il est facile 
de le reconnaître. 
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Nous avons 

«ο = b"
0
 — o, c"

0
 = ι, - = o, 

a"—δα", b" — lib", a = a„ -+- δα, b = b
0
+àb, c

B
 = o, c = 3c. 

Les deux premières des formules (5) deviennent 

dSa" ρ dia\ 

dib* _ ρ /di, dSb\ 

ou plus simplement 

, . dSa" p, da, dSb" ρ, da, 

d'où 

(8) da" = J& r/a„ db' = f* db
0

. 

La seconde des équations (6) donne, en conservant les termes du 
second ordre, 

c" = y/i - (ία"2 + <M"2) = ι - l- (δα"* + I e?ù"2)·, 

d'où 
oc" = - - ίία"24- iù"2j, 

et, en ayant égard aux formules (7), 

?*£ = -!* (δα" £ + M" 

En portant cette valeur dans la troisième des équations (5), on 
trouve 

(g) de — — f {à"ada„ + δbdb"
(ί
). 

La quatrième des équations (5) et la première des équations (6) 
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deviennent, en négligeant les termes du second ordre, 

(10) dae dàa ^ db» dSb ip 

ada + b&b = o. 

et feront connaître da et db, qui auront les mêmes valeurs que si la 
courbe ne s'était pas voilée. 

IV. — Formules relatives à la flexion et à la torsion simultanées d'une 
pièce homogène soumise à l'action de forces extérieures. 

Considérons une pièce homogène engendrée par un profil plan 
invariable qui reste normal à la courbe décrite par le centre de gravité 
de son aire, et de manière qu'un même rayon vecteur coïncide constam-
ment avec la direction de courbure de la courbe qui est la fibre 
moyenne de la pièce. 

Concevons une portion de la pièce limitée par une section normale 
déterminée. 

Soient 
Ο le centre de gravité de la section ; 
Οη, OÇ ses axes principaux d'inertie; 
Οξ la tangente en Ο à la fibre moyenne; 
Ι
η
, Ιζ, Ιζ les moments d'inertie de la section par rapport aux axes 
Ου,Οζ,Οξ; 

£, μ les coefficients d'élasticité et de glissement de la matière. 

Sous l'action de forces extérieures, la portion considérée de la pièce 
se déformera; les éléments linéaires et les rayons de courbure et de 
torsion de la fibre moyenne éprouveront des variations. Mais, dans 
ce qui suit, nous négligerons les dilatations et contractions de la fibre 
moyenne, qui sont toujours très-petites. 

Si nous transportons les forces extérieures parallèlement à elles-
mêmes au point O, nous obtiendrons un couple dont l'axe se décom-
posera en deux autres; l'un 3jLç suivant Οξ, l'autre 3T0/ situé dans le 



3 I 2 Η. RESAL. 

plan de la section. Le.premier de ces moments est le moment de torsion 
et l'antre le moment fléchissant. Nous désignerons par ε l'angle formé 
avec Οζ par la trace du couple de moment 3Tly sur le plan de la 

section. 
Soient, après la déformation, ρ, τ les rayons de courbure et de torsion 

de la fibre moyenne; φ l'angle formé par la direction de ρ avec Oij; 
nous distinguerons par l'indice ο les quantités qui se rapportent à l'état 
naturel de la pièce. 

On a, pour déterminer ρ et φ, les formules suivantes [*] : 

. /^3Il/sin« 4- rosy,j ^STCpcost— sin 

(») 

OK# sine, 

Dans le cas où la direction du rayon de courbure p
0
 coïncide avec 

celle de l'axe d'inertie Ovj et où la trace du plan du couple fléchissant 
sur le plan de la section est perpendiculaire à la même direction, on 
a ε ~ ο, ψ

0
 = ο, par suite 

<") ?
 =

 SV τ»?'
 ,aoe?-T^· 

Si Oti/et 3Itj sont du même ordre de grandeur et si les effets de la 

torsion sont très-petits, la différence 7 — - sera du second ordre, de 

sorte que l'on pourra considérer la courbure comme n'ayant pas 
varié. 

Ou doit à M. de Saint-Venant la formule suivante [**], qui fait 

[*] Voir mon Traité de Mécanique générale, t. II, p. 110. 
[**] Soient ab, bc, td trois éléments consécutifs de la fibre moyenne à l'état naturel, 

pp et pp' les sections normales en h, r. Comme la déformation ne dépend que de 
déplacements relatifs, on peut considérer l'élément intermédiaire bc comme fixe. Les 
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connaître la variation éprouvée par la seconde courbure de la fibre 
moyenne 

(13) + 

Nous allons appliquer les formules qui précèdent à quelques 
exemples auxquels M. de Saint-Yeuant avait déjà appliqué ses for-
mules, dèsi843. 

V. — j4rc de cercle horizontal, dont l'une des extrémités est encastrée 
suivant un rayon et soumis à l'autre extrémité à l'action d'un 
poids. 

Nous supposerons que l'un des axes principaux d'inertie de la sec-
tion coïncide avec la direction du rayon de courbure p0

 et que les 

plans osculaienrs abc, bed entraînant avec eux pp et p'p', se sont déplacés l'un par 
rapport à l'autre de 

ds ds 

Les formules (M) supposent que l'angle Ψ décroît quand augmente. 
Le plan pp s'est donc déplacé par rapport au plan abc de fc — <p, et p'p', par rapport 

à bed, de φ, — (ΐ -h jjy ; d'où il résulte que le déplacement angulaire total de p'p' 

par rapport à pp est 

11 ay 

L'angle de torsion est ainsi 

τ T0 ds 

La force de torsion développée dans l'élément da de pp, situé à la distance r de bc, 
étant 

\T T, ds; 
on a, pour le moment de torsion, 

-(i-i-S)·/·"*· 

Journ. de Math, (3* série), tome III. — SEPTEMBRE 1877. 4^ 
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déplacements sont très-petits. D'après la première des formules(n'), 
on pourra négliger la variation éprouvée par la courbure. 

Soient 
A l'encastrement; 
AB la fibre moyenne à l'état naturel; 
Ρ le poids qui est adapté à l'extrémité B; 
0, l'angle au centre AOB; 
0 l'angle formé avec OA pris pour axe des x, par un rayon Om mené 

en un point quelconque m de l'arc; 
Ο ζ la verticale du point O. 

Nous avons 
ils — p

0
dd, f0 = ο, ί = o, 

SU/— — Pp
0
 sin(0, — 0), 3tlç= Pf>o[' — cos(0, — 0)], 

et, d'après la seconde des formules (ι i'). 

tangç = - |^sin(0, — 0); 

d'où, en remarquant que, par hypothèse, φ est un petit angle, 

hypothi 

Si nous posons 

e, par h? 

la formule (12) donne 

I
 =

 I + Icos(0(_e). 

Nous avons maintenant 

«» = 90°+0, β
0
 = — 0, «

0
 = —sin0, b

a
 = cos0. 

-H gì P. - - g, 



DOUBLE DÉFORMATION DES PIÈCES COURBES. 3l5 
et, en raison de l'encastrement, les conditions 

a a"-- o, Sb"— o, §c" = o, §c = o pour θ = ο. 

Les formules ^8) donnent, par suite, 

οα"— — ρ
0
^ ^ h- ~ cos(5

f
 — 5)Jcos$rfô 

= —

 A
 ύηθ

 ~ lî [
5cos5< — ^sin(0< — 3®)+ ;sin5, J, 

(i3) 
$b" — —

 P
°f H- ^ cos(5

(
 — Ô)J sin9d6 

= — ^ (i — cosS) — -~j J^SsinÔ, + ^ cos (S, — 20) — ^ cosS, J . 

En portant ces valeurs dans la formule (9), on trouve 

■ àc — (1 — cosS) 

0sin(e( — θ) — Ôcos(5' — 35) + \cos(ΰ, — 9)j, 

et enfin on a 

âz — paj âcdô — ~ (9 — sinS) -t- ̂  — 0cos(£?,— 9) — ^sin(0, — 0) 

+ -^8111(5,-35)-^sinfi.J, 

équation qui détermine la forme de la courbe en projection sur les 
plans zOx et ζΟγ. 

VI. — Cercle reposant par les deux extrémités d'un même diamètre 
sur deux appuis de niveau et soumis à l'action de deux poids égaux 
accrochés aux extrémités du diamètre perpendiculaire au précé 
dent. 

Soient 
O le centre du cercle; 
A l'iiu des points d'appui; 
Β le point de l'un des demi-cercles où est suspendu un poids 2P. 

4o.. 
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Prenons les directions de OA et OB pour celles des axes des χ et 
des jr. Comme dans la question précédente, nous pourrons négliger la 
variation de la courbure. 

En raison delà symétrie, il ne se développera pas de couple de torsion 
dans la section B. En considérant le demi-cercle limité par le point Β 
et le point qui lui est diamétralement opposé, on reconnaît sans peine 
qu'il ne se développe, dans les deux sections extrêmes, ni résultante, 
ni couples élastiques. La force qui agit sur chaque quart de cercle 
est Ρ et nous poserons, comme plus haut, 

ΡΊ'~Λ'
 P

^
E

 (ET, RH)~*' 

On remarquera que l'axe du plan osculateur au point Β reste dans le 

plan γΟζ après la déformation, de sorte que, ponr 0 = Sa" est nul, 

et Sb" prend une certaine valeur qui doit résulter de la solution du 
problème. En partant de là, on déduit facilement des formules (i3), 

en y supposant 0, = 

âa"= £ (ι — sin0) -+-(ι 4- cosa0), 

ib" = £ cos0 — (β 4- ^ sin20^ -t-C, 

C étant une constante. 
La formule (9) donne, par suite, en exprimant que Se est nul pour 

9 = ο et 0 = 2 

Se — — ^ ( 1 — sin0 — cos0) 

4- ̂  ^ sin0 + g sin30 +- 0 cos0 4- | (1 — cos0)J. 

On trouve ensuite, en remarquant que âz est nul pour 0 = o, 

Sz = — ^ (0 -t- cos0 — sin0 — 1) 

-4- (- cos0 ^ cos30 4- 0 sin0 4- % 0 — |sin0 — —\ · 
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La flèche f ou la valeur âz pour θ == ^ a pour valeur 

/=f ('-!) +S (;-?)"· 

Les considérations précédentes sont applicables au cas d'un demi-
cercle horizontal dont les extrémités seraient encastrées. 

VII. — Ressort à boudin vertical encastré parson extrémité supérieure 
et à l'autre extrémité duquel est accroché un poids. 

Nous ne considérerons que le cas des faibles déformations, le seul 
dans lequel on puisse arriver à quelques résultats intéressants. 

Soient 
ί l'inclinaison de l'hélice sur l'horizon ; 
R le rayon du cylindre sur lequel elle est tracée; 
Οχ, Οjr deux droites rectangulaires passant par le centre Ο de la base 

supérieure du cylindre, comprises dans le plan de celte base, dont 
la première passe par l'encastrement A ; 

$ l'angle formé avec Ox parle rayon mené à la projection n, sur le 
plan χΟγ, d'un point quelconque m de l'hclicef 

2nit la valeur de 0 correspondant à l'extrémité libre du ressort on est 
accroché le poids Ρ, η étant un nombre entier. 

En négligeant la déformation, le point d'application de Ρ est pro-
jeté en A. 

Nous avons 

Po = —r·' *0 = — .> - = tangi, s — —ds——.cfô, 

α„ — — sin5 cost, b„ = cosfl cost, c
0
 — sini, 

-=r = — costf cos/, — = — sine cost, —- = o, 

a"
0
 = sin0 sin i, b'

0
 = — cos θ sin i, c"0 — cosi. 

Le moment du couple obtenu, en transportant la force Ρ parallè-
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lement à elle-même en m ou n, se décompose en deux autres, l'un, 
PR sin 0, dont l'axe est nO, et l'autre, PR(i — cos0), dont l'axe est la 
tangente en η à la circonférence de la base du cylindre. Ce dernier 
se décompose lui-même en deux autres, l'un PR(i — cos0) cosi, suivant 
la tangente à l'hélice qui produit la torsion, et l'autre PR (ι — cos0)sini, 
suivant la perpendiculaire au plan oscillateur, et qui diminue la cour-
bure de la pièce. Il résulte de là que l'on a 

OTLt = PR (ι — COS0)cOSf, 

et que le moment fléchissant se compose des deux suivants (4) : 

(b) Olty coss = PRsinf suivant Ox, 

le) 3IL/ sine = — PR( ι — cos&) sini... ? , ' \ 

Si nous supposons que la section de la pièce ait un axe principal 
d'inertie dirigé suivant le rayon de courbure, nous aurons ψ

0
 = ο, et 

les formules (ι ι) et 12) nous donneront, en continuant à négliger les 
quantités du second ordre, 

-, 1 1 1 PR(i — cos 9 ] sin/ 

tangf 

dç PR cos 9 

, r τνηΓ!1 — cos®) cos/ cos9 ] 

On déduit de là 

JE = ρ.ίΐ_ d + 

PR3 / ι tang3? ι \ ^ 
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Si nous posons 

a = ̂ (-L + !ï£Î), 

R - PR7 1 _ _ ±\cos6 

les trois premières des formules (5) donnent 

— = —tan si — Àcos» co&2& -+- - } cos 1, 

"50" = ^T
tan

g
?
 - (^AsitiO -h -sinaôj cos?, 

rf <îc" i/ <?c , 

On déduit de là, en remarquant que, en raison de l'accroissement, 
les variations sont nulles pour 0 — o, 

A sin0 — ^ sin 20 + ^0j cosi, 
(' 5) δί>" = âb tangt -t- ^Acos0 -+- ?jcos20 — A — | jcost, 

oc" = Se tangt. 

Posons encore C= — cos41 sin t. 

La quatrième des équations (5') et les équations (6') deviennent 

COS0 -T- S1»0 1 — COS0), 
(16) — sin0 âa -h cos0 Sb -t- smiSe = o, 

iintsiuSoa"— sini cos0 Sb" +· cost Je" = o. 

En remplaçant dans la dernière de ces équations Se" par sa valeur 
déduite de 't : roisième des équations (i5), elle devient 

,17) âe = — si η 0 âa" + cos 0 âb"', 
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et, en portant cette valeur dans la seconde, 

(ία -+- siniia") si η 6 — ( Sb -t- sin iàb") cos θ = ο. 

Si l'on remplace dans celte formule Sa" et Sb" par leurs valeurs («5), 
on trouve 

sin 0 Sa — cos QSb 
(18) — j^A -t- ?cos30 -+- ?0sin0 — ^A -4- cos0jsinicos

s
t = o. 

Posons, pour simplifier, 

j(0 ; = j^A -+- ^ cos 30 -+- ^ 0 sinS — ( A -t- ? j cosSj sini cos
s
 / ; 

nous aurons 

(19) sin0 ία — cosQ Sb — J[d) = ο, 

et, en diiférentiant, 

cos0ia -t- sin0iA +sin0^ — cos0^^ — °-

De cette équation et de la première des équations (16) on tire 

-t- sin0 cos0ia -+- sinï0 Sb —/'(0)sin0= C(i — cos0)cos0, 
(20) 

— cosa0 Sa — sin0 cos0 Sb + _/'(0) cos0 = C(i — cos0) sin0. 

Les équations (19) et (20) permettent de séparer àa et âb, et 
donnent 

^ + iatang0-/(0)^ -/(0)sin0 — C(i - cos0)cos0 = o, 

^ — dbcoXa — /(S) -h_/'(0)cos0 — C(i — cos0) sin0 = o; 
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d'où 

Sa = cos9 J [_/~(ô)t»nga0 4-_/'(0)tang0 4- C(i — cos0)]t/5, 
(21) 

Sb = sin0 / \f{$) col*6 —/'(0) cot0 4- C(i — cos0)]tf0. 

En effectuant les intégrations, on trouve 

Sa = -siuatcost j A(sin0 — 0 cos0) — ^siu20 

4- — (sin — sin 20) 4- — Ι 

4- c(0 — sin0) cos0, 
(22) 

Sb — ^ sin ai cost £ — A(0sin0 4- cos0) — ^ (1 — cos 20) 

4- — (cos2 0 — COS40) 4- A I 

4- c(0 — sin0) sin0. 

En portant ces valeurs dans la seconde des équations (16), 011 trouve 

Se — cos2tj^A(i — cos0) 4- ^(cos50 — cos30)J. 

On déduit de là 

Jz = R cos i [A(0 - siu0) 4--^sin50 - ^sin30)]-

Soit λ l'allongement du ressort ou la valeur de Sx pour 0 = 2«π, 
on a 

λ = RcostanrcA, 

ou, en remplaçant A par son expression (i4)J 

^"'(à + Ttr)"'·· 

Journ. de ifath. (3« série), tome III. — OCTOBRE 1837. 4 ' 
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formule dont on peut déduire des conséquences intéressantes quand 
la section du ressort est circulaire ou carrée. 

Des formules (22) on déduit aussi 

ολ· = - sin2il — A(a cos5 -1- 5 sin5) -F- g cos 25 

- k Gcos45 -cosa5)+τ+a A ~ έB] 
-+- (θ sin5 -f- cos5 4- 7 cos25 — fV 

â) = ?siii2/| — A5cos5 -h^A— ^5 -f- ^sinaS -+- γ^ϊη25 — 

-V- (— 5cos5 + sin5 — - + 7 sin 25), 

pour les variations qui caractérisent la déformation transversale. 


